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Sommaire

Les structures épaisses sont trés répandues dans les réalisations humaines les plus diverses
telles les réservoirs.

Ainsi, vu leur géométrie, la théorie de Mindlin sur les plaques épaisses a ¢été jugée bien
adaptée pour 1’analyse structurale de tels ouvrages.

La théorie des plaques de Mindlin est basée sur I’hypothese cinématique des sections droites
ou planes. L’influence des déformations de cisaillement transversal (CT) est prise en compte :
cette théorie inclut ainsi celle de Kirchhoff basée sur I’hypothése de conservation des
normales (en supposant négligeable I’influence des déformations CT).

11 s’agit, donc dans le présent projet ,de développer une théorie de modélisation par éléments
finis des plaques épaisses pour ensuite I’adapter a des cas pratiques de calcul d’ouvrages dans
le domaine de I’assainissement. Cette adaptation concerne, en particulier, les bassins ou
réservoirs parallélépipédiques.

L’idée sera d’abord, de générer les équations aux dérivées partielles fondamentales (EDPF)
qui régissent le comportement mécanique de ces structures aprés avoir procédé a une
description complété de leur surface et a la détermination de leurs parametres géométriques

pour ensuite terminer par la formulation par éléments finis .
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Introduction

Une coque peut étre considérée comme un élément structural de grande efficacité transmettant

les charges qui lui sont appliquées par action membranaire, si elle est correctement appuyée.

En effet, a I’exception des zones de singularités adjacentes aux discontinuités de géométrie ou

de chargement (bordures, ouvertures, changement brusque d’épaisseur, charges concentrées

ou sectorielles) , les effets flexionnels sont négligeables.

Les propriétés structurales intéressantes des coques ont ét¢ mises a jour depuis I’antiquité

dans des applications comme la construction navale.

De nos jours, vu leur efficacité de transmission de charges, les coques font 1’objet d’une

grande convoitise dans les domaines, aussi bien du Génie civil que de 1’aérenautique. Elles

sont souvent utilisées en Génie civil dans la construction des voiites cylindriques ou

sphériques en magonnerie. Avec ’avenement du béton armé, les formes et les applications se

sont diversifiées vers d’autres applications telles la construction des barrages voltes, des

chateaux d’eau et réservoirs et des toitures de grandes poriées.

Les structures en forme de coque constituent les éléments structuraux de base dans la

construction aéronautique et aérospatiaie.

Le comportement structural des coques est entierement décrit par des équations aux dérivées

partielles complexes dont les solutions ne sont obtenues , de fagon précise, que pour quelques

rares cas, souvent d’ordre académique.

Les difficuités rencontrées dans la résolution de tels cas de structures sont qqnto%g]ées avec
- .

I’usage de la méthode des éléments finis.

Cette méthode donne une solution certes approximative, mais suffisamment précise pour des

applications pratiques. Bien qu étant ¢laborée depuis le début des années soixante,. la méthode

des ¢léments finis est en perpétuelle amélioration en vu d’obtenir des solutions proches des

solutions réelles qui, elies, sont, pour la plupart des cas, inaccessibles.

Les coques peuvent étre classées en deux catégories : les coques de révolution et les coques a

géométrie quelconque.

Mais, dans ce qui suit, notre étude portera sur I’analyse des coques plates.

Cette analyse repose sur la description de leur surface avec un systéme de coordonnées le plus

approprié¢, la détermination des parameétres géométriques déterminants ct 1’écriture des

équations aux -dérivées particlles fondamentales (EDPF) qui décrivent leur comportement

mécanique global.

Sacoura WAGUE/Juillet 2003 1
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Chapitre 1 : Théorie

1.1 Géormétrie et cinématique d’une plaque

Une plaque est un solide défini par une surface de référence plane (plan x y) et par une
épaisseur (notée h(x,y)), petite par rapport aux autres dimensions, a savoir la longueur et la
largeur. Sutvant ’ordre de grandeur de h par rapport aux autres dimensions, on introduit
I’adjectif mince ou épais aux plaques et coques. Cependant, ce qualificatif n’implique pas
seulement une caractéristique géométrique, mais défimit aussi un réle particulier des
déformations dites de cisaillement transversal (CT). Cette influence est d’autant plus
importante que les structures sont minces car I’épaisseur h varie en sens inverse de i’influence
CT.

La plaque peut étre constituée d’un matériau homogene ou d’un empilement de différentes

couches de matériaux orthotropes.

‘,. ............................................. -
Z ",’_). .........................................
VAR
AR
A el
I )
e 20 Y P(xyy,h)
s
s ’
ad ’
24 .
24 7
7 7
- o X
<

Fig.1.1 Description géométrique d’une plaque

Pour étudier cette plaque, il a été fait une idéalisation de la structure en considérant un plan

de référence ; il s’agit du plan moyen de la plaque.

Sacoura WAGUE/Juitlet 2003
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/ Plan de référence

/ ’
)
!

Fig.1.2 Idéalisation de la plaque

La théorie des plaques qui sera présentée est basée sur un certain nombre d’hypotheses :

_ P’hypothese des sections droites (ou planes) : les points matériels situés
sur une normale 2 la surface moyenne non déformée restent sur une droite dans
la configuration déformée.Les déplacements u et v (suivant x et y) d’un point
P(x,y,z) quelconque varient alors linéairement en z et le déplacement

transversal, w n’est fonction que de z.
_ ’hypothése d’une déformation transversale, €z nulle .

_ I’hypothese des déformations planes : dans les relations de comportement, la contrainte

oz est négligeable par rapport aux autres composantes du tenseur de contraintes.

_ I’hypothése d’anisotropie plane pour chaque couche dans le cés d’une plaque

composite. C’est a dire que ’axe z est [’axe d’orthotropie de toutes les couches .

_ La prise en compte d’une loi de comportement de CT (cisaillement transversal)
Jfonction du facteur de correction qui est déterminé, a priori, par des considérations

d’équivalence énergétique.

g

Cette théorie fait intervenir :

Sacoura WAGUE/Juiliet 2003 3
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*Cinq vanables cinématiques indépendantes :les déplacements de membrane ,u et v,
dans le plan de référence z=0,le déplacement transversal, w et les rotations Bx et By de la

normale a la surface moyenne dans les plans xz et yz respectivement.

» Trois efforts de membrane notés Nx , Ny et Nxy ; trois moments de flexion notés

Mx , My et Mxy et deux efforts tranchants , Qx et Qy.

Au niveau du contour, on a I’élément de surface ds qui s’écrit

ds* 7 =nydsxi+n,dsx j (1.1.1)

YL
_’ X

Fig.1.3: Géométrie et cinématique sur le contours

On définit la matrice [Q] par:

Hx —7ily b Xyn X,s

[Q]= = (1.1.2)
ny Hx Vs Vs

[Q] est une matrice de transformation

Sacoura WAGUE/Juillet 2003 4
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(1.1.3)
ny dx
(1.1.4)
nx| |dy
(a*w
3XJ (1.1.5)
o
ov
7n1 |
=[QI" (1.1.6)
7s) 7
Brx) (1.1.7)
Pen) (1.1.8)
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1.2 Relations cinématiques

Les déformations linéaires s’écrivent :

flfepelr) a2

U x ﬂ
X R Letwix 5
avec {e}:{u,)ﬁ:v,x : {Z}-{ﬁ‘ l;jﬂ Jl {7} {ﬂ» +:Z (1.2.2)

Les déformations de cisaillement transversal {y} sont constantes a travers 1’épaisseur de la

plaque ; {e} représente les déformations membranaires et {,g} les courbures

+ h/2

-h/2

Fig.1.4 : Déformations e, zy et y

Les déformations globales liées a tous les efforts auxquels la plaque est soumise sont données

par :

U, x
Vo
ll,y+V,_\'

X, X

(e} = (1.2.3)
Y Ly Prx

Bowx

ﬂy-f'\‘V,_v

Sacoura WAGUE/Juillet 2003 6
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et donc les relations cinématiques peuvent s’écrire :

ﬁx,x +/B)',X

ﬁx‘*‘w,r

la relation devient :

"o o o o o Qo OQ)IQJ‘

Sacoura WAGUE/Juillet 2603

€} = [L] * {u}

o Qlo o 93\@)‘

L Brtws

o o o o o PP o

avee

QP © © o o o o

o oo o

0
0
0
0
0
0
0
Ox
Kel
)
Bx=0y
et fy=-0x
0 0
0 0
0 0
0
ox 0 L
0 2
Oy
Jd 0
0) ox
~1 0
0 -1
7

(1.2.4)
0 0
0
()
0 0
A V
g 0
agc o 1Yy (1.2.5)
, Y g
o 9
oy ox :
1 0 ’
0 ]
U
\%
w (1.2.7)
16,
6«
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1.3 Conditions d’équilibre

Considérons I’isolement d’ un élément de plaque en équilibre :

Nx

Nxy

Fig.1.5 : Efforts résultants sur A

Les équations d’équilibre s’écrivent , tenant compte des effets d’inertie, :

Nx,x +Nxy,y +{x

Nxy,x+Ny,y +fy

Mx,x + Mxy,y - Qx + mx = pf

Mxy,x + My,y - Qy + my

Qx,x+Qy,y +fz =

avee !

Sacoura WAGUE/Juillet 2003
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h fvx(x,y,Z) ]‘

ol [$ foley)idz = S f

N

2 ﬁz(x,y,z) f'

2| (X, p,2) M
zdz =

_h | fy(e,,2) My

o) ﬂ .
|
|

(1.3.6)

(1.3.7)

(1.3.8)

(1.3.9)

(1.3.10)

Mx, My et M x yreprésentent les efforts résultants de flexion ou moments (Nm/m )

Q x et Q y constituent les efforts résultants au cisaillement ou efforts tranchants (N/m )

fvx, fvyet fvz sont des forces par unité de volume suivant les directions X, y et z.

fx, fy, fz, mx et my sont des efforts par unité de surface moyenne .

Sur la frontiére Sf, agissent les efforts surfaciques fsx(x, z), fys(x, z), et fys(x, z).

Les efforts {ﬁ}, et {ms} par unité de longueur du contours Sf sont matérialisés dans le

schémas ci dessous

Sacoura WAGUE/Juillet 2003 9
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Fig.1.6  Forces et moments sur le contour Sf

S fse) -
S {fs(s)}: j Jo(s,2) pdz et {ms(s)}:J‘

| f5=(8,2)
2

avece

llW u

18 6,
Bl -6

Sacoura WAGUE/Iuillet 2003 10
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Soit
N
[0 G, | )
5 05 0 000 0 N /i
0 2 2 9 0 0o 0o o] |M S
& & Y
o | M- .
0 0 0 0 0 O + LS =
) 5 & 3 |m
0 0 0 5( 0 5) - 0 M‘y 771x
o0 00 2 92 o 4 [g m
] & & | . )
Q,
2
Ou
2
) ot
Pm 0 0 Pmf OT as,
O pm 0 0 pmf agz
| o 0 pu 0 0| % (1.3.14)
ot
m 0 0 0 2
Py ; /Z)f 8
O m 2
i Dnf prlo| 5,
2
00:
| ot
h h
*3 2 i) )
pm = Jp(i)dz ; pmf = Jp(z)zdz ; pf = Jp(z)z dz, (1.3.15)
YR -k _h

2

0(z) désignant la masse-volumique du matériau et supposé, par souci de généralité, comme
fonction de z. Dans le cas d’un matériau constitué de nc couches homogénes de masse

volumique pi,on a:

ne

ne 11 3 3
pm= Zmpl cpmf = Zhinipi cpf = Z%(zm —zi )i (1.3.16)
i=l =] i=1

Sacoura WAGUE/Juillet 2003 11




Projet de fin d’études Ecole Supérieure Polytechnique

1.4 Loi constitutive

1.4.1 Cas anisotrope

La loi constitutive est définie par la relation :

(o} = [H] {€} + {c0} (1.4.1.1)

Cette relation qui peut étre explicitée par la relation ci-dessous, apres intégration :

(N} =[Hm] {e} + [Hm{] {3} + { NO} (1.4.1.2)
M} =[Hmf] {e} + [HIf] {x}+ { M0} (1.4.2.3)
{Q} =[Hc] {y}+{Q0} (1.4.1.4)
avecd
<e>={e}T= (u,x vy u,r+v,x> (1.4.1.5)
<>= {x}T= {(brx —Oxy Ory—Ox.x) (1.4.1.6)
<y> = <¢9Y+w,,\: —9x+w,:»'> (1.4.1.7)
. I S :
+h!2 +hi2 +h/2 2
[Hm]= [Hldz ; [Hmf]= [Hlzdz; [Hf)= [Hldz (1.4.1.8)
~k/2 ~-hlZ -h/2

La matrice [Hc] tient compte des composantes de [H7] et du coefficient k (facteurs de
correction de cisaillement transversal) ; [H7] est déterminée par la relation liant les

cisaillements {7} aux déformations {y}, a savoir :
{7} =[Hr] {y} +{7 0} (1.4.1.9)

Dans le cas le plus générél [H7] et [H] s’écrivent

Sacoura WAGUE/Juillet 2003 12
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H H
(H] =|H, H, H
H H

f,,

Dans ( 1.4.1.1), [H] prend la forme

i ]’Im Hm
{NW [Hn]  [Hw]
{M}J = |[Hw]  [H/]
Lo} 0
E
[Hldz  [H)zdz
h -k

—_—
.
<

R
‘.
=
+
N
[}

[H]zdz J[szzdz
_h _

Sacoura WAGUE/Juillet 2003
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[Hﬂ={i“ z“} (1.4.1.10)
(1.4.1.11)

{e} J {N 0 }

{x}+lM%} (1.4.1.12)

{7 } {Qo}

k) (v l

e 1 -

MI (1.4.1.13)

y
o)
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La matrice [H] est d’ordre 8 * 8 et présente la forme

Hml 1

fImZ 1

Ay

m31

Sy

mfl1l

R

mf21

T

mf31
0

0

Finalement, la loi constitutive s’écrit

Sacoura WAGUE/Juillet 2003

]im 12 Hm 13 }Im 1f11 ]_[m 112 qu 13 0 0
Hm22 Hn123 Iimﬂ 1 mf22 mj23 0 0
Hm32 Hm33 Hmj3 1 mf32 ‘L[mﬁ3 0 0
Hmﬂ2 Hmﬂ3 Hﬂl Hﬂ2 /13 0 0 (1.4.1.14)
Hmﬂ2 Hmﬁ3 Hﬂl }[ﬁ2 HF23 0 0
Hmj32 Hm 33 Hj31 Hj32 33 0 0
0 0 0 0 0 11 H.po
0 0 0 0 0 H,, 22
—Hmll Hmi2 HmlB]'A]mﬂleﬂ?.HmﬂB 0 0 ] U Naxo
Hem2y Huo2 Hmas .HmﬁlejZZHmﬁ3 0 0 V.y N)'O
Hus1 Hmn HniJJHmﬂleﬁZHmﬂJ 0 0 u,é‘}'v,x 1/‘\2")’0
HupnHup2s Hops Hpr Hp2 Has 0 Q, | ), O + JHxo 5
Hougn Hup2 Hops Hpy Hpz Hres 0 0% | | %05y My, (1.4.1.15)
HoptHopz Hups Hpr Hp2 Hps 0 0 Oy.y—Or.x Mo
0 0 0 0 0 0 HnHa||Otws Do
0 0 0 0 0 O HaHa||-Octwy) Oro
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1.4.2 Cas orthotrope

Considérant le cas ou on a une couche orthotrope avec comme directions d’orthotropie L, T et

Z.ona:
HLL HLT 7
0 G, O
HL=|Hn Hn o M1l =| o J (1.42.1)
0 0 GLT | z
avec
HLL= - EL : HLT = ETXVLT
I—virxvr I-virxvre
HTT = —£&£7 . HTL=HLT ; GLZ=GLT; ' (1.4.2.2)
l—virxvrL

Et le module de cisaillement G du matériau qui s’écrit

— E e e ,
G S (1.4.2.3)

EL représente le module d’Young du matériau dans la direction L ; de méme que pour EL .
VLT est le coefficient de Poisson relatif aux directions L et T.
Les matrices [H] et [H7] sont ainsi définies :

[H]=[T1]T [HL] [T1] (1.4.2.4)

[Hr] = [T2]T [HrL] [T2] ' (1.4.2.5)
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r

2 2
cos¢g sing cosgsing
. 2 2 .
avec: [T1]=| sing cos¢  —singcosp (1.4.2.6)

—-sin2¢  sin2¢ cosqzﬁ—sinqi_

COS sin
et [T2] = I:—Sing; cosﬁ (1.4.2.7)

ou ¢ =(x, L) désigne I’angle que fait I’axe x avec la direction d’orthotropie L.

[F [(cos(6 ) HLL+sin(¢ ) HTL) cos(6 )* + (cos(6 )* HLT+ sin( )> HTT) sin($ )2 + sin(2 ¢ )? GLT,
(cos($ )2 HLL + sin(¢ )2 HTL) sin(¢ )? + (cos(¢ )2 HLT + sin($ )2 HTT) cos(¢ )*> ~sin(2 ¢ )2 GLT,
(cos(¢ Y2 HLL + sin(¢ )2 HTL) cos(¢ ) sin(d ) — (cos(¢ )2 HLT+ sin($ )2 HTT) cos(¢ ) sin(¢)
~sin(2¢) GLT (cos(9)? - sin(9)?)]

[(sin($ )2 HLL+ cos($)* HTL) cos(d )* + (sin(9 )2 HLT+ cos(¢ )> HTT) sin($ )2~ sin(2¢ )> GLT,
(sin($ )> HLL + cos($ )2 HTL) sin(¢ )? + (sin( )* HLT + cos(¢ )2 HTT) cos(¢ )* +sin(2 ¢ )2 GLT,

(sin(6)? HLL + cos(¢ )2 HTL) cos(¢ ) sin(¢ ) — (sin( ¢ )> HLT + cos(¢ )* HTT) cos(¢ ) sin($ )
+sin(2 ¢ ) GLT (cos(¢ )? - sin(¢ )]
[(cos($) sin($p) HLL ~ cos(¢ ) sin(¢ ) HTL) cos(¢ )?
+(cos(¢ ) sin(¢ ) HLT - cos(¢ ) sin(¢ ) HTT) sin(¢ )* = sin(2 ¢ ) GLT (cos(9 )* - sin(¢ )*),
(cos($ ) sin(d ) HLL — cos(6 ) sin(d ) HTL) sin( ¢ )?
+ (cos(¢ ) si(¢ ) HLT— cos(¢ ) si{§-) HTT) cos(d )2 +sin(2 ¢ ) GLT (cos($ )* —sin( )?),
(cos(¢)sin(d) HLL — cos(¢ ) sin($p ) HTL) cos(d ) sin(¢) A e
—(cos( ) sin(¢p ) HLT— cos(¢ ) sin(¢ ) HTT) cos(¢ ) sin(d ) + (cos(¢ ) — sin( )2)2 GLT]
(1.4.2.8)

La matrice [Ht] est donnée par :

. cos($)? GLZ +sin(¢p )*> GTZ , cos(p ) GLZ sin(¢ ) - sin(¢p ) GTZ cos( )
T]_Los(q)) GLZ sin(¢) - sin(¢ ) GTZ cos(9), sin($p )> GLZ + cos(¢)* GTZ} '

Ces calculs de [H] et [H7] permettront d’avoir les expressions de[ Hn|, [Hp] et [H] a

partir de ( 1.4.1.8) .
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Ils aideront, par conséquent, a la détermination de la matrice

A, [H,1 0]
[H,  [H] [0
0] [0 (A

La loi constitutive s’écrit alors .

W [y w0 () ()
M=\, H 0|1y +F]V[0} (1.4.2.10)
0} J o H)] B )

et avec les substitutions précédentes, on a :

h h
" *2

j[]ﬂdz [[H)zdz - [0]

]I

_h _h
{{N} +1_12 N /12

2

3 ({8}] ol o=
1{M} =| [Hlzdz  [[H}z'dz  [0] 1

}r {MO} (1.4.2.11)

_h

O e o e
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Application a un matériau composite constitué de nc couches orthotropes

On considere, dans ce cas, que ies caractéristiques du matériau sont constantes par couches.

Ainsi, , les matrices précédemment définies deviennent :

Nnc ne ne

Hm] = 3 AH); ] = Dhn(H); H = D3 ,-z)H (14212
i=1 ' i=] .

La matrice [H]; représente la matrice [H] définie dans le (1.4.1.10) pour la couche i

hi = (z i+1- z ;) représente I’épaisseur de la couche i
ni= %(zﬁ.ﬁ zi) (1.4.2.13)

La couche 1 étant définie par :{ (x, y) € AcR2 avec zi < z <zi+1} avec A qui désigne I’aire

de la couche 1.

Les termes précédents seront injectés dans I’équation suivante pour obtenir la loi constitutive

du présent cas, a savoir :

V) [ 2onlH] > hnlH 017 (e} {No}
g DY 2112 N S: TEREs 170 W O N IR P2 1S 17 (14.2.14)
ot | 1o [0] (1] |} (o}

Le calcul de [Hc] est effectué¢ par une méthode basée sur des considérations d’équilibre et
d’équivalences énergétiques de maniére a ce que la rigidité en CT(cisaillement transversal) du
modele de plaque corresponde au mieux a celle définie par la théorie de [I’élasticité

tridimensionnelle .Ce qui fournit un coefficient k de 5/6.
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D’autres auteurs tel que Mindlin ont eu 2 proposer une méthode basée sur des considérations
dynamiques ,c’est a dire d’équivalence de fréquence propre associée au mode de vibration en
CT ou de vitesse de propagation d’ondes de flexion .Laquelle méthode fournit un coefficient
facteur de correction de cisaillement transversal de k=n2/12.

Dans le cas de plaques composites, avec x et y comme directions d’orthotropie (L=x et T=z),
la matrice [HC] est diagonale et deux (2) facteurs de correction sont définis .

La méthode ici présentée pour les plaques stratifiées généralise celle adoptée pour les poutres
faisant fi du couplage membrane flexion , ¢’est a dire que [Hmf] = [0].

La matrice [HC] est définie de sorte que la densité surfacique d’énergie interne de CT
obtenue pour une distribution tridimensionnelle (exacte) des contraintes 6xz et oyz notée Ul
soit identique a celle associée au modele bidimensionnel construit selon 1’hypothése de

Reissner/Mindlin Ainsi, :

+

Al e e (1.4.2.15)

-

p—

Il
N j—

=
N[y —y >

T

of el o} =10} ey} 5 (o i j \e=[tc ) (142.16)

N —

Ul=12

-+ ﬁ h

- j Vafre] f{f}dz) - T ] e (1.4217)

1 -
..E 2

La distribution de {r(z)} est donnée par les équations suivantes

{Ux:} = - ]‘( U,r,.\"‘l‘()'.ry.y)dz ) {O'y:} = - :[( Ty "i‘O_‘r)’..r)dZ (1 4.2.1 8)
avec o= = 0y =0 pourz=+-h/2 . (1.4.2.19)
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1.4.3 Cas d’un matériau homogéne et isotrope

+h/2 +h/2
[Hm] = §H]dz= [H] ( |dz)= h*[H]
—h/2 —hl2
1 1% 0 |
[Hm] = h—E2 v 1 0
I-v -y
_O 0 2
+h/2
+hi2
[Hmf] = [Hlzdz = [H]( |zdz ) = [0]
~-h/2
—h/2
+h/2
+hi2 2 7 h3
[Hf] = [Hldz = H]( |z dz) = = H]
—k12
~h/2
avee
_1 v 0 |
mj=—£50v 1
I—v -
RN
1 0
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Autrement dit, k prend la valeur g‘ )
T hE hE 7
s ]—V 0 0 0 0 0 0
- -V
Ev  hE
Th_\}' 11 5 0 0 0 0 0 0
21—
0 0 5&% 0 0 0 0 0
o 0 RE  KEv 0 0
[H] = 12-12v 12-12V
WEv PE
0 0 0 0
12=12v2  12-12V2
WE
0 0 0 0 0 24+24v 0
5 hE
E 0 0 0 0 0 0 S0
3 o 0 0 0 0 0 %lh E
i -V (1.4.3.6)
La loi constitutive s’écrit alors:
" i )
F—i E—f 0 0 0 0 0 0
] 1= I-v
; hEv H
‘ REVCRE T 0 o 0 0
1 1=
) . - } _ n = ,
5\\/7r 0 0 34% 0 0 0 0 0 u. %XO
y < Vy »
5‘\’2 o o o FE RE 0 0 Uy Ny,
M= 124127 12-137 _eé:) + J %f‘; (1.4.3.7)
My REv I '
o 0 o o MR FE oy g | |Grte] Mo
: 124127 124127 G+ Oro
L @ J RE —Hr‘*'Wy’ Q."O J
0 0 0 0 0 a0 0
5 hE
0 0 0 0 0 0 i
0 0 0 0 0 0 3 hE
L ‘ ]2] -V_
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1.5 Equations aux dérivées partielles fondamentales (E.D.P.F)

Elles sont obtenues a partir des ¢quations précédentes.

En effet,

{o} =[H] {¢} + {c0} (1.5.1)
{e} =[L] *{u} (1.5.2)
{o} =[H] [L] {u} + {c0} (1.5.3)

Or, par ailleurs :

[LIT {o} + {b} =[p] —

2

0 {u}

[LJT ([H][L] {u} + {c0} ) + {b} =[p] —
ot

[([LIT [H][L]-[p]- %1 ) + [LIT {0} + (b} = {0) (15.4)
it
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1.5.1 Anisotopie générale

Les EDPF se résument aux cinq équations suivantes, en ne tenant pas compte des contraintes

initiales {O'o}

2 2 2
0 (uHmy) .0 (uHms) 0 (uHms) Gu 0 (vaz) 8 (vHrm) 6 (vaz) 6 (anu)

L ¥ p ?

o &ty o) a OV & o O

2 2 2 2 2 2
0 (B:Hmf) ]26 (BHmfy) O (BHmf3) 5 IG,BXJ 0 (BHmf) 0 (BHmf) 52%]{771)‘3) ]
1] 2 ¥ \ 1 2 4_7 2 ¥ -~ T 2 L 2 R

o Oxy & a & o

2
O (BoHmps) . |
gy =0 (1.5.1.1)

2 2 2 2
&' (uHm:) 3 (uHm) & (uHms) & (uHrs) 0 (vHms) 0 (vHms) 8 (vEms)_

5xay ayz axz ! axay T ay2 “ axay 8x2 'atz !
K (,BHmf) 5 (B Hmf) @ (B Hmf) 8 (,BHmfz) 0 (,ByHmf) 50 (,ByHmfzs)]
ey -~ o oy -~ oy
0 (ﬁiHmﬁs) ot a;B, +£,=0 (1.5.1.2)
oxX

0 (uHmﬁu) 5 (uHmf,;) 0 (uHmfﬁ) 0 (vaf,z) 0 (vaf3) 0 (vaf,;)

l

o sy o S
2 2
0 (vHmfss) 0 (ByHf) | o OwHai) SwHos) 8 w
axay T axay 1H02ﬂy‘r ax 1 a)} atz l’nx—o (1513)
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O (BeHf),

o Oxdy oxdy

az(uHmfz) . az(uHmj;) J 62(11HmJ £ | 82(uHmj§)

2O BHF ) O BHS ) o o 0 (BHR) 0 (BHE) 0 (BHS)

ay 6x

2 2

0'u 0 (vHmf) 0 (vHimf) 0 (vEimf)
T 2 T 2 T - pnf 77 2 12 }
oy g a W i

ay g

az(ﬂ'Hﬁ)Jrﬂ.H o 6 B 0 (,B)Hﬁz) 6 (BHf) o (ﬂerz) 6 (,B(Hﬁ3) 6 (ﬁerl)‘i‘

axdy a oy xdy My ay c’%x'
o (ByH ' 2 2
+————(’B’ ) g, Hen S )‘a(wgym)’m‘d) (1.5.1.4)
ox ’
by, ABHo) APHa) APHa) ApHe) B
pmfa ax 1 QV ax T 8); - ﬂ 8{2 T
+6 (W]{Cll) za(gchlv) 6(wHaz) e, (1.5.1.5)
ox %0y &
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1.5.2 Cas isotrope

On a un découplage membrane —flexion. Ce qui se traduit par :

[ JH{0]
D=0 (1.5.2.1)

Ainsi, les ¢équations précédentes se réduisent a :

2 2 2
0 (uHm) 8 @Hm) o 0(OHm) o(vHm)

(1.5.2.2)

o ~ pmatz' Bxdy | oxdy x=
2 2 2 ) 3
O (utim) (Hm) o(Hm) O(vHm) o
oxoy | oxoy ayz ' ax2 ﬁo,,,atz y= (1.5.2.3)
2 2 2
o (B Hf) 0 (BHf ) o (B Hf) &(B HE H
(sz ). ——+he B +——> D JOHL) awHg) W m =0 (1.5.2.4)

Nne T T l ~
A (9)' 11 x axay axay ox matz

@) SBAy 3, JGHD FEHY
2en _ l

qwHg)
5,04 pfaz' c?yz K +{3yng4—ay'+my:O (1.5.2.5)

2 2
ABHo,) OBHc) &8, 0(WH) 0(wHg)
x Oy ~Py 2 + 8)-(2 * ayz H =0 (1.5.2.6)
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Ce qu1 donne, apres substitution :

hE O'u , _hE o' 6u hEv_Ov | o g

o 20w ay Mok (1) oxdy
(1.5.2.7)
hEv Ou . hE Ou , hE Ov . _hi dv_ & ]
(oo T 20 ey T (o 2mar Prar T Y (1.5.2.8)
3 . 2 3 3 2 3 2
hE O, hE aﬂ ShE_p, , _hEv_0f  hE 0p
(=)o 240 52 T12(1-) 1201 ) X0 24(1+7) Bxdy
ShE ow _ 6w _ )
0wy ax Prgr =0 (15.2.9)
2 3 2 2
KW Ev 6@ h E 62,&10 ,Br W'E 6,By+ WE 6,By 5hFﬂ
I(1V)ady  2Aady © a1 24 ae  12(h
ShE ow
(- gy =0 (1.5.2.10)
ShE . OPx . _ShE Op» 6ﬂy, ShE O'w ¢ _
0w o 120 & P o T a0
(1.5.2.11)
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1.6 Conditions de bord ou condit_ions aux limites

Elles ont pour objet, d’¢liminer les mouvements de corps rigide et aussi d’aider a la
résolution des é€quations aux dérivées partielles fondamentales (EDPF) .Aussi, elles
influencent trés fortement la distribution des efforts au voisinage des bords. Dans les cas E1 et
SS1 (Mindlin), des variations importantes (couches limites) des efforts résultants sont
observées au voisinage des bords pour des plagques avec coins.

Elles sont énumérées dans ce tableau

El '
Encastrement W = f3s= f3n =0 Qs
E2
AppuisimpleSS1 W = Mn= Mns =0 Qs, Qn, Mns
Appui simple W = s =Mn =0 Qs, Qn , Mns
s
Bord libre Qn = Mn= Mns =0 Qs, Qn, Mns

Tableau 1 : Conditions limites
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1.7 Spécialisation suivant ’hypothése de Kirchhoff

L’hypothése de Kirchhoff pour les plaques minces est basée sur celle dite de conservation des
normales .Autrement dit, les points matériels situés sur une normale a la surface xy avant
déformation restent sur une normale a la surface moyenne déformée. Ce qui permet alors de
considérer que la rigidité de cisaillement est trés grande par rapport a la rigidité de flexion.
Ainsi, les déformations de cisaillement transversal sont négligeables par rapport aux autres
composantes :

Vo=t fr=0 | (1.7.1)

}’}'::M/,y'f'ﬁy:-o (1 72)
Cette théorie de Kirchhoff traitant du ca$ des plaques minces peut étre interprétée comme un
cas particulier de la théorie de Reissner/Mindlin qui, elle, s’intéresse au cas des plaques
épaisses .Ainsi, un « bon » modéle €lément fini basé sur la théorie de Reissner/Mindlin devra
donner des résultats en accord avec la théorie de Kirchhoff si I’influence du cisaillement

transversal est négligeable.
1.8 Formulation variationnelle

La méthode des éléments finis est en utilisation constante pour ’obtention des valeurs
numeériques représentatives des quantités cinématiques{déplacements, déformations) et
mécaniques (contraintes) liées a ’équilibre d’un solide soumis a des sollicitations. Cette
méthode permet d’obtenir une solution approximative qui satisfait des lois de la physique

écrites sous une forme variationnelle.

1.8.1 Equivalence des travaux virtuels

Le principe des travaux virtuels est un modéle fréquemment utilisé en mécanique des
solides et structures.
Elle consiste en une traduction, mais sous forme intégrale, de I’équilibre du so]ide soumis a

I’action de forces de volume, fv et de surface, S .
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Le principe des travaux virtuels s’écrit :

W=Wint—Wext=0

Pour le cas des plaques,on a:

Wint = I( {e*}r*{N}+{z*}T*{M}Jr{y*}r*{Q} YA

2

o= [ fu o Urpe ) el | o 2t }+pmf*ai;-{ﬂ}>+

ot

Jd Vi3l Fmshas

Sy L

{u*} et {B*} sontdes variables cinématiques virtuelles

(1.8.1.1)

(1.8.1.2)

(1.8.1.3)

Avec les relations suivantes liant les efforts généralisés {N},{M}et Q} aux déformations

{e}. {x} et {y}:
{N} =[Hm]* {e} + [Hmf]* {}} + { NO}
{M} =[ Hmf] * {e} + [Hf]* {3} + { MO}

{Q} =[Hc] * {y}+{Q0}
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on a, aprés substitution :

W= e e sl S onino Tontopans fle el | iy [ Hobas

2

- Hu}’*{fﬁ{ﬁ‘}’*{m})d/ks!({ }*{fs 4{/;} s )dS+ ﬁ{ } v +pm,—{,3})+

2

: 52{u}+p/a—2{ﬂ})dA (1.8.1.7)
ot ot ~

Y

Ici , W n’est fonction que de {u} et {B3}.1l est, en effet, exprimé en fonction des dérivées

premieres de {u} et {8}.Ce qui entraine I’admissibilité de fonctions de classe CO, c’est a dire

1

des fonctions continues dans tout le domaine, aussi bien a ’intérieur que sur les frontiéres

pour les approximations de {u} et {5}.

La fonctionnelle 7 s’écrit

1L jae Vel Hn ) (Emfe ) Ty )dA+J< (Wols{z} o

+p»r—{ﬂ})+

+{7}T{Q>})d/4"ﬁ{u}r +{,3 m}\dA—J( {fs +{,B ms Sri-J.(u (p,,

HBY (o Ll pr 25 (B (1.8.1.8)
ot ot

11} el T kelpar + i} ool - J{u}T{f}+{ﬂ}r{m})dA—SI({u}T{fs}+{ﬂ}r{7¢s has+

2 2
T

* [ (ou {}+pmf (B)+18Y (o

A ot Ot

O tbipr 2 iphdd  (18.1.9)
ot
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Les forces sur le bord sont données par :

Nx
iy 0 v 0 O] | Ny
NXn *
i}z Jéyn =0 w nx 0 0 MNo (1.8.1.10)
(0 0 0 ny m| |
Lo

(M
Nx O Ry
{ms}= £ My (1.8.1.11)
0 ar nx
M xy .
[ Nx
e 0o 000 0 0 011w
Nxr
O m» nx 0 0 O O O Nya
- e — . Mx _
(=0 0 0 0 0 0 nv n|¥ = O 5 (1.8.1.12)
My
M’n
0O 0 0 ne 0 m O O Mo X
" 00 0 0w 0 0]]p, | Mn
gy

I représente la traction de bord s’exergant sur Sf de la forme 7 =[A}"{O‘}, avec les conditions

suivantes :

=t} , {ﬂ}:{ﬁ},{&ﬁ}:{O}; {6u}={0} sur Su.

Dans le cas ou [Hmf] = [0] et pmf = 0, c'est & dire s'il n'y a pas de couplage flexion-

membrane, alors ces relations ci-dessus conduisent aux deux problémes suivants:
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A- Membrane

. “ . . L2, 2
Wm = j({ } [H.Je}+ {e }T NopdA—(u fe+v fy)dA= [(u Fetv F)dS - [pn(u Oy, OV
Sr A Ot ot

(1.8.1.13)

B- Flexion-Cisaillement

W= H ;('}T[H/]*{Z}+{y‘}T[Hc]{y})dAJr j({ x’}’{Mo}Jr{/}’ {0, D

A

2

o fz+{ﬂ'}r{m} W pu ¥ { '}Tp/a—z{ﬁ})dA— j(w'm{ﬂ'}r{ms})dszo (1.8.1.14)
A ot Y

ot

Pour le cas d'un matériau homogene et isotrope, la fonctionnelle [[, s'écrit :

3

& Pl
H,:lmﬂ B ”+2vﬂuﬂw+ LV/(B, 4 B) )+ 25"’7 (et 3 +
A -V

2

+(w,y+ ) dA J(wfz + Bxmx + Prmy —wpm s aw {ﬂ}rp/iz{ﬂ})d/l—
az ot

~ [wFz+{B) tmshas+ [z} Mo+l {Oohas=0  (1.8.1.15)

1.8.2 Formulation mixte a deux champs (g,u)

Pour construire la forme W , la relation liant les efforts généralisés aux déformations est

réécrite , sous forme inverse, de la maniére suivante :
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{e}- [Cm] * {N} — [Cmf] * {M} + {e0} = {0} (1.8.2.1)
{- [Cmf ] * {N} - [Cf] * {M} + { X0} = {0} (1.8.2.2)
{v}- [He ]-1* {Q}+ {0} ={0} (1.8.2.3)

avec :

{[Cm] [C,,zf]}ﬁHm] wmf]}

_ (1.8.2.4)
[Cl  [Cf ) |IH, ] H ]
Les déformations initiales sont :
{e0}=[Cm] * {NO} +[Cmf] * {MO} (1.8.2.5)
{0}=[Cmf] * {NO} + [Cf] * {MO} (1.8.2.6)
{10 }=[Hc ]-1* {Q0} (1.8.2.7)

e e S
La forme générale est obtenue en ajoutant, a I’expression du P.T.V, les relations précédentes

pondérées par {N*},{M*}et {Q*},Ce qui donne :

=fle Fintelx Yoy o flefor Pkl T foimbictnd-fo)-

e e {M}—{@HQ'}Q[fﬁ]"{QHm})mj{u'}T{f}f{ﬂ'}T{m})dA—

JQ T Flombes: fu {0 u}w— (5 —whpf—{ﬁ}w

(1.8.2.8)
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Les approximations seront de classe C° pour {u} et{8} et de classe C"' pour {N} ,{M} et{Q}.
Les fonctions de classe C° traduisent des fonctions continues sur tout le domaine, aussi bien a
I’intérieur que sur la frontiére. )

Quant aux fonctions de classe C”', leur continuité n’est assurée qu’a I’intérieur du domaine et.
non sur la frontiere

Et quant a la fonctionnelle I, notée Iyr par référence a Hellinger et Reissner, elle s’exprime

comme suit :

M= [(fe} (V3§ v e} {031V Y [Ca v }- (Y [Co Ja }-_;_{M Vie I -
Y (T b fo) {01} GO o= i) U} frmaa-

2 2 2

—j({u}’{fs}+{ ms})dS*I( m——;lu;wmf { D ++{8) (oLl pr 5 {B)dA
S ot ot ot
(1.8.2.9)

Elle est de Ja forme :

Tue= 3461 (€1 oo} {eblo e fauar = b {riar = ful {rsJas:

-+ [ (o 25l Tp,", {ﬂ})4 (8Y (om0 pr 2By (1.8.2.10)
1 ot o T ot
avec les conditions suivantes W} = &}, 8} = {_} sur  Su
] . T 2 2
e 1 o o o 005 + fl 25l 0
S A ot at
B) (oLl pr 25 (B (18.2.11)
ot ot
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La variation de la fonctionnelle s’exprime

(1.8.2.12)

8I1 =5 8T .
{eF=[L] {u} (1.8.2.13)
{ue = Ne] {de} (1.8.2.14)
(1.8.2.15)

fe=le] [ve] e}

an(e) }s{u, 1] [H] v~ j& {f; las- jfsiu s d&ﬁé{u}i{p%u})dA (1.8.2.15)

an p}[ U H] [1] {ulav- }3’ }f h&j&@ }dS+.kS{u}T[b]Z—;{u})dA (1.8.2.16)

La condition de stationnarité s’écrit :

(e)
ollur =0, d’aprés le principe suivant: « Parmi toutes les configurations possibles pour

déplacer un systéme, tout en satisfaisant les conditions cinétiques et frontieres, les champs de
déplacement qui, en plus, vont satisfaire les équations d’équilibre, rendront alors 1’énergie

potentielle totale stationnaire. Si cette valeur est un minimum, 1’équilibre est stable » .
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Bicie {uHﬂHp};—i{u} )

Conditions naturelles

()

{ul=f} sur Su Condition essentielle

avec :
u
g
P
pr )
{ e}T% [un Vi Wi P B . . ur Vi Wr [

r désigne ici le nombre de nceuds de 1’élément considéré.

1.8.3 Formulation mixte a trois champs (u, o ,&)

(1.8.2.17)

(1.8.2.18)
(1.8.2.19)

B

. . - * . . bl »
La fonctionnelle IT telle que sa variation en u, ¢ et € corresponde a w ,en identifitant du a u

b * . 4
et 6o a € , est donnée par :
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[I(u,o,)= J—- } H]{e} }{ao})dV—— I({zl}r{f}4 pn})d/l J( } lms})dS—
— [(Nu(er=tt, )+ N(er=v,p )+ Neew—tty =, + Moo= o)+ M (=P +

+Moxv(yxr =By —Brx) +Ox (3 x— Br—wx )+ Or (yr— Py —wy))d A— fo(n) @ hds+

2 2

o 0 ol DY B o L, St 1531
A 6t ot ot ot

Cette fonctionnelle s’écrit sans conditions.

La condition de stationnarité de I1 est :

W=5II)= 0 (1.8.3.2)

1.8.4 Modéle contraintes

Dans le modéle contraintes, on a la fonctionnelle I'T qui s’écrit: -

2

T(o)=— j(z CloHol T C]{on})dl/+ﬁo(n) { J&d5+j( ;{B}y

5 o Db pr S0 (18.4.1)

ot ot

Ici, la fonctionnelle IT est définie négative et donc la solution du probléme correspond a un

maximum de IT . Cette expression de I1 s’accompagne de la condition {o(n)}:{fs} sur SU

- (1.842)

Cette relation rcprésente 1’état de contrainte sur le contours SU de normale extérieure, n.
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Le théoréme du maximum de 1’énergie potenticlle totale stipule que « Parmi tous les champs
’ de contraintes statiquement admissibles, celui qui est solution du probléme correspond a un

maximum de 1'énergie potentielle totale compiémentaire ».
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Chapitre 2 : TOPOLOGIE DE DIFFERENTS ELEMENTS

2.1 Elément linéique
2.1.1 Types H
Suivant le nombre de nceuds dont dispose I’élément, on a deux types d’interpolation :
2.1.1.1 Interpolation linéaire (iso paramétrigue)

L’élément considéré est ici linéaire et a deux noeuds.

//:2 (x2, y2)

o ¥
ul (X], y,) A

X

Fig.2.1 : Elément réel a deux nceuds

Fig.2.2 :Elément de référence
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La position x d’un point quelconque de 1’élément de référence est définie par :

x({;’):]vl*x—k]vz*x?

x(&) =[V]* {:} et

On a aussi :

Par suite,

2

+ N,

La matrice [B] sera donnée par :

Sacoura WAGUE/Juillet 2003

[GED

g [c]{j

1

& = [N]* {ﬂ

avee !

] =[m W]

W -La-o Lo

=1

40

pour

ve e[-1

(2.1.1.1.1)

(2.1.1.1.2)

(2.1.1.1.3)

(2.1.1.1.4)

(2.1.1.1.5)

(2.1.1.1.6)
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2.1.1.2 Interpolation quadratique

Elément a 3 nceuds.

u3(xs, y3)

v AL u2(x3, 1)
—

U1(x1,)’1)

Fig.2.3 : Elément réel

R
On a: [G] =[1 £ 52} et [CH1 o o ; 2.1.1.2.1)
~ 111

[¥] = [G}*[C'T]:[—%(l—f) ¢ Laeor } (2.1122)
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[N]=[™m M

avece |

2

M = —g(l—\f) ;o N2 =1-¢ et N3 = %(1+éf)§

Ce qui peut se résumer par le tableau ci-apres:

V3 ]

b

g el-1

1]

(2.1.1.2.3)

(2.1.1.2.4)

Tableau 2 : Fonctions d’interpolation de type H de 1’é1ément linéaire a trois nceuds

S
pay
O
Il
=
*
S
N

et

La matrice [B] sera donnée par :
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2.1.2 Type P

_ On considere que I'élément a une dimensicn est ici a nceud central a degré de liberté variable.

u2(x2, v2)

Al(x3, y3)
Dy, Az,

ul(xi,y1)

F1g.2.5 : Elément linéaire & trois nceuds (Type P)

M@ =10-9 e Mg = S+

Ni(&) = ¢a(d) pour i =1,2.3,...,ptl.

c

2j-1 ° . .
#(&) = [T [Bade 5 j = 123, p41 5
-1
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P._; estun polynéme de Legendre , solution de I'équation différentielle:

.2 i/l /
(lI-x )* y =2 * x* y + n* (n+1) * y =0

7

(2.1.2.4)
Certaines de ces solutions sont ici données pour différentes valeurs de n
4 2
B(x) =1, A(x) = %(35.1» ~30x +3)
1 s 3
Bkx) = x P((x) = -§(63x —70x +15x)
1 3 1 6 4 2
B(x) = —2—(5x -3x) P(x) = —16(231x -315x +105x -5)
, (2.1.2.5)

2.2 Klément triangulaire

2.2.1 Elément triangulaire a trois nceuds

A
3 3
@
Y R ° .
- ] 2
> X
Fig.2.6 :Elément réel Fig.2.7 : Elément de référence
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10 0

[c]=]1 1 o (2.2.1.1)
10 1

[N]= [l-g=n & 7] 2.2.1.2)

Considérant les degrés de liberté u et v au niveau de chaque nceud (cas membranaire), on a les

déformations dans le plan xy qui s’écrivent :

1,x
{e=d vy +=[Be]fun} (22.1.3)
Uy+tvx
Avec
m
A%
U2 My3 —y2 0 yl —y3 0 y2 -yl 0 1
fun} =4 [Be]:W 0 x2-x3 0 x3-xI 0  xI-x2
w2 x2-x3 yi-y2 x3-xl yl-p3 xl-x2 y2-yl
Uu3
3
(2.2.1.4)
Ou le jacobien TE(y1-y3)(x1-x2)~(x1-x3)(y 1-y2) (2.2.1.5)
La matrice de raideur est :
T 11-¢ ) ‘
ke E[Be] ([ [HnHnd&) [Be] || (22.1.6)
00

Et la matrice masse
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2 1 1
J
m=pm*—'2—zl* 1 2 2 (2.2.1.7)
11 2]

2.2.2 Elément triangulaire a six nceuds

A
6
5
4
4
y 1 6
‘ 2 3 > g
X
1 2 3
Fig.2.8 : Elément réel Fig.2.9 :Elément de référence
2 2
. [G]=(1§n§§f7/;}
- L
) ri{ 0 9 0 0 07
i 1
1 2 0 i 0 o0
11 0 1 0 0
[c] = R (22.2.1)
2 2 4 4 4
10 ] 0 0 1
i 1
i 1 0 5 0 0 1_1_
M= (eEm(1-26-2m) N = E2E-1) N = n@y-1)
N2 = 4(1-¢-n) Na = 47 No = dn(1-£-n) (2.2.2.3)
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2.2.3 Elément triangulaire i dix necuds

Fig.2.10 : Elément de référence

2 2 3 2 2 3
[G]=[1 EnéEénn & Enén 7 ] (223.1)
I 0 0 0 0 0 0 0 0 0
. ; 0 % 00 il‘z o 0 0
O :
I g 0 0 % 0o 0 0
oo 0 1 0 0 1 0 0
2 01 4 2 i 8 4 2
] = "33 9 5 9 7 @ ou o7
B L2 1 2 4 4
"3 3 5 5 s 0w @ w9
10 1 0 0 I 0 0 0 1
2 4 8
I 0 3 0 0 5 0 0 77
1 0 % 0 0 (l) 0 0 0 .,—17
1 1 1 1 1 1 1 1 | 1
335 9 5 W om o moW (2.2.3.2)
N, = 10-E-n)@-3¢-3m)(1-3¢-3n) N, = 5En(3n-1)
_ % ) 1 ? 2
N, = S(1-&-n)(2-3&-3n) N, = Znn -9n+2)
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N, = (£ 1)3ED) N, = In(-5-n)3n-1)
N, = 5(35-1)(3-2) N, = In(-&-m)@-35-3n)
Ns=9£n(36-1) N,, = 27En(1-5-)

(2.2.3.3)
2.3 Elément rectangulaire

2.3.1 Types H

2.3.1.1 Elément rectangulaire a quatre nceuds - interpolation linéaire

An
4 3
-
©
1 9 x1,y1)
- Fig.2.11 : Elément de référence Fig.2.12 : Elément réel

[N]{(l—ff)(l—n) (Y- (44 (18147
4 4 4

A ] (2.3.1.1.1)
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V=B &0 enled

e t donc [c] =

La matrice [Be] est donnée par

(8] = [L]* [n.]

“Avec

T S

0,3(1-8)(1-1),0,0,0,0,7(1+8)(1-13;0,0,0,0,5 (1 +£)(1-1),0,0,0,0,
[N]— I : i ! \
€ 0,0,2(1 —é)(l—]]),O,O,O,O,Z(l +§)(]—T]),O,O,O,O,Z(l+£_)(l+T]),0,0,0,

0,0,0.%(1 —§)(l—n),0,0,0,0,‘-]1(]+§)(l—n),O,O,O,O,%(l+&_)(1+q),0,0,

0,0,0,0,%(]—-5,)(] —n),0,0,0,0,%(I +§)(I—n),0,0,0,0,%(] +&)(1+n),0,

(1-5(1-1),0,0,0,0,53(1+8)(1-1),0,0,0,0,7(1+8)(1+1),0,0,0,0,5(1-&) (1 +7),0,0,0,0

(2.3.1.1.2)

(2.3.1.1.2)

(2.3.1.1.3)

1 z .
3(1 -£)(1+n),0,0,0
O,;l‘(] -&)(1+n),0,0

0,0, 5(1-8)(1+1),0

0,0,0,5(1-8)(1+n)

(2.3.1.1.4)

[L] est ici fonction de @et @, alors que N1, N2, N3 et N4 sont fonctions de

ox Oy

& et n.Donc, la définition d’une matrice dite jacobienne s’ impose .

Elle est donnée par :
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i Jir Jiz |
X¢ Ve
[VE = (23.1.1.5)
X Yo J2 J22
avec :
T T
xe=Jn=[Ne| {x:} ; Xn=Ju=[Na] {x} (2.3.1.1.6)
T 'a
ve=Jo=[Ne[ i} 5 ya=dn=[Na] {n} (2.3.1.1.7)
(=) (A=) (+n)  (d+n) =) (A=) (xm)  (147)
Ju= R ey B e Jiz= YA RS Ch e Loy a2
Ol ) DN €55 DU €75 IO € 5’3 IR SIS P 3 SN 12 W W P2 T o
Ju= e R B R R ,Jz-—4(§ Dn 4(14@)&+Z(l+§))3 4(1 O
(2.3.1.1.8)
La matrice jacobienne est alors :
n,_ . | 1 L1 i 1 1 !
[J]= Z(n—z).\'l+3(l—n)x2+z(1+n)xa—z(1+n)x4 ;1'(71—1))’]“-‘2(1‘ﬂ)y2+z(1+ﬂ))’3“z(]+ﬂ)}’4
{ﬁ(é—l)xl—%(l+é>x2+;‘1<1+§)x3—}1(1—5).\-4 HE- Dy -1+ B)y2 5 (1483 2 (1-E)p4
T e (2.3.1.1.9)
xI  yl
n-1 1-n 1+ -1-ni[x2 y2 ,
JEL* 2.3.1.1.10
Fy E-1 -1-£ 148 &-1]|x3 3 ( )
x4 y4
‘J‘Z | 1 1 | 1 I 1 ] !
—§x3nyl—§x4y35_,+§x4nyl+§x2y3§+§x2nyl+§x3yl§—§x3y2§——gxlny4—§xlny2
1 1 1 1 1 1 o
+§x3y45,+§xlny3—§x/y3&_+z—3xlny4&_—ngny4&_+§x3ny4g—§x4nyl£_
1 1 1 1. 1 1 . 1 1
+-8x4ny2é_—§x4ny3&‘+§xly2—~8%2yl-F§x2y3~——8x2y4—§x3y2+—8—x4y2

50
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-1

[J] = [2(p/ & -yl —y2~y28 +y3+y3E —y4d+y4d EWN(x2nyl —x3y4E —x2y3E +xl y3E—xIny3
—x3ylE+x3y2E+x4y3E —xdnyl+xinyd+x3nyl +xiny2—xly2+x2yl —x2y3+x2y4
+x3y2—x4y2 —xIny4E+x2np4E —x3ny4E+xd iyl E—x4ny2E+x4ny3E),2(
yIN=yl+y2=y2n+y3+y3n-—y4d=yd =2yl —x3y4E-x2y3 & +x1y3& —xin 3
—x3yl E+x3y2E +xdy3E—xdnyl +xinyd+x3Inyl +xIiny2-xly2+x2yl —x2y3+x2 y4

+x3y2—x4y2 =xIny4E+x2Ny4E - xINY4E+ x4yl E~xdny2E+x4ny3 &)
[2(x1 & —x]—x2-x2&E+x3+x3E —x4d+ x4 EW(—x2nyl ~x3y4 & —x2y3E +x] y3E —xiny3

—x3y1E+x3y28 +x4y3E —x4myl txiny4d+xInyl +xiny2—xiy2+x2yl —x2y3+x2 y4
+x3y2 —x4y2 —xIny4dE+x2Ny4E—xINy4E+xdmyl E—xdny2 {+x4ny3 &), 2(
xIn=—xl+x2-x2n+x3+x3n-x4-x4N(=x2nyl -x3y4& -x2y3&+xly3E—~xIiny3
—x3yl E+x3y2E +x4y3E —xdnyl +xinyd+x3nyl/ +xIny2 —xly2+x2yl —x2y3+x2y4
+x3y2-x4y2 —xINy4E+x2Ny4E—xINv4E+x4nyl E—xdny2 E+x4ny3E)]

(2.3.1.1.12)

{xn} et {yn} sont respectivement les vecteurs abscisses et ordonnées des neeuds.

Ona

0
on

Qo Pl

2
:[J] gL (2.3.1.1.13)
P

On peut ainsi effectuer le calcul de [Be]

I+m 0 -1-mp .0 :

rlE-1 0 a-g 146 0 1-& 0
[B:]=[4] 0 nl 0 1em 0 1m0 i (2.3.1.1.14)

0 &-1 0 ~-1-& 0 148 0 1-%

avec

4

B —

[—(n— l)xl+L—l‘(I—1])x2+%(l +1]),r3—%(l +n),\-4,-}(n— I)yl+%(1—r})y}+%(l +n)y3—2]‘-(l +r|)y4,0,0}
1 1
(0.0, 5151 = 3140324 U1+ x3- (=024 3 (6= DY =3 (1923 (14833 (1 -0 ]
1 1 1 1o I !
[ 18-+ D 243 (4904 (1 034,36 Dyl =5 (148324 51+ 033 - 31 -8,

1 1, L | | ! 1 1
7= Dxl g -2+ g (L+m)xd-Z(L+n)xd, 2 (0~ Dyl (T=m)y2+ 2 (Lem)y3-5(1 +n))’4]

(2.3.1.1.15)
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2.3.1.2 Elément rectangulaire a huit nceuds: interpolation quadratique

u 6(X6,Ys)

u7(x7,y7) us(Xs,ys)
v L’
ug(Xs,ys) u3(X3,y3)
uz(X2,y2)
w(X1,y1
Fi1g.2.13 : Elément réel
n
? P -
v e
£
3 ¢
1<gn <1

® o ¢

Fig.2.14 : Elément de référence

M= derganon-9 N = L+

N2 = %(1—52)(1—77) Ne = 2(1-¢ (i)
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Ns = %(-1-»6—77)(1—77)(1%) Ny = %(—1--§+77)(1+n)(1-~§)

Ne = Lawg0-n) N =10-90-n) (23121

‘ [N]=[M N. Ns N« Ns Ns No MNs (23.122)

[NI=[1 ¢ =n 2 <noom2 2 2] [C- (2.3.1.2.3))

| | g- -l l; 1 ! ; L]
; ; 0 §2 0 0 ; 0o 0

g | ? 1 1 g -1 1
| [C]= %‘ i E] 1 0 % 0 0
O
A -
) j -l % 1 1 g -
4 a2 1 o 1 0 0

L3 3 3 | (2.3.12.4)

j ~2.3.1.3 Elément rectangulaire a neuf neuds: interpolation quadratique

A- Justification du choix de I’élément et études préliminaires
; 11 a été prouvé, lors de recherches récentes, que les éléments les plus efficaces pour traiter le
| probléme des plaques sont les éléments Q9 et Q16 (interpolations quadratique et cubique
compléte). Cependant, il faut noter que, méme s’ils donnent d’assez bons résultats, ces
‘ derniers se détériorent dés (qu’il y’a introduction d’une distorsion dans les maillages [2] ou

’ ; lorsque les nceuds internes sont 1égerement décalés de leur position de référence [3].
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D’ou I’intérét , si toutefois on veut s’attendre a de bons résultats de la part de ces éléments, de
veiller a ce qu’ aucune distorsion ne soit présente dans le maillage. C’est 13, une condition
nécessaire pour eviter le phénomene du verrouillage numérique (ou blocage en cisaillement

transversal).

us(X6,Y6) us(xs.Yys)

u7(%7,y7)

us(Xa,Y4)
©

u9(X9,Y9) u3(X3,y3)

ug(Xs,ys)
u2(X2,y2)
ul(xl,}’l)
Fig.2.15 : Elément réel
7 TAG 5 .
? —e -t -
|
|
| _
8 9 ! 4 g
» > e -
|
| -1<En <1
3 & — ®
1 2 3

Fig.2.16 :Elément de référence

Les fonctions d’interpolation de I’élément sont données en annexe .
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(Gl=[1 ¢ 7 & {no M2 2n 2 {292 ]

1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 17
1 0 -1 0 01 0 00
11 -1 1 11 -1 11
[C]=/1 1 01 00 0 0O
1 1+ 11t 1 1 1 11
1 0 1.0 01 0 0O
1 -1 11 -1 1 1 -1 1
1 -1 01 00 € 0 0
10 00 0 0 0 0 O]

(2.3.1.3.1)

(2.3.13.2)

Les nombreuses expériences menées jusqu’ici ont permis de se rendre compte de 1’adaptation

de cet élément aux éventuels problémes de distorsion et de verrouillage qui pourraient

survenir lors du développement [2]. D’ou I’intérét de son étude.

La relation force déplacement est exprimée par :

{re}=[keJ{de} + {i:}

avec la matrice de raideur donnée par :

[k]= [B:] [H][B-]aA

A

{ e} =[u1 Vi Wi P P . . . Pro ﬁy@]

{ e} est le vecteur des déplacements nodaux
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B- Matrice de transformation géométrique

Elle est donnée par :

A 0
[L]= [6] (2.3.1.3.6)
0 A
avec A, matrice 3x3 donnée par :
1 0 0|
A=[0 Ayy Ayz

(2.3.1.3.7)

' 2 2
En posant 1= \/(Zj -zi) +(y) - i)

lyY = y{)—_yl 3
'\/(Zj -zi) +(yj-yi)

Zj - Zi N
Az =-m Ay = BB

dog = iz Yi 7 Yy A

1
X
7 1 m
L
X

Fig.2.17 : Transformation de coordonnées
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C- Forces équivalentes aux nceuds

Elles sont données par :
J[Ne LA + J[Ne t}ds- J[N]’ o] M{d—ebdA (1] (2.3.1.3.8)

{fe} § représente le vecteur des forces équivalentes €lémentaires dues aux forces de

volume, {/+} et de surface, {f5} = {t}.

{f}= j[N dA+J[N]T }ds- a—@iﬂN]’[p

Cette expression est justifiée a I’annexe A.

{f}= INT (e }aa+ INT fi}as -%ﬁjﬁ[m] (2.3.1.3.9)

A

avec [m]= J[N Tlp)Nep4 = ”[N J[Ne g (2.3.1.3.10)

~1-1

[m] désigne la matrice de masse .

{fs}= vecteur des forces équivalentes dues aux contraintes initiales et contraintes

thermiques.
{fo}= - [BJ {oe}ia ] (2.3.1.3.11)
A
Pour un matériau orthotrope,
aAT
{oo}=-[T][H.} araT (23.1.3.12)
' 0

Avec [Ti] donné par (1.4.2.6) et [H+] par (1.4.2.1)

aw et ar sont les coefficients de dilatation thermique dans les directions d’orthotropie, L et

T ; AT représente la variation de température
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1

Pour un matériau homogeéne et isotrope, on a {O'o}= EaAT/) (2.3.1.3.13)

1-v
0]
C-1 Chargement plan constant
On considére une charge surfacique constante , P agissant dans le plan de 1’élément. P peut

étre décomposé en deux composantes, Px et Py .

T ﬁPy T
——"¢

+——9 -

1

Fig.2.18: Elément soumis a une charge surfacique constante, P .

Le vecteur des forces équivalentes aux nceuds est donn€ par :

+1+1 T
(ke el

+1+1 r

dsdn = G [ [[Ne] |Jd&dn

J

T +1+1 T

{r s-y}eq;j']l{Ne] Bldedn = C: [ [V.]

~1-1 -i-1

Jid&dn (2.3.1.3.14)

avec P =Cet B=C:

+1+1

T
soit  {fuf,=G[IN N NN N Ne N N N Jidedn

-1-1

+1+1 , T
Vol Mmoo M N N N N Ny

(2.3.1.3.15)
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C-2 Chargement vertical constant

On suppose 1’élément soumis a une charge surfacique verticale, Pw .
bl

Fig.2.19 : Elément soumis a une charge surfacique
uniforme. Pw.

Le vecteur des forces équivalentes aux nceuds devient :

+1+ T
{fs}effzvjj[]vl NN NN N NN N

Jdédn  (2.3.1.3.16)

Pour étudier cet élément quadrilatéral a neuf nceuds, on consideére un découplage membrane-

flexion .
C-3 Chargement linéaire surfacique

La charge surfacique considérée, P est décomposable en trois charges, Px, Py et Pw

respectivement suivant les directions X, y et z .

AR
O
i .
i

Fig.2.20 :Elément soumis a un chargement linéaire quelconque
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Ce qui permet de définir le vecteur des forces équivalentes aux nceuds par :

+hl

T
(fod B[N M M N N N N N Ny

-k

+1+1

T
Uode=B M M B N N N N N W] |Jdgin

~1-1

+1+1

T
folg=P [N M N M N N N N N |l

-1-1

(2.3.1.3.17)

{ﬁx}éq P
s }é,,= {fsy}éq ; {P(EM}=<B [= a+ oé + am (2.3.1.3.18)
{fs"'}éq ' R")

{P(~1J_1)}:al -2 -z =P

{P(+1,-1)}=0c1 +a2 -a: =Ps
{P(—l,ﬂ)}:al -2+ =P
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et donc,on a:

o [0 4 A
2 —;— 0 % p | B8
[~
{Pm)={ By =LtBy BBy, BBy, (2.2.1.3.19)
B

C-4 Chargement volumique

La charge a considérer est la charge volumique, y due au poids.

Ainsi, le vecteur des charges ¢quivalentes aux nceuds a pour expression :

T
=[]l N N M N Ne N N No]|Jldgdnh

(2.3.1.3.20)

" %y Les différents cas d’étude

D-1 Cas membrane

L’¢élément compte deux degrés de liberté par nceud , qui sont u et v.

Dx O
[L]=]| 0 Dy
Dy Dx

[B]=[L][N]=[Bm],

matrice de 3x18 : ( 9 nceuds de 2 ddl chacun)
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avec [V]donnée par les expressions ci- dessous :
N =L(1-a0-nién Mis =-2(1=¢ Y-nn
Nis =k (1+91-n)én Nis =%(1+é")(1—772)é
Nis =L(1+9(14mén Niai =%(1—§2)(1+77)77
N = L(1-g)(14m)n Niss =— %(l—é‘)(l—nz)é‘
Moy =(1-¢ )(1-7 ) Nz = L(1-(1-n)én
Nas =-1(1-& 1) Nas = (1+&)(1-1)én
Nas = 1(148)(1- )¢ Nawo =k(1+8)(17) &
Naw =5(1- (1) - Nass == (1-8)(1+m)én
Naje =—%(1—§)(1—n2)(§ Nass =(1-& Y(1-1 )

Tous les autres termes de la matrice sont nuls

La matrice de raideur est [km] , donnée par :

T +]

1
[km}{By] ( | [[H,, Hinde) [Bm]}j (2.3.1.3.22)
-1-1

D-2 Cas flexion avec cisaillement transversal

Dans ce cas, 1’élément dispose de trois degrés de liberté par nceuds, a savoir : w, Bx et By.

La matrice [L] est donnée par :
0 Dx O
0 0 Dy
[LI=|0 Dy Dx
Dx | 0

by 0 1 (2.3.1.3.23)
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La matrice jacobienne est :
(1=
[%n(—]+T])(2§—l).t/—(-]+T])§T’|x2+ll1n(—]+T])(2é+1)x3
S (TEM (M) (& + et s g (14 ) 28+ 1) x5 = (1+1) &0 x6
SN (M) (26 D) x7 =2 (-1 +m) (1 +0) (28~ a8 +2 (<14 m) (147)E 9,
I TN (QE- D)yl - (14 Eny2 40 (<14 M) 28+ 1))3
TR ) 284 Dy n(4n) (284 1)y5 - (14 1)E 06
#gm () 8= 173 (Hem) (1) (2813842 (1 em) (49 |
[G6@N- DI+ 31+ D148 @n-Dx2+3E Q-1 (1483
-—(]+§)§T]x4+ll1§(2'r]+])(]+§)x5—%(—]+§)(l+é)(2n+l)x6
3EQN 1) (1 +8)x7 (] +E)ENx8+2(~1 +£) (1+8) na9, 1 & (20— 1) (-] +E)y]
S TR (1+8)(20=1)324 55 (2= D (1 +8)53 = (148)& 1y
S EE@NH D) (1+E)yS —a (15 ) (1+E) (2n+ 1)y6+3E (20 + 1) (-1 +8)y7

(14 E)E Y82 (-1 +E) (14E)T 9]
g g (2.3.13.24)

Ce qui permet d’effectuer les dérivations des fonctions d’interpolation, Ni par rapport aux

paramétres Eet 1 , et ce, d’aprss la relation : R

0 %,

A Jl3aE Xe Y IVJH Jn2 .

%x ] aaé . VE | ] (2.3.1.3.25)

6/- 6—77 X P Lle J22J

[8]=[L][N].

constituée de [Bc] et [Bf ] avec
[N ] donnée par :

— ’ 2

N = 5(1=8)(1-m)én Nas =-$(1-£ )(1-n)
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Nz

Il

— (1 O(1-m)én
Nz =%(1+§)(1+77)§77
Nigo = %( 1-&)(1+77)én

Nias =(1-¢ )(1-1 )

Naan =%(1+§)(1-—772)§
Nawr =L(1-¢ Y1+n)n
Nes == $(1-8)(17 )¢
Nss =L (1-8)(1-n)én

Nss =—L(1+&)(1-m)én

Nsss =L(1+)(1+m)én

- Nan %211‘( 1-8)(1+m)¢n

Les autres termes de la matrice [N] sont nuls .

Ce qui permet de calculer les matrices de raideur et de masse .

Nszr =(1- )(1-77 )

Nas =- L= )1y

Les raideurs sont données par :

ek ] [l Trebnao focl

—1
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Nuso = 114817 )¢
Nisw =3(1-¢ )1y
Niw = L(1-9(1-7 )¢
Naz =H(1=&)(1-n)én
Nas =—(1+9)(1-m)én
Nasa =L(1+8)(1+m)En

Nazo =— %(1—5)(1“7)57,

Naze =(1-¢ )(1=1)

Nos=-L1(1-¢ ) (1-nyy

Nz :%(Hé’)(l—nz)éj

Naw =318 )(1+n)n

Nz =— %(1-5)(1—772)5

Naz =%(1—<§)(1—77)§77

(2.3.1.3.26)

(2.3.1.3.27)
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et [ TlBe e Bnaey 6]

-1-1

et les masses par :

{N,x }Tl 9 {O}Tlx‘)
[Br]=| {0f 1 Ny o
-{N,y}Tl 9 {N,x }T] .

{N,Ax}T=jn {N.g}T + Ji2 {N«H}T

{JV,y}T: 21 {N,.g}T + 2 {N,H}T

E- Détermination des matrices élénfentdfres de raideur et de masse

E-1 Cas d’un matériau anisotrope

La matrice de raideur , [ks] liée 4 la flexion est donnée par :

NSO T
WET| O s
_{N,y}T N, | HE;
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Hf,  Hfs| [N
HE, HEs|| O
HE,  Hg;] _{N,y}r

65

(2.3.1.3.28)

(2.3.1.3.29)

(2.3.1.3.30)

{O}Tlx9
[N ]T 29 Java

(2.3.1.3.31)

(2.3.1.3.32)

|V idEdn

(2.3.1.3.33)
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Celle liée au cisaillement est :

N ONT T [[He,  Heo)INST ONT T
k[ | idgn
N NTle  Heof N T W

(2.3.1.3.34)

[l\'(] estae 27x27, [k7] de 18x18 et seront évaluées par intégration numérique

-
Hm Hmi Hms

1+
[km]:[Bm]T(_H Hmn  Hmn  Hms dndé) [Bm)|J| (2.3.1.3.35)

=1}

Hnm Hnna Hmss

et [Bm] a évaluer numériquement

Les matrices de masse restent ies mémes pour tous les cas de figure

E-2 Cas d’un matériau orthotrope

Ona: : .. .
. » ) B - ?.'_
Hyp Hyp 0
1 +1 T - -
kmE( [ [[Bm) |Hir  Hip 0 dndg) [Bm]|J| (2.3.1.3.36)
Ry
0 0 Grr
HIL = —£L g = _Epoar
l—virxvrL I—virxvre
- FEr LT - : _ .
HTT. ; HTL=HLT; GLZ=GLT;
I—viLrxvrL
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__E
2(1+v)
LS LTt TR [
k- H OF N (s, HE HE|| 0T N by
N s ms mg [N N
(2.3.1.3.37)
IPNX}T NT 7 |[He,  Ho NN
k=[] | Td&dn
MN,y}T g N J[He, Hepl|NS @7 N
(2.3.1.3.38)
E-3 Cas d’un matériau homogéne et isotrope .
Ona:
N T v o o)
+1+] h3E
T A M B AR B [ /S P RV
54 1X1v)
NN oo BN NS
(2.3.1.3.39)

[kf] est une matrice de 18x18 qu’on évalue par intégration numérique.
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e -
NN T N N T
i +1+1 5 E
)= _L 5730w | ) | Vi
N NN 0T N
(2.3.1.3.40)
[kc] est une matrice de 27x27 qui sera €vaiuée par intégration numérique.
La matrice masse s’écrit finalement
[mw] o] 0] ]
ml=1 [0] [mB] o] (23.1.3.41)
Lol ] [mp]
2.3.2 Type P
* Considérons I’élément quadrilatére a neuf neeuds :
. . ..“-‘ i:/?“
u7(x7,7) HoXeyo) us(Xs,ys)
Y I -
us(Xa,ys)
®
X U9(X9,y9) U3(X3,Y3)
us(Xs,ys) /o/

uz(X2,y2)

Ul(xla)’I)

Fig.2.21 : Elément réel
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Ui
7 6
¢ 'd ® s
? £

—8—' L @

4
_1<éar|£1
@ 9 @
1 |2 3

Fig.2.22 : Elément de référence

'Au neeuds de coins et au neeud central, le nombre de degré de liberté est variable. Ceci rend

possible I’approximation p.

Au niveau des coins

N (&) = 4(1-9(1-n)

N: (£n) = 214917

Ny, 1) = 3 (1+8)(1+n)

N (&, m) = 3(1=9(1+)

Aux nceuds des cotés

N, = L(-n) ¢i(€) auncoud1

N, = 3(1+&) ¢i(n) aunceud 2

Sacoura WAGUZE/Juillet 2003 69




Projet de fin d’études Ecole Supérieure Polytechnique

(]

N, = —é—(l-H;) $i(§) aunceud 3

(4)
N = %(1—5) $i(m) au nceud 4

Au nceud central

M= 42(E) 02() N = 4(E) 42
N = 03E)02m)  Ns = 43(2) 03(n)

M= 2@ 03m)  Ne = $2(8) 64(n) (232.1)

et ceci, pour t variant de 1 a p . Les fonctions ¢1 sont défimes comme :

0i (&) = \[21771 [P0y (2.3.2.2)
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Chapitre 3 : Assemblage, test de validation et performance des éléments

3.1 Assemblage

Aprés I’étude de chaque élément pris a part, il s’aveére nécessaire, pour décrire le
comportement global de la structure, de procéder a un assemblage des éléments(contribution
de chaque élément pour I’équilibre global), la prise en compte des conditions aux limites ainsi
que la résolution éventuelle des équations dont on dispose.

Dans la méthode des ¢léments finis, I’expression du travail W sur le domaine pris en entier est
la somme des contributions élémentaires We c’est a dire que (W = 2 We ) .Ainsi,
I’assemblage consiste en une construction de la matrice globale de rigidité [K]

et du vecteur sollicitation global {F}, et ce , a partir des matrices et vecteurs ¢lémentaires (k]
et {fn}.

Si on désigne par {U}, I’ensemble des variables nodales , {un} les variables nodales
appartenant a I’élément e, {U*}et {un*} les variables virtuelles correspondantes, on a {U} qui
a un nombre de composantes égal au nombre total de degrés de liberté de I’ensemble. {un} est
de dimension NDLEx 1, ou NDLE représente le nombre de degrés de liberté de I’é1ément .
Dans la phase de calcul dit élémentaire, on évalue, sur chaque élément, 1z quantité W, notée

We d’apres la formule :

We = {un}"((k] {un}- {fn})  [1]

We peut aussi s’exprimer par :
We = {U*}T([Ke] {U}- {Fe})

avec [Ke] désignant la matrice de raideur élémentaire étendue de dimension NDLTx NDLT
(NDLT = nombre de degrés de liberté total).Cette matrice contient des lignes et colonnes de
zeros relatives aux variables de {U*} et {U} mais n’appartenant pas a I’élément e. Les termes
non nuls occupant les positions i et j dans [Ke] correspondent aux composantes de [k]. Il en
est de méme de {Fe}.C’est un vecteur de dimension NDLT contenant des zéros relatifs aux
composantes n’appartenant pas a 1’élément e. Les termes de position 1 dans {Fe}
correspondent aux composantes {fn}.

L amatrice de rigidité globale [K] est alors donnée par.:

[K]= X[Ke]
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Finalement, I’équation a résoudre est :
[K] {U}- {F}=0,

avec les conditions aux limites requises.

Bien que la constitution de la matrice [K] et des vecteurs {U}et {F} ait I’air aisé, il convient
de noter qu’il n’en est souvent pas toujours de méme quant a la résolution de I’équation
précédemment définie. Parfois méme, la matrice [K] ne peut étre obtenue que
numériquement. Ce qui fait qu’on a souvent recours a des modéles numériques pour
I’évaluation de certaines quantités en €léments finis. L’utilisation de méthodes numériques
sous entend I’existence d’écarts entre les valeurs obtenues par approximation numérique et
celles que fournirait un calcul exact sans oublier les questions de convergence .C’est dans ce
cadre qu’il a été jugé nécessaire de procéder a une étude de la performance des éléments pour

’obtention de résultats acceptables.
3.2 Tests de validation et performances des éléments

Nombreux sont les tests numériques pouvant étre effectués en vu de la vénfication de la
formulation théorique et de I’évaluation des caractéristiques de convergence , d’efficacité,
mais aussi de précision. Ces tests sont également importants pour la vérification de la bonne
mise en ceuvre informatique des modeéles.

Les tests qu’a a.satisfaire un seul élément sont nécessaires mais non suffisants pour
I’établissement de la convergence : il faut, en plus, procéder a I’étude du comportement d’un
assemblage d’éléments ( patch-test ). Ces patch-tests, s’ils sont relatifs a la représentation de
I’état de déformations constantes, sont aussi nécessaires pour s’assurer de la convergence des
modeles(non conformes ou non standards).Et si un minimum de conditions aux limites sont
introduits, la vérification des patch-tests constitue une condition suffisante de convergence.
Pour évaluer les caractéristiques de convergence et 1’influence de la distorsion des éléments,
par comparaison des résultats obtenus a des solutions théoriques (de plaque ou
tridimensionnelle) ou a des résultats expérimentaux, plusieurs problémes-tests sont
disponibles dans la littérature [4]

Il s’avere aussi utile d’étudier, et I’influence des conditions aux limites, et celle de la

distorsion géométrique.
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3.2.1 Influence des conditions aux limites

Suivant le type de conditions aux limites, des gradients trés importants de certains efforts au
voisinage des bords peuvent étre observés, et cela, pour n’importe qu’elle valeur de
I’élancement de la plaque. Cependant, il faut aussi noter que cet effet est d’autant plus localisé

que h/L est petit.
3.2.2 Influence de la distorsion géométrique

Il est utile de comnaitre le comportement d’un élément réel présentant une distorsion
géométrique importante par rapport a I’élément de référence. Ceci se traduit par une
différence considérable entre les résultats fournis par un maillage régulier et ceux d’un
maillage irrégulier. En d’autres termes, il y’a distorsion lorsque la matrice jacobienne, [J]
n’est pas diagonale et n’est pas indépendante de & et 1. Ceci est dii au fait que les bases
polynomiales utilisées pour définir un élément ne sont pas nécessairement complétes pour un
ordre donné, ou que les approximations des variables sont différentes suivant une direction
donnée.

11 faut aussi noter que les tests impliquent un assemblage d’éléments afin de pouvoir vérifier :
-la représentation des états de déformations constantes ( et nulles ) indépendamment de la
distorsion , ce qui correspond a une condition nécessaire pour garantir la convergence du
modele

-la représentation de modes supérieurs pour estimer la précision , I'influence de la distorsion
et la vitesse de convergence du modele.

-On choisit un maillage qui implique plusieurs éléments disposant d’au moins un nceud a
’intérieur du domaine.

Par souci de simplicité, le choix porte souvent sur un domaine simple(carré ou rectangle).
Une fois I’assemblage effectué, des conditions cinématiques sont imposées surles nceuds du
contours, puis on calcule les charges équivalentes dans le cas des modes tests qui le
nécessitent. La solution numérique obtenue (variables aux nceuds internes) est ensuite
comparée a la solution théorique du mode test. Pour les €léments finis de type Mindlin, une
condition nécessaire est de s’assurer, non seulement qu’un €lément fini est capable de bien

représenter les situations extrémes de plaques minces, a savoir des courbures constantes et des

Sacoura WAGUE/Juillet 2003 73




Projet de fin d’études Ecole Supérieure Polytechnique

déformations de CT nulles , mais aussi de plagques épaisses ( courbures nulles et déformations

de CT constantes).
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Dans cet exemple simple, chaque face du réservoir de méme que la dalle peuvent étre
considérées comme des plaques épaisses de type Mindlin auxquelles on applique la théorie
précédemment développée, apres idéalisation.

Les sollicitations a prendre en compte sont :
-le poids propre
la pression hydrostatique
-la poussée des terres
-les sous pressions éventuelles en dessous de I’ouvrage.

Bien que la condition la plus défavorable soit celle qui considere I’ouvrage a vide (la pression
hydrostatique nulle), I’idée serait de traiter du cas général .

Certaines conditions aux limites devront aussi étre tenues en compte dont I’encastrement de
certaines parties de I’ouvrage qui ne sont rien d’autre que les parties enterrées.

Le maillage est effectué¢ au moyen de I’élément (9. Le calcul d’un programme éléments finis
fournit les contraintes et moments maximaux a travers toute la structure. Ce qui peut servir de
données utiles pour le dimensionnement.

Cependant, la précision des résultats escomptés dépendant de la tatlle des éléments, 1l va de
soit que, pour espérer des résultats fiables, ’on est appelé a effectuer un maillage des plus
fins. Ce qui a pour conséquence, certes un gain en précision, mais aussi une perte en temps de
calcul. C’est ainsi que, le nombre d’éléments fournis par un maillage adéquat étant de 1’ordre
de milliers, la plupart des calculs éléments finis sont effectués par, soit des programmes bien
formulés et bien testés, soit par des logiciels adaptés (Ex Micro Fet ).

Mais, dans le cadre de ce présent projet, vu le temps imparti, le programme en C++ amorcé
n’a pu étre poursuivi a temps pour ensuite €tre testé sur des cas expérimentaux avant
’extension. C’est ainsi que nous avons eu a nous contenter de résultats fournis par Micro Fet
sur des cas d’ouvrages d’assainissement (décanteur secondaire, bassin rectangulaire)
Considérons l’application ci dessous d’un bassin aérobie parailélépipédique.

On définit le plan de repérage comme suit :
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Fig.3.3 : Vue en plan d’un bassin aérobie de 6.25 i de hauteur

Elé D-1 Plancher

Structure = -0.30 64.30 64.30 -0.30 -0.30m
y= -0.30 -0.30 20.30 20.30 -0.30 m

z= 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 m

Matériau Coque isotrope
Epais = 100.0cm
Poids = 25.00 kN/m3

Mod E = 3.00e+007 kN/m2

Mue = 020

Surface = 1330.76 m2
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Volume = 1330.76 m3
Erage fondation
Elé D-1 Plancher

Structure  x = -0.30 64.30 64.30 -0.30 -0.30m
y= -0.30 -0.30 20.30 20.30 -0.30 m

z= 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00m

Matériau Coque isotrope
Epais = 100.0cm

Poids 25.00 kN/m3

1

Mod E = 3.00e+007 kN/m2
Mue = 020
T e - Surface = 1330.76 m2

Volume = 1330.76 m3

Erage fondation

Elé W-6 Mur

Structure x= 55.00 55.00m

y= 20.00 6.00 m

Niveau inf. = 0.00 m, Niveau sup. = 6.75m
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Matériau

Etage

Elé W-5

Structure

- Materiau

Sacoura WAGUE/Juillet 2003

Coque 1sotrope
Epais = 25.0cm
Poids = 25.00 kN/m3

Mod E =3.00e+007 kN/m2
Mue = 0.20
Surface = 94.50 m?2

Volume = 23.63 m3

Hauteur_murs

Mur

x= 48.00 48.00 m

y= 0.00 14.00 m

Niveau.inf. = 0.00 m, Niveau sup. = 6.75 m

Coque 1sotrope
Epais = 25.0cm
Poids = 25.00 kN/m3

Mod E =3.00e+007 kN/m2

Mue = 0.20
Surface = 94.50 m2
Volume = 23.63 m3 .
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Etage Hauteur_murs

Elée W-4 Mur

Structure Xx= 41.00 41.00 m
y= 20.00 6.00m

Niveau inf. = 0.00 m, Niveau sup. = 6.75m

Matériau Coque isotrope
Epais = 25.0cm

Poids 25.00 kN/m3

Il

Mod E = 3.00e+007 kN/m?2
Mue = 0.20
Surface = 94.50 m"2

Volume = 23.63 m”"3

-~

e e

Etage Hauteur murs

Elé W-3 Mur

Structure  x= 34.00 34.00 m
y= 0.00 1400 m

Niveau inf. = 0.00 m, Niveau sup. = 6.75m

Matériau Coque isotrope
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Epais = 25.0cm

Poids

I

25.00 kN/m3
Mod E = 3.00e+007 kN/m2
Mue = 0.20

Surface = 94.50 m2

Volume = 23.63 m3
Etage Hauteur_murs
Elé W-2 Mur

Structure x= 26.00 26.00 m
y= 20.00 0.00 m

Niveau inf. = 0.00 m, Niveau sup. = 6.75 m

Matériau Coque isotaspe S~
Epais = 40.0cm

Poids

25.00 kN/m3
"Mod E = 3.00e+007 kN/m2
Mue = 0.20
Surface = 103.67 m2

Volume = 4147 m3

Etage Hauteur murs
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Elé W-1 Mur

Structure x= -0.30 64.30 64.30 -0.30 -0.30m
= -0.30 -0.30 20.30 20.30 -0.30m

Niveau inf. = 0.00 m, Niveau sup. = 6.75 m

Matériau Coque isotrope
Epais = 45.0 cm
Poids = 25.00 kN/m3
Mod E = 3.00e+007 kN/m2
Mue = 0.20
Surface = 1150.20 m2

.Volume = 517.59m3
Etage Hauteur_murs
Elé W-1  Mur
Structure  x= -0.30 64.30 64.30 -0.30 -0.30 m

y= -0.30 -0.30 20.30 20.30 -0.30 m

Niveau inf. = 0.00 m, Niveau sup. = 6.75 m

Matériau Coque isotrope
Epais = 45.0cm
Poids = 25.00 kN/m3
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Mod E = 3.00e+007 kN/m2
Mue = 0.20
Surface = 1150.20 m2

Volume = 517.59m3

Etage Hauteur murs

Elé W-2 Mur

Structure x= 26.00 26.00 m

y= 20.00 0.00m

Niveau inf. = 0.00 m, Niveau sup. = 6.75 m

Matériau Coque isotrope
Epais = 40.0cm
Poids = 25.00 kN/m3 N

Mod E =3.00e+007 kN/m2
Mue = 0.20
Surface = 103.67 m2

Volume = 41.47 m3

Etage Hauteur_murs

Elé W-3 Mur
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Structure x= 34.00 34.00 m
y= 0.00 14.00 m

Niveau inf. = 0.00 m, Niveau sup. = 6.75 m

Matériau Coque isotrope
Epais = 25.0cm
Poids = 25.00 kN/m3

Mod E = 3.00e+007 kN/m2
Mue = 0.20
Surface = 94.50 m2

Volume = 23.63 m3

Ertage Hauteur_murs

Eilé W-10 Mur

Structure x= 11.00 11.00 m

y= 0.00 20.00 m

Niveau inf. = 0.00 m, Niveau sup. = 5.75m

Matériau Coque isotrope
Epais = 40.0 cm
Poids = 25.00 kN/m3

Mod E = 3.00e+007 kN/m2

Mue = 0.20
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Surface = 115.00 m2

Volume = 46.00 m3

Etage NivEauMax

Elé W-11 Mur
Structure x= 0.00 64.00m
y= 0.00 0.00m

Niveau inf. = 0.00 m, Niveau sup. = 6.75 m

Matériau Coque isotrope
Epais = 45.0cm
Poids = 25.00 kN/m3

Mod E =3.00e+007 kN/m2
Mue = 020 o
Surface = 432.00 m2

Volume = 194.40 m3

FEtage déversoir

Elé W-12 Mur

Structu‘re " x= 0.00 0.00m

y= 0.00 20.00 m
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Niveau inf. = 0.00 m, Niveau sup. = 6.75m

Matériau Coque isotrope

Epais = 45.0 cm

Poids 25.00 kN/m3
Mod E = 3.00e+007 kN/m2
Mue = 0.20

Surface = 135.00 m2

Volume = 60.75 m3
Etage deversoire
Elé W-13  Mur
Structure x= "0.00 64.00 m

y= 20.00 20.00 m

Niveau inf. = 0.00 m, Niveau sup. = 6.75 m

Matériau Coque isotrope
Epais = 45.0cm
Poids = 25.00 kN/m3

Mod E =3.00e+007 kN/m?2
Mue = 0.20
Surface == 432.00 m2

Volume = 194.40 m3
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Etage

déversoir

Elé W-14 Mur

Structure

Matériau

Etage

Ele F-1

Structure

Sacoura WAGUE/Juiliet 2003

x= 64.00 64.00 m
y= 0.00 20.00 m

Niveau inf. = 0.00 m, Niveau sup. = 6.75 m

Coque isotrope
Epais = 40.0cm

Poids = 25.00 kN/m3

. Mod E =3.00e+007 kN/m2

Mue = 0.20
Surface = 135.00 m2

Volume = 54.00 m3

déversoir

App surfacique

= -0.30 -0.30 64.30 64.30 -0.30m

y= 20.30 -0.30 -0.30 20.30 20.30m

-Niveau= 0.0m
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Appui Appui Compr/Trac Trans suivant axe x = 2.00e+004 kN/m3
Appui Compr/Trac Trans suivant axey = 2.00e+004 kN/m3

Appui Compr Trans suivantaxe z = 2.00e+005 kN/m3

Ftage fondation
L'étude de cet ouvrage d'assainissement par la méthode des ¢léments finis
nécessite, comme évoqué plus Join, un maillage préalable. Ce qui s’illustre 4

travers la figure suivante :

T
|
|

J
il
=N
I

il
L
i
il
|
i
i
il
,!

Y

Maillage de ’ouvrage

Faces visibles , toutes les surfaces
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Micro Fet fournit les résultats qui sont consignés a I’annexe B .

Remarques
Il convient de remarquer que, pour apprécier la qualité des résultats fournis par Micro Fet, il
n’est pas inutile de procéder a une estimation des erreurs pour les éléments de plaque. Ceci
permettrait de voir si le logiciel en question a un contrdle automatique de la qualité des
résultats. L’erreur estimée est d’autant moins importante que les performances de 1’élément
sont élevées. Ces performances sont classiquement évaluées en comparant les solutions
numériques obtenues par €éléments finis a des solutions théoriques de référence ou a des
résultats expérimentaux lorsque ceux-ci sont disponibles. Les quantités comparées peuvent
éire :
- une fléche au centre ou une rotation maximum |
- une norme en déplacement
- des efforts résultants en des points particuliers

etc....
Les caracténistiques de convergence et de performances des quantités ci dessus sont évaluées
en fonction du nombre d’éléments, du nombre total de degrés de liberté et de la taille des
¢léments.
Les soluticns théoriques de référence sont extraites de la littérature sur les plaques et coques
[5].
Vu la tendance actuelle du marché, la grande innovation serait, peut étre, de définir un type de

maillage qui est fonction d’une erreur fixée au préalable.
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Conclusion et recommandations

Au cours de projet, I’étude des plaques épaisses de type Mindlin a permis la génération des
équations aux dérivées partielles fondamentales , plus particulierement, pour le cas isotrope.
Ces équations permettent de décrire le comportement global de la structure de par leur
résolution éventuelle. En effet, la connaissance de leurs solutions permet de déduire les efforts
généralisés {N}, {M} et {Q} auxquels la structure est soumise ainsi que les déformations qui
leur sont rattachées. La détermination de tels paramétres constitue un résultat capital pour le
dimensionnement .

Cependant, bien que la résolution des EDPF ne fiit pas faite, une tentative serait bien utile .
Ceci pourrait faire I’objet de PFE futurs avec le développement de certaines notions
mathématiques liées a la topologie dans des espaces normés de type Banach ou de Hilbert
pour ’estimation d’erreurs.

La formulation d’un programme d’éléments finis a déja été amorcée dans I’ontique de
comparer ses résultats a ceux de cas expérimentaux de référence disponibles dans la
hittérature. Mais, vu le temps imparti, ce programme n’a pu &tre achevé a temps.

Il convient aussi de dire qu’il serait intéressant de procéder & une comparaisen des résultats
que fournirait ce programme a ceux du logicie! MicroFet. Laquelle comparaison permet, en
effet, d’avoir une 1dée de I’ordre de grandeur des erreurs et par conséquent du degré de

validité des résultats obtenus avant de passer a leur extension a des cas pratiques.
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ANNEXE A : Justification de I’expression des forces équivalentes aux nceeuds

Partant de I’expression de la fonctionnelle ITyg ,

14

= f4leV 1) oo} tebloyC1 ooar— fuf = fuf U skis

Vv 5 6 T az . 2
+ i (o5l 2B+ (BY (om-Zsl b L5 (B0
4 a a ot ot

(1.8.2.10)

dont la variation €élémentaire peut s’écrire, sous forme matricielle :
b

611 = o0 INJILTTH] 1) 1N fahav - fotasd T Jav -

Vx

Jolde} INe] fEjas+ J(a [pHN ] {dchda

S,

on a, en posant :

{o}=MH]Llg}=H]LIN |4

= Jot L[] [L] [V] faehav- folae) ING] frvjav -

\Y%

ol B s fiob I v T Il D bon

avec

{r)= J[N] 1 L] dav- J[N kv IN] t}d&IN] [pH[N fahaa
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i

b= VJ[BeﬁH] Buliapav- | [Neﬁfv}dv-sjmf{z}ds:- J[Njw%m] {d)dA

On pose lBJz[L] lNeJ

Donc

{re}:[Ke] {de}+{ro} ; la matrice de rigidité élémentaire est [_KJ:J[BI[HIBe }iV, matrice
\%

(5rx5r), r désigne ici le nombre de nceuds de 1’élément.
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ANNEXE B : Fonctions d’interpolation de 'élément Q9 et résultats de I’application

pratique
|
N (=) (1=1)En N A8 (HE)(-Hn)En
| 1 4 2 2 3 4
é 2 - « 2

N =001 )8 N =H9)m)En N = (-6))n
| 4 2 5 4 6 2
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ANNEXE C : Exemple de bassin rectangulaire

Bassin rectapgulaire



ANNEXE D : Résultats de I’application

Distribution des moments, Mg et Mg a travers Pouvrage
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Vue en plan des moments, My et Mg
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