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AVANT F2OPOS

s stiructures de type poutre a parois mi=:zes sont d'usage tres fréguent en
&2nie Civil car elles offrent une grande rig:dité et une grunde résistance pour s
poids relativement faible.

Cepencant, elles sukbissent facilernent des :stabilités et sont affectéss d'un
gcuchissement non négligeable (comporten:-at en torsion uniforme et génée) qui
madifie considérablement leur comporteme -:t.

Différantes théories ont €t¢é établies afin Z'étudier le coraportement particulier
de ces structures, qui différent selon qu'il ='agit d'une sertion a parois rinces
ouverte ou fermée.

L'cbjectif du travail qui suit 2st de préseny=r une formuiztion en éléments finis
eri mér e temps une “ormulation directe po: -~ I'étude du c¢:-mportement mécanique
des poi tres gauches chargées dort la sect::n transversci: a parois minces peut
et "e oLverte ou fermée.

Nc tre (omaine d'étude se limitera pour une :remiére par: a ces types d:
stiructires chargees sur deu:x appiiis, et nous poserons avint résolution ‘es

eq iatios fondamentales du probléme dif fé-zntiel rencorirées dans leurr étude
en prenant en comptz les effats conjugués -ie la torsion ¢z St Venant ¢f de celle
de Vlassov.

Nctre clomaine d'application reste ouvert & :« modélisatic des ponts courbes non
nécesscirement plans et qui peuvent tre ci-zulaires, hélizvidal ou droit.




SOMMAIRE

Dans ce projer nous avons trgvaillé dans le cadre de [élasi:cité
tridimensionnelle pou. poser et résoudre le probizme différe:tiel

fondamental régissant I statique des poutres chargées.

Nous avons en premicre considérction pris en compte des parameires
géometriques pour trar-er les trois cas de poutre circulaire, hélicoidal: ou
droite. Etant donré qu:z nos hypotheses de calcul concer:ent en plus es
poutres a parois trinces a section ouverte ou fermée, ot irs effets dus au
gauchissement son prszpondérants, nous n'avons pas mang::# de prendre en

compte aussi bien I tor:ion uniforme de Saint Venant que ce.lle de Viassov

Considérant alors les irois grands groupes de relations :jui régissen: la
statique des corps sclides déformables, nous avons <tabli et ré=olu
analytiguzment ave: des prograrmes de caicul sur le Lo:siciel Maple ¢ le
systeme fondament il rencontré, cn méme temps générer d'a:tres parame!: 2s

tels que lu matrice e ricidité ou l2s forces éqilivalentes aux i:ceuds.

Nous avons par aillzurs ouverts quelques bréches en ce giu concerne ¢« iux

approches de resolution wmérique par des methodes variatissnelles.
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s coordonnées cartésienes ghbales

“coordonnées locales g centre géométrique

s coordonnées locales dir cent e de courbure torsion
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ceflfort normal et efforts trancaants

S moments de torsion ct e fleion

S Bi-momeat de torsion

Storsions de St Venant ¢ de Viassov

- forces de chargements concantrés ou répartis
smoments de chargeme:ts coacentrés ou répartis

Smainice reliant les défommativ ns aux variables nodales

S matrice rehiant les contramtes aux déformaticns
> opérateur matriciel differentiel rehant les détormations aux

deplacements

s matrice de transformation repere local - repere global

S matrice de transtormaton repere global - repere local

s matrice de translormation géométrigue totale

s vecteur coeflicients d interpo ation de |agrange

Cvecteur courbure torsior: global

s vecteur courbure torsion tocal

- fonction de contrainte

s moment sectoriel de la fonction de gauchissement

- pulsation ou fonction de gaachissement en torsion
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1 INTRODUCTION

Dans domaine du Genie Civil un grand nombre de constructions (batiments, ponts...)
sont assimilables a des assemblages de poutres. La poutre est un élément de base
en Résistance des matériaux. Au sein des constructions, elle est susceptible de

reprendre des efforts et des moments dans toutes les directions.

A ce titre I'étude de son comportement en tant que systéme mécanique s'avere d'une
importance capitale. C'est ainsi que toute une théorie a été développée dans la
résolution des problemes lineaires de poutres et expose deux hypotheses
fondamentales ainsi que leurs conséquences dans les limites d'un comportement
élastique -

- Le principe de St Venantqui permet de définir le systeme des Forces

extérieures relatif a une section pour en déterminer les contraintes.
- Le principe de Navier Bernoulli genéralisé qui permet de définir la déformation

de la poutre au voisinage d'une section donnée

Les deux problemes majeurs qui se posent dans |'étude des poutres élastiques et
homogénes ont recours a
- la recherche du systétme de forces exterieures relatif a une section
quelcongue
- au calcul des contraintes s’exercant sur une section connaissant le systéme

de forces extérieures relatif a cette section.

L'ingénierie civile dans un souci de bien definir la poutre a élaboré plusieurs modeles
theoriques et numeriques de son comportement. Parmi ceux-ci figure la Methode des
Eléments Finis qui est de loin la plus utilisée et la meilleure en terme de précision et
de convergence des algorithmes de resolution. Pour un probléme donné, la premiere
étape consiste a etablir ses equations fondamentales qui se présentent sous forme
d'equations différentielles ou aux deérivées partielles et qui satisfont aux conditions

d'équilibre, de compatibilite geométrique et limites.

vedioul
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Si le modeéle physique choisi pour modéliser le probieme réel nous fournit les
equations et les conditions aux limites, les matheématiques, par contre, sont souvent
impuissantes pour en donner une solution analytique. Les mathematiques prouvent
parfois I'existence et I'unicité de la solution et il est prudent de s'en assurer avant de
se lancer dans la recherche d’'une solution numeérique. La méthode des élements
finis fournit une solution approchée de la solution exacte sous forme d'un champ
deéfini par morceaux dans la partition du domaine global. Chercher une solution par
elements finis consiste doné a determiner quel champ local on attribue a chaque
sous domaine pour que le champ global obtenu par juxtapoSition de ces champs

locaux soit solution du probleme.

Les hypotheses générales a prendre en compte pour l'etude des problemes
pratiques de poutres concernent les comportements en flexion avec prise en compte
des effets de cisaillement transversal pour les modeles dits de Timoshenko ou de
Mindlin / Retssner et qui géneralisent ceux de Navier / Bernoulli. Mais aussi les
hypotheses de Saint Venant sur la torsion libre, ou de Vlassov pour la torsion génee
avec prise en compte du gauchissement des sections a parois minces et ouvertes (
ou fermeées). Pour le cas des poutres, I'etablissement des equations fondamentales
se fait sur considération des relations d'équilibre. cinématiques et des lois

consécutives.

Dans le domaine de la construction des ouvrages d'art. les tabliers de ponts reposent
sur un systeme de poutres si le tablier n'est pas lul méme entierement une poutre de
type caisson par exemple. Nous savons par ailleurs que ces poutres supportent et
transmettent des efforts et des moments de grande envergure d'ou la necessite de

bien poser et de valider les modeles qui seront établis pour son étude.

Pour une poutre droite symetrique dont les conditions d appul et de chargement sont
connues, en plus de la consideration unique de la torsion uniforme de St Venant, la
resolution du probleme differentiel peut s'averer moins fastidieux. Par contre. si I'on
introduit les parametres geometriques hes a la courbure et que l'on prenne en
compte en plus de la torsion libre, la torsion non uniforme de Vlassov qu'on ne

sauratt negliger dans le comportement des poutres a parols minces (par exemple). le

vadion! 2
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probléme différentiel peut s’avérer encore plus difficile dans sa résolution. C'est donc
ce modele de poutre courbe avec les cas circulaire et hélicoidal applicables au calcul

des ponts caissons courbes que nous allons développer dans le cadre de ce projet.

Dans un premier temps, nous ferons considération unique de la statique de la poutre

avec des tenseurs de forces et de moments concentrés ou repartis.

Ensuite, par une parameétrisation nous introduirons les considérations geomeétriques
dans les eéquations du probleme en méme temps nous prendrons compte des effets

conjugués de la torsion libre et de la torsion génee.

Eventuellement, nous prendrons consideration des effets dynamiques d'accéleration

de la masse .

Enfin, aprés avoir etabli les équations différentielles fondamentales des modéles
circulaire, helicoidal et droit dans le cas tridimensionnel le plus géneral, nous
passerons a leur resolution analytique et a defaut numérique avec le Logiciel de

calcul formel Maple®.

vedioud 3
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2 GEOMETRIE GENERIQUE DES POUTRES COURBES

Nous allons lier notre poutre a deux systémes de repéres .

- unrepere global  (O,X)Y.Z)

- un repére local (G.x\y.2)
Ce choix s'explique car la forme la plus simple des équations de la théorie des
poutres s'ecrit dans le repere local qui sera choisi comme un repere central principal
d'inertie pour des raisons simplificatrices que nous évoquerons par la suite. Toute

etude sur une poutre commence par la définition de ce repere.

L'établissement de la matrice de transformation géeometrique repere local -repere
global nous permettra d'exprimer selon notre convenance dans I'un ou 'autre des

reperes les difféerentes equations du probleme.

2-1 Définition de la poutre

On définit par .
- C une courbe orientée = ligne moyenne de la poutre.
- G son point courant = centroide de la section
- S abscisse curviligne mesuree a partir d'un point fixe O sur C
{t, n, b} le triedre de Fresnet orthonormeé associé a C en G : c'est la base du

repere local associé a la poutre. Donc {t, n, b} = {x,y,z}

Le plan {n,b} est appelé plan normal en G. Dans ce plan on définit la section droite
S(y,z) de la poutre. de contour extérieur fermé () et de centre de gravite sur la ligne

moyenne. La section droite peut aussi avoir des contours intérieurs Q)

On appelle poutre, le volume engendré par les sections droites iorsque G décrit a

ligne moyenne. On suppose de plus que

cediout 4
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. Les sections droites sont constantes ou <<lentement variables>> lorsque G

varie.

- Sion appelle d une dimension transversale de la section droite, on a en tout

point de la poutre d<<R.

Ces deux hypothéses sont essentielles : elles permettent d'assimiler un trongon de
poutre courbe de longueur d/ a un trongon de poutre droite. Cette approximation est

a la base de tout ce qui suit.

Enfin, on se place dans le cadre de [l‘¢elasticite lineaire isotrope en petlites
ageformations et petits deplacements : Le tenseur des déformations que nous

utiliserons est donc &

){»____.,:——éi e e el ) // \\l "_'_Sf:—ggu droite
Ligne movenne / -t

Fig 2-1: ~ecnon. Figne movenne et Repere Local Principal de Fresnet

voedioat
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Haoeud section (1)

\rj\u end seaction 127

.,

/",.r‘_ " —— ™
poutre cogrbe \\\\
i RN
.
N

| Feperz local
| .
w/
z Fepsre global 21
¥ “
K
}
0 | Ve
Fepires loeal =t global assacies 313 structure de type courbe

Fig 2-2 : Repéres Local fele2ed)=ixa/) et Global X.Y.Z =11k hes ala
géométrie de la poutre

2-2 Grandeurs locales et globales des parametres géomeétriques

2-2-1 Parameétrisation geomeétrique

_ .\_"
Vecteur position - OomM= )/ (2.1.a)
Parametrisation X = f(t) Y = g(ty Z = hit)

Ce sont les composantes du vecteur positicn dans le repere global ou t est le
parametre de variation de l'abscisse curviligne s

Donc le vecteur position s'exprime encore

vediout O
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Construction de la base du repere local de Fresnet

Premiere presentation :

T=2C0M
5 OM(
N= <T@
cif
B=T A N

T : vecteur tangent non encore norme
N : vecteur normal non encore norme
B : vecteur binormal

L'opérateur ( ~ ) représente le produit vectoriel direct.

e Polviechnigue

(2.1.b)

Par ailleurs nous pouvons donner les expressions des vecteurs de la base de

Fresnet en fonction des parametres f(t), g(t) et h(t) soit -

T=f®i+g ®j +h Mk
N = (1) i+ g(t)j +h"(t) k

Ou{i, j, k} sont les vecteurs de la base du repere global Nous obtenons

| Iv= 1 | =1 PRI
T=7yv=y¢ N=\i=¢" B= By=7-\Nx-7xN:
| 7= | No=h | Bz 1\ 1A

On définit les normes quadratiques des vectedurs

= norm(T.2) B = norm{(N.2) +=norm(B.2)

vadiout
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Pour construire les vecteurs de la base du Repere local

et=1 e2= 1" e3= 08 (2.6.a)
% y2; %
{e1,e2,e3)={L X By (2.6.b)
a Py _
Deuxieme présentation :
On définit tout d'abord le vecteur posttion :
r=ft)yi+gt)j+h(t)k “(2.7)

Pour obtenir le vecteur tangent on différentie r et on obtient

dr =f)yi+g(t)j+h(tk (2.8)
dt

Le vecteur unitarre tangent qui est en méme temps le vecteur e1 de la base du
repéere local de Fresnet est donné par :

i

e1 = (2.9)
dr
i

Cette equation nous renseigne que el fait un angle constant 6 avec l'axe Z de
facon a ce que -

el k = cos(f) = f;” (2 10)
e

i

Nous pouvons maintenant proceder a la determination du vecteur courbure-torsion

dans le repere global soit

vedioat” S
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el del s d
= _dit = del jdr
Kg " i /d/ (2.11)
dr

Comme K est parallele au plan X-Y et a la méme direction que le vecteur unitaire

normal e2, ce dernier peut étre exprime par :

e2= K (2.12)

Finalement nous deéterminons le vecteur unitaire de la base locale e3 qui coincide
avec le vecteur unitaire binormal . A partir de e1 et e2 on trouve par le produit

vectoriel . .
ed=el1 N e2 (2.13)

Nous obtenons les coefficients de la matrice de Transformation local —global en

exprimant les vecteurs {e1, e2, e3} en termes de {i, j, k}.

2-2-2 Matrices de transformation de coordonnées
Matrice de Transformation géomeétrique Repere local - Repere global -

On exprime {e1, e2, e3} en termes de {i, j, k} par la matrice associee

T T T -

I
el A v A ’
le2|=] — — — / (2.14)
|3 3 3 TR

vodiond
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D'ou la matrice :

,_
0]
il

~< Lm '@‘/_2 2]~

(2.15)

— ]._% @l._?l < ‘._'\l
< l“ib @|”2 Q l‘,,\l

On definit par la transposée de cette matrice celle de Transformation Repere global —

Repére local soit :

T. N B
o Py
Tl ,’\/\ B‘
GL = o -E ‘-/“ (2.16)
T‘ N_ b’_,
e

e« Pour les cas Circulaire et Hélicoidal nous nous placerons dans I'hypothese
d'une rotation « des sections autour de I'axe géometrique dans le plan {y.z}

On considere alors en plus une matrice de rotation :

N 0 0
R, = 0 costu) sl C (2 17)

_() s ) cos(a)

Signalons cependant pour eviter des conflits de notations que cette nouvelle valeur

de I'angle alpha est differente de celle qui donne la norme de T

Ce qui nous donne pour la nouvelle matrice de Transformation repere Local —

vadiond 10
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Repere Global

T=R, xLG (2.18.a)
Soit
T T T 1
0 o4le @ @
j . N N A\ |
T=R, xLG=|V coda) sma)|, | L —= ' (2.18.b)
g() —=sita) coga) ‘ p k |
B, B, B
S T

o Pour le cas droit, nous ferons une formulation de la matrice de transformation

géometrique avec les cosinus directeurs des angles - .

Avec la parametrisation

X =at+x, Y=bt+y, Z=ct+2z, (2.19)
EEEEER
on pose: L=vd 7+ (2.20)
s

Fooatatior s Z=iales o ume poutre droite spatiale

Fig 2-3 Rotations axiales pour une poutre droite spatiale

s odton! I
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a = angle(0OZ4, OY)) S = angle(0Z,, OXy) y =angle(1-2, X;0Y,)
. . a h ¢
Cosinus directeurs : Cx = 7 Cy= - Cz= 7 (2.21)
('\ ('/
On définit : Cos(f)= T Sin(p)="pF—— (2.22)
¢, Jr('/~ ('\_+(‘/“

cos(B) O sin(p)]

Soit la matrice de rotation : R = 0 ! 0 : (2.23)
=sin(3) 0 cos(P)]

(2.24)

cody) sir(v)
Soit la matrice de rotation - R, = siy) cogy) (2.25)
0 0 |

Enfin si on considere la rotation axiale d’angle o avec la matrice de rotation R,

nous obtenons pour la matrice de transformation totale repere Local — repere Global :

R = R(( Rw‘, R[g (2268)
Soit
| U 0 Ccos(y) sty 0 COM ) U sinf
R= 0 costa) sma) | X I——sin(}/) cos(v) 01 x 0 ] 0]
0 sinto) costa)y 0 U i) 0 con B
(2.26 b)

vedioud 2
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Abscisse curviligne :

En pratigue nous allons ramener et résoudre le probleme différentiel fondamental

regissant le modele de la poutre avec le parametre de 'abscisse curviligne S.

Son expression différentielle est donnée par :
ds = (f'(t) 2 +g'(t)* + h'(t) )" dt =|OM s (2.27)

Ce qui donne sous forme integrale :

S - f]()M(/)lc// (2.28)

4]

St on prend dorenavant pour parameétre I'arc S qui definit completement la forme de
la courbe C, on peut écrire les equations de la courbure et de la torsion sous la forme

de fonctions continues et dérivables en S.

2-2-3 Courbures et Torsions
On définit le vecteur courbure torsion K dans les deux repéres local et global -

Le vecteur K exprime dans le repére global aura pour expression :

1)
Kg=_9" (2.29.a)
ds
dr
i
Soit K, :?'I [ g" h"] M

(2.29.b)

Donc

vadioul 13
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Kg =[Kx, Ky , Kz 1" (2.29.c)

avec

Ky =L Ky =& Ky =L (2.30)

Son expression dans le repere local se fait par l'intermédiaire de la matrice de

transformation GL soit :

' el
K.:i [, g" h"[GL] {gﬂ (2.31.a)
Ki=[Ke K, K, 1" (2.31b)

En pratique nous ferons le calcul avec le vecteur courbure torsion de la base lpcale

sous forme matricielle ce qui donne :

0 K K
| - A
K = -/\: ( K\ (231C)
K —-K 0

En faisant I'analogie entre le vecteur courbure K et la vitesse angulaire de rotation
suivant I'abscisse curviligne s, on peut remarquer que les axes du repéere local

tournent autour de I'axe local y, ce qui nous permet d'évaluer la composante

K, =- 4o ep (2 32)
1//

vedioul !
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3 RELATIONS ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES FONDAMENTALES
3-1 Etude de la torsion

Définition :

La Torsion est une sollicitation résultant de l'application a une barre (arbre de
transmission, poutre prismatique, poutre coque etc.) d'un ou de plusieurs moments.
de torsion constituant l'action |, et évidemment d'un ou de plusieurs moments de
torsion de réaction maintenant I'équilibre.

Ces moments tendent a faire tourner les sections droites autour d'un axe longitudinal
de l'elément poutre , dit " axe de torsion ", qui rencontre chaque plan de section en
un point appelé " centre de torsion ", ‘

Les composantes du couple équivalent au moment de torsion sont paralleles au plan
des sections drottes, et la torsion engendre principalement des contraintes de
cisaillement (dites ausst tangentielles) dues au glissement par rotation des sections

droites les unes sur les autres.

On distingue princtpalement deux catégories de torsion
La Torsion gauche uniforme de St Venant

- La Torsion gauche entravée non uniforme de Vlassov

3-1-1 La Torsion uniforme (St Venant)

C'est l'etat de torsion pure d'une barre tel que quen cours de deformation les

<actions droites initialement planes. restent planes en tournant autour de laxe de

torsion.

3-1-2 La Torsion non uniforme (Vlassov)

Les efforts correspondant a ce mode de résistance ne peuvent se déveiopper que si
la section transversale, qui aimerait gauchir. voit son gauchissement empé&ché par

des conditions d'appur adequates( exemple, encastrement complet ).

vodioul N
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On dit qu'une section plane gauchit lorsqu’elle ne reste pas plane apres déformation
sous l'action d'un moment de torsion extérieur.
En cours de déformation, en tournant autour de l'axe de torsion les sections

initialement planes subissent une distorsion encore appelée déplanation.

Fig 3-1 : Console soumise a un moment de Torsion concentre

Torsion non uniforme: définitions et hvpotheses

4 socoordannee curviligne le long

du profil

woodetormatior hors de o lar de

_ Lo secton.
vodelormaton dans le ofan de

l;\ \Cdim‘s \Clun ~.

Fig

=

3-2 : Section ouverte mince d un ¢lement de poutre

vudioud 6
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Les hypotheses generales concernant la Torsion des membrures prismatiques ou

pleines sont -

[\ })(3[11(‘5&‘52
Grauchissement empeche
Petites detormations

La section conserve sa torme (simon ossarure plissee)

Lo~ detormanons par cisaillement sont neglivcables

NTateriau homogene et isotrope

Nlateriau clastique Lineaire (Tooke)

Section a parats minces (G et Teonstants sur Fepaisseur)

Torsion: Modes de resistance

rosistane s o Llsorsgon coreespond o deos phenomenes de naue e Jifterens,

Torsion de Saint-Nemant Torsion non uniforme
{ou torsion nniforme)

prepouderant

pour: sectios plomes ou fermiees A TR R R

rretdiie

refatin e clev e nrdeton

Fig 3-3: Modes de résistance des sections a la torsion

vadiout
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sections fermees a parois minces

) I . .
Rigidite: sections massives
pleines

<oabscisse de T

A e
: Ul W .
Lerne polae hene eyeni

Coepasseur

formule de St-Venant: formule de Bredt:

Les differents domaines d’application du calcul de la torsion peuvent étre résumés a -

Torsion:

Domaines d application:
ponts courbes et ponts brars
poONts avee charges excentrées

MaAts

s, toles plices. constructions plissées

shec

wagons. fuselage etatles d avion

vediout
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[HTustration: pont courbe

Fig 3-4: Photo d’illustration d’un pont courbe circulaire.

Moeud section 1)

Moeud section (2

r_
I
e
a
e
{0

Elerment tymgue poutre courbe 3 2 noeods aves degrés de libene

Fig 3-5 : Element typique poutre courbe a 2 nceuds avec degres de libertes
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3-2 Relations Cinématiques
3-2-1 Grandeurs

Les relations cinematiques sont celles qui donnent les expressions des trois
translations :
d'un point courant de la fibre moyenne ainsi les composantes de ses trois rotations

libres
{Hx(s), B (s), (s)}

L'indice G signifiant que I'on est bien au centre géomeétrique de la section sur la ligne
moyenne. L'indice (s) signifie que I'on recherche leurs expressions en fonction de

| abscisse curviligne.

Nous ramenons l'etude sur la ligne moyenne car en théorie des poutres, les charges

sont considerées comme étant appliquées a la ligne moyenne.

On définit

- le vecteur translations au point courant G Ug ={ ug(s). vg(s). wy(s) }T

- le vecteur rotations libres 6 ={6,(s), U,(s), H,(s))

- les vecteurs de transition r={0,y,z}" et e1={1.0,0}'
- la fonction de gauchissement sur la section {y,z} soit o = o)

- la rotation libre due au bi-moment (gauchissement des sections) W)

En expressions sous formes matricielles nous obtenons dans le repére local :

[ 0 —0.(s) Q‘,(s)}
o _t 6Ls) 0 -0(s)

virdjon ! 20
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P=octde P d b pades
0 - ]
[
ro| z{z) 0 @ !
L) 00
| (3.2)
Avec Zo(2)= = yo(y)= b 71
(3.3)

Ou C ( yc .z ) est le centre de Courbure Torsion qui ne coincide pas toujours avec le

centre géometrique G.

000
=00 1
0 0

Foutre Caisson courbe avec Erforts et Moments de section

Fig 3-6 : Tablier de pont caisson courbe avec Repere local et centre de
courbure torsion C (Yc . Z¢)

vediouf
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3-2-2 Expressions vectorielles et matricielles

Les relations cinematiques sont donnees par les expressions vectorielles du Champ

U { translations. rotations } ainsi que de sa dernvee U’ soit .

U=Ug+rd - o(yz)y(s)el

(3.5.a)
Composantes de la déerivee de la fonction de gauchissement
On definit sur la section (y,z )
Wx x = 'i;'m(\:):()
[BAY
_ 9 J R
Wy y = ™ V.o 3‘—_(!!(_\»-) = (Tv)_,-m("" )= RY
A c ¢
Wy z = OO0 D) 2 0 I) 20 5 (3.6)
[GAY « - (°Z ’
0] 1]
U=Ug+rd + y (S)| @) |-y (S): 8 | (3.7.a)
@.- R
On définit le vecteur k comme la dérivée du vecteur des rotations libres ¢ soit :
k=60'=%C = (ke ky k;} (3.8.a)
[N
Sous forme matricielle nous obtenons :
Vecteur rotation k
O
'»)ve\'('\‘) . o
] 5 0K K] Te)]
k YR % - .
ko= %= |4 000) 4 [K 0 K80 (3.8b)
|
L /(‘ J (F\7 | K\ __K\' 0 I I e"( 'S‘) |
- LF\ e—(b,) | : I J
os -

voedioul
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Champ de deplacements U

s ) ¢ z \ ()\(\) ]i
U = ‘.\l AN + __/]( ) 0 () Ul( ‘\.) , ) (J.)(.l/‘ﬁ:) \|I( \)l O (35b)
Wiy _1'/}(_\-) 0 0 9:( $) L OJ

— () ] 0 ]
(\ 0 B /(. ( - -
- SR R H
- V. 2 ‘
U = i_‘ (s) . 5020 0 0 k L pls) o o L) y(s) ()’
[ :
- v 00k iM ) ‘L 0
= () ) - oz T i
LS | -
(3.7 b)
Le champ des déformations { £ ) est donnée par I'expression vectorielle :
E=L te1x ) =U+KxU+Tx 0 (3.9.a)

N

el représente la tangente unitaire a la section dans le repére local de Fresnet
K le vecteur courbure torsion dans le repére local
0 le vecteur rotations libres

Le signe ( x ) est une multiplication

En expression sous forme matricielle nous obtenons :
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—u(s)i
e 0 K. =K | Juls)] 0 -9 i k

:é—x(s) . K 0 K . ‘\(.s‘)f N A ey 0 0 i/\’
(v 1 i i
- Ko =Ko 0wy v 000 1k
— W '( .\) ) 7 S
N

0 |

| @ N\

- ) ﬁ oo o o7

L { o ] ' o

ESINES t oy, o) i: yws) ) 0 +10 0 I 9\-( ¥) (3.9.b)
- \ e J | '
%M.‘_-:) 0] 0O -1 0 59’('\)

Le développement des produits matriciels donne les composantes des trois

deformations principales sous la forme :

, A c
¢ (—;\ () - A 1‘/’(.\‘)+K>Hf}(.s)~:/(:)\<_—\]/(.S')(:-W(y,:)]+9_(5‘)
\( :\. ¢ z % Y o \ \(:1 z
¢ ~._{;u (s) +A n(s)- K vls) v () ~l|/(,s'){7(iw(_\'_:)) B (y)
,\ oy kN v g \ ¢ 0 \ bl |

(3.10)

Nous rappelons que l'indice (s ) de 'abscisse curviligne porte le méme sens que ( x )
qui est donné par la tangente unitaire du repere local de Fresnet.
Ce qui signifie que

Es=Ew, Egy=Eyw | £

Nous donnons en outre les composantes du vecteur K .
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(3.11)

Avec de nouvelles considérations, nous pouvons écrire les expressions des

déformations E£s=E&«, Eyw=Exy . E=E sous les formes :
ET g, T VKR IR =Wy, D) K (3.12.a)
avec.
L ) K K s
€, " é‘:\‘”‘\’(S) + :v‘g(.\)— .‘_\/ljﬁ(.S) (312 b)

. . \// F . - ( R |
N = W(y. Z )j+ | (')j";/_\_\_ + (T‘ wiy.z) vy (3.13.38)

avec.

Y= YT, (3.13.b)
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ou -

Y- = I n.'f( S) |+ /\" 1.{u( 5) K “,\.( $)=0(5) (3.14.b)

3-3 Conditions d’Equilibre

3-3-1 Grandeurs

On note .

G={Q, . Q Q }T le vecteur des efforts normatl et tranchants internes respectivement

dans les directions x, y et z.

M={M, M, M, }T le vecteur des moments internes.

Fo= /- = {Fox . Foy . Foz }T le torseur des forces appliquées concentrées et réparties

dans les trois directions

Mo= V/ = {Mo, . My, , My, }' le torseur des moments appliqués concentrés et répartis

dans les trois directions.

3-3-2 Expressions vectorielles et matricielles

Les expressions des relations d'équilibre se traduisent sous forme vectorelle par ces

deux equations -

Equilibre des efforts normaux et tranchants internes par rapport aux forces

concentrées ou reparties Fy,:

Q+KxQ+F,=0 (3.15.a)

Equilibre des moments internes et de chargements concentrés ou repartis :
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M+KxM+e3xQ+M,=0 (3.16.a)

Nous pouvons -amener ces expressions sous formes matricielles :

i—t_)\_( 5)

0K -KT1TO(s)Y TFh

=0t |+ K0 K Qi) R =g (3.15 b)
- K =K 0 Otsy | FR

. k):( R ) | - | 4

— M ( r _ N
i T[O K KM g [Q] M
;,W\( R ~K 0 K\ Mi(s) Lo 0 ‘\)_‘.(.S')| M/?x -0
(@AY |
| . LK_ K0 || Ms)| [0 -1 0] LQ("')J Mh
i.(;M(‘\] i A z z
i(?&' -
(3.16.b)
3-4 Lois Constitutives
3-4-1 &randeurs
Les contraintes en toute section d'abscisse ( x = s ) s'expriment par :
O-XX = E gXX
Txy =G ¢ -
sz= G ¢ xz
(3-4)
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Projer do Ban d T Ftudes

Ou ;

E - module d’élasticité du matériau de la poutre

G . module de cisaillement

“xx . contrainte normale dans la direction principale de I'abscisse curviligne s = x
T Xy contrainte de cisaillement normale a x dans la direction y

“xz  contrainte de cisaillement normale a x dans la direction z

On définit alors le vecteur des contraintes -

E0 0 Al
O —oxx Txy Txz) = 0 G ool &,
] - 8 |
00 C'J | % | (3.5)
Par intégration des contraintes, on définit les differents Efforts et Moments -
Q={Q..Q, Q, }'  efforts normal Qx et tranchants Qy et Qz
M ={M, M, M,} moments fliechissant My et Mz et Bi-moment Mw
T={Ts, Tu) les torsions avec
* T. : la Torsion uniforme de St Venant
T, . la Torsion non uniforme de Vlassov
On détermine le vecteur des efforts résultants -
Or={Q,M T} ={Q Q) Q M, M, My Toy Ty }' avec
L’ effort normal et les efforts tranchants qui sont donneés par -
_ Ox oxx
Q-= jacu soit Qy |= [ oxy A (3.6.a)
E Uz ] OXZ

vudiont
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Q, = “m-\'(/.l Qy = J(T\'_‘l'</ﬁl Q, = Jm»:d/_] (3.6.b)
'. ,

!

Les moments de flexion M, . M, et le Bi-moment M,, qui sont donnés par :

) \'/\" . - |
M= Vo= ol 0 i (3.7.2)
M, = l.:o*ncH M, = - Vvoadd M, = j~ w(V.,2)o wdA

I !

(3.7.b)

Le moment de torsion total autour de x s’obtient par M, =T, + T,, avec:

Tey = - JOW‘.Vl(I—ff)+“'-.‘-'|‘/—” + Jm‘:[(_\'-_\/c)-\r_:|L/,4I Torsion de St Venant
i I
(3.8.a)
Tw = ﬁmi\""n oz o |d A Torsion de Vlassov
N
(3.8.b)

3-4-2 Expressions

Etant donné

O g vecteur conjugué des « contraintes » ( Efforts Resultants)

On définit

¢+ g vecteur conjugué des « déformations » ( Déformations Résultantes)

avec L‘R:{Eo.j/xy,}/xz,K'y|/(z,’(w,}’sv‘)"w}T (39)

vediouf 29



I tudes

beale Supéricure Polviechnique

Les contraintes s’expriment encore par :
cxu=Bew=Beo vzExy -yEx, - @ (y2)E Ky
Tw=0ew=Cyyy -[@,y+2(C) |Gy +@,yGyw

fxz:G[:xz:GYXZ '[Yb(c)‘ ZUyz](BYSv + (U,ZG}’W

(3.10)

avec .

o= 5 Ug(s) + K, vg(s) - K, wgy(s)

9)

Py = £ValS) - Kz Ug(s) + Ky Wo(s) - ,(s)

~

V2 = f%\_wg(s) - Ky Ug(s) - Ky vg(s) +8(s)

~

~

A g = { HX(S) - Ky ()Z(S) +KZ HY(S)

(@A)

]

Ay = (;_ 0 y(S) - Ky 0x(8) + K, ¢ ,(s)

A

Nz= %‘1 (7)2(5) - KY HX(S) ) KX Hy(S)

(€AY

0(s) + Kz 7y(s) - Ky#) ,(8)

BN

Yw= 7 sv o (8) (3.11)

En utilisant les equations précédentes on peut finalement écrire I'Equation

constitutive caractéristique type entre les efforts et les déformations résultantes -
ocr=C unr (3°2)

Ou la matrice symétrique C (8x8) est le tenseur d'élasticité spatiale de la poutre.

Elle s’exprime en plus avec les inerties et les rigidités des sections -

vedioul ()
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A= J-a’A . aire de la section de [a poutre avec  dA = dydz
A

ly = j: ’dA  : moment d’inertie principale par rapport a 'y

I, = J-_\" ’dA  moment d’inertie principale par rapport a z

ly; = J‘.v: dA : produit d'inertie relativement aux axes y et z

lb = Iy +1, moment dinertie polaire ou quadratique
l = fu'sz - moment d'inertie de gauchissement (ou sectoriel)
A
Sw = J w(y,z) dA . premier moment sectoriel
f
fwy = J-n'_\' dA '
! Produits d’inertie de gauchissement
lwz = J-\I': dA
!
J = J [(yo (C) =W, ;) +(zo(c)+w, ,)*]dA - Inertie torsionnelle

|

Avec les hypotheses sur la section dépendant du choix du repere local central

principal d'inertie: f: dA = f\ dA =0
i 4

| yo(e)dA = - yc [ zo(c)dA = - z¢
¥ 1

C (yc z¢ ) le centre de courbure torsion
Apres intégration des contraintes, on trouve pour les efforts résultants
Effort normal Qx et efforts tranchants Qy et Qz :

oA I3 [};“ J J (i) od- (> 5.0
Sy )

vedioul
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Les Moments

. | i (‘\' [ {‘ | e ("
W= -1 “\(.\') s =0 () ) =0 (v) ] +/ — | | (3_143)
' : oy / RN | we ke
; g i O a 3
V= -/ PN =0y L+ =0 () -(% s )/ ] (3.14.b)
. o Loy - ) eyt Oy Jomi
N P { ( (’\ N (—\_ \ , (_
thy =1 I ’ v D) dvd- O (y)+ -;—H_(.s')J)/ +(T() (~) |/ | = W)/
L (U A W oy ! o LN i
(314 ¢)
Les Torsions:
o= G v, TG Y P G -1 I (3.15.a)
- .
=G =)y, G- 1)y, (3.15.b)
r »
Vv = Jae e SOy Gy s =Gy v (3.15.¢)

Nods poserons par la suite:

S :/:jJ‘(e)('\q Syavds

N

Ce qui donne -

Q_ =F (A g, —SM)

M o—tls /9_(3-){{—(‘)_(5-)])/ +(ﬁe_(.s))/ -[é\,/(.w]/J
o \ (") K A (€ wy s v bz oy "



“rofe de bmd e Zes Feole Supérreure Polviechnique

En ecrivan: la relation constitutive or = C ¢g , on isole la matrice C qui s'écrit

dans sa forme la plus globale :

¥ () (/A () () () ~Gy A 0 |
0 () () / /\ —k 0 ()
{ (0 0 0 -1/ Il _ Il () ()
£ 0 0 -1 A /\ L/ {) ()

(0 (- -Gy () () () (;./ -G //‘)

{0 0 0 0 0 0 Gol oy Gd =1y

. g

(3.16.a)

On peut alors remarquer gu'elle est symeétrique. Nous ferons d'autres considerations

suppléementaires pour donner une derniere expression a cette matrice de rngidité.
» Choix du repere local central principal d’inertie :

L'étude de la statique des poutres est généralement faite compte tenant du choix de
ce repere pour des raisons evidemment simplificatrices. Sous cette considération :
- le produit d'inertie ly; est nul.

- les inerties |, etl, sont principales.

Pour le cas des sections constituées de parois minces de faible épaisseur t, étant
donné que y et z sont des axes principaux d'inertie, nous avons pour la
détermination des coordonnées du centre de torsion C ( yc zc ) les relations

suivantes :

Nous proposerons deux méthodes de determination du centre de torsion.

AU TRIER]
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Premiere methode

On détermine les coordonnees du centre de torsion par .

oy @z
= - - Z = - L=
ye Iy c /z

Soient et vy et z des axes principaux d'inertie pour la section de poutre.
» Sila section est symétrique par rapport a z, alors le centre de torsion est situé

surcetaxe etonayec =0soit C (0. z¢c).

» Sile centre geometrique G est un point de symeétrie, alors G et C coincident.

Deuxieme méthode :

On definit © .

Qy = joxva’A Q, = jmc:dA comme les efforts tranchants de section
i f

Myc = Jm;v(:fud.-l + JO.T:U-‘—.V(‘)(,/A le moment de torsion par rapport au point C
o A

M,c = Jm;v(:)d’.4 + Jox:(_l')d,--fl le moment de torsion par rapport a G

A A

»

Nous avons la relation :
Mic = Mic - yc. Q: + zc. Qy

Le point C est appelé centre de cisaillement / torsion si les contraintes o, , o

dues a la flexion sont telles que:

MxC:MxG - Y Qz + Zc. Qy:O

Ce qui conduit a

vudiou!



Provet de &7 v ades Fcale Superieure Polytechngue

ye = ——— (avec Q, =0 et Q,=0)

Zc = - (avecQ;=0 et Q,=0)

La démarche pour determiner yc ( idem pour z¢ ) est la suivante pour une section

donnée:

- onévaluedabord o et o comme contraintes de cisaillement.

- par integration de ces contraintes on détermine Q, et Q, .

- on evalue finalement M,s puis enfin yc et z¢
* Considérations sur la fonction de gauchissement @ (y,z) -

En normalisant la cordonnée sectorielle @ (y,z) sur toute la section, nous avons le
réesultat fondamental:

Sw= j @ (y,z)dA = 0
g

Nous allons nous placer dans I'hypothése des sections simplement connexes
(sections a parois minces ouvertes ou fermees) doublement symetriques pour

lesquélles la fonction de gauchissement est nulle sur les frontiéres.

Nous allons appliquer le Théoreme de Green au calcul des produits d'inertie de

gauchissement .

by = j y @ dA e = | zar dA
A A
Ainsi que des termes | j @,y dA J‘ @, , dA
4 4
Ces considérations annulent ces quatre quantités. En conséquence, il apparait

aussique yc =0 et zc =0, doule centre de torsion coincide avec le centre

géométrique. Ces résultats nous donnent donc finalement pour la matrice C :

vudiont
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[ [ 0 () {) 0 0 () () q

0 (; 4 0 () () () 0 ()

| { () (/A () {l ] () ()
() () {0 ol () 1) () ()

¢ () () 0 0 K/ 0 0 ()

| (3.16.b)
() ) () () () F/ () ()
{) ) () () () () ./ -GS -1

Nous pouvons aussi ramener cette matrice d'élasticité spatiale C en une matrice

o
symetrique (7x7) en ne considerant Sue le moment de torsion totale :

Me= T+ Tw =G/ /)y 4Gy 2 =Gy

M, = Glyy sy

Le vecteur des efforts résultants se raméne donc a

aJ R :{Qx,Qy,Qz,Mx,My,MZ,MW}T

Le vecteur des déformations résuftantes se hmite a -

i _ ) X R . . T
C.R—{{,O,}/xy,/’/xz /ﬁ/sv,/\y,l\z }\W)

Avec ces nouvelles considérations, C s'écrit .

vodioa!
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En pratigue nous allons poser et resoudre le probleme difféerentiel de la poutre avec

la matrice C(8x8) eétablie ( 3.16.b) en tenant en compte les torsions Ts, et T, .

3-5 Equations aux deérivées partielles fondamentales du Probieme

Connaissant deja la relation constitutive -

cr=C ¢gr (317)

On construit {a relation Deformations - Déplacements

Er=LU (3.18)

Avec I'operateur matriciel rectangulaire L (8x7) qui est donné par

s Az Ky 0 0 0 0 -

-Kz Dy Kx 0 0 l 0
Ky -Kx Ds 0 -l 0 0
o 0 ( (.) Kz Ds Ky 0
TR0 0 0 Ky =Ky Ds 0 (3.19)
. 0 0 0 0 0 Ds
0 0 Ds Kz —-Kv 0
0 0 0 Ds o Ky -Ds

Ds est un operateur differentiel egal a © Ds =—f’—
[OA

K = {K,, K,, K;}' est le vecteur courbure torsion local.
On ecrit 'equation de Lamé :

L'e6r+b=0 (3.20)

vedioul
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E~ faisant (3.17) et (3.18) dans (3.20) nous posons l'équation matricielle

fondamentale du probleme :

L'CLU +b=0 (3.21)

Ses composantes lignes fournissent les 7 équations differentielles fondamentales du
probleme On obtient pour les differents cas un systeme de 7 equations différentielles

non lineaires a 7 inconnues couplées et d'ordre 2.

4 RESOLUTION DU PROBLEME FONDAMENTAL

4-1 Résolution Analytique

Nous nous proposerons dans un premier temps de faire la résolution analytiqgue du
probleme differentiel posé par les trois cas de poutres circulaire, hélicoidale et droite.
En effet, le probleme posé par le systéme des sept équations différentielles couplées
et d'ordre deux est non linéaire et requiére par conséguent de puissants outils
mathématiques de resolution

A cet effet. une bibliothéque de programmes sera proposeée avec le lociciel de calcul

formel Maple 6.

-

4-1-1 Programmation

Notre environnement de programmation est Maple 6 / Fortran. Avec Maple nous
proposerons une bibliotheque de programmes de calcul des trois cas de poutres
circulaire, hélicoidale et droite , de facon a sortir toutes les grandeurs cinématiques
algébriques, vectorielles et matricielles qui vont nous servir a effectuer des tests

numeériques avec des plates-formes de calcul par éléments finis en Fortran.

“)
>
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4-1-1-1 Presentation du Logiciel de Calcul formel Maple®

Maple 6 est un systeme Iinformatique compréhensible pour mathématiques
avancees. Il inclue des facilites pour de l'algebre interactive, du calcul formel, des
mathematiques discretes, des effets graphiques, de la compilation numérique ainsi
que bien d autres domaines mathematiques.

Il fournit aussi un environnement propice pour le développement de programmes
mathématiques utilisant une libraine exhaustive de fonctions et d'opérateurs
predefims. C est donc un puissant logictel de calcul formel developpe de chez

Waterloo Maple Inc.

4-1-1-2 Objectifs de la programmation

= Considérations pour la prise en compte des parametres géometriques :
Vecteurs de la base locale
Matrices de transformation de coordonnées

Vecteurs courbure torsion

=  (Génération de la matrice C et de 'opérateur matriciel différentiel L -
Unitialisation des moments d'inerties
Integration des contraintes
- Expressions des efforts réesultants

Expressions des deformations resultantes

* Construction de I'Equation de fameé
- Relations cinématiques
Prise en compte des chargements (efforts et moments concentrés ou repartis)
- Etablissement des équations differentielles fondamentales

- Reésolution symbolique (solutions brutes)

vadiou! 3
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Regeneration de la matrice de nigidité K

- Conditions limites de bord
Solutions homogeénes du champ de deplacement
Détermination des constantes d'intégration

- Raffinement des solutions

Forces equivalentes aux nceuds
Génération de la Matrice de rigidité [K ] :
Methodologie
Le champ de déplacement etant trouve, soit.
{U}={ug(s) vg(s). Wy(s). #x(S). 0y(s), H(s). w(s)}
On pose:
{«}={C1,C2 C3 C4, C5 C6 C7,C8 CY C11, C12 C13,C14}'

comme le vecteur des constantes d'integration a déeterminer.

-~

On définit les déplacements respectifs aux noeuds -

a(s=0) { U1} ={us(0) . v+(0) . w1(0) . #1(0) . #41(0) . 44(0) . y+(0) )}
a (s=L) {U2}={uzl), val) , wall) , @ua(l), 6ya(L), O2(L) , wall)}
Si on définit:

{UY={{Us} {Us}}
comme un vecteur colonne (14) de composantes respectives U[ i ] (1= 1..14)

On initialise les coefficients d'integration par .

vadioul 10
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PG)={Ci=0 sii+] sinon Cj=1)}

On calcule alors les coefficients de la matrice C soit C[ 1, | ] par substitution des

P())dansles U[1]:

Clr.1]=subs(Pg) Ul]) (1=1..14 j=1.14) (4.7)
Nous obtenons par cette methode directe une matrice C (14 x 14). C'est cette
derniere méthode qui a été retenue et qui figure dans les notes de

programmation.

étermination des forces equivalen ux re jo appuis
Det ation des forces alentes a neceuds éactions d’

nodaux ) .
Connaissant le vecteur des efforts resultants que nous posons par :
(F}={Q,. Q, Q M M M M}
on construit la matrice [ B ] dans la relation :
- {F}=[Bl.{« }+{Fo} (4.8)
soit en faisant (4-1-1-2-5) dans cette derniere :

{F}=[BLIC]1 "{{a}-{ac})} (4.9)

soit en développant
{F}=[B1IC]1 '{a}-[BLIC] "{ac} (4.10)

posant :

vediouf
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[K]=[BlL[C] ' e {Fo}=[B1.IC] "{ao)

ou [K] et [B] sont des matrices (14x14).

[ K] etant la matnce de ngidite cherchee.

nous obtenocons finalement .

{F}=IK]{a}-{Fs} (4.12)

Le resultat peut encore étre obtenu en partitionnant au départ la matrice [ B ]

considérant -

{Fi}={Qds=0) Qfs=0), Qs=0) M(s=0) M(s=0), M(s=0),6 My(s=0)}

[F2}={Qx(s=L).Qy(s=L).Qz(s=L). Mx(s=L) My(s=L), Mz(s=L) Ma(s=L}

On partitionne aussi {o}={{ar}{a2}} avec

vedroud

{a1}={C1 C2 C3,C4 C5 C6, C7}

{a2}={C8 C9 C11,C12 C13 C14)

{F1}=10B41(s=0),B12(s=0)]. { « }+ {Fo} (4.13.a)

de méme: {F2}=[B2a(s=0),B2(s=0)]. { o }+ {Fo} (4.13.b)
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~& qu: donne pour [Bl= 3

4-1-2 Cas Circulaire

~arametrisation X = Rcos(t) Y = Rsin(t) Z=0 (4.14)
= designe le rayon de courbure geometrique
* est le parametre angulaire
Lbscisse curviligne
on choisit une orngine telle que S(t=0) = S, =0 soit :
ds = R dt
S = Rt

Dou:

X = Rcos( ) Y = Rsin(=) Z=0 (4.15)

R R

Cette nouvelle parametnsation nous permet de traduire toutes les grandeurs en
fonction de l'abscisse curviligne S qui sera la variable de résolution du probleme
différentiel fondamentat.

En particulier. la fonction de gauchissement @ (y,z) pourrait étre exprimeée avec

cette variable soit @ (y.z) = W (s)

Parametres Geomeétriques .
Base du repére local de Fresnet
Vecteur unitaire tangent el = {-sin(t), cos(t), O}T

Vecteur unitaire normal e2 = {-cos(t), -sin(t), O}T

Vecteur unitaire binormal e3=1{0 0. T}T (4.16)
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En ne tenant pas en compte la rotation d'angle (X de la section de poutre autour de

'axe neutre nous obtenons pour les matrices de transformations
tAatrnice de transformation Local-Globatl .
sim(r) codr)y 0]

LG = | ~Co8/) sitr) 0
0 0 1J

(417 a)
Matrce de transformation Global-Local .
| sulr) —codr) O
GL:;cos(/) —sif(7) 0]
0 0 J (4.17.b)
Vecteur courbure-torsion global :
N Cos{ /) SRS -
Kg ={ — - ——.0) (4.18)
\ecteur courbure- torsion local :
!
- Ki={0, —. 0}’ (4.19.a)

Nous considéererons pour alléger les calculs symboliques dans les programmes
établis 'expression générale la variable K, du vecteur courbure torsion soit
_ T .
K, ={0, K, . 0} (4 19.b)

En pratique le programme établi pour le calcul de I'élement poutre circulaire tient
compte de l'effet de la matrice de rotation R, (justification de la torsion qui a
tendance a gauchir les sections). Sous cette réserve les parametres géomeétriques

deviennent :
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I 0 0

R, = :() coq ) sm(x)‘

';() —s1ia) cod )

(4.20)

Foration d'une section de poutre autowr de Pase negtre =

Fig 4-1 : Rotation d"une section de poutre autour de ['axe neutre X en

P (ye . zp ) est un point permettant de repérer globalement l'inclinaison « de la

section de poutre.

Matrice de transformation Local-Global .

sty costr)

LG=R, x| —cos(/) =sin{/) 0

[ 0 0

[] () () =Sy costr)y 0]

LG = | 0 cos(u) sinfa ) [ X F—Cos(/) —sin(r) O

O =sinfo) costa) 0 0 |
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Brojer de o Frades
[ sis)  coda)cogr)  —siMa)cod )
LG = rcos(/) —codaysis) smo)sin/)
T s o) coq )
On obtient GL par transposeée :
[ —sir) —oq/) 0
GL =| coda)codr) —coqo)sing)  sio)

]_-ﬁili(l)C()i/) sita)si/) - coga)

Pour «= 0 on retrouve le cas précedent.

Vecteur courbure-torsion global :

Cos (/)
Ky ={— -

A A

Vecteur courbure- torsion local :

N 2
—COS( /)7 —cos{u )+ eos{a)eos(/)”

K‘ :{ (), —

It

4-1-3 Cas Hélicoidal

Parametrisation :

X = Rcos(t) Y = Rsin(t) Z

Abscisse curviligne

on choisit une origine telle que S(t=0) = S, =0 soit :

ds = VR*+ h° dt

406

vadiout
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(421.a)

(4.21.b)

(4.22)

(4.23)

(4.24)
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S= Jr by
N . A
X =Rcos (— ) Y:Rsm(—: ) Z = Dbt (4 .25)
R~ h- R+ h-
AN
7 :;:II

k.

, N

S

Gaormetne dhone pootre haticomdale

Fig 4-2 : Géométrie générique d'une poutre spatiale hélicoidale

Parameétres Géométriques .

Base du repere local de Fresnet

Vecteur unitaire tangent el={- r s )’. / ww). P ¥
rTA T Ty ) +/72

Vecteur unitaire normal e2 = ! -cos(/).=sin(r). 0!

Vecteur unitaire binormal e3=1 " sint/) =L w\“f ) : !
T _'/‘2 +p7 re /72

(4.26)

\ g_’«“()l!!'
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Prozde Findlzades

En ne tenant pas en compte la rotation d'angle (X de la section de poutre autour de

I'axe neutre nous obtenons pour les matrices de transformations .

Matrice de transformation Local-Global

roSmgs) Ieos( /) )
LG = costr) SOy 0
s P Casir) o (4.27 a)

|

(N l‘2 -+ /77 /'2 4 /7’1 N - /7:

Matrice de transformation Global-Local :

s/ ) ST

- — SCOS(/7) —
\/r“ + )7 \/ A

1 cos( ) _ )2 COs( /)
=S =

oL= | Leotn
(427 b)

2 r
Vecteur courbure-torsion global :
. N .- , .
Kg :{_l tm( 1)-’_ i ?m(lj)i)}T (4 28)
T T pT
Vecteur courbure- torsion local :
! ?
K ={ 0. — Py (4.29 a)

o 2 E R
A Y R



octde Bme s ades eole Supéricure Polytechnique

Ncus considererons pour alléger les calculs symboliques dans les programmes

etablis I'expression genérale :

Ki ={0, Ky . Kz}’ (4.29 b)

Considérant la rotation « pour la section on obtient pour le vecteur courbure-torsion

local:
K, :{ O - cos(/ ): COS( L) + costu ) cos( !/ )”- 0 }T
-
(4.29.¢c)
4-1-4 Cas Droit
Parametrisation :
X =at+ X, Y =bt+Y, Z=ct+ 27, (4.30)
Longueur de la poutre L= \/u2 +h
On définit les cosinus directeurs -
C, =4 Cy=b = ¢
/ Y=7 Cz . (4.31)
Posant C = \/('\‘ + (,'/*
Nous avons les matrices de rotations
| ( b ()—
L
R,=| _» .
—— 0
L
| 0 0 \_ (432 2)

voediont 19
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[ a c |
0
LC LC
R = G 1 0
c a
e ¥ e
. 4.32.b)
[ € 0
r = |0 cosa) sifa)
|0 —sit{o) cofa)
(4.32.c)
Soit la i:atrice de transformation totale: R=R,RgRy
i a b c i
L L L
o b i : | )b i{a)c
= os(a)ba _su(on)c (o1 C _cos(op; c+sn(a) !
R= L*c LC LA LC
si(a)ba  cos{a)c . sifa)dc cosia)a
@ba_cosa)e oo sia)be coso)
. L°C LC L°C LC (4 43)

Cette rmatrice de trarisiormation st vilide pour toutes les pasitions sauf paur le cas

d'une poutre spatiale varticale ot elle jevient :

"0 C, 0
Rvert = _C)' 0 0
0 00

vediot: : 50
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On peut retrouver le résultat caractéristique pour o = 0 soit -

(l 0 0
Ro= 0 10
L0 0 1] (4.34)
RS
L L I
Cd (2
= |~ (“ - 3
R=1 1% 1P C
( a |
I 0 e
| L¢ ¢ (4.35)

Abscisse curviligne .

on choisit une origine telle que S(t=0) = S, =0 soit -
ds =L dt
S=1Lt

X:a‘[i+xo:CxS+Xo
- Y:b%wo:cyswo
Z=c2 +2,=Cz S+

En ramenant le premier nceud (1) a l'origine du repere global on a -
Xo=0 Yo=0 Z,=0

Base du repere local de Fresnet:

{e1. e2, e3} sont respectivement les vecteurs ligne de la matrice de transformation

géometrique R solent :

)7, h 1%
A G

Nt
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e2 ={ | | | M
cos(u ) ha (o e Coeos(u )b SRV Y
— S - — . cos{u ).~ - - :
e /. ( L= /. (
e3={ | 1y
sm(o )b a cos{u) e _ sty h e costu )
- - C=singe ) C - + :
- C /.« NG /.«

Pour le cas @ = 0 nous obtenons :

L b ¢ T

el={v7 7
Cu , ¢ T

e2 ={— — (. - —
{ e /7 /

O «f
=({~ 0 —
e~ V71 !
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4-2 Equations différentielles fondamentales du probleme

Nous proposerons dans ce chapitre les sept équations différentielles pour chacun

des trois cas de poutre.

Nous avons une matrice C liant les contraintes aux déformations pour les trois cas
identique soit .

LA40 () () () 0 () ()
0 E4 0 000 0 0|
G O G4 0 ( () () (
) 0 () o () () () o]
( 0 0 0 0O L 0] 0 0
() () () () 0 L1 0 ()
| 1w
o0 0000 . Gl =Ty
I |
/I

4-2-1 Cas Circulaire

L'opéerateur matriciel L est donné par :

[(Dy O —— 0 0 {) ()

/. |
00 0 — 0 Dy 0|
B
|
0 0 0 0 0 0 [y ‘
| \
000 Dy 0 =— 0
P
l
| 0 0 0] Dy 0 == =Dy
B
Les equations differentielles se posenteneqi=0 1=1.. 7 avec :

vodioul
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egql =

5 , 0 ;
A2 . R A [(7\' w )] G A [6.\' w'u( 5 )J G ”x( sy G A 6‘_( §)
FEA w(s)|— + + - -
¢ Iz r 2 I

+ fhx

3

cql = FEA ¢ v (y) |+ F A —0—9;( sy |+ fhy
ast t Oy~ '

. [ c
; L4[Fu(\)J EAw(s) (@ C’A[—a}un(‘)}
cqgs T = + = + (A w () |+
! I Oy~ ¢ _ r
C
—G Al =8 (5 |+ hz
EAN
/L: / e f ,\') (I. / /‘ / 3\ N . . N ¢ o3 ¥la
ey —_— T(— +— L By -G =) |+ 20 |'ﬁ(‘)_(.\')
7 . I 7 ) LY T ) p oy plése R J
+ mhx
) ] 1 G A Ilﬁ( 8) ' v A2
cygd T =G = (y) s ————— A0 () + L] =0 () | + mhy
Loy <7 r ‘ lay? '
‘ o .
G/ 3 G/ [ﬁ lv(.\')i G/ I AR _
| Iz N Iz -(’.\' y p - (:
cyo LZ——;+/;.-( O(v)+ +[—3 +'——] THH)J
)" ) - A ' r 19X
G Ve e .
+ F A [f\',(.\')J-F/:/ "N—\(-)_(.\') | + mhz-
Loy J TLesT )
. {"_ \
) \ G L'T U_( \)J 2 )
_ . - p\ Oy T i " . o ,
cq =1 {— Wis) |+ : G/ (——7 0 (s)[+GJ W) + mhw
v O i r pley T _ Oy :
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4-2-1 Cas Helicoidal ( avec devers K, = 0)

L'opérateur matriciel différentiel L est donne par !

Equations difféerentielles:

gl o Ko F JH( +f/\1 (A=K dyu (.\')+E.4[—;//(.s‘)

- [ Ay — )
|\( N ~
cql o Azl I
. (“ 1
TR NS N
\A('.\' = /

+

~

Ny
>

It

ey

+

cgy = 2Rz G T AvBs) - G

7

+(2G 1 K=Kz FE 1)

Z '

(Ky* KL+ K22 1) 0

(KvEl =261 /m[; o (s)J
- P &

Wk( 1 - hy = K c W
)) ;A \-——wg(s)Jer y — Ko G/ EW“)I

Ds Kz =Ky 0
Dy Az =Ry =Dy |

(:\Z

e

[EA)

¢
)+ thy + Av G I[—:\'!'u(.\')
EANEER

~
~ S

S \ . ( ¢ \
V[ v b E a0 |+ b
LosTf ) L s

v )+ /(_1‘: F 4 n‘u( s+ G4 ['— u‘u( z) l

[ERY ' )

)|+ fhz

e

\_(_\')*(2“/ A- - AC /;‘/.) — B (y)

(‘\, 1

Loy /
07 ‘ 8
(72\11(.5')J+3(/ [-— (-)(s)J+mbA

O3 as”

(26 K=+ G A) 0 ()
I :

Y
(&

(‘,"'S v J

vadiout
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Cof =G Ry D s E Rz i ls) - 2KV GRS B(y)
‘ N //

o S ( Voo c ) e ‘
AV E T 260G A =0 (8) s L [—;—r (.\‘)J+m/): + /] [—j ()A(.\')J
’ : o (N oy X SOyt -

. —
+ AV G —
N
- - (A) E 1 i (~ . , (" 3
g LD = i - G Az T—(’)'_(\‘)Jﬁ—(:/ /\;):( )J~(z (——9“)}
CN” 0 iy » Oy Oy
S
=G =iy - mbw
N

4-2-3 Cas Droit

L'opérateur L s'ecnt

Les equations differentietles par :

oy

L)L// Y DR (—i—j “L’( KS )) +_/]7.\,

N ~
L

ey’ =k —(;:\"(.' I+ £ A Kx [_—“L’( )J+[:A(

LT Oy

:’l )

:(.s')J—(; A Kx (—(:—14L(. )J

G AYT v v+ G AY 0 (x) + /by

2 o
eyl = Ax (: r(,\')j+/\’_\“ /4 11‘(.\')+KXE/—](”) s)+0G A [——j W (\')j
oy oY N Oy ¥ )
- (. J/\x(—;;\ (\)l (1‘,-1(—:;(')_(.\'))#//)2
o8 ) oy

vediouf S0
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N i | (e :
ey4d - 20! == 0 () G —=pri(a)
PG ) POy

g3 AT = G 0+ G RY v () (KY £ e L Kv ) =
z N l 0N - ¥

A

-~ ~

- l[—{-n'(.\)‘—rmh_l +/;/ ‘ ()(\ ‘
Oy o

cyb o (EA+ET R0 4s)+ EAKew (s)+(—Kx I [+ kL /\\)(—(- 0 ()
1 - & xS | .

-~ . )

Pl fL—()(\ '¢I77/7:

[
N ¢ L o e

e

cq” = h'/‘( p7|(\)]+mhw

4-3 Proposition des Reésultats

4-3-1 Cas circulaire

Nous resolvons le systeme diffennientiel avec 'unique composante du vecteur
courbure torsion donnée par K, = Kcy et trouvons a cet effet les

composantes du champ des deplacements :

Translation ug(s) :

(
l

tJ —

H(s)=—
iy

L-j '/ cos(/\'cjv.s‘)/\u G AL / 2 C2sin(Key s) Ky G AL /

=2 cos(Keva ) fhy BT =2 costhey )1 (3 Kevt Gk
sin(Key s) C3costReys)  GAF

+ 2 costAer ) FLITOC3 Key® =

\ ! KL')/'

Fsin(Ker sy £2 17 C3 cos(Key ) Key + 2 sin(Key s )2 fhy E 1

- ¢cos{ Key v VRS T 4 Key

1

L |
c2cos(hey syl (3 Kev (7

N

sin{ Ky v) cos{ Ay s ) + . Koy .s‘J ;I
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>crde bBin s oiudes [-cole Supérreure Polvtechnigue

AL G Clueosthe sy Kad A TGN CHE s sincRer ) ReeT

Al bl

SR DTGNS CH esintRa sy Key T =20 T cusinchar v ) Kt G
. " " g .
05T Cusing Kev sy Kev® 7 // TG Gl costKer v Aoyt i
i - IS
K1 R R Ol cos /\z;\a\-wx//f /\3<,'-‘ LT Kev CIE costRer s )
<A GR R Rat s sinKer )

AT TG T Re T Ci2cos(Rey sy s+ 811 GUEN T Kev Cl2sin(Rer x)

1 Iz n
S8 TGN Key CL2sin(Revsy =41 GH L CY sing Key sy Kev™ 171
7 - Iz - "
YR /0 cos(Rey sy Kev™ 12— d G CTO cost Kevsy Koy 17 ]
; . Iz u

LG Gl s sintRer sy ReS E 1 E T Cll s sincher si e G

21E CH s sincRa <) Rt G !
-4/ E /»3 Cl1 s sintKer sy Kev™ G2 //]'/
C1ETCI s Key sy s Kot G2 CEVT CIa costKev sy s Keyt G

I Al z 7/

—d 1T CI2cos(Kev sy s Key GRS+ 2 YR Aov CHEcostRer «)
i /1‘ /l

] , N A 5 . . , .
Sl GT CYsintAay sy AaT E+d ] LG COs(Aey vy AacT L
70 - P
SR TG RNey st CI2sinbKev sy 4/ T T GTET D KerT (Y singAey v)
r . oo ;
ST TG Rey ClUcostRKey vy = 2GR LT Clrcost Rey vy Key ]

Iz

Nl T I s sl Rey sy Rey T L 2GR T O s sintRar vy Kart

" f
cGUEE T 12 costRey s s Key ] T = 2GR R CI2 costRer sy s Kyt
. 7 z /
CGUETITT CYsineRey s)y Kt T =2 GV ET )T CYsintAey v ) Kyt d
N Iz = 1’
[ N 5 2 4, B} . ) . i
~ 1 EYT Gl costRey sy Rey  GF T =20 GV E T Kev C12sin(Kay )
" z » P z

TR IO cost Key sy Keyv? G )/(E Ko GIiGH =281 =26.)
1\ T /) /> /‘ i
D ES =20 Gl E+GEL =201 J+G 7))

/ / 2

Rotation £ (s) :

] . . - > - hl N .
iv)y= - 02 (OsintAars) 1 +2 CHceos(Keys) b+ Key mby + 57 Key [hy

—D (SyxKatET -2 06 /\"cj/'z I )/ (KeyrE 1)

v 1

- .
vediout 62
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Rotation 4 ,(s) .

Bixy=—tG 1 smeAery) CHE+costRey sy -G CI2+ G fhy

/I ,)
—2costAer syl GR 124 CI3KA Gl +2 CSKamGEL
7’ YZl
~2 (NKOT G =2 CISKATGET T =2 CI3 KA G
jrom g

SR GTD ea G ombw Kev+s 0 by =2 C12G 1] cos(hey )l

7 W 7 W

CI2G7 T simtAer sy Ry s =2 C12G7 1 singKey y) Kev s/
/l

p
—2 Clusin(Aar ) Key GTL =2 CI2GE T sin(Key y) Kevy !
7 ) u
~2 (YcostAav )Ny G EL T =2 CITGET sinfKey w)
FERRT! " 1"

=2 G A veostAey s ) LG Kev s cos( Aoy y)
v Iz
~2 Cyveosther vy Koy G- CYcostKer y) Kev G2
v i
—2 Clusin(Aey syRNey GET T +2 C1EGH T Kev s cos(Rev s )/

poon 1
- Clusim(ANey vy Aey Gl =2GH T sing Aey sy 11 )/(
: r »
Key? G (Gl -2FE1 =26G.7))

7 il

Rotation  (s) :

| )

y 2 . SR
TR G CTRe G B TR G E T

7 7 1l z I

wi{ Ny =

A GTE AT OS] 2 2R GTT T LT CI3s v 8K G T O x

/ /7 u 7

CAdRGT T T (SN G 8GR mbs T E s // + 8 Koy ¢ //3/ TR I3
8K G R /s ’,, F 2G0T Fombz S =8 Koyt GRET T C)3 /s //7
V6RO G CRET vt 2 Kert //4 CI3x+210 1 E mbe s

-8 Ka G- CTRa G o /1= 2 Ker ¢ //)" ¥y

S0 K G P ET 48 (7 Kew G / YEL U4 O7 Key G / Ty

' \ \ ) L
L TR G T T TRy G P d CTRey Gk
7 wooZ /! 7 i

—d CTRO G =4 KT G ET CI3s T 2G0T B4 (8

1 1z
w3 G T bz B s+ AGH bz S s+ V6K G CI3E T s
// | /' /) A
S8 KO G TEY (s d R G T ES (8
' W - P
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Projet de Fin d Fudes ieole Supérieure Polvtechnique

R R el A B B A SN B O B A B AN O W ORI A S IO

/ v n n i

A T bz Gl oA o mbe ] s G RGH T OS] v
1 Id B

il I i

SRS G T CIIN e 2 KA G TR IS -3 )T (N
. :

/F w /)
A bz L = 8K G S EL s SKAT G O
/‘ /,' 1" /?

DG T E CT cos{ Ker )

(L E S mby Ry ) e
. / s = P /\L‘_l'
SG T CHeos(Rey )

+ o Fy TR s =0 8N G

CGUT R OS A KRG L E CISNGT G R N

/7

+ 27 /_ FUroos s -G /7 Emb=Jdsl =G0 1A (NS =1 ] E mh=sG

Ik 77

YGULTL R Ol costRer s )

7

2 . N PR ) S w
-7 By s+ G syt Ky # ! :
Lo , ' Ay
401 CI2singAey w) ‘
— - o +2u“a/mwﬁ*8ku?u‘a CI3EL

| | Iy Al 2 b
Al L EA CNIS G L R by s G =2 G mbw st Kew
z 1l - r2

M 1z

1 GG ET CI2singKev sy 26
— G Ty -y L
: oy s Acy Acv
‘ |
v D E mbw Nt Key GI =261 Embw st Kev - G mbz '/( Kev G/
nwoos 1V 7 " 77 / 7

F2 =20 GRS GELI=2GM 4 Gh )

1 / iz 14

ECI2sinCKey v)

(Gl =2FE1 =261

» " \

4-3-2 Cas Hélicoidal

Pour ce cas particulier, la compilation du systeme différentiel fournit le resultat :
« Systeme run out of memor ».
Les deux composantes du vecteur courbure torsion alourdissent significativement les
calculs symboliques. En conséquence, nous ne saurions proposer de solutions

analytiques au systéme.
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Properde i d ' Frudes [Ecole Supérieure Polyte

4-3-3 Cas droit

Les solutions les plus simples ont eté obtenues avec ce dernier soient :
Translation ug(s) :

xS =2 _CI3SEA-2 _CI4E A4
l-(lu(.\)~)§ I,

Translation vg(s) :

vy = (/b B RN = /by G+ G K Amby + ClLsin(Rx s) Ky G 1 AE

s

+ (2 cos( Ky ) At G /_ AE 4 C3sin(hyy)s Kx' G /_ A F
+ (4 sm(AKxyy VAT /_ AL+ Oy sin(Ax s) SR G /‘ A4 F
+ COcos(Ay sy Ax' () /_:4 E+ C7costKywy) ARG /—_ AFE
s Cscos Rx s R G ) SR G )
Translation wg(s) :
n'u(.\') =(3Ax /\1 AL GOy sin( Ay sy + Kx /\ Amhz G+ fhz A G /~ - th= A G /’ .
— Ax 4 mhz (s I~ Ky~ /‘: 4 EG C4costAy y)+6 Ky /‘_2 ! EG Cysini Ry s)
SRS TTAEG G oKy s) s+ 3K LT AE G OB cos( K s)

3K T AE G CSsiAY sy s+ A /T A EG CTsin(Ax )

Al i

KP4 EGT CHdeostKys)+ 3Kyl AE G C3sin( Ky )
+3Ax ] G CNCOSs{AY 8 )+ A1 A FE G CTsing Ay )

ORI G CNCos AN sy O RN LT T CN CosCAY 8
YO R S T ET CAsinAY ) = YA AE G CIcos{ Ay 2 s

SN U E G ONSiAY Sy s - A b Gl T AN b G

+ At - UG C2siAY s+ AT T E G Cosing Ky s ) s

+ Axt : AE G CTsiAv s = AV E LG T CHsing Ax ) s

1

— At G cost A sy - KXY T E G O3 cost Ay K

1 1
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~Kk*E)4074{;(7shmkkx)xz—Kk46}40/ I C8sin(Kxs) s
+ KX EAGT ] Cleos(Kx s) = KxP EAG T 1 C2sin(Kx s)
+ K EAGT T C3cos(Kxs) v+ Kx 124G (4 cos(Kxs) x

+ Kx'E G /» (D cos{ Ax v) S AT ARG s Cos{ Ax ) §
2 . . o 2 . .
+KYY ARG 8 SN AY v )y~ Kxt 1 451G ¢l COs( Kx 5)) / (

mwhuu/qﬁ

1

Rotation suivant x :
mhw s —4 C9s Ll —4 ClOE/

n 1§

Ll

i

(')‘(.S'): '—Z

Rotation suivant y :

O(x)=(~fhy 4G 1 = Ke Amby & /‘ + Ky A mby ( I+ /‘ /hv A4 ¢ .
6 Ky? /\ /_2 LG CN sin( Ay 8 ) + A /»l (ALl 3 cos(Axy)
+6MMEFWmemy6MVﬁﬁ°wummu
FARCTTGAE CIsin(Ry sy s+ 3 ARG E G TS sinKxx) s
-w&fﬂuulUumeVSAMW%JA(jwﬂMWE
—3AKHAIH]Y(Juﬂk&ﬂx+AKﬁE(ﬂ]l(ﬁmmew
+MEEG(4(HMKHH&AMHMHJ<Wma&nx
+ 2 Ay /7"' Gl C4eos(Ay y) s+ Ky’ /_3 GAFE (4sm(Axy)

PRV GAE U5 cos(Kry) st =2 Kx 1 G E CTsingRx s s
SARY TG E ONeos(Ry s+ K 1T G E CTeostAy v
~KH[%A4£(%MkaW”3NH(%L1L(Kﬂmkywﬁ

6 Ry /_: G CSeos(RAY sy +2 4Ky F G T CTsin(Ay v) s

P A LG ! /] CNSICAY 8 )8+ A AN £ G /_ /‘ C7Ccos(AYy)) / (

MWAUU/JM
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Projer de b d audes merteune rolyviechnigue

Rotation suivant z :

Ofs)=— (=K' | AEGT C3sin(Kxs)+2 K 1 AE G C4sin(Kr v) s

+ 3 Ry /_h AEG COsm(Kxs)+ Kxl Ambz G+ fhzAGT —fhzAG ]
Ry Amh=G =2K T 4G (4 SIN{ Ky v ) s

3Ky ALEGT S sin( Kx v) oK TAEG (4 cos( Kx §)

l z a

=6 KX TR G CIsin(Rx ) =3 KeT T AL G OS5 cos(RKx x) s
F3K T TAEG Cosin(Kxs)st+ Kxt 1T AEG (3 sin( Kx v)
3R] T AEG (Ncos(Kys)+3 Kx®l ’ AEG CESsI(Kx y)y

+ 2K LT AEG CTeostRx sy s+ 3K T AL G C8cos(Kx sy sT
Ay ST AEG COocos(Kys)+Kx? T AEG C7sin(Kxs)
KNP G CACostRY sy = Ky L A E G Ch cos(Rx v)

i z 1

+3AxS AL GT (OOsin(Ax sy + 3Kyl AL G C8cos(Kxy)

AL AL G CTosin( Ky 5)=6 Ax 171 E G C8cost K 5)

SO AN T LT CNCos(AYs) 6 Ky L T T CIsin(AY y)
3RS UGS COS(AN ) s+ 3 A2l 4G O8 S AX 5)

3K AEGT (Reos(Kys)s® =2Kx ] AL G C7cos(Rx s)x) / (

Ax' EAGT (T -1))

mhws® =2 ClIsEl =2 CI2FE]

Wiy )= -

to!

£

vediou! 67



fcole Supérieure Polvtechnique

(M= [ a matrice C est donnée bar :

10.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.1]
[1.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0]

( I +1 Gl A+1 GA+2G] 1 Kx*+21 1 £ Kx*
0.1 0. ———"— 0.0.0,3— —
| Kyol = 1) K GAcl 1)

10.0.0.0.0.0.0.0.0.1.0.0.0.0]
r [ 1(G-FE) I+ T

(),(}_()\0.()_()1

J
[O0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.1.00]

[O.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0./7._1]

[cos(Rx L)y si(Rx Ly . sm{Kx L)L .sin{Kx 1) L7 sin(Ax 1)L L cos(Ax 1 ).

CosCAY L) L7 cos(Ax L)L . 0.0.0.0.0.0]

|
S KX L) . =cos(Ax Ly .~ cos{Kx L).

COSCAY L) (=1 Kx* 13+ ] Kx* L2+ + 1)

1

Kx* (1 =1)

CAGT ASINAY LY =6 G 1 K sintKx 1) +3 G 1 A4 Ky costAv L)1

DAY AL G 3G LR cosCAY Lyl =Gl TR costAy Ly )0

S ol 1 F Ky sing Ay /,))/(/\'x-‘um/ RISy

2

sin(Ax 1) (=1 A L+ 1 KxP 12+ + 1)

— ARG TRy sin(Ay Ty L
Ky (- 1) :

3G ACOSCAN L)+ 3G AR sin(Ay L) L+1 G Av i sin(Ay L) /1°

+ 6/ /7 1R COS(AY Ly + 66 ] /_ Ax? cost Ay /. )4 S (7 TeostAN )

G _z/\'.\-‘sm(/\:\-m/f)/(/\;\-‘u/t(/ - 1)) 0.0.0.0.0.0

vadiouf 68
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| Y140 Kx(l —1)

!‘ i - ! z |‘

| |+ Gl A-1 GA+2GT T Ax>=21 1 F Ky’
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cole Supérieure Polviechng i

[0.0.0.0.0.0.0.0.L.1,0.0.0.0]

0.0 .,~cos( Ky L).

2 I Kx cos( Kyl - /1- si(Kx L) -2 [ Ky cos(Ky Ly L =1 sin(Kx 1) ‘
R - Kx(/‘—/_) » R

=2 G Ky cos(Kx 1) =G 1 Kx A cos( Kx L)LY+ Gl AR cos(Kx Ly L7 =

+2 /\ .l_ / Kx cos(Kx 1)~ (_/_/> AsigKx )L -G /‘ Asin(Ky Ly L) / ( 1
Ky ( /. — /_) AG)Y . sin(Kx L) .

2 /\ l\l\ si;w( Kx Lyl + /] cos( Kx L)+ /_ COS(Ax 1 )-2 /_ Kx st Kx 1) L

e . 3

ANx(l -1)
G dceostKxy Iy L+ /_.—1 Ky sintAy L)y 1> =21 1 Kysin(Ax )
- (s /_ Ay Asin(kx 1) Lo+ G /_ Acos(Kx LyL+21 /_ E RNxsin(Kx 1)) / {

-

Av(l =1y 4G).0.0.0.0.0.0.

L0 L0 sl Ax L)
|
=21 Kxsin(Kx L)L =1 cosCRx L) =1 costhx L)+ 21 KxsingRx 1)/

R

Kx ([ - /_)
GL Asnm(Ky ly-2G11 Ax=sintAx L) - G 1 RNveostAy /)1

Fsi(AY Lyl G =G ARxcosthAy Lyl + 2 /7 FoRsT sinCAx 1)

=G A KT sin(Kx L) L2+ G L4 K? sing Ky /,)[,3)/(/\",\'3(/ 1y G
—cos(RAx ).

2/ Kvcost{Ky /)yl -2 /_ Ky costAv L)yl + /_ SICAN /) v ] sinCAY 1)
S URxUl - o

Gl ARy sin(Ay Lyl =Gl AR costKx LY L7+ G 4Ry costAx L) L
+ 2/ 1 F KT cos( Ay L y—26 11 Ay cosCAY 1)+ Gl Ay sintAy Ly /

+ (1 dcostAY Ly + 1 (o Adcos(Ax ! ))/(/\'.\'3(/ fy G 0 0.0 000
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Prajet de bin d'tudes

[ 1 Esin(Kx L)L
12 A=

/._/_
{ | I 1 EsinKx L) 11 EsinKx L)l | 1 Ecos(Kx )
j().().(),v4 _/7/ __]2-_‘/—_/_____()~_4. - —
)1 costKx L) 1. 7 o
~12 — 0.0.0.0.0.0

I =1 J

[O.0.0.0.0.0.0.0.0.0.£7 .0.0.0]

"

Nous obtenons en somme la matrice de rigidikté K par l'operation :
K=B.C"

Sontexpression figure dans la partie annexe relative a la programmation.

4-4 Formulation Directe

C'est la formulation analytique pure par laquelle on résout le probleme différentiel en

gardant toutes les expressions symboliques.

C'est donc celle la que nous avons effectuée pour proposer un certain nombre
d'expressions aigebriques comme résultats de notre probléme.

Cependant, cette méthode s'est vu confrontee a un certain nombre de limites.

Le Solveur utilise qui est la version étudiante de Maple 6 n'est pas encore tres
puissant pour resoudre le probleme posé par certaines expressions algébriques

difficiles a manipuler.

C'est pour cette principale raison que nous n’avons pas propose de solutions au

probleme helicoidal.

Les autres cas ( circulaire et droit ) sont plus sensibles a cette résolution et tout
particulierement le cas droit pour lequel toute la démarche de résolution a éte

proposee = Ce dernier se révele donc comme la satisfaction de la formulation directe.
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4-5 Formulation Variationnelle pour la Résolution Numérique

Le calcul des déplacements est fondamental en structure. En effet, dans certaines
structures, la limitation des valeurs maximales des déplacements est plus importante
gue la limitation des valeurs maximales des contraintes.

Il existe plusieurs méthodes de calcul des déplacements notamment celle par double
intégration utilisée communément en résistance des matériaux.

Nous utiliserons dans ce chapitre une méthode approximative par éléments finis plus
genérale basee sur les principes et théoremes énergétiques et qui est le principe de

I'énergie potentielle ou de I'énergie de déformation.( Méthode de Bubnov- Galerkin)

Principe de I’Energie Potentielle

-

Lorsqu'un systéme de charges agit sur un corps, le travail W effectué par ces
charges est transformé en énergie cinétique T et en énergie de déformation U.

L'énergie potentieile totale n, est donc donnée par la relation :
T, =U+W+T

L'energie de déformation U est donnée par

y J-S2 My jd J-s2 M 2d JS2 M - 2d JS2 Moy J
= P S + PR + R + - +
sl 20 1 e BTk 2EE ST kit 2R O
’|‘.\'2 Q_\_ ‘d . J-sz (\)r : de J-Sz - K g
e = ——" - === S
S Y37 e ) B Vo T S (N Ter
E - module d’élasticité longitudinal
G - module d'élasticité transversal

l,, I, etly : moments principaux centraux d’inertie

J - constante de torsion
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On intégre les fonctions continues des efforts résultants ( Efforts normal, tranchants
et moments ) en fonction de I'abscisse curviligne s. Nous avons par ailleurs le

résultat fondamental suivant :

« Parmi toutes les configurations possibles pour deplacer un systeme tout en
satisfaisant les conditions cinématiques et les conditions frontieres, les champs
de déplacements qui en plus vont satisfaire les équations d'equilibre, rendront
I'énergie potentielle totale stationnaire. Si cette valeur stationnaire est minimum,

I'équilibre est stable.

Nous nous baserons encore sur la methode matricielle des eléements finis pour

donner les expressions des grandeurs énergétiques.

On définit tout d'abord les matrices [A] et [ | | pour les relations constitutives

(_f)\ 1 b
Q=9 =(a] &,
0

M\_ | ) K, 1

/\//_ : K, |
LA 0 ()

L0 0
0 /7 0
[1]=
0 0

5
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L'énergie potentielle totale de la poutre est exprimeée par :

N2

T = .lT %{(é-.A. £)+ (klk) Y ds - f {U.Fo+ 0.Mg}ds -[uQ+0M]

En termes de u, ¢, K, e1 nous avons:

)
Tp = ﬁl %{(u'+Kxu+e1xH).A.(u'+Kxu+e1xH) + (' +KxA)l (6"+K

N

x# ) }ds - L {u.Fp + ¢ .M} ds - [u.Q +6.M] y

Le principe retenu est que I'énergie de déformation de la poutre reste constante de

facon a ce que oU =0.
En evaluant cette fonctionnelle et en remarquant que :

A (U+Kxut+telxd) =Q
(0" +K x4 )=M

Nous obtenons le résultat final:

JT (ou (Q+KxQ+ F)+06 (M+KxM+ 1/ +el1x#)}ds -[ou(0 -Q)+

SU(M -M)] =0

N

Il apparait delors que les conditions extremum de I'énergie potentielie totale sont

obtenues aux nceuds d'appul de I'element.

Cette deuxieme methode variationnelle est encore sujette a un verroulllage

numerique
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Ce dernier constitue une difficulté sérieuse pour toutes les formulations de structures
minces. Quantité d'éléments finis de poutres sont proposés sur le marché des codes

de calcul scientifigue mais n'échappent pas pour la plupart a ce phenomene.

La signification communéement admise semble étre la degradation de la qualité de
I'approximation lorsque ['épaisseur de la structure diminue. C'est donc un
phenomene relatif que l'on ne peut mettre en évidence qu'en comparant des
comportements numériques pour differentes valeurs de I'épaisseur ( cas- tests ou «
benchmarks »).

On effectuera les calculs sur le méme cas-test pour plusiéurs valeurs

significativement différentes de ce parametre.

4-6 Formulation mixte a deux champs

Nous venons de voir que les deux methodes de résolution presentees
anterieurement posent quelques problemes relatifs a la convergence des algorithmes
de résolution ( imites du solveurs, verouillage numerique ).

A cet effet, on utilise dans ce chapitre un modéle de méthodes numériques « non
verrouillantes » dont le principe vanationnel est base sur une fonctionnelle du type

Hellinger / Reissner avec une formulation mixte a deux champs

- un champ de déplacement approxime U

- un champ de contrainte présuppose (assumed stress) o

On utilise donc cette methode mixte comme intermédiaire conceptuel pour
développer une methode numérique pour poutres courbes qui revient a utiliser des
elements finis de poutre droite de degré 1, en maodifiant sélectivement certains

termes de cisaillement et de membrane de la matrice de rigidité.

Sion definit -
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Projet e

comme le vecteur des déplacements au point courant G centroide de la section
{d1}={ul(s), vi(s) wis), Oxi(s), Oyi(s), Oz1(s), ¥ 1(s) }'
le vecteur déplacement au premier nceud

{d2}={uas) vals)  wals) , Oa(s) . Oyas), Ozas) , yals)}

le vecteur déplacement au deuxiéme nosud

On peut écrire la relation déformations / déplacements soit
& =Lu :

On peut interpoler inearrement U entre { d; } et {d; } soit :

(Interpolation linéaire de Lagrange)

avec:

Nu = { Nu1 ) Nu2 }T

Nu1 (1‘5)

1
2

Nu2 = (1+S)

19—

d={{di} {d2}}\
On pré suppose le champ de contrainte soit:

ag =P p
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avec P =
Posons E=D'g
Nous savons deja que c=C¢&
D'ou C=D"
L'energie potentielle s'écrit delors .

7=t j STC sdQ + j U(L" o +b)dQ - J-UT( t-/ )ydi
- Q |

)

avec une premiéere condition frontiére (Dirichlet) :

U= ({/ surune partition [", du domaine.

Hﬂ +G.d=f1
GT.[)) :f2

H=-] PICPdQ

Q

G = j P'VdQ

0

V=L N,

On trouve alors:
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5 RECOMMANDATIONS

Nous avons pu établir avec des programmes de calcul les résultats concernant les
solutions analytiques brutes du probleme différentiel des différents cas de poutres

courbes ( circulaire, hélicoidale et droite).

Nous avons pu remarqguer la non simplicité des solutions pour le cas circulaire et

pour le cas helicoidal.

Le cas droit révele quant a lui plus de maniabilité et nous avons pu régenérer les
matrices [C] et [B] de méme nous avons pu établir la matrice de rigidité [K] (14 x 14).
Pour ce méme cas, toutes les expressions analytiques des efforts, des deformations,
des contraintes peuvent étre proposees sans grande ambiguite . ]

En particulier nous pouvons proposer les forces eéquivalentes aux nceuds qui sont les

réactions d'appul nodales.

Dans les différents cas nous avons remarquée que les solutions du champ de
déplacement s’expriment avec quatorze constantes d'intégration.
A cet effet, on peut d'emblée proposer une solution homogéne en annulant a priori

toutes ces constantes.

L'abscisse curviligne a été la variable de résolution du probleme différentiel et c'est

avec elle que nous avons etabli les expressions des résultats

Le cas de la poutre droite spatiale se révele donc comme une satisfaction du modele
analytique. Cependant les limites de notre solveur nous font préeférer des meéthodes

numeériques variationnelles.

Ces derniéres pour le cas du Principe eénergétique restent encore fortement limitées

par le phénomene du verrouillage numeérique.

La solution immeédiate devient alors I'application de la formulation varitionnelle mixte

comme modele non verrouillant de base

vadioul 78



Prajet de Ty d udes f.eole Supéreure Polviechnigue

Le principe qui est donc a retenir est I'approximation de la poutre courbe par un
certain nombre de poutres droites dont les principales caractéristiques sont connues,
puis de proposer la solution de I'assemblage aux nceuds respectifs de jonction ou la

continuité doit étre respectée (Conditions limites de Neumann et Dirichlet).

Fig 5-1: Poutre courbe generale approximee par trois trongons de poutres droites

Solution de I'assemblage :

Définition :

Pour une structure composée de plusieurs éléments de poutres, ['assemblage
correspond a une somme des rigidites globales et des forces élémentaires relatives a

chaque nceud.

Si on désigne par [ Kg ] la matrice de rigidité de chaque élément ( 1) pris
individuellement et exprimee dans le repére global, on calcule ta matrice de rigidité

globale de la structure par :
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Il nous est apparu au vu de notre démarche que la résolution analytique compléete du
probleme différentiel posé par les poutres courbes spatiales parait difficile pour les
differents cas dans la mesure ou les calculs portent sur des equations non linéaires.
Le modele de la poutre droite spatiale constitue cependant une satisfaction de la
démarche analytiqgue. Ce résultat fort intéressant nous réconforte dans une

déemarche de résolution des autres cas en tenant compte de ce dernier.

Dans ce contexte, les méthodes numériques qui restent cependant approximatives
se dessinent comme des solutions opportunes.

En particulier, la méthode des éléments finis avec la formulation variationnelle mixte
basee sur la proposition de deux champs se propose comme notre modéle de
ngueur.

En pratique les différents résultats établis devraient faire 'objet de tests numériques
par programmes d'eléments finis en fortran et les résultats proposés en annexes.

C'est par mangue de temps que Nous N'avons pas pu en arriver a ce stade
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6 CONCLUSIONS

IL nous a été imparti de poser et de résoudre le probleme différentiel fondamental de
la statique des poutres courbes avec prise en compte des parametres geometriques

et des effets dus au gauchissement pour les trois cas circulaire, hélicoidal et droit .

Les fonctions solutions obtenues de types polynomiales quadratiques et sinusoidales
pour les déplacements généralisés, laissent préesager des possibilités de

déverouillage au moyen de la resolution directe des équations differentielles.

Cette étude porte pour l'essentiel sur des sections a parol minces ouvertes ou

fermées ou les effets liés a la torsion non uniforme de Vlassov ne sauraient étre

néglges.

Des résultats analytiques ont été proposés pour les trois cas non sans quelques
difficultes liees a la complexité des modeles rencontrés ( equations non linéaires.
matrices de grand ordre...) mais aussl aux hmites du solveur utilisé ( version

etudiante de Maple 6 ).

Dans I'environnement informatique soft and hard actuel, seule la résolution complete
du cas de la poutre droite avec torsion géometrique ( K, ., 0, 0 ) et le cas courbe avec
(0, K, 0)sontpossibles. La résolution analytique du cas géneéralisé ( K, , K, . K;)

est reportee.

Il faut noter toutefois pour le cas géneral qu'on peut utiliser une méthode basée sur

'expression du Principe des Travaux Virtuels ( PTV, methode de Bouvnov- Galerkin

ou encore methode Tl ) avec intégration selective ou une methode basee sur une

minimisation de la fonctionnelle de Hellinger-Reissner de type Tlpy .

Le cas droit s'est revelé plus simple de resolution et nous a permis d'établir quelques
resultats supplementaires concernant par exemple la matrice de rigidite ou les forces

equivalentes aux nceuds pour le cas d'une poutre chargee sur deux appuis.
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[L demeure par conséquent évident que la formulation analytique encore etroitement

liée aux mathématiques ne sauraient donner toute la satisfaction au modele.

C’est pour cette raison que nous avons presente toutes les relations qui caracterisent
les structures de types poutres ( parametres geometriques, relations cinématiques,
d'equilibre, conditions frontiéres...), en méme temps nous avons proposé des
methodes elements finis ( principes energetiques, formulation variationnelle mixte. )
permettant d'obtenir des solutions numeriques precises concernant I'étude des

poutres tridimensionnelles droites et courbes a parois minces ouvertes ou fermées.

Enfin, ce projet s'inscrit dans d'une optique de recherche et les résultats presentés
jusqu'ici meriteraient d'étre éxtendus. En effet, notre domaine d’application reste bien
entendu le calcul d'avant projet des ponts courbes a parois minces simples ou
multicellulaires qui peuvent étre modéliser par des poutres du méme genre. L étude
actuelle se limite a des structures sur deux appuis. La résolution compléte pour une
‘structure discrétisee en élements droits devant se faire par la solution de

I'assemblage.

Sur le plan programmation vu les limites de notre solveur ( Maple 6 ), nous
recommandons a qui voudrait bien continuer le projet de se doter tout d abord de son
propre matériel informatique, de s’'armer de beaucoup de volonté et de patience en
méme temps de s'ouvrir a la programmation orientee objet pour une résolution plus 2
la mode des problemes de statiqgue des poutres courbes ou de travailler avec
d'autres solveurs du meme genre que Maple comme Matliab ou Mathematika Enfin
le volet dynamigue meriterait aussi d'étre prospecté pour revoir en quels termes se

pose encore le probleme différentiel ainsi que sa résolution.
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7 ANNEXES ( Listing de Programmes et Résultats )

7-1 Programme génération C et L
7-2 Programme calcul poutre circulaire
7-3 Programme calcul poutre hélicoidale

7-4 Programme calcul poutre droite
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7-1 Progra:nme génération C et *.
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Programme calcul de la matrice C (contraintes/deformations) et L (deformations/deplacements) :

# Chargement des fonctions de Maple :
with (student) :
with(linalg) :

# On definit les deplacements au centre de gravité comme :

Ug:=<ufg] (s) ,vig] (s) wig](s)>:

# et les rotations comme :
rots:=<theta(x] (s), thetal{y](s), theta[z] (s)>:

# Les matrices de transitions r et e1 comme :

r:=matrix(3,3,0):
r{2,11:=-(z[bl(z)): -
r[3,1]1:= (y[b]l(y)):

r(l,2}: = =z:

r{l,3]: -y

r:=evalm(r) :

el . =matrix(3,3,0):
el[2,3]:= 1:
el(3,2]:=-1:
el =evalm(el) :

# Le champ des deplacements U .

U = evalm(Ug + r &* rots - w(y,z)*psi(s)*<1,0,0>):

# La matrice de courbure-torsion :

K = matrax({(3,3,0):
K[(1,2] := Kctz:
K{1,3] :=-Kcty:
K{2,1] =-Kctz:
K[(2,3] = Kctx:
K{3,1] = Kecty:
K[{3,2] .:=-Kctx:

K. =evalm(K) :

rotsprime.=<diff (rots([l}],6s) ,daff(rots(2] s) ,diff(rots{3],6s)>:



Ugprime:=<diff (Ug[1l],s) ,diff(Ugf{2],s) ,diff (Ugf{3],s)>:

wyz = <0,diff(w(y,z),y), diff(w(y,z), 6 z)>:
k := evalm(rotsprime + evalm{(K &* rots)):
kappal[x] := k[1l]:
kappal(y] = k[2]:
kappal(z] := k[3]:
kappa(w] := diff(psi(s),K s):

# Relations Cinematiques

epsilon := evalm(evalm(Ugprime)+evalm((K) &* Ug)+evalm((r) &* k)~
evalm( psi(s) *(wyz)) - evalm({(w(y,z)) *diff( (psi(s)),s)* <1,0,0>) +
evalm((el) &* rots)):

eps[s] := epsilon([l]:
eps(sy] := epsilon(2]:
eps[sz] := epsilon([3]:

<

eps[s]:=f(y,z) * (epso-y*kappaz+z*kappay-w(y, z) *kappaw) :
eps(syl:=f(y,z)* (gamasy-

(diff(w(y,z) ,y)+z[b] (z)) *gamasv+diff (w(y,z),6y) *gamaw) :
eps(sz] :=f(y,z)*(gamasz+ (-

diff(w(y,z), z)+y[b]l (y))*gamasv+diff(w(y,hz),h6 z) *gamaw) :

eps[0]:= diff(ulgl(s),s) + Kct[z]l*v[(g](s) - Kctly]l*w(g] (s)
gama[sy]:= diff(v[gl(s),s) - Kct(z]*u[g]l(s) + Kct(x]*w([g]l(s) +
theta(z] (s) :

gama [sz]:= diff(w([g]l (s),s) + Kct(yl*ulgl(s) - Kct(x]*vig](s) -
thetaly] (s):
gama[sv]:= Kct{z]*thetaly]l (s) - Kctlyl*thetalz] (s) +

diff (theta[x] (s),s):
gama[w] :=gama[sv] ~kappa [w] :

# Expressions des Contraintes :

sigma(s) :=E*eps(s]:
tau(sy) : =G*eps(sy]:
tau(sz) :=G*eps|[sz]:

# Initialisation des Moments d'inerties :

init:={expand{(Doubleint(f(y,z) ,y,z,A))=A,expand(Doubleint{y*f(y,z).y.,2z.

A) )=0,expand (Doubleint (f(y,z) *z,y,z,A))=0,expand (Doubleint(y[b] (y) *f (y.
z),y,z,A))=-y[c] *A,expand (Doubleint (z[b] (z) *f(y,z) ,y.z A))=-

z[c) *A,expand (Doubleint(y*f(y,z)*z(b] (z) ,y,z,A))=I[yz] . expand(Doublein:

(yv*f(y,z)*z,y,z, A))=I[yz], expand(Doubleint(y[b](y)*£(y,z)*z,y,2z,A))=1{y

z] ,expand (Doubleint (£ (y,z)*z[b] (z)*z,y,z,A))=I[y] ,expand (Doubleint (f (y.

z)*z[b](z)"2,y,z.A))=I(y],expand (Doubleint(f(y,z)*z"2,y,z,4))=L{yi. . expa



nd (Doubleint(f(y,z)*y"2,y,z,A))=I(z] ,expand(Doubleint(y[b] (y)"2*f(y,z),
y,z,A))=I(z]  expand(Doubleint(y[b} (y)*y*f(y,z),y,z,A))=I[z] ,6 expand(Doub
leant(z[b] (z)*w(y,z)*f(y,z) ,y,z,A))=I[wz] , 6 expand(Doubleint(y[b] (y) *w(y,
z)*f(y,z),y,2z,A))=I[wy] , expand(Doubleint(z*w(y,z)*f(y,z),y,z,8))=I[wz],
expand (Doubleint(y*w(y,z)*f(y,z),y,z,A))=I[wy] , expand(Doubleint (f(y,z)*
((y[bl(y)-
diff(w(y,z).,z)) "2+ (z[b] (z)+diff(w(y,z),y))"2),y,2,B8))=J, (expand (Double1
nt(f(y.z)*drff(w(y,z),z)"2,y,2z,A)) +texpand(Doubleint (f (y,z) *diff(w(y,z),
y)"2,y,z,A)))=J-
I(p],expand(Doubleint(w(y,z)"2*f(y,z) ,y,z,A))=T[w)],(I[y]l+I(z])=I[p] ., exp
and (Doubleint (f(y,z) * ((y(b] (y) -
diff (w(y,z),z)) "2+ (z(bl(z)+diff(w(y,z) ,y))"2),y.,2,A))=J,expand(Doubléin
t(diff(w(y,z),y)*f(y,z),y,.z,A))=0,expand (Doubleint(w(y,z)*f(y,z),y,z,6A)
) =S [omega] ,expand (Doubleint(diff (w(y,z) ,z)*f(y,z),y,z,A))=0,expand (Doub
leint(y (bl (y)*diff(w(y,z),z)*f(y.,z),y,z,A))=0,expand(Doubleint(z[b] (2)*
diff(w(y,z),y)*f(y.z),y.z,A))=0, (-
expand(Doubleint (f(y,z)*diff(w(y. z) ,z)"2,y,2z, A)) -
expand (Doubleint (f(y,z) *diff(w(y,z) ,y)*2,y,2z,8))~-I[y]l-I(z])=-J, (-
expand (Doubleint (f(y,z)*diff(w(y,z),z)"2,y,z,A)) -
expand (Doubleint(f(y,z)*diff(w(y,z),y)"2,yv.z,A)))=I[p]-Jd}:

EPR:={epso,gamasy,gamasz ,gamasv,gamaw} :

# Integration des contraintes et Substitution de l'initialisation dans les expressions des Efforts

# Effort Normal et Tranchants :

gx:=factor(simplify (expand(Doubleint(sigma(s) ,y,z ,BA))))
Qx:=subs (1nit,gx) :

qy:=factor (simplify (expand(Doubleint (tau(sy) ,y,z,A))}))):
Qy:=subs(init,qy) :

gz :=factor (simplify(expand(Doubleint(tau(sz) ,y,z,A)))):
Qz :=subs (1nit,qgz) :

# Moments de Flexion -

ny - =factor {simplify(expand (Doubleint(sigma(s)*z,y,z AR}}))) "
My:=subs (init my) :
mz:=factor (simplify (expand (Doubleint(sigma(s)*(~y),y,2. A)))):
Mz :=subs(1nit,mz) :

# Bi-moment de Torsion -

mw:=factor (simplify (expand(Doubleint (sigma(s)*(-w(y,z)),y.z A)))).
Mw:=subs(init,K mw) :



# Torsion de St Venant :

tsvl:=collect (factor (expand(Doubleint (-tau{sy) *z[b] (z),y,z,3))) ,EPR):
Tsvl:=subs(init, tsvl):

tsv2:=collect (factor (expand (Doubleint (-tau(sy) *wyz{2],y,z ,A))) , EPR):
TsvZ2:=subs (init, tsv2):

tsv3:=collect (factor (expand (Doubleint (tau(sz)*y[b](y),y,z,A))) , EPR):
Tsv3:=subs(init, tsv3) :

tsvé4:=collect (factor (expand (Doubleint (-tau(sz) *wyz[3],y,z,A))) ,EPR):
Tsv4:=subs(init, tsvd) :

tsv:=collect (factor (expand (Doubleint (-
tau(sy) *(z[b] (z)+wyz[2]) +tau(sz) *(y[b] (y) -wyz(3]) ,v,z,A))) ,EPR):
Tsv:=subs (init,subs{(init, tsv)):

# Torsion de Viassov

twl:=collect (factor (expand (Doubleint (tau(sy) *wyz (2] ,y,z,A))) ,EPR):
tw2:=collect(factor (expand(Doubleint(tau(sz) *wyz[3],y,2z,A))) ,EPR):
tw:=collect (factor (expand (twl+tw2) ) ,EPR) : =
Tw:=subs (1init,subs(init, tw)):

# Moment de Torsion total suivant x :

mx:=collect (factor (expand(tsvl+tsv3)) , EPR):
Mx:=subs{init,mx) :

# Construction de la matrice C dans fa relation constitutive :

effl  =<Qx,Qy,Qz My, Mz Mw,Tsv,6 Tw>:
defl:=<epso,gamasy,gamasz, kappay,h kappaz,kh kappaw,gamasv, gamaw>:

C = matrix(8,8,0):
for 1 to 8 do
for 3 to B8 do
Cl1,7]) i=coeff(effl[i1] , defl[]])

end do
end do:

# Test symetrie de C :
testsym(C) ‘=simplify(expand(evalm(C-transpose(C)))):



# Efforts et Déformations résultantes

Il

EFR vector (8):
EPS = vector(8).
EPS (1] :=eps (0] :
EPS[2]) :=gama[sy]:
EPS[3] :=gamasz]:
EPS({4] := kappalyl:
EPS(5]: kappalz]:
EPS([6] := kappa(w]:
EPS[7] :=gama(sv] :
EPS[8] :=gama [w] :

# Construction de I'equation de Lameé et determination de I'operateur L :

DEPR:=[ufg] (s) ,v[(gl (s) ,w[g] (s) , theta{x] (s),6 thetaly] (s),thetafz] (s) ,psi(

s)]:
EPR:=vector (8) - -
EPR[1] := Ds*u{g] (s) + Kz*v[gl(s) - Ky*wl[g] (s):
EPR{2] = Ds*v{gl(s) - Kz*u[g]{s) + Kx*w[g] (s) + theta(z] (s):
EPR[{3] := Ds*w(gl(s) + Ky*ulg](s) - Kx*vig] (s) - theta(y](s):
EPR{4] := -Kz*theta(x] (s) + Kx*theta{z](s) + Ds*thetaly] (s):
EPR[5] = Ky*theta(x] (s) - Kx*thetaly] (s) + Ds*thetal[z] (s):
EPR[6] := Ds*psi(s):
EPR[7]} = Kz*thetal[y] (s) - Ky*theta(z] (s) + Ds*theta(x] (s):
EPR([8] := Kz*theta[y](s) - Ky*theta[z] (s) + Ds*theta(x] (s) -Ds*psi(s):
L = matrix(8,7,0):

for 1 from 1 to 8 do
for 7 from 1 te 7 do
L{1,7] =coeff (EPR(1],DEPR(7]):

end do:
end do;
C:=evalm(C)
testsym (C) :=simplify (expand(evalm(C-transpose(C)))) .
L:=evalm(L) -
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> with (student) :
> with{(linalgqg):
>
# Paramétrisation Géometrique :

X:=vector (3) :

> X[1l] :=r*cos(t):

X[2] :=r*sain(t) :

X[3]:=0:

# Repere Local de Frenet :
‘T:=vector (3) :N:=vector (3) :B:=vector(3) :

for 1 from 1 by 1 to 3 do
> T[1]:=diff(¥X[a],t):
Afi]:=dxff(X[i],t,t):
end do:
L:=simplify(expand (norm(T,2) ,6triqg) ,h assume=positive) : )
Kg:=vector (3) :
for 1 from 1 to 3 do
Kgl[i] :=A[1]/L"2:
end do:

alffa:=simplify (expand(norm(T,2) 6 trig) ,h assume=positive):

beta:=simplify (expand (norm(Kg,62) 6 trig) ,h assume=positive) :

for 1 from 1 to 3 do
N[1] :=Kg(1]/beta:
end do:

B:=simplify (expand(crossprod(T 6 N),h trig) ,h assume=positive) :

gama:=simplify (expand(norm(B,2) , assume=real) ,h assume=positive) :
el =vector(3): e2:=vector(3) :e3:=vector(3):
for 1 from 1 by 1 to 3 do
el{i]:=T[1)/alffa"
end do:
e?2 :=N:
for 1 from 1 to 3 do

e3[1i] :=B[i]/gama:
end do:



Rlalpha] :=matrix(3,3,0):
R[alpha]l [1,1]:=1:
R[alpha] [2,2] :=cos (alpha) :
Rlalpha]l[2,3] :=sin(alpha):
R{alpha] [3,2] :=-R{alpha]l[2,3]:
R[alpha] [3,3]:=R[alpha][2,2]:
R[alpha] :=evalm(R[alpha]) ;

> M:=concat(el,e2,e3l3):
GL:=evalm(R[alphal] &*M) :
LG:=transpose (GL) :
>
Kl :=vector (3):
Kl:=simplify(evalm (Kg&*GL)) :
C:=vector (3) :
for 1 from 1 to 3 do
Cl[1i]}:=-diff (e3[1],t):
end do:

Kre:=vector (3) :
Kre[l] :=0:
Kre[2]:=K1[2]:
:=simplify (expand(dotprod (C, e2),triqg) ,h assume=positive):

Kre[3]

Kr:.=vector (3) :

Kr{l] :=0:
Kr([2] :=Kcy:
Kr[3] :=0:

Relations Cinematiques

# Considerant les deplacements au centre de gravite des sections comme :
>
> Ug:=<u(g] (s),v[g] (s),w[g] (s)>:
et les rotations sont definies comme

rots:=<theta[x] (s), theta([y](s), theta([z] (s)>:

> r:=matrix(3,3,0):

> r[2,1] :=~(z[b] (2)) :

r(3,11:= (y(bl(y)):
r(l,2]:= =z:
r{(l,3]:= -y:

> r:.=evalm(r):



> el:=matrix(3,3,0):
el[2,3]:= 1:
el[3,2]:=-1:
el :=evalm(el) :

> U := evalm(Ug + r &* rots - w(y,z)*psi(s)*<1,0,0>):
> K := matrix(3,3,0):
K[1,2] := Kr[3]:
K[1,3] = -Kr[2]:
K[2,1] := -Kr[3]:
K[{2,3] := Kr[l]:
K[3,1] := Kr(2]:
K{3,2] := -Kr[l]:

K:=evalm(K) :

> rotsprime:=<diff (rots[l],s),diff(rots([2],s),diff(rots([3],s)>:
Ugprime::=<diff(Ug(i],s) ,diff(Ugl2],s),diff(Ugl[3],s)>:
wyz = <0,diff(w(y,z),y),diff(w(y,z),6z)>:
> k = evalm(rotsprime + evalm(K &* rots)):
kappal[x] := k[1]:
kappaly] := k[2]:
kappalz] := k[3]:
kappal[w] = diff(psi(s),s):

> epsilion = evalm(evalm(Ugprime)+evalm((K) &* Ug)+evalm((r) &*
k)~ evalm( psi(s) *(wyz)) - evalm((w(y,z)) *diff( (psi(s)), s)*
<1,0,0>) + evalm((el) &* rots)):

>
eps(s] .=(epso-y*kappaz+t+z*kappay-w(y, z) *kappaw) :
eps(sy] :=(gamasy-(daff(w(y,z) ,y)+z[b] (2)) *gamasv+daiff(w(y,z) y)*
gamaw)

eps[sz] = (gamasz+ (-diff (w(y,z),6z)+y[b] (y)) *gamasv+diff (w(y,z) . z)
*gamaw) :
>

eps[0] = daff(uf{gi(s).,s) + Kr[3]*v[g]l(s) - Kr[2]1*w[g] (s)

gam([sy] =diff(vig](s).s) - Kr[3j*u[gl(s) + Kr[l]*w[g] (s) +
theta{z] (s):

gam|[sz] :=diff(w[gl (s),s) + Kr[2]*u[g](s) - Kr[l]*v[g] (s) -
thetaly] (s) :

gam[sv] :=Kr[3]*thetal[y] (s) - Kr[2])*thetal[z] (s) +
diff(theta[x] (s8),s):
gam[w] 1 =gam[sv] ~kappa [w] :

o Matrice de Rigidite Normalisée dans le repere central principal d'mertie
> C:=matrix(8,8,0):
Cl[1,1] :=E*Aa:



C[2,2] :=E*A:
C[3,3] :=G*A:
C[4,4] :=E*I[y]:
C[5,5]:=E*I[z]:
C[6,6] :=E*I[w]:
C[7,7] :=G*J:
C[7,8] :=G*(I[p]-J):
C[8,7]:=G*(I[p]l-J):
C[8,8]:=G*J:

C:=evalm(C) :

> EFR := vector(8):
> EPS := vector (8):
EPS[1] :=eps(0]:
EPS(2] :=gam([sy]:
EPS[3] :=gam[sz]: .
EPS[4] := kappaly]:
EPS[5] := kappa[z]:
EPS[6] := kappalw]:
EPS[7] :=gam[sv]:
EPS (8] :=gam([w]:

# Calcul des Ettorts Resultants :
> EFR := evalm(C&* EPS) :
dep:={ulgl] (s),vigl (s),wlg] (s), theta[x] (s), thetaly] (s) , thetalz] (s
) ,diff (theta(x] (s),s),diff (thetal{y] (s),s),diff(thetafz} (s),s), d1
ff(psi(s),s)}:
> gx:=collect (factor (expand(EFR[1])) , dep):
> qy:=collect(factor (expand(EFR[2])) , dep):
> gz:=collect(factor (expand (EFR[3])) ,dep) :
> my:=collect(factor (expand (EFR[4])) ,dep) :
> mz:=collect (factor (expand (EFR[5])) ,dep) :
> mw:=collect(factor (expand(EFR[6])) ,dep) :

> tsv:=collect(factor (expand(EFR[7])) ,6dep):

> tw:=collect(factor (expand (EFR[8])) ,dep) :



# Construction de L'Equation de Lamé

> DEPR:=[u{g] (s),vigl(s),wlig] (s),theta[x] (s), thetaly] (s),thetalz] (
s),psi(s)]:
EPR:=vector (8) :

EPR[1] := Ds*ul[g](s) + Kr[3]*v[gl(s) - Kr[2]*w[g] (s):
EPR[2] := Ds*v[g](s) - Kr[3]*ul[g](s) + Kr[l]l*w[g](s) +
theta[z] (s) :

EPR[3] :=Ds*w[g](s) + Kr[2]*ul[gl(s) - Kr[ll*v[g](s) -
thetal[y] (s) :

EPR[4] := -Kr[3]*thetalx](s) + Kr[l]*thetal[z] (s) +
Ds*thetaly] (s) :

EPR[5] := Kr[2]*theta[x] (s) - Kr[l]*thetal[y](s) +
Ds*theta[z] (s) :

EPR[6] := Ds*psi(s):

EPR[7] :=Kr[3]*theta[y](s) - Kr[2]*thetal[z] (s) +

Ds*theta[x] (s) : .
EPR[8] :=Kr[3]*thetal[y] (s) - Kr[2]*theta(z] (s) + Ds*theta[x] (s)
- Ds¥*psi(s):

> L := matrix(8,7,0):

for 1 from 1 to 8 do

for 3 from 1 to 7 do
L{i,3]:=coeff(EPR[1],DEPR[3]):

end do:
end do;

:=evalm (L) :
> Bbar :=<fbx, fby, fbz , mbx ,mby 6 mbz , mbw>:

> EQU:=evalm(transpose (L) &*EFR+Bbar) :
> for 1 from 1 to 7 do
equ (i) :=EQU{1]:
end do:
>
# Substitition de Ds par l'operateur differentiel :
> equal :=E*A*diff ((diff (ulg] (s),s) Kcy*w[g] (s)),s) +Kcy*G*A* (diff (w
[g] (s),s)+tKcy*u[g] (s) -thetaly] (s)) +fbx:
eql :=collect (expand (equal) h dep) :

> equal:=E*A*diff ((diff(v[gl]l (s),s)+theta(z] (s)),6s)~fby.
eqg?:=collect (expand (equa?) , dep) :

> equal: =-Kcy*E*A* (diff (u(g] (s), s)-Kcy*w[g] (s)) +G*A*diff ( (diff (w(g



] (s),s)+Kecy*u{g] (s)-thetaly] (s)),bs)+fbz:
eg3:=collect (expand (equa3) ,dep) :

> equad :=Kcy*E*I[z]* (Kcy*thetal[x] (s)+diff (theta(z] (s),s))+diff ((G*
J* (-Kcy*theta(z] (s)+diff (theta[x] (s),s))+G*(I[p]-J) * (-Kcy*theta|
z] (s)+diff (theta(x] (s),s)~-diff(psi(s),s))),s)+diff ((G*(I[p]l-JT)*(
-Key*theta[z] (s) +diff (theta[x] (s),s))+G*JI* (-Kcy*theta[z] (s)+diff
(theta[x] (s),s8)-diff(psi(s),s))),s)+mbx:
eg4:=collect (expand (equad) ,dep) :

> equab:=-G*A* (diff (w([g] (s),s)+Kcy*u[g] (s) ~thetaly] (s) ) +E*I{y] *daf
f(diff(thetaly] (s),s),s)+mby:
eqg5:=collect (expand (equab) ,dep) :

> equab :=E*A* (diff (v[g] (s),s)+thetaz] (s))+E*I[(z]*diff ( (Kcy*theta]
x](s)+diff(theta[z](s),s)),s)—Kcy*(G*J*(—Kcy*theta[z](s)+alff(th
etalx] (s),s))+G*(I[p]~J)*(-Kcy*theta[z] (s)+diff (thetalx] (s),s) ~-d
1ff(psi(s),s))) -Key*(G*(I[p]-J)*(-Kcy*thetal[z] (s)+diff (theta[x] (
s),s)+G*JI* (-Kcy*theta[z] (s)+diff (thetal[x] (s),s)-diff(psi(s), s))
) +mbz:
eg6:=collect (expand(equab) ,hdep) :

> equa’l:=E*I[w]*diff (diff(psi(s),s),s)-diff((G*(I[p]-J)*(-Kcy*thet
a(z] (s)+diff(theta[x] (s),s))+G*J* (-Kcy*theta[z] (s)+diff (theta(x]
(s),s)-diff (psi(s),s))),s)+tmbw:
eq’7:=collect (expand(equa’) , dep) :

> syst:={eql=0,eq2=0,egq3=0,eq4=0,eq5=0,eq6=0,egq7=0}:
inc:={u(gl (s) , vigl(s),w[g](s), 6 theta[x] (s), thetaly] (s), thetaliz] (s
) ,psi(s) }:

> sol:=dsolve(syst,inc):

>
for 1 from 1 to 7 do
print(simplify(expand(socl[i])));
end do;
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Programme calcul poutre droite :

with (student) :
with(linalgqg) :
Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected

assume (r>Q) :

# Interpolation de LLagrange:

Nl:=(L-t)/L: N2:=t/L:
alpha:=Nl*alpha{l] + N2*alpha[2]:

# Parametnsation Geometrique :

X[{1l]:=a*t+x1 + 1/2*alpha*t:
X[2] :=b*t+x2:
X(3] :=c*t+x3:
$L:=simplify(sqrt{(a®2+b"2+c”"2) ,assume=positive) #-

Cx:=a/L :Cy:=b/L :Cz:=c/L:
#Co:=simplify(sgrt(Cx"2+Cz"2) ,assume=positive) #:
cos (beta) .=Cx/Co :sin{beta) =Cz/Co ccos (gamma) :=Co :sin{gamma) :=Cy:

R({beta] :=matrix(3,3,0):
R{betal [1,1] :=cos (beta) :
R{beta] {1,3] :=sin(beta) :
R[{beta] [2,2] :=1:
R{beta] {3,1]:=-R{beta] [1,3]:
R[beta] [3,3] :=R[beta] [1,1]:
R[beta)] :=evalm(R[betal]) :

R{gamma) :=matrix(3,3,0}
R{gamma] (1,1} :=cos (gamma) :

R[gamma] [1,2] :=sin{(gamma) :
R{gammal (2,1] :=-R{gamma] [1,2}:
R[gamma] [2,2] :=R(gamma] (1,1]:

R{gamma] {3,3} :=1:

Rigamma] : =evalm (R[gammaj ) :
R{alphal :=matrix(3,3,0):

Rlalphal [1,1] =1:
Rfalpha] {2,2] :=cos(alpha):



R[alpha] [2,3] :=sin(alpha):
R(alphal [3,2]:=-Rf{alphal[2,3]:
R{alpha) [3,3]):=R[alpha][2,2]:

R[alphal :=evalm (R{alphal) :

# Matrice transfo Local-Global:

LG:=evalm(R{alpha] &*evalm(R[gamma] &*R[betal))

GL:=evalm(transpose (LG)) :
el :=vector (3): e2.=vector(3): el:=vector(3):
for 1 from 1 to 3 do
el(i]:=LG(1,1]:
e2[i] :=LG{2,1]:
e3[1]:=LG[3,1]:
end do:

H:=vector (3) :N:=vector (3) :B:=vector (3) : P:=vector (3) :

for 1 from 1 by 1 to 3 do
P(1] :=diff (X[i],t,t):
end do:
Kg:=vector (3) :
for 1 from 1 to 3 do
Kg(i]:=P[1i]:
end do:

Kl:=vector (3) :

K1[1]:=Kx:
K1[2]:=0:
K1[3]:=0:

print(vecteur, unitaire, tangent el, el)
print (vecteur, unitaire ,normale_e2,e2)
print(vecteur,'unitaire, binormaf~e3,e3)
print {(matrice ,transformation_LG,—lg,LG)
print (matrice, transformation_GL, gl,h GL)

print{vecteur, 6K courbure, torsion,glob Kg,evalm(LG&*K1))
print (vecteur, courbure, torsion,loc K1, loc,Kl)

# Relations Cinematiques :

# Considerant les deplacements au centre de gravite des sections comme :

Ug:=<ufg] (s) ,vIg] (s) ,w[g] (s)>:



et les rotations sont definies comme

rots:=<thetalx] (s), thetaly] (s), thetalz] (s)>:

r:=matrix(3,3,0):

rf2,1]:=-(z[b] (z)):

r(3,1]:= (y[bl(y)):
r{l1,2]1:= =z:
r[1,3]:= ~y:
r:=evalm(r) :

el:=matrix (3,3,0):
el[2,3]:= 1:
el{3,2] . =-1:

el =evalm(el) :

U := evalm(Ug + r &* rots - w(y,z)*pzi1(s)*<1,0,0>):
K = matrix(3,3,0):
K[1,2] := K1{3]:
K[1,3] :=-Kl[2]: -
K(2,1] = -K1[3]:
K(2,3] = KI1[1]:
K(3,1] = K1[2}:
K{3,2] := -K1[1]:

K:=evalm(K) :

rotsprime::<diff(rots[1},S),dlff(rotsIZ],s),diff(rots[3],s)>:

Ugprime:=<diff(Ugf{l],s) drff(Ug2],s) ,diff(Ug[3],s)>:

wyz = <0,diff(w(y,z),y) diff(w(y, z), z)>:
k .= evalm(rotsprime + evalm(K &* rots)):
kappa{x] = k{1]:
kappa [y] = k([2]:
kappalz]l := k[3]:
kappalw] := diff(pzi(s),s):
epsilon := evalm(evalm(Ugprime) +evalm((K) &* Ug)+evalm((r) &* k)-
evalm{ pzi(s) *{(wyz)) - evalm({wl(y,z)) *diff( (pzi(s)).s)* <l,0,0>) +

evalm((el) &* rots)):

eps[s] :=(epso-y*kappaz+z*kappay-w(y, z)*kappaw) :
eps{sy] :=(gamasy-(diff(w(y,z) y)+z[b] (z)) *gamasv+diff(w(y,z) y)*gamaw) :
eps(sz] =(gamasz+ (-

diff(w(y,z),z)+y[bl (y)) *gamasv+diff(w(y,6z) K6 z) *gamaw) :

EFR = vectcor(8) :

s



eps[0]:= diff(ulgl(s),s) + K1[3]1*v[g](s) - Kl[2]*w[g](s)
gam[sy] :=diff (v([g] (s),s) - K1[3]*u[g](s) + Kl[1l]*w[g](s) + theta[z](s):
gam([sz] :=diff(w([g] (s),s) + Kl[2]*ul[g](s) - Kl[1]*v[g]l(s) - thetal[y](s):
gam[sv] :=Kl[3]*theta[y] (s) - Kl[2]*theta[z] (s) + diff (thetal[x] (s),s):
gam[w] :=gam[sv] -kappa[w] :

# Matrice contraintes / deformations normalisée dans le repere central principal d'inertie :

CC:=matrix(8,8,0):
CC({1,1]:=ExA:
CC[2,2] :=E*A:
CC[3,3] :=G*A:

CC[4,4] :=E*I[y]:
CC[5,5] :=E*I[z]:
CC[6,6] :=E*I ([w]:
CC[7,7] :=G*J:
CC[7,8]:=G*(I[p]-J):
CC[8,7]:=G*(I[p]-J):
CC[8,8] :=G*J:

CC:=evalm(CC) :

EFR = vector (8):
EPS := vector (8):
EPS[{1l] :=eps([0]:
EPS[2] :=gam(sy]:
EPS (3] :=gam(sz]:
EPS[4] := kappaly]:
EPS[5]: kappalz]:
EPS[6]: kappa[w] :
EPS[7] :=gam[sv]:
EPS[8] :=gam[w] :

# Calcul des efforts resultants :

EFR := evalm(CC&* EPS) :
dep:={u[g] (s),v[gl (s) ,wlgl(s),theta[x] (s),thetaly] (s), theta[z] (s),6diff (
theta([x] (s) ,s) ,diff (thetal[yl (s),s) ,diff (theta(z] (s),s),diff(pzi(s),s)}:

gx:=collect(factor (expand(EFR[1])) ,dep) :

qy:=collect(factor (expand (EFR[2])) ,dep) :



gz :=collect (factor (expand (EFR[3])) ,dep) :
my:=collect (factor (expand (EFR[4])) ,dep) :
mz:=collect (factor (expand (EFR[5])) ,dep) :
mw:=collect (factor (expand (EFR[6])) ,dep) :
tsv:=collect(factor (expand (EFR[7])) ,dep) :

tw:=collect (factor (expand (EFR[8])) ,dep) :

# Construction de L'Equation de Lamé

DEPR:=[ulg]l (s) vigl(s) wlgl(s), 6 theta(x](s),h thetal{y] (s),6 theta{z] (s) psi
s)]:
EPR:=vector (8) :

EPR[1] .= Ds*ul[g](s) + K1l[3]*v[g](s) - Kl[2]*w[g] (s):
EPR[2] := Ds*v(g] (s) - Kl[3]*u[g](s) + Kl[1l]l*w[g] (s) + theta[z] (s):
EPR[3] :=Ds*w([g](s) + K1l[2]*u[g] (s) - Kl([1l]*v[gl]l(s) - thetalyl] (8):
EPR[4] := -Kl[3]*theta[x] (s) + Kl[l]l*theta([z](s) + Ds*theta(y] (s):
EPR[5] := Kl[2]*theta([x](s) - Kl[l]*theta[y](s) + Ds*theta[z] (s):

EPR{6] := Ds*psi(s):

EPR[7] :=Kl{3}*theta[y]l(s) ~ Kl[2]*theta[z] (s) + Ds*theta[x] (s):
EPR[8] :=Kl[3}*thetal[y] (s) - Kl[2]*theta[z] (s) + Ds*theta{x] (s) -
Ds*pzi (s) :

LL = matrix(8,7,0):
for from 1 to 8 do

i
for 73 from 1 to 7 do
LL([1,3] :=coeff (EPR[1] ,DEPR[73]) :

end do:

end do;
LL:=evalm(LL) :

Bbar =<fbx,fby,fbz,mbx, mby, mbz mbw>:
EQU:=evalm(transpose (LL) &*EFR+Bbar) :
for 1 from 1 to 7 do

equ (i) :=EQUI[1i] ;
end do:

‘N



# Substitition de Ds par l'operateur differentiel dans les equations:

equal :=E*A*diff(diff (u[g] (s),s),s)+fbx:
eql:=collect (expand (equal) ,dep) :
equal :=E*A*diff ((diff (v[g] (s),s)+Kx*w[g] (s)+theta[z] (s)) ,s) -
Kx*G*A* (diff(w([g] (s) ,s) -Kx*v[g] (s) ~thetal[y] (s))+fby: )
equal3:=Kx*E*A* (diff (v[g] (s) ,s)+Kx*w[g] (s) ttheta[z] (s) ) +G*A*diff ( (diff (w
[g]l (s),s)-Kx*v[g] (s)-theta(y] (s)),6s)+fbz:
equad :=diff ((G*JIJ*diff (theta[x] (S),s)+G*(I[p]-J)*(diff (theta[x] (s),s) -
diff(pzi(s),s))) ,s)+diff ((G*(I[p]-
J)*diff (thetafx] (s),s)+G*J* (diff (theta[x] (s),s)-diff(pzi(s),s))),s):
eg4d :=collect (expand (equad) ,dep) : '

equab : =-G*A* (diff(w[g] (s) ,s) -Kx*v[g] (s) -
thetal[y] (s))+E*I[y] *diff ((Kx*theta[z] (s)+diff (thetal[y] (s) ,s)) ,s)-
Kx*E*I[z]* (-Kx*theta[y] (s)+diff (theta(z] (s) ,hs)) +mby:
egb:=collect (expand (equab) ,dep) :

equab:=E*A* (diff (v[g] (s) ,s)+Kx*w[g] (s) +theta[z] (s) ) +Kx*E*I [y] * (Kx*theta
[z] (s)+diff (theta[y] (s),s))+E*I[z] *diff ((-
Kx*theta[y] (s)+diff (theta(z] (s),s)) ,s)+mbz:

equa’ =E*I[w]*diff (diff (pzi(s),6s),s)+mbw:

eql:=collect (expand (equal) ,dep) ;
eg2:=collect (expand (equa2?) ,dep) ;
eq3:=collect (expand(equal3) ,dep) ;
egd :=collect (expand (equad) ,dep)
egb:=collect (expand (equab) ,dep) ;
eg6:=collect(expand (equaé6) ,dep) ;
eq’:=collect (expand (equa’) ,dep) ;

syst:={eql=0,eq2=0,eq3=0,eq4=0,eg5=0,eq6=0,eq7=0}:
inc:={ufgl (s) ,v(gl(s) ,w[g] (s), K theta[x] (s),6 thetaly] (s), K thetalz] (s) ,pzi(s
) b

sol:=dsolve (syst.inc):
term:={s,s"2,s"3,s5"%4]:
for i from 1 to 7 do
print(simplify(collect(factor(sol[i]),6 term))) ;
end do

tetaz:=s- >(2*G*I[y]*I[z] *E*A*Kx"3* C7*cos (Kx*s) *s+G*I[z] *A*mbz*Kx-
G*I[z]*sz*A—G*I[y]*A*ﬁbz*Kx+G*I[y]*sz*A—
G*I[y]*I[z]*E*A*Kx"2* CT7*s1in(Kx*s)-3*G*I[y]*I[z] *E*A*Kx* C5*sin(Kx*s) -
3*G*I[y]*I[z]*E*A*Kx*_CB*cos(Kx*s)— B
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3*¥G*I[y] "2*E*A*Kx"3* C8*cos (Kx*s) *s"2-
3¥GFI[y] "2*E¥A*Kx"2* C8*sin(Kx*s) *s-
6*I[{y]"2*I{z]*E"2*Kx"3* C5*sin (Kx*s) -
2*G*I[y]A2*E*A*Kx“3*_cdlsin(Kx*s)*s—
3*G*I[y]AZ*E*A*KxA3*_C5*sin(Kx*s)*SA2—G*I[y]”2*E*A*KXA2* C7*s1in (Kx*s) -
G*I[y] "2*E*A*KX"3* C6*CosS (Kx*s) +3*G*I[y] "2*E*A*Kx"2* CS:COS(KX*S)*s—
2*G*I{y]”2*E*A*KxA§*_C7*cos(Kx*s)*s—3*G*I[y]A2*E*A*K;* C5*sin (Kx*s) -
3*G*I{y] "2*E*A*Kx* CB*cos (Kx*s)+G*I[y]*I[z] *E*A*Kx"3* lesin(Kx*s)+G*I[
y]*I[z]*E*A*KxAZ*_C4*cos(Kx*s)+G*I[y]*I[z]*E*A*KxAB*_E6*cos(Kx*s)+3*G*I
[y]*I[z]*E*A*KxAB*_CB*cos(Kx*s)*sA2~
3*G*I[y]*I[z]*E*A*Kx”2*_C8*sin(Kx*s)*s+6*G*I[y]A2*I[z]*E*KxA3* C5*sin (K
x*s)+6*G*I[y]A2*I[z]*E*KxA3*_C8*cos(Kx*s)— B
G*I[y]"2*E*A*Kx"3*% C3*sin(Kx*s)+G*I[y] "2*E*A*Kx"2* C4*cos (Kx*s) -
6*I[y]”2*I[z]*EA2*KxA3*_C8*cos(Kx*s)+2*G*I[y]*I[z]*E*A}KXAB*_C4*sin(Kx*
S) *s+3*G*I [y] *I[z]*E*A*Kx"3* C5*sin(Kx*s)*s"2+3*G*I(y]*I[z] *E*A*Kx"2* C
5*cos (Kx*s)*s) / (KX"3*G*I [y] *E*A*(I[y]l-I[z])): N

vg:=s->(-fby*A*G-
fby*E*KxA2*I[z]+G*A*Kx*mby+_C1*cos(Kx*s)*KxA4*G*E*A*I[z]+_C2*sin(Kx*s)*
KxA4*G*E*A*I[z]+_C3*sin(Kx*s)*s*KxA4*G*E*A*I[z]+_C4*sin(Kx*s)*sA2*KXA4*
G*E*A*I[Z]+_C5*SLH(KX*S)*SA3*KXA4*G*E*A*I[Z]+_C6*COS(KX*S)*S*KXAZ*G*E*A
*I[z]+_C7*COS(Kx*S)*SA2*KxA4*G*E*A*I[z]+_C8*COS(Kx*s)*SA3*KXA4*G*E*A*I{
z])/ (Kx"4*G*E*A*T [z]}) :

ug.=s-> -1/2% (fbx*s"2-2*% CL3*s*E*A-2+ CL4*E*A)/(E*A):

tetay:=s->(-G*IL[z] *A*fby+G*I[y] *A*fby+G*I (2] *A*mby*Kx~-G*I{y] *A*mby*Kx-
2*G*I[(z] "2*Kx"3*A*E* C7*s1n(Kx*s) *s+G*I(z] "2*KXx"2*A*E* CT7*cos (Kx*s) +G*I
y]*I(z) *A*E*Kx"2* CT%cos (Kx*s)+2*G*I[z]"2*Kx"3*A*E* C4*cos (Kx*s) *s+G*1I
(2] "2*Kx“2*A*E* C4*sin (Kx*s)+G*I[y]*I[z]*A*E*Kx"3* C6*s1in (Kx*s) -
G*I[y]*I[z] *A*E*Kx"3* C3%*cos (Kx*s)+3*G*I[y]*I[z]*A*E*Kx"3* C8%*sin (Kx*s)
¥S A 24G*I[y]*I (2] “A*E*Kx"2*% C4*sin (Kx*s)+3*G*I[z] "2*Kx 2*A*E* C5+*sin (Kx*
s)*s+6*G*I[§3*I[z]“2*E*KxA3* C5*cos (Kx*s) ~ -

G*I (2] "2*KxX"3¥A*E* C6*51n(Kx*s)+3*G*I[y]*If;]*A*E*KxAZ* C5*s1in (Kx*s) *s+
2%G*I[y]*I[z) *A*E*Kx"3* C7*%s1in (Kx*s)*s—
B*G*I[y]*I[Z]*A*E*KXA3*~C5*COS(KX*S)*SA§+6*I[Y]*I[Z]AZ*EA2*KXA3* C8*sin

(Kx*s) - B
2*G*xI [yl *I[z] *A*E*Kx"3* C4*cos(Kx*s) *s+G*I[z] "2*Kx"3*A*E* C3*cos (Kx*s) -
I*G*I{z] “2*Kx"3*A*E* CB*sin (Kx*s) *s"2+3*G*I[2]"2*Kx"2*A*E* C8*cos (Kx*s]
*S_.
6*G*Lly)*L{z] "2*E*Kx"3* CB*sin (Kx*s)+3*G*I[z]"2*Kx"3*A*E* C5*cos (Kx*s) *
SA2+3*G*ITy]*I[z]*A*E*KxA2* C8*cos(Kx*S)*s—“
6*I[y]*I[Z]A2*EA2*KXA3*_C5*COS(KX*S))/(é;I[Z]*E*A*KXAB*(I[Y]“I[Z]))Z

wg =s->(G*I[y]*I[2] *fbz*Kx"2-G*I[y] "2*fbz*Kx"2-
G*L[y]*L{z]*E*A*KXA4*_C7*sin(Kx*s)*SA2+I[y]A2*G*E*A*KxA4*_C8*sin(Kx*s)*
SA3+G*I[Y]*I[Z]*E*A*KXA4*_C5*COS(KX*S)*SA3—
G*I(y}*I[2z]*E*A*Kx"4* Cl*sin(Kx*s)+G*I[y]*I[z]*E*A*KxA4*_C3*cos(Kx*s)*S
+G*f}y]*I[Z]*E*A*KXA4*_C2*COS(KX*S)—
G*I[y]*I[z]*E*A*Kx"4* C8*sin(Kx*s)*s"3-
4“I[y]*Iiz]*E*A*KXA4*_C6*sin(Kx*s)*S+I[y]A2*G*E*A*Kx“4*ﬁc7*31n(Kx*s)*s'



2+G*I[y]*I[z]*E*A*KxA4* C4*cos(Kx*s)*sA2+I[y]AZ*G*E*A*KxA4* Cl*sin(Kx*s
)-I[y] "2*G*E*A*Kx"M4* C2*cos(Kx*s)—I(y]A2*G*E*A*KxA4* C3*cos(Kx*s)*s—
I[y]"2*G*E*A*Kx"4* Cd*cos (Kx*s) *s"2-
I[yl"2*G*E*A*Kx"4~* CS*cos(Kx*s)*s“3+I[y]A2*G*E*A*KxA4*_C6*sin(Kx*s)*s—
G*I[zf;A*mbz*Kx+G*I[z]*sz*A+G*I[y]*A*mbz*Kx—
G*I[y]l*fbz*A+G*I [y ] *I[z] *E*A*Kx"2* C7*sin(Kx*s)+3*G*I[y]*I[z]*E*A*Kx* C
5*sin (Kx*s) +3*G*I{y]*I[z]*E*A*Kx* CB8*cos (Kx*s)+3*G*I[y]"2*E*A*Kx"2* C8*
sin (Kx*s) *s+6*I (y]"2*I{z] *EN2*Kx"3~* CS*Sln(Kx*s)+G*I[y]AZ*E*A*Kx“Z* C7*
sin(Kx*s) -
3*G*I[Yy]"2*E*A*Kx"2* C5*%cos (Kx*s) *s+3*G*I [y] "2*E*A*Kx* C5*sin(Kx*s)+3*G
~*I[y]’*2*E*A*Kx* C8*cos (Kx*s) -

G*I[yl*I[z] *E*A*Kx"2* C4*cos(Kx*s)+3*G*I[y]*I[z]*E*A*KxAZ* C8*sin (Kx*s)
*s+6*G*I[y]"2*I[z] *EXKx"3* C5*Slﬂ(KX*S)+6*G*I[y]A2*I[Z]*E*KXA3* C8*cos (
Kx*s) ~
G*I[y]“2*E*A*Kx“2*_c4*cos(Kx*s)+6*I[y]A2*I[z]*EAZ*KxAB*_CS*cos(Kx*s)—
3*G*I[y]*I[z]*E*A*KXA2*_C5*cos(Kx*s)*s)/(KxA4*G*I[y]*E*A*(I[y]-I[z]))

tetax:zs—>1/4*(—s“2*mbw+4*_C9*s*E*I[w]+4*_C10*E*I[w])/(E*I(w]):
ppl:=s->1/2% (-s"2*mbw+2* Cl1*sS*E*I[w]+2* CL2*E*I(w])/(E*I[w]):

ul:=simplify (expand(ug(0))) :
vl:=simplify (expand(vg(0}))
wl:=simplify (expand(wg(0)))
theta(xl] :=simplify(expand(tetax (0)))
thetal[yl] :=simplify(expand(tetay (0))) .
theta({zl] :=simplify (expand(tetaz(0))) ;
psi{l]:=simplify (expand (ppi(0)))
u2:=simplify (expand(ug(L)))
vZ2:=simplify (expand(vg (L)) ),
w2:=simplify (expand (wg(L))) ;
theta[x2] :=simplify (expand(tetax(L)))
thetal[y2] :=simplify (expand(tetay(L)))
theta(z2] :=simplify (expand(tetaz (L)))
psif2] :=simplify (expand (ppi(L)))

# Homogeneisation solutions deplacements nodaux :

homo:={ Cl=0, C2=0, C3=0, C4=0, C5=0, Cé=0, C7=0, C8=Q, C9=0, C1l0=0, C1
B - T 120, c1220, C13=0, C14=0}:
dbl:zsugé(homo ul)
v01:=subs (homo,vl):
w01l :=subs (homo,wl) :
tetalOx1l:=subs (homo, theta[x1]) :
tetalyl:=subs (homo, thetalyl]) :
tetalzl:=subs (homo, theta[z1l]) :
psi0l:=subs (homo,psi[1l]) :
u02:=subs (homo,u?2) :
v02:=subs (homo,v2) :
w02 :=subs (homo,w2) :
tetalOx2:=subs (homo, theta[x2]) :
tetaly2:=subs (homo, theta[y2]) :



hom[1]
hom[2]:
hom 3]
hom [4]
hom [5]
hom (6]
hom{7] :
hom{8] :
hom (9]
hom({10]
hom[11]

hom([12]

hom{13]:

hom{14] :
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tetalz2:=subs (homo, theta[z2]) :
psi02:=subs (homo,psil2]) :
:={_Cl=1, C2=0, C3=0, C4=0, C5=0, C6=0, C7=0, C8=0, C9=0, C10=0,
C11=0, C12=0, C13=0, C14=0}: - B
={_Cl=0, C2=1, C3=0, C4=0, C5=0, Cé=0, C7=0, C8=0, C9=0, C10=0,
C11=0, C12=0, C13=0, C14=0}: a B
:={_C1=0, C2=0, C3=1, C4=0, C5=0, Cé=0, C7=0, C8=0, C9=0, C10=0,
C11=0, C12=0, C130, C14=0} - N B
:={_Cl=0,_C2=O,_C3=O,_C4=1,_C5=O,_C6 0, C7=0, C8=0, C89=0, C10=0,
C11=0, C12=0, C13=0, C14=0}: B -
:={ _C1=0, C2=0, C3=0, C4=0, C5=1, Cé=0, C7=0, C8=0, C9=0, Cl0=0,
C11=0, C12=0, C13=0, C14=0}:
:={ C1=0, C€2=0, C3=0, C4=0, C5=0, Cé=1, C7=0, C8=0, C9=0, Cl0=0,
a B C11=0, C12=0, C13=0, C14=0}):
={ C1=0, C2=0, €3=0, C4=0, C5=0, C6=0, C7=1, C8=0, C9=0, C10=0
B B C11=0, C12=0, C13=0, C14=0}:
={_C1=0, C2=0, C3=0, C4=0, C5=0, C6=0, C7=0, C8=1, C9=0, C10=0
a Cl11=0, C12=0, C13=0, C14=0}:
:={ C1=0, C2=0, C3=0, C4=0, C5=0, C6=0, C7=0, €C8=0, C9=1, C10=0,
B C11=0, C12=0, C13=0, C14=0}.
={ _C1=0, c2:o,_c3=of;c4:o,‘ 5=0, C6=0, C7=0., C8=C C9=0, C10=1
- B C11=0, Cl12=u, Cl13=0, Cl4=0}
1={ Cl=0, C2=0, C3=0, C4=0, C5=0, C6=0, C7=0, C8=0. C9=0, Ci0=C
B ~ Cll=1, C12=0, C13=0, C14=0}:
1={ Cl=0, C2=0, C3=0, C4=0, C5=0, C6=0, C7=0, C8=0, C9=0, C10=0
B C11=0, C12=1, C13=0, C14=0}:
={ Cl=0, C2=0, C3=0, C4=0, C5=0, C6=0, C7=0, C8=0, C9=0, C10=0,
B B _Cl1=0, C12=0, C13=1, C14=0}:
={ _Cl=0, C2=0, C3=0, C4=0, C5=0, C6=0, C7=0, C8=0, C9=0, C10=0C
B - C11=0, C12=0, C13=0, Cl4=1}:
B CM:=matrix(l4,614):
for 1 from 1 to 14
do
CM[1,1] :=factor(subs (homf{1],ul-ul0l)):
CM[2,1] :=factor {subs (hom({1] v1-v01l)} :
CM{3,1]  =factor {subs(hom{1] wl-w0l)):
CM[4,:] =factor (subs (hom{x1] thetalxl)-tetalxl))
CM([5,1] =factor{subs thom[1], 6 thetal{yl]-tetalyl)):
M[6,1] .=factor (subs (hom[1],6 theta[zl]-tetalzl) )
CM{7,1]:=factor(subs (hom[1] ,ps1{1l]-ps10l)):
CM([(8 1] =factor(subs (hom{i1] wu2-ud2)):
CM[9,1] :=factor(subs (hom[i1] ,v2-v02)) :
CM([10,1] :=factor(subs (hom{i] ,w2-w02)) :
CM[11l,1]:=factor(subs(hom[1],theta[x2]-tetalx2)):
CM[12 1]:=factor(subs(hom{1],6 theta{y2]-tetaly2);.
CM[13 1] :=factor(subs (hom[1], theta[z2]-tetalz2))
CM({14,1] =factor (subs{hom{1] ,ps1{2]-psi02)):



end do:

CM:=evalm(CM) ;

# Inversion de MC

MC:=evalm(CM”" (-1)) ;

# Construction de la matrice [B] :

> Oxx:=s->E*A*diff (ug(s),s) .
Qyy:=s->E*A*diff (vg(s) ,s)+ E*A*Kx*wg(s) + E*A*tetaz(s):
Qzz:=s->G*A*diff (vg(s) ,hs)- G*A*Kx*vg(s) - G*A*tetay(s):

Myy:=s->E*I[y] *Kx*tetaz(s) + E*I[y]*diff(tetay(s), h s):
Mzz:=s->-E*I[z]*Kx*tetay(s) + E*I[z]*diff (tetaz(s) . s):
Mww:=s-D>E*I [w]*diff (pp1(s),s):
Mxx:=s->2*G*I[p]*diff (tetax(s),s) - G*I{pl*diff(ppi(s),s):

Efforts nodaux :

Ox1l:=simplify (expand (Qxx(0))) .
Qvl:=simplify (expand (Qyy (0))) .
Qzl:=simplify (expand (Qzz(0))) .
Mx1l:=simplify (expand (Mxx{(0))) .
Myl :=simplify (expand (Myy (0))) ;
Mzl:=simplify(expand{(Mzz(0))) ;
Mwl:=simplify (expand (Mww(0))) ;
Qx2:=simplify (expand (Qxx(L))) ;
Qy2:=simplify (expand (Qyy(L))):
Qz2:=simplify (expand (Qzz(L))) :
Mx2:=simplify (expand (Mxx (L)) ) :
My2:=simplify (expand (Myy (L) )):
Mz2:=simplify(expand (Mzz (L))) :
Mw2:=simplify (expand (Mww (L)) ) :

Efforts nodaux homogénes :

Qx01:=subs (homo,Qx1) :
Qy01:=subs (homo,Qyl) :
Qz01:=subs (homo,Qz1) :
Mx01:=subs (homo, Mx1) :
My01l:=subs (homo 6 Myl) :
Mz01:=subs (homo,Mz1) :
MwO1l:=subs (homo, Mwl) :
Qx02:=subs (homo,Qx2) :
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Qy02:=subs (homo,Qy2) :
Qz02:=subs (homo,Qz2) :
Mx02:=subs (homo ,Mx2) :
My02:=subs (homo 6 My2) :
Mz02:=subs (homo ,Mz2) :
Mw02 :=subs (homo ,Mw2) :

# Construction matrice B :

BM:=matrix(14,14)

for 1 from 1 to 14

do

BM[1l,1] :=factor (subs (hom[i1],0x1-Qx01))

BM[2,1] :=factor (subs (hom[i1
BM([{3,1] :=factor (subs (hom{1
BM[4,1] :=factor (subs (hom{1
BM[5,1] :=factor (subs (hom[1
BM[6,1] . =factor (subs (hom[1
BM[7,1) :=factor (subs (hom[1

— e e e e e

,Qy1-Qy01)):
,0z1-Qz01) )
Mx1-Mx01)) :
,My1l-My01))
,Mz1-Mz201)) -
,Mwl-MwQO1))

BM[8,1] =factor (subs (hom{1],Qx2-Qx02)) :

BM[9,1] :=factor (subs (hom{i] ,Qy2-Qy02)) :
,Qz2~Qz02) ) :
,Mx2-Mx02)) .
My2-MyQ02)) :
Mz2-MzQ02)) :
 Mw2-Mw(02)) -

BM[10,1] :=factor (subs (hom[1i]
BM[1ll,1] :=factor (subs (hom (1]
BM[12,1] :=factor (subs (hom{1]

BM[{13,1) :=factor(subs (hom (1],

BM{14 .1} =factor(subs (hom{1]
end do:

# Inversion de BM :

MB:=evalm (BM) ;

# Matrice de Rigidité [ K

> KK :=evalm (BM&*MC)
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