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lous\.es Froare's Lumaa'n:,

sont nes  du Laﬂ- <:|u'a|t
cerfarnes Leums, cerkaing
hommes ont eu le Courage
de #enser autrement que

|QS aui’res

BAYET




Tntroduction

I_'[nfrocluc,h'on des methodes matricielles en mecanique des

materianx o totalement  bouleverse’ los procedes de  prevision
des contrarntes ot Ae's:or‘muhlohs‘ S bres par les struchures
c;mHﬂﬂs sous achion de Prccs s{vnh'clues 2+ fou clv.'namn'c]ues.
Cos nowvelles  methodes  convicunent  particulicrement

a i'&mHn' df ordinatewrs o grande vihesse <t elles "€|rf?.;enf'¢n|*,
\-,ou.r les \'ngém‘wﬂ conceptenrs des  shuchires , un ouhl dlune
valeur vasshimable .
Com';l’q, benu de qut vient d'dtre dib, il nast pas o
rrou.ue.r la neassite’ de munir V' Ecole Polytechnique de Thiegs
d'un pregqramme de caleul . Ce serm  sans doule un programme
simple mars g’ @ wuand meme  son rmportance  car vl
conshua un  debub dfun |un3, travarl de recherche Yu son
aspect  dynamrique- B offit, le projeb qur nows ast soumrs
consiste o .e,,cru‘re, bester 2  documanter wn Programme de
cal cul |'n}e’rach'€ dlanalyse watereell des struchuires en dowe
J.rmeuu'ons., wu an ubrlisant les  ale'mants daﬂr'cfuts de poutres .
Il sera relalysd Aous {—érw@ meduloure et chaqu.v o dule
st dowminte ot testd  rndrerducllement de {raf(on & conshrhuer ung
banque de progrmmmes  pour ublisabion fubure (extension o
trors drmansions , mbreduchon  d'2emaents F‘m‘; de woques b",a'a1uu)
Les vi/!"qa’mnfu modules  du programme  somb:

- Lechure ot impraron des downas dela struchure

Calatl des codfrorents das maberas de rgndite

%‘OLaIES Jdos wembrures 2 |'M‘:f¢$h'0n de s matrices

- Qq‘m‘ de |'ordr¢ J.u Srtlihkme ok cles cll'mﬂ_ngfo"; uu'-.,-un‘f
ij <t ()-‘l\\hu ﬁ




- Asmleaa, ek impranon de la mafru'\-t‘a.e’he’rﬂh
de la struckure .

— Cas de c,ho.r%gmenh

— Calal des Je’Flaumen’rs

—  Delrmination des efforks dans les membeures.

Nom du Procsmmme - EL-2b.




| C‘F]aPi’rrel : Le Frololéme
LECO'Q Polx.ll’tchn.'quc A:Thn'ei , I‘a”belo.“ |e) a -‘t:aur .Vomh.o“

de drspenser |}£hsu'c]mmm+ e de promouvar g recherche dans bus

S domaines AU‘QnHF%u ou S'cerar |'ashnited de l"'"ﬁel""wr'

Lo reherche de methodos dlaborcs de caloul des shruchures

s'imseert dans @ cadre ciunnd on Scul}.,..‘la defirmination des

contruintes o} JéFormah'ons cconshtue, sans nullh doukr ”e,‘akc

la blis importante  dans la conctption d'aun ousrags -

G Qui )fudd! cbee bt wrohlr wne rausen valable  du Arojef de

g‘u d' obudus 24 queshon | o saver I'daloration du brogramme EL- 2.

Outre Lo ][m,lv G EL. 1y wnvhfuy  un dobub powr ta redherche

daws e dowarne dos shruthures | e brogramme  pourra hre dfuy

apport rmmediat au dudiants . En offeb | EL 1y sladreswe a des

hudians our svenbuellavsat tos docharger o calouly foshdunc

oucquels Js ont Htg'ouom‘wn{ronh; auv  oours dos Hravawe prahgve

de Studucs, Bahon Aewd' st Qunstruchin Meballique

Nokors qui, bu sa vom}:'on,lp /f,ro%mmn.. he nexesivhe pas “Q"aLom';q\:\

de thiorves trop bowsees  car J se veud simple dlublisabion .

Vu lo nature du ,tro_\'d, d saver application stmple du calew mabnuyl

(Methods dts diplaumens) | vu  ause la capaute Hro limike do

(ewdy dr el b I'Bale, Veldmaut chasi st la poutre . Pour w
3 r

Mims rossons , awws hudiersns  seulement  les shruclyres |Janu

lu.”,usfqh‘quu (J‘!(I.fgg;‘ dans lawe plan .

Par adlleurs | Lo frogramms ne hent en omph que les deformabions

due @ leffort normal of au momant ffechisiant




Cha':i*re d: Mo:ﬂ'wcle de calcu\ matricrel

A— Sééném\\'h’s

Les Frmu'Pas de  base de la mithode matriaelle sont

fordds sur le concept diedatement  (iscrhrsation) des struchre
QDMHQ,“S en un warkun  mombre  Jdo (.bm[wSan"S cu1an1‘ chawn
das Larmh'rrsh‘aluq; stabiques b A--‘V\awn'c‘uu ex'brrme,e.s Sous
vme watrraelle . Les matrias oom‘:-q_\aw'l'tz,s wrl'ﬂslpohclan‘l’
auy d..ﬂajrenh Aemants  de la  ohrucbure /'bo.wzuf' armn e
considerdey  comme dos blocs d'ume  comstruchion quur) asiamble
sdon das fiales " ben J’l"a'v'!'u, f&f,r&;u«f’enﬂ' les caraderishrques
steuurales du  systime redl v On rediar dene un ,;rvl.lime
OOmanu Zn  une sa’rfe de +roUe‘m'a; L&Mwu_,:, .f,,h.; wm ples

La screhisabion de lo styucture +zrmp|4rn Une anah,n
‘,qr QW\H“" (J'-lqu.a.hohj alggLrlc'uu amulhneas
T_l est f*buh‘—r-. & woler s |’4n¢n&u J Jk#f'mnh'on de la
ohruthure  duserdhsee  Joyrn a,H,.—bcLar o wieux «lle de la
obrudhure relle (contrnue) |

L. Elnpes 5 swvee

Nous oU'sf-l'mams huat (8) -é}ur-cs & Swivre ‘1'>our +rakir

une strutture o 'arde de o withode .

aAa - D|'5gre'4-|‘$ah'on_c_lila s!-rud’urz

I saqt de subdivicer la strchlure 2n un arfung nmibee
XN Wi 1y s /
dleldments relids aux  nowds. s eddments rzkresmful* les
: '
carnde'tishgueg dmhqu(g du mihew rvddahise .
Exemlhh: Pour les struchurey 2n {er\m de cadres en deuwo
AA'W\lnsfom , oOn whhie des é’a'men"s umlch'mensronnals.

h. Chope des C""“""'“s de dé‘;‘aumen+

Pouf C,l'\ac,u.g Ua’men"’, on choisit |9.s ulecarc_’s de Il'Lerl'a’ a';rro]:rn‘a;




\

c- Calel des deformatjons_ab_contraintes
T s {,aﬂ' par d.‘H.e'unuah'on & |>arh‘r des doplacements

d - Mabrice de rigidrte’ de 'element
Clot l'ehape la Pl rmparkante 2k la plus diffrafe oF enore
la Hus cn‘h‘que. Pour sa construchen , on ublse pluneurs
methodes dmt wlle de Qash‘alu'aho

2 - Assemblage des aléments
Les matrias des du'H-z,xcnb o:'elmml'; de la struchure st

cukw\“n’u -‘Fvur u‘:u une wmatrre a,q'no:rah . l_' a.wzvn“aal

{ LN fy
.le' QO.V. Aar le {»«f C'.u'q‘ Q,‘wac',wz neeudy on da,s :Ll&menﬁ
3ent N.dl'%'d, P valawr  du Je’l»,auvund b la weowmae /taour bos fes

\
njﬂ'w\au"; a U noaud.

¥- Soluhon des Q/qual'\'on) s\'mu“ungé‘

e )rw} oe ,Féli(o Tar JH.uh'wrs moHodes  dmt clle
de Qltolesltg . Il {:a.u} moler G la  watrice de rl‘ﬂr\'ch‘f‘e’
n&i‘ 3&no:ra|aman|’ S’qma’.f’n'ﬁun v g Lamui .

9 - Calews s 'a_HQ’IMc whau'res
Lo solubon des Qquah'ohs now dewue les  de'placements qu’
Servinul & .x:mlunr las cle‘,Foth'on; et contraumhes

h o Inhrlbrel,iuh‘on des re./su|hk ’
(pour 1" iw ‘m'wr, Jd s'aaélv ul'eimfuu dluns Waniere debaaflef

lea r;JuH-ab d' ordinatewrs a(\'h de juggr du Jeam' do Frﬁl.u.sibh

) Fdf Cohn'oluan+ de |a .{:\'aLu"t‘h&’ de son modele.

| 3- Carach'rishques de ltlewent poutre
Un eleweut zFou,h’Q d'une  strudrure ,,Hau ,""-”xrj"-\'hi:’up
&t una harre drevte de |onca,umr L, de wodude d’ellcuhuh'g,
de sechon hransvarsale A5 Jde weomeent dlymerhe I .




-’Qs«d-es les Lrarres de la  stuuture  Sont shuce dawus

Un vvu?mu 1>|an (Olﬂ) Clno«c'ue ')arre esh Qa"a.de'rl-;g; ’x“

Une  origine h o une meLrn’w\rH'_" ( heg) 2} ol orventel
>

clqn; |.e Sens L\J

Rur CLc«C'ue Lq_rr,l de S"r'ud:tn., on dhwit un
sﬂsf‘imn dlaxes  locaux (L) e’ o b oldment 2} on a:kx“(l-
sa watmo de rigditd leale [k] . ©n Yrans fo rims

.e'hSuu'h calle. o /‘}ar une woetrra de rolahion L)\] de manize
& lloxl:,r'.'mw )?ar m'rrmrf g un Sq..lsf'fm.c 6[054‘;{ CG_) |n'Ll a
|a S"’W'J'u"ﬁ; ohn OL?‘\‘enf alors la watriu %foLale Ek] J{

V' 2l¢ mewt.

@h t -J.E.; ,ors @oh5+rw'rz ,a ma"rl'c.e el(; m‘a—\‘da'h'
gﬂr’héfa,n [Gl clp \a st rudhere zl:ar a,s;eml,fa?, .ieb_' c!u#lm«t
pnatuon U:], ‘calwler |3 Thiouuugs u'hp’m_ahquu (‘Lifnfauwgwl:)
_g/[- 'g,) a,H«;r"s cLa.u., ’0 S«.,&h‘[nuc('a-cg %(o'_-,q_w( Pour Fou‘b'ﬁr
1',-mr|,.éhm dus resalbak (CThablisewed do diagrams ds
awﬂh mamune , trenchaubs o Mro uanhs pnfcl\rs>anb)

coux o Gt ,‘;ufm) en  axes locawc.
S chant wne Convenhon unigus de e /’@W
bruty  as céraudu,u; Ao 41”»«! Faru g d@ll'g[aumeu,', |
A-A”h'wb‘on a_une struchur F%@q%g&__
L“L.__Lg}a’u_ »
ki

Par w stuchine on rinh atreve s Ps
| reprosnk ns ohar(*v_u ver zf.qr, B- Py

Fe

[_.u Je’,'auwauh wodawc Semb  Ax A-.', 6 oF les {:gru;' nodales aSiotrie,
F‘ls F‘{;Wz .

[ﬂl ‘J'M?S Clafs;ani’ £2h +"°~V’?2 Sont f('mHtu.:r.s ,>CL( des ]Cor(z.s “Ocla{-t,_g




S‘f’a‘-\'quomm" -equfvalul'u de sorte que la barce n'est ’:lus
So“u'u‘h,c qu'a' se  octrdmibe
E,cam'Jt: B ere w,.por'-unl' Une cLar? um":ormimcn"

F 4
feparhe

wl' wlt
Ty [
ST w (Y A
) P
' wl
I —L- L
S\{ trme reel _Sc.'sfimq shhquomenfa:iw(glenf‘

Les {...w.; nodales yntervoures A\G} sont  rehes  au Jiblaummh
nodaux rnterrewrs: %q} par la matrice de righdih’ cnch:-n'sanf
la barre chidice . &m re'.u:su-l-anl— ros pechvrmant  les vedhuees
des F’"" nodales; ot des cl.v‘placch«mh nwod aux |'uh'r|;q_grs en b

};qr: -
{Qk\ = %Fx.t. ’ E.!,t. ! M.’a,hk

T
S %Al,h > By s 91.3

L
=0
Nt
!

.d' d' une waniere ana‘a&u: an J., on ',wf‘ J;-f—"l‘r( -1>our cl\nc'w
Laﬂ'l N an  verky d. la nlql'u-;. gom_ J;F'nuw.“f— %Q}: [k]{q}

Qh - [kl 1
B 2 9

lq vrad )Fro“g‘u“ dowe  Cowistere o comstruier lo makrio do Rgdte’

Jl C,Laq\l! LEH’Q .




CL\aFi’rceB: E‘éme'\"s chorsis o Charjemenh
A- hsscriphion

1 ’ LA
I o ebe recemses 4 h”;u elements , @ Saver

T&“u i: Barre by. encastree

f v

h J

]:”M 1 . Bd e '>|'- ro*‘u‘t,ﬂ
o O
h J

qu,.s . Barre arh‘wla'c en h ab encasteee on J'
0 v
h J'

Tﬂw‘( : Baere  enlasheet 2n h ot ackeuler en )
4 -0

h J
Qe sont Lo e ~’9_|9‘w«mf's "1[,- s 'on retrowve dans les

opa"un;, f‘rei"lk ar'h'w.h.’;,gl‘... alw wns"\'l‘\un*’ LZn 9';"""', ’-2}

Shuckures 1-'0'"‘0 Lﬂprsml'qw,s ch?'., daws  our +,m"

i- Mahl'cq de ﬂ-s{dl"‘c' cl'uh &’IﬂlmnnF ’nh  axXes loc_q!!I
2 - . S'zg:gg‘ru!f"g'

[
A}.ru avar  dvscrehde’ la struchure re'eﬁg, i s'aﬁ-ﬂ' marubinant da

dobirmine oy  mabrvas  do rigidrbes de  Sa 2liments.
La Jdobrminabon de e weakric «,wf Ss ]fain o l'oands do }s‘-ua\'wu
e Ho des bovwi lisqualle on peut abe

. Mitade do Cashiglians

. Soluhon d'!'al\lah‘ons J:'Hn'nu'ﬁ'lﬂ"u




. Lnversion de la relabon Fom- Jo'l:.la.umul-.
dans le cadra de ce brayet, les  calouls  seront 'F"'}S a 'acde
de la Metiode camlalu'cluu de Gas'k‘ah‘cmo, “f""”"l“"a‘h"r
la Hus .Fam’h'ﬂa +our Py J’-QduoouP uWbilisse dans o
Qadre dis cours de  struchures .
NwAn s Grut la mabrre de Ny diteY en verh du ‘uur:m, d.
Bl o5t ﬂm:’f‘b‘qug.
2-b Materas [k’ des CL!'-H;“’J\B f‘\"-u delemen fy
Note; Now nous bornerons o ex hoser les  caleuls —’»au.r la abrrmi-
nabon de o watuu [K'] L hpd , ear cwt & la bam,

ossatiure [a )H.w an'nolrah.
e Yl

A4 —2 E,LAL

R )F" Ny

L e

— ba,‘»lauum.d' unthure de Av=1, bas au}mvﬂ:'ﬂu*ﬂs

W, e’nana.a de cle'{ormakom.




Y B
=1
Fr
COMPRE3S 0N GA
3¢
A‘\'\'t
Ry [HR)
f‘._l'z L 1
1] 3
AL L A
€l e
,J;“_)_z _El'_xl =p k= l(“: CA
dF €4 L
3 KLt
du JBUL RU L RLLR L (4
d¥F, ¥el e 3 T
W Ry, RLU RL Lk 24)
dps = w - F - 9 =b z + 3 =9 (— A
Ao (4) , awus trouvons Que F= - E.‘..!'.' . Rowplace,
z
1% har sa valauc daws ({} of ona-:
F;L.. '_::‘_L = < ogqu’ ne I;eul" Eire vma’
c‘us |1 Cas eu th:, . Don¢ F5=°

Lﬂ}rbu-iuu ot cl-e:sorn-.q.n 1soshtigus 2k onn [;u.d""rvuo-l-r F4|F,,l§;

Grom aux r'quahons d'nfqm'l-‘bre -




hnc :

:F = © =P F.-}- F4 =0
tMG):o =P F€=
tﬁ' co =D FS = ©
A
Fl = \’-I|= T:'
FL = t"2.\ - °
K= “u =7
Fas by - ER
FS'.‘.'. h-s-‘ -v
— daplaument unthmice dg A"‘I
dw _ |

it

ComMPRESIDN

, -

] m

gl




Yo 3
A’\'rc <
ey fCFRy)
RL 2L A
e >
L e |
a
JW_ FlL-, - © =P F
dF, =& "
dw o RURL (i)
dE, = el
) Y
dw o RU L ARL L
Qu:s = &l
be () R - RU
T
. F.L? F LS 4 E)
W) - 2L BU F(i-4): EL
3 ae\ = R 4) L3
lz
=b Fz_: “-2.1: —C.T
E s o \tetxl - - S8
23 Lt

L; cwsr e Ff'DLlrmt est d;&ofh\ms

f

T.Ft =9 =p F4:o
251'-'0 =) E—:-—‘_LE.
L3
L = Yy = -—i..el
Wy=e = = -go

3o hmtigue aoF ey

2quabions o\‘a'qw‘h‘lro SuH-s‘.\enl’ pour rescudre B,k R




- be}lwmnni' unt'fours de S,

w_,

dF,

dW. - ‘.l.\_u- °
df 4R

dw

— w =0

&g i

dw C;LS -0 (r*’

w o RLRL_ ()
dF, el
be (4) nous olaodua'sons Aus F%‘: _ RL
3
t 1
@) =»> L& _ 2z Rl =1
e 3 =
%,- 4 _ el -
=h FLL _E_') —C:': = Fro= — G_C_:_
on & alor> Fa’ - 45‘,
.

e ‘;ﬂ:“iuu ost  alors 1sostabique of  ublisant les equabony
A'.n‘qu.l'll'l;rﬂ , on trowve -

c —
Lfezo =d B0 ZF‘{:O = b= °E . 2."11_:0 » F . 28

) - T
N'3: on ﬂ’ro”'é"“""' de lo wine  manren pour les Jn’Hauhm’S

o ’
"\prod\u'l's -] |‘a.u,h'o EK{"\'QWU{'Q' . D wn +r'pu\lp qlor; > Souwy erwu

wateraelle -
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En suivant la méwme procadure que powr \e |'L”:cl ,'o\\ obhent;
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3_ Determinahon de la matrmice de rolahon [)\]
Pour la datirminahon de LAl on Fa.rl- d'un 2xemple

Sl"mHQ d'une {:orf_e F

Y
Iy

X,Y sont les coordonnees on axes %lobcuu (@)
L,4 sont les coordonnces en axes locaux (L)
X : anah entre axes locaux oF axes globaux
Les cosinus direcrenrs de x  en relahon avec X ot Y sont cosy
b cos (Qo-K) = wnd
Par i‘ramermql-,‘on +n‘g,onom€|-n‘c]ug , on vt que:
R = F cosx + Fywny
Fy = —F wax + Fy cosw
jar Sous {-ormn matricelle :

F cos sy Fx
= %
_san i cos ¥ F
Fy v

{R} = DIxFe} = {Rel=[N™«{R]




Lnversons [_)f_\
Le J;,krmfnqnf A= cos? 4 st =1\

(—l)"oosx -3 simat CoS ¥ -5any

-\
[)\} = -;-:- =

L-n’ (- sy (C2))] 4 cos LY wsi
On twohsfate qut L)\]-‘ = I-_).]t ; [)\] at dike mabrra oarrt.,c
Or‘Hw%onah

. Debirminons maintenant ] pour un elément & edearédell‘kerh'

Membrure_dany (L) \/? Membrure dans (G)
\J R | TA;L |
\“‘5‘/\{ T"/?% o,
Ve,

»> i
[S3 r)a———bf -3 7

» X

En sa basant sur I'Q’fcmlble Pre’ce.,clanf' oh a:
!
Ay, = A;' Cos ¥ + 43‘ sn All Cosl #Mnd o A'tl
R ! - . '
- — A’l'.ﬂnd XY A-"I Cos¥ = AHI T | =%nad cosd o |x 45|

e: Gl o] o \ ofl

on a {A,L} = {;l]x{%}
{Au-k: D'-]"%Atc} car

A1) [eosk snd 07 14

£

o,

L

- . 1
A‘h, = |-Hnd o5k o |x Aﬂ;

% 0 o Al |6}




En Su!wr‘;oSqnf on obhent:

(4, ) (Csk sl © o o o a1, |
Ag' i wik © ¢ o o A'g'
9. l 0 © " o Y o % 9'

= X ! ?

<A‘1 o ° © A #nd o A'r,
by, 0 o o _um WKk o Ay,

'91-4 \ © ° 0 o o 4/) \ 0% )

Oﬂ a donc, 3 |>our un O,iQIMEI\" a S clearc:\ c‘q ll'Lerh'
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CL\«P{he 4: Matrice Generale ' e

/l'-lmporbnce de la numerotabon des netwds dans la

. (4 r
condtruchon de la matrrce %&ncmh

La matrice de rigrdihe’ de la struckure ot lo contribution imdiurduslle
de fous les elements far rapport & une Rumers ko globale .
W ya due fgpes de mumerohahion - |
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Aprs a calal, on inidte chaque ligne de la mabmia do ngidih’
ca‘olml: K de l'dlement dans la matru G sams fenir o m pte
b foit quiun ddI sk blogue' eu men.  Au miveaw dlun om d
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2- Mise 2n  mdmorre

l—a machine  dout eon dis pose adusllement & l'EPT
(1BM s100) shvcke les materas |l‘«an¢ par 'ﬂane , mas d'ung
waners  |rwsairs clat & dirs sur une  Seule runae;
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