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La nature des frotteurs est indiquée sur la figure. Les particules abrasives
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Flg. 44, — Evolution du volume d'vsure en fonctlon du dismbtre
moyen des particules abrasives [d'eprés 1. b. 108].
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Remarquons, d'autrc part, que si l'on donne une valcur initiale

dc °t31 ct la condition (a ) , la combinaison des équations 1I,1.1, et

II.1.2, dans lesquelles on fait i1 = 1 permect de détcf&nin(:r C. et O 2"

2

Par récurrence on détermine cnsuite, au moyen des équations
II,1,1, et II, 1.2, dans lesquclles on fait successivement 1 = 2, n -1

toutes les tensions réduites céi (1i=3 ...n) etles angles
. i =3 ,.. n),
0|, ( )

Puis les équations II, 1,3, et II,1,4, permettent de calculer
la tension réduite %G et l'angle l'f) :

On pourra donc exprimer T; et'to en fonction de Tg 1
C-T(T,)  €- €T

et on déduira que © el lf sont 1iés par une relation de lu {orme :

T-R ()

Mais les équations I1.1,5, & II,1,7. imposent 3 relations
entre les quatre inconnues 5,P,e,d.. On déduit par élirninztion d¢ e

1

et d qu'il existe aussi une'relation cntre T et € de la forme :
' 1)
G- R , 1 )

" La r_ésolution de 1'équation T{O ( "€ ) = % ( f‘ ) donne le

” 1 2
résultat,




- 18 -

2.2, - Formulation des ¢guations des petits mouvements au voisinage de
la position d'Aquilibre.

Le préscnt paragraphe est décomposé en six sous
paragraphes : ' .

~ On montre d'ahord qu'il existe’'un Syst¥me de parametres adapté au
probléme ;

- On étudie ensviie les forces extérieures appliquées A la chaine
puis i la bouée ;

- On écrit les £guations des petits mouvements ;

- On examine 1'in{fluence d'une variation harmonique de faible amplitude
du niveau de la mer ;

- On.calcule les expressions des suppléments de tension pendant
le mouvement,

2,2,1,- Choix des parametres

On va d'abord former les expressions$ linéarisées des
accroissements :

m
1

5 82:—6&0
% - X

DE‘: ‘Y.ﬂ-- y&o‘

e

-



gi.'g 0 ﬁ pA ) S 2
% j=1 eeE J(‘:luco5 jo ¥ J%l o 650 EJ
% A& 2 ’
YE' = Z 'QSiﬂ Gj = > Bsin 3 + E'Pcos e E
j=1 j=1 j=1 J
d'ot
&
2 .35 Qan B & (11 2.11)
& j:]_ Jo J

£
g~ %: P cos ejo €. (I12.12)

La résolution de ces équations ol E '3 est inconnu dcnne :

(za2vis) Egrprsgr (Dg- Dpy) -
o

1

-Esin :Qz ' (g»%!-%ﬁ-l )
©

On en déduit les relations :

%-& ) g&-l - t}ge_&a (Dgp = Dp.1)

(I1.2.1.3.) #’16{1, 2 ..., n}

Le point A  étant fixe on a g = 9 = o , = Per suite
) ; _ ) o
en faisant la somme des & premieres équations (112.1 3 ),
‘ 2.1 . ,
: = - t e + t Q . - t e N
%-& & &o ’7& jgl (t (j +1)o & .JO) 93

Modifiant légerement les notations du paragraphe 2.1,1,

~

posons a présent :
— 1“
J tge(j+1)ot- tgejo

A

(i 2111, 4) |
A = - P —
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Ao

X_& = Z __L'l. avcce ,[I'. 6{,..., n}
j=1 4]
nl+l = W YGO

Nous écrirons alors

(11.2.1.6) Of\ = Afl
(11.2.1,7) E&: Ay,
‘-

(<

(1I.2.1. 8)

(X ' X?z-1)

(tg O (i), Xo_, = e 6&0 x&)

1 .
E&— Teos B By Aﬁﬂ)\ﬁz- (A&_1+A&) Xo o ¥ Aﬁ X,

Si nous posons encore :

8n+1

(11.2.1,9)

ct si nous considérons les vecteurs A

A

= A '
1005('0 n+l Xn+1

L3
(n+1) dimensions E et 3

de composantes respectives ai et X. avec ié{l y eee.s n+1}
[ . i

Nous pouvons écrire :

(11,2.1,10)

E - j— €08t AT A

Expression dans laquelle PN désigne la matrice d'ordre (n + 1) suivante :

b

.

A (A + A ) A ‘
1 12 2
\ \ N
U N ()
N \\ \\\
AN \\ N
N\ N\ Ah-'!
AN AN
\
N (erea) o
N .
N\ '
() RPAY
'An{-‘f
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désigne la matrice d'ordre (n+1)

Cot O,
~
~N
-
~

(&75) = \

“~
s 6,
Ces

& est une matrice triangulaire supérieurc i trois bandes.,

(COS)

est unc matrice diagonale,

Les nouvcaux parametres définis par le vecteur X sont les para-
metres les mieux adaptés a notre probleéme,

Propriétés de la matrice A

Les propriétés suivantes serviront nar la suite

4 0
1 0
1 , 9
(1) Oona: & i = !
B
| an
1 ._4\41

En effet :

bi - (_Ai t -‘31_+z') L P

4o, 9

‘t‘a'e.no -1
0 v

En effet :

|

tg B, -(B;+D,,)6

(i"l-“l)o

+ A

441

t‘g Q(;”-)o: ©




_2% .

ai

N -
A
E‘"Q’-o
(3) Introduisons le "vecteur' @ | _ ::m.
W0y,
g 0
. cqzﬁ,,o :
‘ on a: (ﬁ: = ‘
o -—4
B tgg‘.'-.o‘!
—~ -
) '\'\vmo— A“_mm
(Lu'o,qo CO"'-eln.o
A A
En effet :
—_— —_—p
"o ey (A ) '
AL — —0 .+ A
cos ¢J; - cos . t ti1
: O-LO ) g(tfi)o
— .
: n (4.+2)
o .
. = 0
+(Awi) Cos .
(¢+2),

2,2.2,- Chaine - Linéarisation des forces de tratnée :

La vitesse intervenant dans l'expression de la force de' trainée
est la vitesse relative du courant par rapport 3 un élément de chafne,

._‘ 3 l [
Soit v, la vilesse moyenne du. maillon A, 1 A . La
i i=- i
force de trainée moyenne sur ce maillon est : '

,-;‘) .

D=k (V -V, i) F(0.)
1 1

1 .
, dAA A A o i - D io1 0 dEr
- 1 o i-ly _ o i
vi =7 (T T ) f(jz~1 -dt +J-—1 at



- = -1 ]

v ‘i = -%_ { }: 2 sin @ 8’. + sin & | & )

1, , J J 1 1
j o= 1 o °

L'expression linéariséc de F. (e ) cst donc ¢
F(0)=T(8,)+&F (6,) avec
F'(6) = (F(€) - (B)E+(F{6)+g'(8)) n

—
Liexpression linéarisée de D, est de son cbté :

D, = RVELF(8,)+kVELF (6,)E;
— S .
A F(eeo)(ﬁ-’, 25in0, £ +sin6 E))

Nous utiliserons les notations matricielles suivantes :

*r’(et’) F’(g,,\,) 4y f\h,
- N e o N~
F= . |Fx . Er g
@ . © 0 N
F (e-no) F’(eﬂe) M eil\.c
0 0 g b
4'_' t 4 :)'T‘- =+ +
T : 2

~4 A | o
= |-

.. - Nous avons alors :

= A VEL FI + VoL F'€ + 2 V2 Fd  (sin) €' we.z.n)
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2.2,3.- Bouée -~ Linéarisation des forces extéricures et calcul

des monients -

1) Mouvement dec la boude -

A partir de la position d'équilibre, le déplacement de tout point de
la bouéc cst déterminé lorsque 1'on connait :

—
le déplacement du point A & i+ I’7
n n n

—_—
- la rotation d'angle (1) autour du point A.n.(notée w ).

L'expression linéarisée du déplacement MM' d'un point M

q'uelconque cst

—_— v —F —_— — —

MM’ =é‘_"n i+ i+ WAA M

En particulicr, l'expression linéariséc du déplacement du point I
projection de A  sur l'axe e iz bouéce est :
: n

. — — —
¢ L . - .
11 _gn i+ 0. +0d)

2) Force de poussée -

"A 1'équilibre, la résultante des pressions exercées par l'eau de
mer sur la bouée est une force

—>
PV o j
appliquée au centre dc carene,

Pour déterminer 'expression lmearlsee du.moment de la force
Jde poussée appliquée 3 la boude dars unec p051t10n voisine de la position
d'équilibre, nous étudierons successivement la variation du volume de
carénc et le déplacement du centre de caréne, La variation du volume de
carene donne l'expression linéarisée de la poussée dans le déplacement du
centre de cai‘éne. ' :

On en dedult l'expre cion linéarisée du moment de la poussée,

f

_Variation du volume de caréne -

Soit A vV la variaticn du volume de carene,
o

On a alors la proposition suivante



Danﬁ;
est O

la bou

le tral
plan

Soit 1

_Av

une rotation (WJ autour du point I, 1'expression linédarisée de AV
o

N \
A P:a-'ll.'—h—-——, — 1B
A 7‘?’5 3 B’
w
I
Figure 5

&c rcstant fixe, 1'effet sur V  d'une rotation - (1) du plan d'eau dont
0

cé sur lec plandela figurc5estA B, ‘Soit alors A' B' la trace sur le
e figure du nouveau plan de flottaison,

A" B' une paralleled A B,

V' le volume de carenc défini par A" B', l'expression linéarisée de
o _
est ;
5
Av = v 4 5w vy
0 0 2 0
L'expression linéarisée de V; - Vo est, d'autre part :

v, - v:? =-S_%_”“_’ (*)

ce qui démontre la proposition,

(*) B

et mB = P2 - 1ptg L

B'" = mBtgw >

L'cxp

tiession linéarisée de B B' est :
i

|
| BB‘:%’_UU
| |

Pour déterminer 'expression de AV il revient au m&me d'étudier,
o
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Il est clair, d'autre part :

- qu'unc translation horizontale de la bouée est sans effel sur le
volumece de caréne,

- qu'unc translalion verticale de la bouée de valeur Dn + W d

diminue la poussée de s ( N+ wd }.
n
En définitive, l'expression lin¢arisée de la poussée cst :

Pog VO- 5 (l7n +wd)

Déplacement du centre de caréne -

e

Il s'agit dc déterminer, par rapport au point An , le moment d'une

force verticale (poussée), Il suffit donc de déterminer le déplacement hori-
zontal du centre de caréne lors d'un déplacement de la bouée, Seule la
rotation de la bouée autour du point An modifie l'abscisse du centre de
careéne,

Soit donc une rotation () autour du point An . La figure précé-

dente permet de déterminer la distance du nouveau centre de caréne par
rapport 2 l'axe de la bouée dans sa nouvelle position,
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Loe centre de gravité du volurne délimité par les plans du tracé

A'' B' et A" B' est A la distance - & de l'axe dc la bouée,

Lic nouveau centre de caréne cst donc & une distance de l'axe de
la bouée dont l'ecxpression linéarisée est :

v . S5 %rw s 4$%
C 8 Vo 16 Vo

t J s . : . s . -
L'cxpressicen linéarisée de 1a nouvclle abscisse du centre de carene dans le
— —

repecre A i, j estdonc :

s $?

16 v

-

W- v w
. C
(o]

Moment de la poussé« par rapport & A

n

L'expression dec ce momernt est :

J‘{; N:fg[ Vo-s (g U.Jd)Jl:d-u)Slg)—z - ch)]

-

o
Soit :

_ 2
I —sd2+(b 5

) 16

le moment d'inertie géoméririque de la flottaison & 1'équilibre par rapport

4 un axe perpendiculaire au plan de 1'équilibre situé dans le plan de flot-
taison et situé i la distance d de l'axe de la bouée,

"L'expression linéarisée du moment de la poussée est :

_M,L ]T:.Pg[vod-s'd n_-w( vV, Y +Ig )]

3) Force de trainée -

On ne dispose pas de théorie satisfaisante permettant de donner
une e:u:pression de la trainée s'exerc¢ant sur un flotteur animé d'un’ mouve-
ment donné particllement immergé dans un fluide incompressible,

' On ne dispose pas davantage de résultats d'expériences suppléant
L

a l‘abls;encc de la théoric.
|
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2 i
€ La formule habituclle des hydrauliciens F = K S V 1 d'apres
’l.xquc.llc on déterminc a 1'équilibre la force de trainée du courant sur la cogue
de la bouée, n'cst valable que dans l'hypothtse d'une bouée immobile placée
dans un courant de vitesse uniforme i l'infini, ou encorc dans celle d'unc bouée
remorquée i vitesse uniforme dans un fluide restant au repos & l'infini,

. Il n'est donc pas possible, a priori, de détermincr la force de trainée
qui s'exerce sur la bouée dans un mouvement voisin de la position d'équilibre
en admettant gque 'expression alialytiquc de la trainée ect valable dans ces
nouvelles circonstances,

¢ Cette difficulté est aggravée par deux faits :

- d'une part au voisinage de la position d'équilibre, l'expression dc la
force de tralnée n'admet pas nécessairement de développement en série de
Tavylor, '

- d'autre part les tests d'application de la méthode conduisent
dans certains cas a des résultats en désaccord avec l'expérience,

Nous avons donc pris le parti d'établir 1'expression linéarisée du
moement de la force de tralnée dans des hypothéses extr@mement simplifiées,

Nous avons d'abord supposé que la bouée regoit les meémes efforts
de trainée qu'une plagque planc dont le plan reste perpendiculaire au plan de
la figure qui contient 1'axe de révolution.de la bouée,

Puis nous avons étudié les consequences des deux hypotheses sup-
plcmentan es suivantes (exclus.wes l'une de l'autre)

Hypothése (a) ) ’

Au cours du mouvement l'expression de la forcc de trainée est :

F'=1<sv2

S est la surface du maitre-couple dans la position voisine de la position
d'équilibre,

—

2 . .
V' étant la valeur moyenne de la vitesse relative du courant par rapport aux
éléments de la plaque. ' '

HXEoth‘es (b)

- Au cours du mouvement 1 expressmn de la force de tralnée est la méme

qu'a 1'equ1llbre : - 2
F = KS V °

. On étudie ci-apres les variations de S et de V,

Variations de 5 -

.
r
. T . . N

—
La translation g i est sans effet sur 5.
- n

. —_ )
l.a translation 9 nj fait varier S de - @l? N
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On admet que la rotation (2 est sans cifet,

lation de V -

d'un

—
i

La translation }:)n fait varier la vitessc moyenne V de

—_—
La translation Dn i est sans effet sur V ,

Etudions 1'effet de la rotation () dec vitesse angulaire
d . . N . .
= Ttuj Soit y l'ordonnéc par rapport a l'horizontale du point An ,
point quelconque Q de la plague a laquclle la bouée est assimilée,

——
La composante horizontale de la vitesse de Q est - W'y j et

la composante horizontale de la vitesse relative du courant par rapport

ace

point est donc :
V + W' vy
On admet que la force de trainée a pour expréssion
? 2
K (V - §n+w' y) ds
S

ct que le moment de la force de trainée par rapport au point An est :

Le p

Lc s

' . b . 2
-K[ (v-§n +Ww' y) y ds
“S
L'expression linéarisée de cette expression est :

’ B
. " 2 >
KV?[ y.dS-—ZV_Kw'f y ds+2KV;nfyds
S S S

o

remier terme est égal a :

e 2':'. ) 5 :
_.va de +f de --FTV--SyDO-ti)lr/nyo
S

So

o-S

cc‘lond cest égal A :
|

|
|
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-2 K w! J

cn posant

L'expression linéarisée du moment des foréces de tratnée est
ainsi (hypothteze (a)) :

-

2 Dxu.éyo o?
- "-‘ - —_— ,_’ + r
(II,2.3,1.)- KSV (yD S )= 2KV W J+2KVS 3D0 ;n

o}

Dans I'hypothese (b) , l'expression linéarisée du moment de la
force de trainée par rapport au point d'attache est simplement

2 $
1I12,3.2, - KSV i - =
( ) = ( yDO On s Yo )
4) Poids -
Au cours du mouvement l'expression linéarisée de l'abscisse

du centre de gravité dans le repere A x, A 'y est;:
A n n

d’ - CLij

Le moment du poids est donc :

———a

1t ‘
P = - Mg (d- LUyG)

(11.2.3.3.)_ .}LAn
. 2,
avec Mg = (’0' Vog- KSV tg 'f)

Y : . - A
5) Forces d'inerties d'entralnement:

Le torseur des forces d'inertie d'entrainement e¢st équivalent
a une force unique :

v T ’F_'M(" —.f+ v T
L= - §n1 n, i)

1

appliquée au centre de gravité dec la bouée,

L¢ moment résultant en A de cec torseur est donc
n
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ce qu

M

mées
le th

(para

Iw

Lﬁtzn? = .Md (E:” tg eG "p”n)

idapres (1I.2,1,6.) et (I1.2,1,7.) s'écrit :

n

F, = MdAn [(xg_l - (1 +tg Gn tg GG)

2.2.4,- Equations de la dynamique

On montre dans le présent sous parag1aphe comment sont for-
les n + 1 équations du systeme,

Une premiegre équation est obtenue en appliquant 2 la bouée seule
éoreme du moment cinétique (paragraphe A},

On etabht ensuite n equatlons supplémentaires 1ndependante.>
graphe B),

On donne cnsuite l'exprcssmn matr1c1c11e des n + 1 équations
1es (paragraphe C), !

1
i

A) Application & la bouée seule du théortme du moment cinétique
par rapport au point] A

L'éguation du moment clinétique par rapport au point An s'écrit :

I " =J’LL]I+J~{L F +‘f*{, 2 +J{.; F,

|
n .

On obtient, en utilisant les relations précédemment écrites :

- Md-4A [X:_ -(1+tg 6 tg\ 0.) x"J = -pg S_d[ 5.

V(Yc' ]
sd yG

+.J YG

> . i‘ K 1 J '
+ KV e-yo.On-ZKSV'QYDO sin Qj Ej+sm(?—s > 5n+1

=1 | ' ' YD,

2
| -KSvV tg(?wy
] G
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Pour lJa commodité des calculs ultéricurs, on pose :

n+l n-1

4.1, = 5 - - AL+ xXn
(11,2, ) q M co c() [An X pAn (14 tgen tp 6‘6)\n

I 1
A Xl1
‘ > A .
MyG n+l n l}

. . "),G
4,2,) - Nln Ny - _,_,_ -
(11,2, ) T4 . (’o gs cos&O qn r( a ) Y + A +1) "

n+ll G f+n 4+ 1

4.3, Yy, 9 Y. tg ©
(m.2,4.3.) = L K § v cost o /n__Yr &Y we,
n 4 (e An-l—l Yo Ann )
. 0 .
Hypothtse (a) f_2rsVE sin‘[’) Z sin 8 & + sm&D-———-(
. j=1 D
(11.2,4,4.) r =y
6
n+l
Hypothese (b) _ o)
\
t = r
© Tn+l Tan+1 * Ton+l ¥ r6n+1

B) Formationdes n équations supplémentaires indépendantes,

Considérons les systémes 5, constitués par :

- la bouée,

- la- partie de la.chalne située au-dessus du point de coupure

compris entre Ai p et Ai v

Nous allons écrire la loi fondamentalc de la dynamlque cn
écrivant que la projection sur les vecteurs n;l .

du torseur des {orces extérieures, et des forces d'inertie de
chaque systéeme Si est nul, On obntienara.ainsi n équations,

Pour chaque systeme Si on calcule successivement :

—_—
- Lies projections sur lcs vecteurs n, des quantités d'accélé-
y—— .

ration m Yk des points Ak }cE{l s eee s, N - 1}
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- Les projections sur les vecteurs
ration d¢ la houde M Y

_— _
n, de la quantité dlaccélé-

: . -
- LLcs projcclions surxles veceleurs

ni des forces extéricures
—_ —
Projcctions sur les 1, desm Y. -
. i <
Définition du vecteur P

—
N A~
ous avons :°}

st e

1.
j=1 J J

—
La projection dcs 111}f' avec kE{l P 1} suz
— . ' k
n, donc pour expression
n - k — —> "
p. = mgz Z n, n, E,
1 . - 1) J
k=1 j=1
Posons I
san

O et appelons P le vecteur de compo-
tes p, avec ié{l, ve., N+ l}

Nous avons :

™.

n -
-m?
pi-mucosei %_

coSs e (1 +tg e tg 9) 8 .
a J J 1 J
j=1 '
On peut écrire
" n-1 -

Pl- m f (ces) T (Ces) & avecT:Z Tk oh les T

k=1 k
sontdes matrices carrées

(n+1, n+1) d'éléments
T, (.0 =1+t 8, tg 8,

pour i

et jL k-
Effcctuons le changement de variables (II,2,.1,10)

P -

m (cos) T A' ¥

quc nous écrivons :

€05) A ATA X -mCos) & H X

T
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Les propriétés de la matrice é\J démontrées au (11,2,1,) permet-
tent de calculer les termes de 1‘{ .

Fosons : 2 2
’ Ai Ai-rl |
o = + i G (1 n - 2}
N y pour 1 ¥ s e s
1 & 9 SZ G l
cos i co {42
2
An-l
o/ T eeee—————————
*n-l 2 9
cos
n-1
AZ
on a :
o« By
(3, ot ()
1 2 12
- A
. AN
- RN
\\ N N
N \\ n-2 0 ¢
‘311-20<‘n-1 a6
(0) ‘ © 0 o o
[} O o0 O
- '-\}
Projection sur les n, de M*?_, -
Définition du vecteu: @
Nous avons :
—
\bp QZ —h(tu"y ) :
J j sin Q G )
J=1 -
B n - " cos ({) |
B (Z rlj"'c'.j.fcose Jt)
i=1 | ‘

y So:tl q, _lla PfOJt??txon c?e M )’GJ sur les n;l avec i E{l. cee s n}
. ona.: .

—nﬁ;?c.z ML cos Gi Z cos Bj(l l+ tg ej tg 61) 6”}

j=1

+ (1 +tg BG tg ex) COS'L?&"I"*lJ
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Soit (?1 le vecteur de composanics ¢, avcec q =0,
1 n

+1
s'écrit ¢

] ~ e . : NN n - s . "
3= MO(CO5) & (B65) £ = M (08) 471 4G AN

est unc matrice (n+ 1, n4 1 ) constituée par la matrice T
bordée par unc colomne :

I+ tg E}i tg o

G ct dont la n + leme ligne est nulle,

Considérons maintenant la quantité g 1 définie au (I1.2.4, 1, )
n - :

L =M'cos(?{- Anx" . +An (1 + tg GG tg Bn) X

ne-
) I 1
+ ()
M Z A X n+l
YG n+ 1

En introduisant le vecteur @2 a n+1 dimensions dont les

"emigres composantes sont nulles et dont la dernitre composante est
on a : ' C

; | | (o) -
o |- M (€85 A7A

ﬂn_ﬂ ﬂ ‘ | 1+tg 6, tg_GG_";....'.1+rgGﬂbgg_;__ Z\LE
On pose Q = Ql + @ et on voit que’:

2 .
Yo "me1
M(E0S AT ASA N - mess) AT LY

est maintenant une matrice symétnque et ou &- = é&& s

d'apres les propriétés de la matrice A démontrées au {2.2.1.} est

la ma

trice @
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2 -3
A ~A -
n " n wi
2 s
E-. _ - A AJ),_ (1{'3@!.‘09)
= ‘h. CO.’r:‘B k] h ¥ G
" :
VAL A teteB a6 ) I
"N net i‘.épﬂ( T "G@ T—
—i yG
"F’
- v — V' -
Projections sur les ni des forces extérieures -
Définition du vecteur [
Les forces extérieures appliquées a chaque systéme Si sont :
- les poids des points A}-( - mg j avec k E{l s eees (n-l)}
- le poids de la bouée : - Mg j,
- la poussée J| sur la bouée calculée en 11.2,3.1,,
-'la force de trafnéec sur la bouée calculée eh 11,2.3.3.,
N e &R
- ' les forceside tramee sur-la*chaline‘: > D1 + 2. %%+ D,
" CTE, “";"" ‘-,-.u-' :_L..; e i 5 . ’ . j=i+1 J
‘ ‘ I § - . ~
- la tension ::- T, t
D . i i
- -—h
s Lorsque l'on projette les forces sur les Y la. tensmn T
i LA e G ;-uz. B - A
B disparait, =~ - o
Soit r1 la prOJectlon des autres forces, :
ona: ° Z . e
) el_ 1 . “ . A g
Soient : T . : .
F‘~ ~le systeme des forces extérleures s exergant a 1'équi-
€oi. "hbre sur le systeme . :
—_—  — —_ 1 s Lo
e t. et m, les valeurs de . t, et mn, A‘Al'équlllbre;
L 10 10 : 1 E
. on peut écrire ;- o _
— — —_— — —
T, =2 |F +(@®F -F ) n -& t )
i €04 e; o i ioig
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A 1'¢quilibre, on a

L Lt
>
! . n, =
<, eo; i &
i )
L'expreseion linéarisdée des r. est donc @
i .
) —t —Tn = ——t- ——tpn —
=-2F, .y & 42 (P -F ).
. X : 1
01 o 1 01 o
Remarquons dés & présent que 1'on a @
) — . P
E Fc = T, t,
i i i
to o o
Le premicer terme de l'expression de r, se met donc sous
i
la forme :
. — _
e T Lt o= - & T
i 7 i i i 7
o o 0 o
Afin de calculer les r. il est utile d'introduire les notations
) i
suivantes , .

On considere d'aboid les r, comme les composantes d'un vec-
i

de l'espace 3 n + 1 dimensjons,

&9
{';1+1

Il convient d'autre part d'introduire le vecteur R 2 n+1
nsions dontles n premidrec composantes sontcelles de R et la

fc1

[
est nuile,
!

R i

On pose de glus

Z4

™

.
.

T1\
‘\\_
~ -
T- ~
L~
~
Th\
— \o
M :
1~
\\ —_—
-.4,l-h ‘
O

[4
Le vecteur R cst la somme de 6 vecteurs 3 n +1 dimensions
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R repr(.qcnl(, la contribution des termes, - T, E .. Dlaprés cc que
10 1

1'on vient de voir ; R 1 = - }

R'Z replcsente la contribution des termes ¢n E provendnl -de la lmean-
sation des trainées sur la chatne,

; R représcnte la contribution des termes en &' provcnant de la linéari-
i satmn dcs tratnées sur la chalne. o~ v

1

1

PR . i

. rcprésente la contribution provenant de la linéarisation dc la poussée
sur la_ bouée, '

R . £ T .

\.'5 représente Ja contribution du terme en provenant de la linéari-
sation de la trafnée sur la bouée,

1 _ T i . _ C

'6 représente la contribution du terme en E provenant de la linéari-
sation de la trainée 5ur la bauée, . :

i . Necteur Rl

’ PR et 'f '."

Effectuons le changement de’ varlables P R

T
-y .
T - 3

B

i:)entadlagonale symétrlque; }., .

H
ot
e
P

st

D4
)
h

’ - : L = S . g
g R:Rl +R2-+R3+R4+R54R6
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R -f.:v\{, -H‘ ‘...'1: }%{;ﬁ?ﬁﬁﬁ’;ﬁ "
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Les cocfficients a (i, j) decla matrice /:1 sont alors :
(Yo G.i-2) =a ¢ fi-
a (i,1- za {(i-2,1)= -z
| 1 !
i Ai
1 A - ! A A
anl(,1-l)=al(1-1,1)*z1 (l+ ! ]) z,+1(+ ! ) !
Al ! A-1+1 A1+l
) A 2 A
1 L} 3
al(x,l):-zl-zl+1 (1+ 1) 12( 1+1)
JAYS b A1+2
Lal(l,n-ll) = ay (n+1,j) = O
Vecteur 'SZ
2 > - 2
R, =« viendF'E
Effectuons le changement de variables ;
' -1 -1 -1
R, 4x v i I F'(cos) ™ &' ¥ = xv® (€05 ATB €05 nar oA Y
Posons :
2 -1 ’ -1 At
B, - vV A o5y nIFeos AR
on a |
3 ens -1 7
R, - cos) A AN
Les propriétés de é’ nous permettent de voir que &2 est
pentadiagonale,
Posons : 2
kv Ay
x Tz By 2
: cOSs 81
R eiAY — A; — A;
et ¥ 75— T o Y
cos O cos B cos O
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.. . . i
Les coefficients a, (i, j ) de la matrice ./—?:_2 sont alors ;

ra (i, i-2) = - a, (1-2, i) = x'

a, (i, i-1) - x! (1 4h> + oy Ai .
S S v A TR
A

Jaz(ixi)zx'i—y'i+l (1+ i )_x,. A\
AT P2\ Dy

a, (i, i+1)

I
<
[
+
L
b
Lin
+
3V
-
F
—
TN
—
e
+
-
~—

a (i,n+l)=a2(n+l,j)=0

Vecteur @1 + E:?.

~2
Soit A =£l.l + A
nous avons : Rl +RZ = (665) é&.h] A )J:.

2

Nous avons :

a (i,i-2) = (x. - z)

- A A A;
. _ . L2 +
a (i, i41) = y1!+] +A£+l (1+ Ai+1 + (x1!+2 + z! )'-—1—1— (1 + 1+l)
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- 4) -
A
a (Li2) = - (x4 oy, )t
11 14 Ai+2
Posons
x. = 2" ~ x!
1 1 1
y. = 2! (1 + —Ai" ) + oy
i i Ai / i
\
z, = (z' + x!) L‘L}"'
i i i
C'est-a-direc
2 2
) Ai T, kV .]_: .
= -~ ¥F! n
. > 5 Fion
1 cos el 2 1 1
= x 1+—A———i'1 + RV ; . 8i Ay
Yi - i i 1 Ii-l cos B. cos e 1
1 l=
2 o —
AL Ay T PLA A
% 7 ) 7 2 i M
cos ei

Dans ces conditions nous avons : -

A .,

( al (1, 1-2) =_xi A.
bt
(i, i1) ( 2i- ) 2;
al (i,i-1) = x. [l + oy
. 1 Ai i+1 'Al+1
Qi) - . A AR
al (L,1) = - x-y.) | A T %2 A
< i+l it2
’ Ai+l
al| (i,i+l) = y +1 Z: .0 (1 + )
! 1re Lz
a| (i,i#2) = - 12
al(i,n+!) = a(n+l,j) = O
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Vecteur by 3

[, -2xve?e & FJI Gun &

3

Effectuons le changement de variables :

R, -2 vem T FIbsu coo A0 Y

s 2xvE (€Y TN (Cﬁf‘i)-]h FEIGuy oSyt 4t '
Posons :

B-2xwveaesd ' ndF I @ween' &t

Nous avons :

- (€0S AT B X

Les propriétés de /} permettent de voir que la matrice B
est pentadiagonale,

Posons

2
e — A
a. =k V& F. n
1 1 1 C0S Qi
b, = k V2 A, (nil él -n —é—)
- coOSs 1_1 1 ¢OS i+l
ct S = Ai-l t e | t 9
i 7 A, B Yia T OtB Vg
1

Les coefficients b (i, j) de le matrice & sont alors.:
Aja
1 Ai
A

4in

b (i,i-2) = b {i-2,i) = -a  tg e

b (i,i-1) =a 5 -b  tg 8

i i+ i+l

Y
i+l
s 1Y - b . +
b (i,i)=a; tg O, +b ) Sy, ta, B, (Ai+z)
Ain :

b (Lit])=by,tg By - A — S
i+

b (i,n+1} = b (ntl,j) = O
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]
Vecteur L'l;

— ity

’
-
LC" P N R act FA X .
5 composantes du vecteur &4 sont

) 7 . n‘ 1C{l cee s n}
< .

a]
-
[T
1]
1
wn
—_
(o}
T2
———
1\
a
[a N
e

)

la ]
-8
S

n

1

o
-2
o]

o2
0
(o]
w

@

(f*rln +wd)

Soit E4 le vecteur dont les n premieéres composantes sont

les r?i et dont la n + leéme composante T n4l est définic par
(1L.2.4.2.).

(P-2)yo , A2 ) Wra
T = - s g cos (@ n -I'( + A SRLAS
4 n+l Qo % n n+l Aot

or d'apres (11.2.1.2.) : ,
n
/n =£Z cos B. £, et E = A ntl w
n T i<l

On a donc :

r;i = = s ()o.g —.Q cos Bi (Z cos Gj £j+cos((78n+l)

+1

Neus voyons que R4 = - 8 () gE (Cos ) V (_COS) 8
: o

R
avelc / = Q.. ) U
i & ( o;) %P + A '1:,1‘1

G
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\ Effectuons lc changcmcnt de variables

R, - spe €05 & AVA" Y

T v oo/t < - .
Posons Ll = (i)\fé . J{;’.- ¢st la matrice

" T+
2 2
D - A A A A
n " " (1'% o]
viép A2
An,[’\-ﬂﬂ -AnA-n..m ((}'a/‘gg"-"”arwi
JG :

et l'on a :
R4='-s()g £G &lDL:
o .

Vecteur E;%S

Les compos:intes du vecteur F\ . sont:
-~

—

51 % Ké)VZ'l’ln'i n, —KC})V Esme Z cos Gj Ej

H
I

ALrS‘n-H =0
Soit RS le vecteur dont les n premiéres composantes sont
les e eé.dont la ntleme cpmpos_ante r5n+l est définic par :
(11.2.4.3.).
Yo Nn Yy tgq)

: 2
r =K@V cos —_ - Wy
pR+l é (P -YG A'n-l“l YG An-H G

qui s'écrit :

2
tg(‘f) n+l j=1 YG An+l

v 1 n Y cOS
L K i)Vz,e sin k? 2 Z cos 9 E UP En-H]
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De mime que pour E,4

nous pouvons ¢crirve

F\\.S - KO V& {) (CLd) \fﬂj (L) Lﬁ
(1)
avie B -
(ﬁLo 1 e yﬂ’ 1
. / YR
d6 Lnialy § 0 Dagey
LEffectuons le changement de variables :
. 1: 2 ~ ~ 7 "1 AN _1 Py " »lt.
R, = x¢v" @oa &4 oo’ @ Wa'R
Posons
o mgmy = 1 . vap Nt
£ -Lcos G WA
on a
(9)
.2 ) 2
E - _A g8, A tg0, A A ts0
Yr 0
B A B A _F kg0
3(‘, 96 36
i 2 - 1
et 1'on a RS = K {)V (COE3) & E': }i

Vecteur -RC)

!
L.es composantes du vecteur R 6

2KV s (Zn

j=1

i

sont ;

h

4 .
g
— g
U /

d@ --lf‘- <19

’ 1 — —n
sin Bi E’i + smllﬂﬁn-_l_l) 1 n .




D

\

\

\ C4b -

'’ '
Tei - 2KVSE&einl, ("‘“ sin OJ &J, + sin %’7 CEH*:-I) iE{l,

=1

Tondl ~ C

Soit EEG le vecteur dont les n premitrcs composantes sont les

réi et dont la n + lerne est la quantité r6n+l définie par (11,2.4,4.).
? 5 wn 0 & =
= = {SYV si i P in{/ ———
Tensl - "¢ K in § (%1 sip Uy by F sy 5 2 € sl
: N D
o
Dans 1'hypothése (a) RG peut s'écrire ;
R6 = - 2K svE(SHY Y (SuH ES
avec : (1)
V o
= S*
D
Q

Effectuons le changement de variables :

R, = c2xsv &5 A A sy sun Y Suh (€o3) A'X

6
Posons : .
N G-4A €o5 s Y Gy et A
on frouve : (O)
: 2
G: Ah tgze n n+1t99t9(‘0

A A &JG t9 ¢ “‘ZAnHtg ?

n  h+t S
)’_Do

et Rb =w2KSV (wS) ;f.‘;,'l G

Dans l'hypothése (b) ona Qb = 0

C) Mise sous forrne matricielle des équations obtenues

L'ensemble des' n + | équations précédemment écrites prend
la forme vectorielle :

P+Q-R

Les exprcssxons données ci-dessus de P @ R permettcnt
d'écrire :

m (€05 A HX M eos ALY |
OS)A'I[A}(+BX-S ?OgDX+K§>VZEX-2KSV6X']

Soit encore :

.2.4.5.) _(mH+ML)X"+(2KVSG’ &) }\+(s(l g B - Kt} viE SO X -
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)
Y. S
RS
s, 0,
©
-ar 4o, 46,00
_dop o dop
e Yo
& |
0 ,Ca”am

AlflwAm,M- /taﬁo/ca erw

AYAY

a M+ A

ARAY

M A

ANANY ((3_ ) oF Ai”

3

)% efn_ Afr) Aqu..;\

T
’é&a

Aﬁp Am.,f»i ’bée'n. ,tajo
J—- Aiij /{ﬁ‘bf

53
YDO




- _ a7 .
avec :
" < (‘l'i
b % B
% N \\ \\
'\\ \ \\ (O)
N\ AN N
\ N . -
“‘“ N AN GH-Z o0 E,..:f
\' N ,
“ Gn-z “nit o o
fo)
v o) o o0 o
] e o o o
2 2 .
O(t-—_é_z._ +A,'t4 O(ﬂ :Ar‘y-1
Cos? 9, Cog? 9"}2 . -1 Cos* G, 4
2
ﬁi T:"Ai.ﬂ ( tlg 9t+1 L+?.)
.b.u 2) = ~«x JAY
i) - ey i
o 4:1:!1..1 = o /{+AL-1) i . A.b
. (I ) -b( A‘b ﬁf‘é-‘/"”&—_a;#‘.
/o/(.b ») =~ (44. APy
3b+) = ) %M —__A,i..d.

o~ (i ;,+/.):

YR 5’.«/-»20(/{ +’""—"‘L

,b*'?/

)
.AI(;,,/,{,+Z): 'é/;,u/,.

;Wl(A./,W-:'/n; a,(m.-\-.)&,j) =0

bra, a- 2;) L(A.J: Ju)..-o/ Lao &4, 4
"}{“""i"'l):‘“‘llsi-j’&;-’l ’tjei,-t-‘f A
L(L,i)-_-/%,t%ﬂ;+ﬂrj,“ Siea +,a,/¢+9‘)<36;w(

A/

Ay 4

4,

L’(Ai', mﬁ)):. /QJ’(”I\.-*/{, é) =0

5 7s
b,

(o)

2 2
An "'An - Ah An+1
2 x
"An' __%:.é“ AnA‘}\u(hts entg OG)
-A, A‘nﬂ A4, (40, tﬁeﬁ) MI?.
Yo
A' = 1 A = = 1 A :-_1__.
L 1:30‘(’*;{_‘;39'& n tﬁan n+1 tg O,
v |7 2R o
-:__‘.'_ I:' }‘_’\_ F" X
i #e,-,[b’ v ]
: 2 Ai4bL
ol '\Ab- T Mé.zii)+;uv FLML'{MJL‘AMB;
—,
28010 (-.r_*' ﬁ-v_\/” F. e
'b'b l(ﬁ"beg ,L * ‘{l + A)
7]
L;_:iu\’ﬂ F:ﬂ:: A‘L
Al 94
anttl b = MFA( bt T AL )
'0584-1 Web—d

A-x /ta th



aaaaa

)
AQ;‘ ‘-Az;, - Afn. Arnwﬁ
2 L
- A'IL Aq\, Afn Af'n.-i--{

Dby Dby (o) Beert

mm+d
&

©)
2 p
-4, 4o, 46,00 &b O A

4 A

N L SRS TS
m m -
Yo ple 13&1%

(o) ' |
| A::’\, )Ca‘z'Sm An\, AMA 'tée’“' Ié?
A@AMMI/%?/% 941.- J-Z Ai}b'f" /{:8‘2“]0
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2.2, ,5.-Inlluence d'une variation harmonique de faible
amplitude du niveau de la mer

On suppose que la profondeur varie selon une loi de la forme :

H = H (1+fu"sinnt)

O

'p\,HO est supposé¢ du mé&me ordre de grandeur que le déplacement d'un
point quelconque de la bouée,

Il suffit dans les calculs précédents d'ajouter & l'enfoncement
‘vn + L‘Jd du point d'attache dc la boule lz quantité < H  sinfL t .
)

cela conduil a introduire au 2&éme membre de 1'équation (I1,2,4,4,0.) un
vecteur de composantes :

2 .
fi:(s(;g cosei—K(pV cos Oi) ’PVHO sin fL t

avec iE{l, . e s n} )
2 )
fn“:(s{;g - K(I)V tg?)puHO sin £kt

IPosons :

F e [)-(505\)"1 [fil

on a

0
0

|

F- JPv Ho Mew (LE "M;?f AR

L., (404 - KanVz‘fa'G,ﬂ)

4pg =KoV ke
S

et-1'équation du mouvement devicnt :

mMH+ ML) Y + (2ksv G -B) X

+(sE2-gD— 1<¢VZE-A)X: F

AR Sl T
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2.2,6.- Calcul des suppléments de tension (figure 6)
-
T,l_-p): /‘:-‘;-k).
SO ——n
e Y,
= Dird
. Figure 6
\_mu%/d’
. Aux nezuds Ai nous avons la relation (i=1, ,,., n-1)
—_— —
N D. D, n -
-T -t.b‘*‘ = -F‘- —1- 111 Wi T 1 h
ST Ti+1_ Ly = ™ g > SRR PIEE /N
Projetons sur .
C 1+l
T', e - - e _ o 1" i
; i sin ( i+l Aei) mg cos Y. -m Q! 51116:.L+1
- =P —~ -
D. n, D, n.
+m v ocos B . 1 14 } i+l i+l
r] i i+l 2 2
avec
—r
D =

iy 8

d'ou ave

2 —t 2 — ~—t
LVOLF. + BVELAF &, + 2 [ VAT, 3’

i i i 71 i

Linéarisons en appelant g l

4 -E’,i)cos( 8i+1 - 61) +8Tfi sin ( 0

H (d'apres 4,3,

lere partie)

le supplément de tension

i1 ” 6;)
3 - 3 "
s1n 6i+1 m gi sin B i1 + m yi cos BiH

— —- - — ™
i+1 &, tEn “i+1é’i+1]"@”[Fi“i+1 i

.~ 1
i M 3i+1] _

¢ les notations ci-dessus
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—t —h=
29 I’ . n,
™ T . _ »EI.VL i+ i+l \
UTi "‘Ei {'io (1+tg ei te 6i+1 V& - O, cos 6, 4,

=1
&\'ZE F i+l i+l A ]
- A 1
2 cos @ cos zji+1
- e ' - —
F.on F n
e i i . &t it) i+l
- e o g 1 1*-1 - ,9" ]:
J i v cos B, cos 6. Ai 5i+1 vl cos B. cos 6. A’i
i i+l i i+1

(1] tg ei"l‘l " - Al
- m P e Ai + m ; —_—

1 Ccos O CcOs e
1 1

Cand

. —t .
En projetant sur n, nous obtenons de la m&me maniére :
Iy _

- | te @;
5';1 =&, -ri+1(l+tgeitgei+l) A. -

mg — < .
i cos ; i
G1+1

— e

2 ! n
. ' A itl i+l
|:- Ti 1 (1 + ‘g ei 5 Gi+1) A; Tcos &i cos B 1 Al]

i
— g —p —p
1

n T i = e Tin Min
L RvE 8. A - ... &VE
i cos B , €os Qi+l i i+l

cos Gi cos 91+1

A

1

Pour i = n -1, la formule qui vient d'¢trc écrite

domfle ng .
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Jeme PARTIE

RESOLUTION NUMERIQUE DES F:QUATIONS

DE L'EQUILIBRE BT DU MOUVEMENT

3.1, - Résolution des équations de 1'équilibre

Nous avons vu au paragraphe 2,1, que la position d'équilibre
systéme bouée chalne pouvait 2tre déterminée a partir de la con-
ssance de l'angle {f et que nous pouvions déterminer graphigquement

une valeur approchie de cet angle par 1l'iniersection de deux courbes :

cal

CE:Rl((io) et rg:Rz(L{?)

A partir des équations d'équilibre dec la chafhe nous pouvons
culcr numériquemnent les valcurs des fonctions :

3.1.1.—‘{?(:05('0: £(ET) et tg ¢= s (T )

o

calcul est fait par le programme Tange (option 1),

c'écos (? =8’L2 (tgl{’ )
1 ?Tl

c@cos (‘0 =

- Yy _ ¢-Yy : Y .
] ___AN 1 _?’ ° g %0
H H Yg
_ o
e et y étant du m¢me ordre de grandeur et pctits devant H ,

cette équation peut se mettre sous la forme approchée :

% cos (.‘0 =?ﬁ2a (tg %0)

avec :

i F,
Y Yy
1. -2 1 .F P°-t8°|r”

H YFO

R, () -

Cette fonction est connue lorsque 1'on a choisi une bouée et

une chalne,

D'autre part les équations d'équilibre de la bouée peuvent s'écrire :
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Le calcul des vulcurs exactes des parambtres définissant 1'équilibre
sc fait alors dec la manigre suivantc :

Intrée de la valeur approchée
de (? donnée par la résolution graphique
.\]‘)
Calcul de la valeur approchée

v, de Lcos (f) par R, (tg {{))

!
. - \i"
>
Calcul des valcurs exactes des

"ﬁi, ei' LE’ correspondant & la

. Ak :
valeur approchée v, de U cos ({7 par

le programme Tange en option 2
B ¥

Calcul de la valcur v

> de “G cos (3

3 partir des valeurs des cfi, ei’LlD par la
fonction Cj\)z (tg lI/J )

I,

Choix d'un

nouvcau v 1

Comparaison des
valeurs de v

et v
2

Tension suffisante

g,

Suite du programme
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3.Z2,- Remargue
: nematguce

La méthode qui précide permet de résoudre tout probleme
A'équilibre donné, W suffit de faire vavier les parametres pour obtenir
les résultats correspondant & telle notation particuliere donnée,

Il c¢st intéressant dencter dans cetordredlidées qu'une {ois donné
le nombre n  de maillons de le claine les équations 3,1,1, qui définis-
) Lt : i 3o R .5 B a dé - i
scent paramdétriquement la fonctior, (? —= &, (f? ) ne dépendent que

[y

du paramutre fr {voir paragraphes 1,2, - Dy et2,1,1,).
- Il est commmode d'utiliser un parameotre ?\ proportionnel a
fz -t définit par le rclation :

Dl

AT

Les valeurs de ?\ étant culeculées e¢n prenant pour unité :
— pour C lc mm, pour V lec nocud et pour I.J lec daN/m ona :

ook Bk
(70

©{ est un coefficient purecment rumérique égal a

’

2.10°

3,3 x 0, 5144%

g ct PO sont des constantes,
Alors les équations 3,1,1, s'écrivc‘nt :

1
Queosgs £ (A, B) et o= (AL B,)

Cctte remarque scra utilisée plus loin,



2

3.2, - Résolution de 1'équation des petits mouvements (11,2,4,5,).
3.2.1,- Principe de calcul

L'équation matriciclle des petits mouvements est

4 b s ye’ y P, 4
{.2.4.5.) mbte M N ks v E-BX +(spgD-x¢ vV E AR -0
cette équation est de la forme
(mIf2.1.1.) Ax' +8 x + Bx = 0
ou|f est la matrice symétrique associée A la forme quadratique définie
pofitive de 1'énergie cinétique, '
"Nous pouvons donc décomposer Ao par.la méthode de
Choleski sous la forme
I R
ou L ecst une matrice triangulaire, et inversible,
Posons :
- -1 @ -t =1 @y -t
B-L' sn c =L gL
1'é

quation (III,2,1,1,) s'écrit

(1R .1.2.)

27 LA CX - o
S :
Posons Y’ =-:X,(.1H.2;1.2.)s‘écrira

1Y +BY +€CX -0
-y

Vc _S -Gl \;1I

0 ()

(2

oJi ¢

Cherchons des solutions de la forme




. ¥ -t . v, ’ - it s 2 -
= M= W, Tyl = Y e T T g o
f
d'eu :
: r 5
| 5 G - pd -
i o] &)
l E O 4 1.2
- : l\o "—"\O
}‘ Le prebleme se rameéncal'extiaction des valeurs propres et
- au

alcul des vecteurs propres de la matrice d'ordre (2 n +2) :

C
|
|
]
|
|

] La matrice T étant réelle nous trocuverons des valeurs
proprcs : '

_ soit complexes congugées - . =9%, j i
i ] gug A , 23 By
= soit réelles en nombre pair,

| . Dans les deux cas pour que le systéme soit stable il faut que la
lie réelle de /.Li soit positive,

by

Dans l'espacea 2 n + 2 dimensions un vecteur propre de
la matrice T s'écrit sous la forme :

| 2
= : . "M };o

X

o
Noug ne sommes intéressés que par le vecteur a {n+ 1) dimensions X ,
l Les vecteurs propres correspnondant a des valeurs propres
conjuguées sont eux-mémes conjugués,
Posons :
YR -Re (X )
i ol (%)
& ’ .
(*) C

cs notations sont commodes pour l'écriture du programme,
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A decusx valeurs propres conjupguécs de m@me indice correspon-
. dent deux solutions de la forme :

(ﬁ ’ "‘O{.<- "A‘.v'lt
X - (XR, +jXI) e it GJF%

¢ _ -olit ot
)‘\.=(XRi-JXI) e’ 1 T

i i

A ces solulions on peut faire correspondre les
solutions réclles lindairement indépendantes suivantes :

-t -cL it
. ¢ 1" cos r)t ct XI e i sin [l. t
i i i i

XR
Pour une pulsation ﬁi donnée, il existe donc deux mouvements

d'amplitude différcnte en quadrature,

En général ﬁ{.e (Xoi) et jm (X i) sont lindairement indé-
o

pendants, Il n'y a donc aucune relation de phase entre les 2 solutions
réelles,

Nous appelons forme propre correspondant 3 la pscudo
pulsation propre ﬁi le vecteur de composantes :

x =E&VUx R + x1°
1 1 1

8_ = + 1 suivan.t':-le si‘gne‘de X Ri‘ , c'est-a-dire que nous fixons
tous les déphasages : |
1 YL |
_ _oA g 4
Q; € [ 2 7 2

g . Con o e .
La forme propre caractérise donc les amplitudes maximales
_de chaque point, ces an‘xpl_itudes,,rl\"aya_n_t pas.lieu au m&me instunt, '

Lorsque les X, scront connus nous pourrons calculer

o : .
les S i Di s Ei correspondant et les suppléments de tensions,
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3.2.2,- Méthodes de calcul

Le calcul est fail sur ordinateur, A chaque étape de calcul corres-
un ou plusicurs sous programmes, On décrit cisaprés chacune de ces

o<

3.2,2,1, - Formation de¢ la matrice ﬁ

Les sous pregrammes CINET, POTAM, CHOLE ct INVER

classiques et n'appellent pas de commentaires particuliers,

| On pourra se reporter 2 l'article de M. Rabechault
cdemment cité,

3.2.2.2,- Recherche des vaieurs propres de la matriceT

Les valeurs propres ont été déterminées par la méthode QR ,
e principe cst cxposé plus loin,

Toutefois la méihode Q R n'est applicable qu'a des matrices

d'.Hcsenberg telles aue aij = O pour i>j + 1,

Il convient donc au préalabt],_c_:‘ de trouver une matrice T .
enberg semblable A la matrice b

~Cette opération s'effectue en deux temps

|
?alancement de la m.a.triceT .
Réduction 4 la forme d'Hesenberg.,

3.2,2.2.1,-Balancement de la matriceT(sous programme

on sai

i
| A une matrice carrée d'ordre n et de coefficients a,

i)
1/2

Gl = > > a..'2
Il _ L[zl 2 I’

(c, - la précision de la machine (*),

la nor;me euclidienne de cette matrice,
\
|
;-

t que le calcul des valeurs propres conduit a des erreurs d'arrondi

de l'oidre de & ’L&“‘” E*

t
|
I
|
]
\

(*) Pour une machine dannée & est tel que le résultat de l'opération

1

if(c;cst 1,

It o UM SCN
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Bahncu une matrice .f-% consiste 3 trouver une matrice [31
semblable & / telle que les normes des éléments de 1a ligne et de la
colonne de rang 1 soient a.pprowmatn ement cg._\lcs. el que sa norme
soil égale & 1,

Dans les cas favorables (cetle circonstance s'est présentée
dans notre probléme) on obtient ce résultat en :

1°) Multipliant & ,f’ un nombre sufﬁs‘xnt de fois, a droite par une matrice

diagonale convenable ¢t 3 gauche par la matrice inverse, On obtient
ainsi une matrice 4%

nl
2°) Multipliant £%¥ par un scalaire convenable,

3.2.2.2.2,- Réductien de la matrice balancée ZT s0US

forme d'Hesenberg TH {sous programme ORTHE)

Pour réduire la matrice TB a la forme d'Hesenberg on a

employé la méthode des matrices élémentaires de Householder, "

La matrice est véduite en {n -~ 2 ) itérations, La lere’
itération annule tous les termes de la lére colonne situés sous la
sous diagonale et ainsi de suite,

. Si TB est la matrice obtenue aprés lat ietme itération
Ir

on montre que :

—E—Brﬂ :Pr T Br pr

ol Pr est une matrice orthogonale symétrique de la forme

P_r4 :E -’“Ur Uz‘ /Hr

< -
-

‘[o, 0 &y z A7) la(r)]

rA+1,r"'O-r' r+2,r’ """ "o, r

EE NN SR CR RO AL, SRR

va—4

) G

e 2 T 5 . T

et H

+
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3.2.2,3.- ¢ (‘h(.l che des v“lcm s pv'o[)r(‘s- de Ja mat1 ice -EP par
. . la mé Llnmc doub‘(, Q ]\

Gesy

‘ 3.2,2,3,1, - Généralités

Principe de la méthode Q R -

l On se propoec de rechercher les valeurs propres d'une matrice

3

mis% sous la forme d'Hescnberg,

\ La méthode consiste essenticllement i trouver unc suite de
matr?ces T semblables & la matrice donnée © , telle que :

| N

| - toutes les matrices -1‘, solent ¢'lHesenberg,

' - 1"élément t n-1 de la sous-diagonale des matrices de la
suite} -E. tendec vers O lor sque 1 tend vers 4 @2,

l

! Lorsqu'a l'appreoximation de la ma«hinz, on obtient apres

: n0 iii’ rations une matrice Tn telle que ¢ soit nul, le termec
n -
o o' o

t ‘ est une bonne approximation de la valeur propre de la matrice | ,
n ,nk

o b
|

‘ I1' suffit alors de recommencer 1'opération en prenant pour
matrice de départ -1 la matrice d'ordre n -1

' , obtenue en supprimant
la degniere ligne et la derniere colonne de T

n_
0

Justification de la méthode -

I Nous rappelons sommairement ci-aprés comment est justifiée
théori‘quemcnt. la méthode QR ,

sition 1 -

]
|

Toute matrice A réguliere réelle d'ordre n > 1 peut s'écrire

drorme & - QY R

supé riizure.

sousl

Q est orthogonale et R triangulaire

De plus, les éléments diagonaux de ri

peuvent etre choisis
O .

tous )

— =

Alors la décomposition ci-dessus est unique,
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Remargues -

- ”, X rd . . m L
a) D'aprés 1'énoncé de la proposition (1) I est réclle,

b) Nous ne donnons pas la démonstration de la proposition (1) dite
théoreérmne de Houscholder,
Le lccteur pourra se reporter & l'ouvrapge de Wilkinson cité en
renvoi (¥},
La démonstration donne le procédé de construction de la

matrice @ .

@ ce met sous la forme d'une produit :

Q- P .. PP

n-1

avece

P =£- 2 \ft.i'r ‘ﬁ-’tr

r

]

i.f\,!r étant un vecteur dont les seules composantes non nulles sont les

composantes derang r, r+1, r+2,

On en déduit les corollaires suivants :

Corollaire 1 -

g n t
A-est d'Hesenberg(Le,@ est d'Hesenberg,
La propriété est évidente dans le sens<=—_,

Dans l'autre sens on montre d'abord que les termes de la pre-
mierc colonne de Q sont nuls pour i > 2 puis que ceux de la seconde
colonne sont nuls pour i » 3 puis par récurence que les termes de la
j itme colonne sont nuls pour 1 >»j + 1,

e

Corollaire 2 -

Posons Al = A et soit Ql et Rl respectivément

orthogonales et triangulaire supérieure telles que :

A -Q R,

Posons :

A, - R, Q)

{*) Wilkinson Algebraic Eigenvalucs Problems Clarendon Press,




-iA,

et

|
|
|
|
|
|
|
|

Comme

En décomposant | "}.2 cous la forme :

A, QL R,

'en réitérant le processus on {orme une cguite de matrice £5k+l

définie par :

parl

i
|
|
|

|

|

|
Albrs :

!ll") - la matrice (&

|

|

k+1

A, RO

telles que :

k

.' ' \f
/f?akﬂ =RRQ£ ) G‘1Q2 Gk A Ol QZ @\}

Kl est semblable 3 la matrice A .

2") - Si A est d'Hegenberg , & est d'Hesenberg,
: . k+1 .

b
Le point 1 est évident,
Il ecst clair qu'il suffit de démontrer 2°) ~ pour la matrice :
| @ t
A, -Q AG
Orx ﬂz est’le produit d'une matrice triangulail'e supérieure
une matrice d'I—Icsenberg‘.' Le résultat est alors évident,

On a alors la proposition suivante :

Prqgposition 2 -

|
de ]wa matrice A tend vers O,
i

Lorsque 1l'entier k tend vers + &ole terme a1

k
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Nous ne démontreroens pas cclic proposition (%),

Définitions -
On appelleralgorithme  Q R, le processus ¢ui conduit en

suivant la mdéthode décrite plus haut i former la matrice a partir

*k

de la matrice donnée I[ZL ;

Méthode Q R, la méthode qui permect de trouver les
valeurs propres successives de " au moyen de 'n guites de

‘matrices i; K

Principe de la méthode double Q R

Des recherches asscez récentes (¥ *) ont peymis de mettre au
point des méthodes permettant d'une part d'accélérer ja -convergence dc
la méthode Q R ; d'autre part d'éviter tout rccours & l'emploi des nom-
bres complexes lorsq‘ue les valeurs propres de la matrice % sont com-
plexes conjuguécs,

On va d'abord montrer comment on peut accélérer la conver-
gence de la méthode Q R au moyen d'unc "translation d'origine',

Proposition 3 -

‘ Supposons que l'on connaisse deux valeurs approchées ﬂ et P

des valcurs propres d'unc matrice d'Hescnberg , soit alors Sk

une suite de nombre réels ou complexes, s, un nombre de la suite,

Supposons que Vk :

A-osy
P

Alors, on peut former une suitc de matrices Ak d'Hesenberg

tend vers O comme a .,

Lra L : .

dont le terme’ a
4 n, n-1

{#) On trouve une démonstr_ation de la proposition {2) dans Wilkinson
ouvrage déja cité,
(*#) Cf, 'ouvragce de Wilkinson déjh cité,
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Nous ne démonlrons pas ccette pr op0°1t10n (#). Nous rappelons
lement le mode de formation de la suite ‘k

. . £ Py
(Supposons oblenue la matrice 1/‘?,,»1 clt montrons le procéde de
<

folrmation de la matrice [3 ).

ki1

Posons

ctidécormposons Dk par la méthode QR ,

oty
Bk =C&k E\k

Formons :
Co RO
On
k+1 (: B =@}L ( Ak - skE )Q:'kt
Qkf o
CEH + skE est une matrice semblable & /lk = Eé»k + SkE

par

le p

1°) - que si Ax est d'Hesenberg il en est de meme de 6

On posecra
(a) ARH :gkﬂ ¥ SkE

Il est clair : -

k .

°) -~ que C‘ K+l est d'Hesenberg (Corbllaire 2 ci-dessus) et que

‘suite A

Si 1'on peut trouver une suite Sk tel que

)t est d'Hescnberg,

y
Sk«

roccssus converge donc rapidement,

Cf, l'ouvrage de Wilkinson déji cité,
i
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Le¢ nom de translation d'origine relative 3 S est donné i

1'opération qui consiste 3 former les matrices A] .
<

On cxamine a4 présent le moyen d'éviter le recours a 1'cinploi
des nombres complexes lorsque les valeurs propres de f‘ sont complexes

conjugnés,

On utilisc a cet cffet la proposition suivante,

Proposition 4 -

-
Soit 2’, la suite de nombres complexes conjugués

(Sl.l s = 5 _ 3 s e Sk) Bk}‘l =Sk;--os)

soit :

okl

A A :

N
1“2 2k ?
la suite de matrices construites comme il vient d'étre montré,

Alcrs la sous-suite :
gili zxs’

est une suitec de matrices réelles,

A

2k+1 /7 7 °2k+3

Pour démontrer cette proposition, il faut s'appuyer sur le
lemme suivant, ' “ : '

Lemme 1 -

Soit 5 une matrice réguliere , Alors il existe @
unitaire et E ¢ d'Hesenberg telle que

'De plus, on peut clioisir arbitrairement la lére colonne de
Q ." Sil'on s'impose, en outre que.les éléments sous-diagonaux de H soiert
réels positifs €§ et’ [ sont'déterminées de maniere unique. (*),

(*) la démonstration de ce lemme est donnée dans l'ouvrage de
Wilkinson d¢ji cité,
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Ddmonstrution /¢ .. propocition

Calculons a partir dc la matrice ;fs définie par le procédé

k
citdessus, la rnatrice A 4z *
Ona:
' v 't 't
Ak-rz a @ K+l @ K A’c Qk Qkﬂ

ce que l'on peut écrire

. ‘(a

. . t
la m@me prcmiere colonne que Q(

't Ah 't ot t o~ t
| Aké}]k ®k+i- ) Qk @k@kﬂ Amz
S5i1'on pose : |

Qkﬂ Qk - @(k)_

La relation (a) ci-dessus s'écrit

CAQ: Ot A
k (k) (k) k+2
} ~
Soit Q(k) une matrice orthogonale telle que @t

(k)
On peut écrire d'apres le

ait

k) °

lem;ne'l : : : .

de pl

(Q unitaire sera donc orthogon'ale) A

que A

cifet

lus

() ﬂ‘kQ(k) QR

"1l résulte de l'unicité de la décomposition de ﬂk que l'on a

Q) - A
. ¢ -
_Q(k) 'Qk = H - K42
Pour démontrer la ﬁroposition, il suffira donc de démontrer :

Ak réel.=‘7’>Q(k) réel

1 étant réelle il s'ensulvra en

2141 cst réelle ainsi qu'il est annon.cé.
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Or, si l'on remplace dans (b) [{{ 14y PArTsa valeur
(rctation (a) proposition 3),

g i } - \4 't A
A = [V% k+1® kil Sk+1£ '

k+2

On obticnt

It Yyt t 't A RES)
5& G @ o/ kH T Sk+1EG"3k Q}kﬂ

k1 ket

En multipliant 3 gauche par ®k+l on a :

(A - 5, F @tpkﬂg‘;‘)k-}l

k 1( 1'1

Mais comme la relation (a) donne aussi :

ce qui entraine :

Qt- Igg-l

| % ] 7t t
'(.Ak-skﬂ L) (Ak_sk"[) =@ka+1 R‘kﬂ Rk

Lés Rk sont, rappelons-le, des matrices triangulaires

@

supérieures,

‘Posons :

R. R, ‘R

R est une maltrice tri'ang;ulairé_:supériexlre,'
T N 4
4 .

i

Posons & présent :

M

I
5.
iy
x
==
I
o
[ ]
[3]
.
fromng
1
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Supposons que {4 K soll unc matrice rc¢celle sil'on choisit
= Sl ,[’?cst unc matrice réelle,
<
. i D4 N\ P
Dec 1'¢galité E"ﬂ = Q R et de Ja proposition (1) on déduit

C.Ci.f.d.

Conbkéqguence -

On évitera donc l'emploi des nombres complexes en formant

la suite des matrices d'Hesenberg,

formation des

vet

B &, ... A

5
2k+l

La démonstration montre chemin faisant que le processus de

. N . . - . -
“&2k+l consiste & calculer la suite des matrices L,\;(z k+1)#

It reste & se donner une suite convenable de nombres

k41 - kot

On montre que de bonnes valeurs de s, ect sont les

K Sk+l

valehirs propres de la matrice d'ordre 2 qui forme le coin en bas ¢t a droite

de 12 matrice courante . 5 et s sont donc définis pax les
. k k k+1
relations :
k K,
s, + s = a( ) + a( )

k k+1 n-1, n-1 n,n

® )

®*x sk+l " “n-1 “n,n n-l,n “n,n-l

Définition

le px

2 n 4

On appelle méthode double Q R avec translation d'origine
ocessus de formalion de la suite :

A A .. A

2k+1

3,2,4.3,- Recherche des vecteurs propres

11 s'agit de trouver les vecteurs propres de la matrice d'ordre

1B €
T - 1 o

Rappelons d'abord ies transformations qu'elle a subi,

Balancement : cette opération a consisté a former la

matnice,
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S "\Tl i DTRY

~ } .
ou D est une matvice diagonale convenable,

Réduction a la formie d'Hescenberg @ cette opération a consisté

. . v '] -qf' »
a former la matrice T = P 13 P ol r est une matncc orthogonalce

H
symétrique,

. P A .
Soil a présent ‘L{H la matrice dont les colonnes sont les vecteurs

g bad
proprcs de -E-rl ) ?{l les valeurs propres d« -b FE

Posons :

A: diag (.)\i) ona - -E‘ }\’f = }é ﬁ%

ce qui cntraine :

PT, PY¥, - XA

donc :

T,PX) - PX)HA

3

La matrice }{B » dont les colonnes sont les vecteurs propres

de -E-B , est donc :

¥ - P,

B

on en déduit :

1 -1y
ﬁ“EDTD Ry XBA,

* donc T(DIXB) =‘ UTt‘E ' (D-l }{B )A )
'Les vecteurs propres de T sc;nt'les colonnes.de la-matrice
)'{ = ‘ I\ B D P

et ses valeurs propres sont : ”T”E >\i
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- commode de poser cette composante 3 (1 + j) pour touti,
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3.2.2.3,1,- Recherche des vecteurs propres de la matrice
d'Hesenberg sous-propramme HVIEPR

Si aucun élément de la sous~-diagonale de la matrice d'Hesenberg
nul, les composantes des vecteurs propres sc déduisent par récurence
"sc a partir de la dernitre composante,

Unc difficulté se préscente du fait que les valeurs propres de la
ice sont réelles on complexes conjupguées, Dans ce 2éme cas le

ramme de calcul des valeurs propres donne i deux valeurs propres
guées deux indices consécutifs, '

Soit donc )‘i + [L(i une valeur propre complexe,

+ j = - . : z..
J H.i+l )\i J rLL,l la valeur propre complexe conjuguée,

ecteurs propres étant définis 4 une constante multiplicative pres,

loisible de se donner arbitrairement leur n ieme composante, Il cst

A la valeur

propre + ) ‘u. correspondra le vecteur de composantes
1

«

ki

1
+ 3] /9 Ki et a la valcur propre )\ i41 + j {u i1 le vecteur de

compoesantes ﬂ Ki + ] & Ki 1l est ainsi possible de¢ se contenter de

calculler les parties réelles des vecteurs propres, En effet la partie

imagi

)\i+

haire du vecteur propre correspondante a la valeur complexe
J fl- est la partie réelle du vecteur proprc correspondant a la
i

valeun complexe conjuguée et réciproquement, Dec plus si la valeur propre
est rékelle, les partics réelles du vectcur proprc obtenues sont celles que

1'on obtiendrait en dounant la valeur 1 A la derniere composante de ce
vecteulr,

P

propres, :

Les colonnes de la matrice XH sont formées des parties

s des vectcurs ainsi calculés,

3,2,2,3,2,- Calcul de X

' ¥
L.e sous programme ORTBA forme B{B = P RH

-1 ..
Il -suffit enfin de former X =D }{B

3..2,2. 3.3, - Retour aux variables initiales et normalisation
(sous programme FORMDP)

Le retour aux déplacements des points Ak ainsi qu'aux

_* e a
rotations des vecteurs ty s'effectue au moyen des formules établies au

paragrdphe 2,2.1. (formules I1,2,1.6., 11,2,1,7,, 1I.2,1.2, bis).

On s'est donné com:me condition de normalisation des vecteurs




-

max [£ ()] = 6

6 est arbitraire,

Le sous-prorramme FORMP permecet d'effectucr ce calcul,

3.2.3:-Calcul de la réponse a unc excilation donndée

1l s"agit de trouver des solutions dc la forme :
7 2 Y 7
}i : }\0 51ln Wt -+ ‘){Ll coswt

de l'équation :

LR} ) ] N ’ )
AX +@}{ +C}{_= f.;‘r sin th

On vérifie facilement que l'on a :

X - [C-w? Avw? B (€ -w?A) B F
Xl _— wlﬁ-‘wz/‘\q )'1 ;'-‘3}{
0

Le calcul de }2«.0 et }{j se fait au moyen d'un programme d'in-

version de matrice de type classique,

3.2.4.- Calcul des suppléments de tensions
sous programmec¢ TENSE

o Le programme calcule au temps t les suppléments de
tensions correspondants a un vecteur,

X = xo e_—_rA‘t‘__ cos (wt + LF) .

o - .
Lo £ 3 HE

H
1
L)
t
1
H
1
H

4
H
1
N
oy
ki
+
.
2
{
!
H
]
¥
!
{
|

[



Y A

4eme PARTIE

RISULTATS

- , 4.1, - Les résultats présentés ci-aprés concernent en tout ou en
pa t1<_ lcs bouédes suivantes du Service des Phares el Bzlises -

Lrd

h) bouée de 9,3 kdaN en acier (dite boudc de 12 m3),

b) bouée de 3,3 kdaN en alliage léger (dite bouée 6céa.11iquc),

£) bouée de 70, 6 kdaN en acier (dite bouée de 40 m3),

Les schémas et le tableau ci-dessous récapitulent les données
relatives 4 chacune dec ces bouées :

Types de boude

Paramletres caractérisant -
- Bouée

' la bouéde Bouée dec 12 m3 PR Bouée de 40 m3
. océanique '
Masse 9, 3 kdaM 3,3 kdaN 70, 6 kdaN
2,50m . 3,00 m 10,00 m

Diamietre du corps de
_bouZF

Morni::nt dlinertie par

rapport au centre de 8400 kg/m2 9300 kg/m2 945000 kg/m2

grav:té
Ordopnée du centrede 2,12 m 0,97 m 0, 60 m
carene ,
O’rd_onnee du centre de 1,13 m 0,75 m 0,55 m
dérive ‘
Ordonnée dfa la surfa- 3,59 m 1,21 m 1,10 m
ce de|flottaison
Ordo.neec ducentrede 1, 66 m 1,47 m 2,26 m
gravité
YFO | 3,23 m 0,60 m 0,98 m
K . 1100 400 400
__ ] en un point situé
Mode d'attache par barre par patte sur I'axe de b
d'attelage d'oic .
| bouée
4
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Lies caractérisiiques des chaTnes normalisées du Scervice des
Phares c¢t Ralises sont d'autre part indiguées dans le tablecau ci-apres @

Masse lindalre

(g /m)

calibre (mm)

, 15 4,9
20 ‘9,7
25 15
30 21

35 2e  /

4,2, - Détermination des positions d'éguilibre

La premiere opération consiste (voir paragraphe 3, 1(.32 a
déterminer le point d'intersection des courbes 3{1 ( ‘]-9 ) et Ji

().

Le nombre de pararneétres caractérisant les bouées est élevé,
le nombre de types de bouécs re1at1vcmc,nt réduit, enfin l'expression
‘analytique de la fonction (‘0 (IO est trés simple, 11 est donc

inutile de traccr a l'lavance un réseau un1verse1 de courbes 3?,2 ( (‘0 ). -
. A R .

In revanche, les courbes 6911 ( (? ) sont d'expression

analytique compliquée et le nombre de parametres caractérisant la chalne
est petit, '

_ Au moyen des équations paramétriques du numéro 3,2, on a
tracé (fig, 7) les réseaux dcs courbes :

‘ Cj?’i(lf’)izcte

R, Q.);é% Y R

13

Dans la prathuc,?\ étant connu'll'inter'sect'ion des courbes

ZA l?) et.- ﬂl ( LP ) falt co'nnaltre ({) v ., f-&o

c=wr o Lie-réseau de courbes-de la f:.gure 2 represente paridilleurs”™ ~
les variations en fonctlon de l/tg & (voir” page 5 .) pour des'valeurs ,
. constantes de\ﬂ"et de T;o. du rapport deé-1a’ longueur de-la“chatne 3 ‘ala
’ *:'ha.uteur du poxnt d'amarrage au-dessus du’”; fond (*) T T m—m———m—m—

-
o~

Vo 5
(*) Comme la distance du pomt d'amar rage h. ia surface libre est le plus
souvcent asscz petite vis-a-vis de la profondeur, on pecut obtenir rapide-~
ment sans recours & la machine, une valeur approchée de la 1ong,ueur '
de la chafne connaissant la profondeur d'eau,
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longucurs de chalne, les valeurs ,calculées 3 1

lesftensions maximales pour des vitesses de courvant compris

6 npeuds par palicr de 1 nozud,

4

. . 3 1 Ly
ala mac]nncl/(lu rapport ‘2

’ -
IEquilibre ¢n position verticale
Bouée de 12 13

. Le tableau ci-dessous donne, pour les boudes de 12 m3 mouilldes
part une profondecur de 30 m, avec une chathe de calibre 35 mrn,

les
3.0
G ct

Ses5 cntre 2 ¢t

Longucur d¢ la
chaine en mbitres

v

Rapport J2

Tension masimale
en kdalN

Vitesse ducourant
cn nozuds

" 54
" 75
98
124
150

1, 785
2,497
3,278
4,113
4, 995 -

1, 85
3,28
5,39
8,28
12., 04

(oA S2 T SN WU o)

Le tablezu ci~dessous donne les mémes résultats pour une

boude océanique mais pour une chaine de calibre 20 mm,

Equilibre en position verticale

Bouée océanique chaine

20 mm

' L'Dngueur de la

. 0
Rapport '3";.‘

Tensionimaximale

Vitesse ducourant

chalne en metres en kdalN en neeuds
42 1, 4 0, 43 2
51,3 1,71 0,59 3
61,5 2,05 0, 80 4
72,5 2,41 1, 07 5
84 1,4 6

) ,
Equilibre cn position verticale
Grosse bouéc cha’ne 35 mm

Le tableau ci-dessous donne les m2mes résultats pour une
bouée de 40 m3 mais pour une chalne de calibre 35 mm,

Tension maximale

Vitesse du courant

Longueur de la ,
chaing en m%:tres Rap port }e en kdalN en nocuds

44,2 1,47 1, 33 2
156 1, 87 1, 92 3
68,9 2,30 2,73 4

B2,3 2,74 3,76 5

. 96,2 3,21 5,01 b

| 110, 4 3,68 6,5 7
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IEnfin e tableau ci-dessous donne,pour une bouée de 12 m3 et
pour une vitesse de courant de 3 nocuds, diverses solutiens d'amarrage avec
des chaines de calibre : 20 - 25 -~ 30 - 35 mm,

Longucur de la Rapport 55 Tensionmaximale Calibre de la
chaine ¢cn metres en kdalN chaine
118 3,922 2,58 20
97 3,23 2,79 25
84 2, 80 3, 02 30
75 2,50 3,28 35

On se rend compte a l'cxamen du tableau que le rapport gé’ reste
comprls entre 1 et 5 ,

On juge ainsi de la validité de la regle traditionnelle suivani laquelle
la longueur de chalne est égale & environ trois fois la profondeur de¢ mouil-
lage. '

Il est également intéressant de remarquer que les tensions dans
les'lignes d'amarrage des bouées en alliage léger sont trés inféricures
aux tensions dans les lignes d'amarrage des bouées en acier,

Ce résultat n est pas surprcnant il constitue une des raisons de
" la superlorlt(, probable des bouécs en alliage léger que le Service des
Phares essaie de mettre au point,

On remarquera enfin que les tensions i 1'équilibre des chaines
d'amarrage des grosses bouees de 40 m3 n'exckdent pas. 6,5 kdaN
ce qui reste trés en dega des ‘efforts de traction adm1551ble des chatnes
utilisées en prathue (plus de 65 kdaN), ' ’

4,3,- Etude ‘des périodesjropres ct des mouvements propres

t“» - L - 4?

. Les résultats des calculs 2 la machme condults pour des nombres
de maillons croissants (on a fait varier le nombre de maillons de 5 a
30) n'ont pas fait apparaitre de dlfferenca sensibles sur les fréquences
propres les plus basses des que n dépasse 10, f :

1 i A "
Les. résultats Cl dessous ont’ été obtenus en 11m1tant le nombre n
de maillons 2 10 r 3 e
{ . ow 5 o
- Do On a d'abord ragsemblé dans un tableau les périodes propres et -
‘les coefficients ‘d'amortlsscment pour les trois conﬁguratlons-types

suivantes : f T T

C A

I3

o
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ypothtsc a) de la page 71

hlypothtse 1) de la page 71

ypothtse c¢) de la page 71

" Trainée variable ,

”~
« Bouée de 12 13 - amarrde & une chalne de 35 mm

pour une profondeur de 30 m

vitessce couranl 4 nocuds

cofiguration J1 - Bouée océanique ~ amarrée a une chathe de 20 mm

pour une profondeur de 30 m

Trainée constante,

vitesse courant 4 nocuds

figuration 111 - Bouée de 40 m3 ~ amarréc 3 une chaine de 35 mm

pour une profondeur de 30 m

Trainéc constante,

Type dec configuration

vitesse couran! 4 noecuds

11
Frédquences | Amortissement Fréquences Amortissement
propres correspoadant propres corrcspondant
. 1,|283 0, 022 1,256 0,238
1,234 0, 041 1,180 0,222
- 1,{155 0, 081 1,100 0, 456
1,049 0,134 0,983 0, 732
0,|912 0,186 0, &5 0, 969
0,[759 0,249 0, 685 0,028
0,674 0,280 0, 664 1,195
0,395 0,344 0,478 1,969
0,336 0, 091 0,369 0,017
0,232 0, 406 i 0, 077 0,121
0,129 0, 455 0 1,478
0 4, 665
11
i Fréquences Amortissement
N ‘ propres ' corrcspondant
f 1,250 0,118
' 1,176 0,122
{ 1,102 0,193
f 1,081 0, 049
% 0, 996 0,367
* 0, 857 0,519
' 0, 705 0, 667
0,530 0, 789
0,526 0, 002
0,234 1,186
' 0, 034 0,0:2
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On a, d'autrc part, cherché A représcnter les "formes propres'
corrcspondant & chacune des fréquences propres de la configuration du
type I,

Du {ait de 1'amortissement, les divers points de la chaThe ct de la
bouée ne sont pas animés d'un mouvement périodique, Ils ne vibrent pas
en phasc au voisinage de la position d'équilibre,

Le tracé de la configuration prise par le systeme A tout instant
ayant paru déborder le cadre de cette étude (bien qu'il n'offre théorique-
ment aucune difficulté) on s'est contenté de déterminer les déplacements
des points A; dans l'hypothése ol il existerait un instant ol les compo-
santes du sccteur X (t) représentant les mouveinents du systeme seraient

- les valeurs X; définics & paragraphe 3,2,1,

I.'ensemble des figures 9 3 19 représente les mouvements propres
au voisinage de l'¢quilibre du systeme décrit sous le nom de configuration
1 32 la page précédente.

On obtient une série de lignes brisées représcntant unc position
approchée du systeme cn mouvement qui-ont l'intéret de faciliter 1l'iden-
tification des mouvements du systeme,

C'est ainsi que 1'on retrouve le fait cxpérimental que la bouée ne
prend des mouvements d'une amplitude notable qus dans un tout petit
nombre de cas (tangage, déplacement longitudinal et pilonnement),

En particulier, dans les mouvements propres du systeme qui se :
produisent 4 fréquences rclativement élevées, l'amplitude des mouvements
de la bouée restent indécclables a 1'échelle du dessin,

L'importance du rapport de la masse de 1la bouée 2 celle de la
chaine explique ce phénoméne , Une autre manifestation en. e¢st la quasi
identité des n - 2 {réquences propres calculées comme il vient d'Ctre
exposé et des n - 2° fréquences propres correspondant au cas ol la
chalne cest attachée & ses deux extrémités,

- Comme cn mécanique linéaire les amplitudes des mouvements
propres ne sont déterminés qu'a un facteur arbitraire prés, on ne peut
pas, a priori, déterminer les suppléments de tension induits dans la

- chafine autrement qu'a un facteur pres,

On a cependant calculé les suppléments de tension dans l'hypothese
ou les déplacements sont tels (condition de normalisation) que l'angle
d'un maillon avec la position qu'il occupe 2 1'¢quilibre est de 0, 07 radian,

Pour le mouvement propre n° 11 (figure 19) dans lequel 1'axe de
la bouée prend une inclinaison notable par rapport a la verticale le supplé-
ment de tension maximale estde 5,51 kdaN alors que la tension nominale
3 1'équilibre est de 5, 39 kdaN,

Ce résultat confirme que les suppléments d'efforts extéricurs dQs
au mouvement du systéme est tres appréciable m@&me pour des mouvements
d'amplitude rclativement réduits,
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i N P 4 . . . i .
Des que le supplément de tenslon qui peut aveir un sipne quclconque

att¢int en valeur absoluc, la valcur de la tension a 1'¢quilibre, il peut
donlj“c ¢ produire un décoll ement de deux maillons successifs, L'étude du
compportement de la chaine aprés un tel décollement sc heurterait certaine-
mept & de sérieurces difficultés analytiques, Elle n'a pas été abordée,

de

i

[
1

On peut cependant conclure gqu'au cours d'un mouvement les risques
‘hoc de deux maillons les uns sur les autrcs sont élevés et cela confir-

me l‘1mp1 cssion que les amdrragco périssent principalement du fait des

chojcs plutdt que du fait de l'appllcatlon continue d'une sollicitation trop
grandg,

[
3 |
-
i |
i - 1

4,4, - Influence d'une variation harmonigue de faible amplitude du
i niveau de la merx,

La figure n® 8 représecnte lcs variations de l‘ampdtude du mou=-

vement du parametre (angle dc l'axe de la bouée avec la verticale) en
P . ~
fon¢tion de la fréguence ' d'unc oscillation du plan d'eau,

i

i
f On reconnait sur la figure,3 pics de résonance de hauteur treés

inégalc,

3

L.e pic central dc loin le plus élevé correspond a la fréquence

propre de tangage de la bouée précédemment déterminée,

s

v
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CONCLUSION

Nous ne pouvons manquer en achevant cet exposé d'indiquer
comment nous voyons aujourd'hui les directions qu'il {aut prendre pour
prolonger 1'étude, '

I faut évidemment d'abord développer les résultats, Le recours
3 la machine va maintenant permettre d'étudier un nombre suffisant de
systémes pour que l'on puisse dans quclques mois songer a remplacer les
régles empiriques de constitution des lignes d'amarrage de nos bouées
par des tableaux ou abaques <'emploi facile,

. Mais il faudra aussi confronter de pres les résultats théorigques
et 1'expérience, On sera ainsi conduit & rechercher puis & développer des
apparcils permettant de mesurer le mouvement des bouées ct de leur ligne
d'amarrage, Ce sera unc tiche difficile, Les systtmes dont il s'agit sont
soumis 2 une ambiance tres agressive, Au surplus l'on ne disposc pas de
source d'énergie a bord des bouces.

-~

Il est tres tentant, d'un autre cOté, de songer a étendre les
méthodes qui viennent d'8tre exposées i des systémes plus complexes, On
peut penser par exemple 3 développer une théorie de la dynamlque du
remorquage,

Tous les marins connaissent les dangers des opérations de remor-
quage qui mettent en présence deux flotteurs reliés par un fil, mais il ne
semble pas que le probléeme ait été abordé d'une fagon analytique,

Cependant, la transposition des rnéthodesghi -v'ie_nheht d'ttre
décrites a des cas plus complexes ne peut se faire de plano,

Du point de vue de la méthode mathiématique, il faut se demander
si le calcul "a la main" du systeme différentiel auquel satisfait le mou-
vement ne doit pas @tre remplacé par un formalisme beaucoup plus systé-
‘matique accessible au calcul a la- machme. ,La rruse en’ oeuw}re des idécs.
modernes de mecamque analytique €st. certamement susceptlble d‘apporter ‘
des améliorations dans ce sens, L e

R

. B

Du point de vue des hypotheses phys:.ques,:»les défauts de. notre i
expose apparalssent peut étre plus c{lgqument cncore. Les pr1nc1pales ’

1'eau sur un flotteur partlellement(lmmerge et en mouvement ‘1 s'agit~ o
: d'un domame tres vaste qu1 déboxjde rés largement le- cadre des’ préoc- e

B § Aol E e e g T

e

‘”"., L2

—w
¥

.o l" . Y8 LT
e - ‘x. L

S Le dévei’bpﬁement dés re'ch'érches sur la dynamique des flotteurs
ancrés est donc subordonné i la const1tut1on d'équipes suffisantes,

T

C'est donc par cela qu'il faudra commencer,
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