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SOMMAIRE

L'objectif de ce projet est d'établir les éguations aux dérivées
partielles qui régissent le comportement des mécanismes plans a
quatre membrures avec 1'hypothése gque 1les membrures gqui les
constituent sont rigides.

Au chapitre I, un exposé est fait sur les concepts qui sont a
la base de notre analyse: la théorie des mécanismes plaints a gualire
memprures, la theorie de l'élasticité. I1 y est notamment démontreé
les équations fondamentales de l'élasticité linéaire symétrique et
asymétrique; un accent particulier est mis sur l'élasto-dynamique
asymétrique dont les équations constituent le fondement de notre
analyse.

Au chapitre II, les équations cinéto-élasto-dynamiques sont
établies. On commence par établir les équations cinétiques et
élasto-dynamiques d'une membrure considérée comme un élément de

poutre rectangulaire, puis 1l'équivalent de celles~ci pour un
mécanisme a quatre membrures. Des hypothéses sont ensuite énoncées
afin de simplifier les éguations obtenues.

Au chapitre III, la modélisation par éléments finis a 1l'aide de
la méthode de Galerkin est effectuée; ce chapitre contient
€également une analyse des types d'ondes possibles dans le cas de
la cinéto—élasto—dynamique ainsi que l'exposé d'une méthode semi-~
analytique d'analyse. La détermination des_modes et freéquences

propres de vibration a été également introduite.
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INTRODUCTION

Ce projet a pour objet l'analyse cinéto-élasto-dynamique des
mécanismes plans a l'aide de la méthode des éléments finis. Le
domaine d'eétude appartenant au mouvement des mécanismes avec la
considération de 1'élasticité des membrures qui les constituent
s'appelle la cineto-élasto-dynamigue.

L'étude des mécanismes plans s'effectue de fagon classique en
considérant que les membrures sont rigides. Cette étude se limite
4 la détermination des forces et des quantités cinématiques telles
les vitesses et les accelc¢rations, et ne permet pas de mettre en
evidence certains phénoménes fondameniaux {(ddformation
déplacements, tensions, propagation d'ondes) dis aux propriétés
d'élasticité du matériau dont sont constituées les membrures.

Le but de ce travail est de combler ces lacunes en élaborant un
modéle qui tient compte de 1l'élasticité des membrures. Nous nous

limiterons dans c¢e travail au cas des mécanismes a duatre

membrures; 1l'analyse consistera essentiellement a dégager les
équations fondamentales et a construire un schéma aux éléments

finis pour leur résolution.

Le_.choix de la meéthode des ¢éléments finis comme schéma de
résolution est di a la simplicité dans 1'interpretation physique
et dans la formulation mathématique qu'offre cette méthode. La

methode des éléments finis cumule les avantages des autres

algorithmes utilisés dans la résolution des ¢équations aux dérivées
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partielles (méthodes variationnelles et méthodes aux différences

finies [5]), et se préte bien a la programmation par ordinateur.

Cette programmation n'est pas abordée dans ce travail, faute de

temps.

Aprés avoir effectué quelques rvappels de concepts fondamentaux
sur les mécanismes plans et la théorie de l'élasticité, on établit
les équations cinétiques d'un mécanisme (équations du mouvement)
en vue de la détermination des forces, des vitesses et des
accélérations; cette partie rejoint 1'analyse classique car
l'hypothése de base de 1'étude cincétigue consiste cn la rigidite
des membrures.

Puis, on établit les équations ¢lasto-dynamiques d'un mécanisme
permettant de déterminer les déplacewments, déformation: et tensions
réesultant de 1l'élasticité des menbrures & l'aide de la théorie de
l'élasticits.

Apres avoir simplifié les équations obtenues a l'aide d'hypothe-
ses, les équations élasto-dynawmiques sont modélisées par la méthode

des éléments finis.

Enfin, une analyse des types d'ondes se propageant dans les

membrures est effectude.



CHAPITRE T

RAPPELS: CONCEPTS FONDAMENTZAUX

Ces rappels seront essentiellement constitués de 1'établissement
des éguations fondamentales de l'élasticité. IEn ce qul concerne la
démonstration des formules fondamentales quli sont & la base de la
formulation des équations cineétiques, le lecteur pourra consulter

l'annexe.

T1.1/ELEMENTS DE THEORIE DES MECKNISMES PLANS

I.1.1°/MECANISMES 2 QUATRE (4) MEMBKURES-PRINCIPES DE BASE

f.1i.1.a béfinition

Le mécanisme a qguatre membrures est une chalne cinématique
(c'est a dire un cnsemble de corps rigides reliés entre eux ), a
liaison forcée (le mouvement relatif entre les membrures est unique
et se répete d'un cycle & l'autre) dont les gquatre membrures sont
jointes par des chevilles et dont l'une d'elles est fixe.

La membrure fixe sert de reférence: la position des autres

membrures est donnee par rapport a celle-ci.

I.1.1.b Classification

Une fag¢on de classifier les mécanicemes A guatre membrures est
de le faire selon le type de mouvement de ses membrures motrice et

entrainée:

- Manivelle: lorsqu'elle peut faire un tour complet autour de

son centre de rotation.
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- Balancier: lorsqu'elle oscille une partie d'un tour.

- Coulisseau: lorsqgu'telle fait un mouvement de translation guideé

par la membrure fixe.

On utilise la loi de GRASHOFF pour identifier le type de

transformation de mouvement effectué par les mécanismes dont les

quatre membrures sont de longueur déterminée. $i 1 est la longueur

de la membrure la plus longue ; si s est la longueur de la membrure

la plus courte ; si p et g sont les longueurs des autres membrures;

la loi de GRASIIOFF stipule cuc:
* Si lt+s<=ptq ;

la transformation de mouvement sera

- Manivelle-balancier si

b

s est la manivelle adjacente a la
membrure fixe.

- Manivelle-manivelle (ou double manivelle) si s est la membrure
fixe.

- Balancier-balancier (ou double balancier) si1 s est opposée a

la membrure fixe.

* Si l+s>p+g le mécanisme sera alors un mécanisme balancier -

balancier.

Mais on distingue d'autres types de wmécanismes & quatre

membrures tels gue les mécanismes manivelle-coulisseau (décale et

non décalé ), balancier-coulisseau et coulisseau-coulisseau.

I.2/ THEORIE DE L'ELASTICITE

Cette section a pour but principal 1'établissement des éguations



fondamentales de 1la théorie de 1'élasticité ainsi que leur
application aux membrures et aux mécanismes plans. Ces equations
serviront & effectuer 1'assemblage des membrures et a en déduire

les équations aux dérivées partielles de l'élasto-cinéto-dynamique

d'un mécanisme & quatre(4) membrures.

Pour cela, nous effectuerons dans l'ordre les exposés suivants:

- modéle du corps élastique.

analyse des déformations et des déplacements.
- analyse des forces et des contraintes.

- relations contraintes-déformations.

équations de l'élasticité formées des équations géométriques,

physiques et des ¢quations élastiques.

modéle élastique d'unc wmembrure considérée comme un €lément

de poutre rectangulaire.

L'étude effectuée dans ce chapitre porte sur 1'élasticite

-

linéaire. L'élasticité non linéaire, la théorie de la plasticiteé

et 1'élasticité quasi-linéaire ne seront pas abordées ici. De méme

nous considérons que nous nous trouvons dans le champ dynamique

avec présence de forces d'inertie non négligeables.



I1.2.1 MODELE_DU CORPE ELASTIQUE

I.2.1.a Hypothéses fondamentales: rappels
* Hypothése de l'espace-temps newtonnien:
L'espace est euclidien (a4 trois dimensions), le temps est

indépendant des coordonnées spatiales, les lols de Newton sont
valables. Cette hypothése situe la mécanique des milieux déforma-
bles dans la "mécanique classique".

* Hypoth&se Gu wmilleu continu:

Chaque domaine élémentaire contient de la matiére. Cette
hypothése permet de consideérer toutes les qﬁantités comme fonctions
du point dans le domaine occupé par le corps, et non comwe des
fonctions de la position des particules qui le composent. Grage a
elle, la mécanique des milieux déformables pecut largement utiliser
l'appareil de l'analyse classique.

* Hypothése de la rigidification des partics (ou de la solidifi-
cation).

* Hypothése de la dépendance locale

Les forces intérieures (tensions) Sont‘des fonctions du point,
de la déformation, de la température, ctc... mals ne dépendent pas
explicitement du gradient (des dérivées spatiales) de ces gran-
deurs.

* Hypotheése de l'élasticite ideéale:

Il existe une correspondance bi-univoque entre les déformations

et les tensions représentée par la loi de liocoke.



I.2.2.b") Hypothéses simplificatrices

* lHypotheése d'hyperélasticite: |

Le travail mécanique nécessaire pour déformer le corps dépend
seulement de son état initial et de son état final.

* Hypothése de linéarité gcéométrique

* Hypotheéese de linéarité physique:

Les tensions sont des fonctions linédalires des déformations;
* Hypothése d'isotropie:
* Hypotheése d'homogénéitae:
L'ensemble de ces hypotheses conduit a la théorie de l'élasti-

cité linéaire des corps isotropes et homogénes.

I1.2.2 ETAT DE DEPLACEMENT ET ETAT DE DEFORMATION DU MILIEU

CONTINU - ANALYSE DES DEFORMATIONS ET DES DEPLACEMENTS

I.2.2.a Déplacements el derormatcion

&)

Supposons que le corps V ne soit soumis & aucune action exté-

rieure.

Supposons maintenant que le corps soit sollicité par un systéme

de forces et de liailsons géométriques. La matiére contenue dans V

vient occuper une autre position, gue nous allons désigner par V¥,

de frontiere S*. (Chaque élément gardera sa notation initiale

?

pourvue d'un astérisque.)

Afin que le corps se trouve en équilibre comme corps déformable,

il faut d'abord que le systéme des f{orces appliguées (y compris les

forces de réaction exercées par les liaisons géométrigues) soit

(S



statiquement nul.

=1

Nous allons nous limiter au cas du passage du corps V d'une

position d'équilibre a une autre. La position de chaque point de

V, rapportée aux coordonnées fixes, subit donc une modification:
ce processus sera appelé deplacement.

Les distances réciproques entre les points et les angles entre
les éléments linéaires vont aussi étre modifiées: ce processus sera
appelé déformation.

T.2.2.b Etat _de deplacement

* Systemes de coordonnees

Pour étudier le comportement au voisinage d'un point x il faudra

considérer un second point y assez proche de x, et examiner les

positions occupées par les particules qui  se  trouvaient
initialement en x et y. Toutes les quantités sont rapportées au
systéme de coordonnées f[ixe. Nous adoptons ainsi une description

Lagrangienne.

* Vecteur déplacement

Considérons deuy rpoints x et y=x+7, et supposons connue une loi
de correspondance entre les points de V et de Vk:
x,;=f;(x ) 1i=1,2,3 (2.1)

avec f., fonction vectorielle; si les déplacements des particules

sont assez petits, les relations (2.1) peuvent s'écrire:

X =X, 4+ ou (%) i=1,2,3 (2.2)

ou les u; sont petits, ou bien encore vectoriellement:

X*=x-+u (%) (2.3)

Le vecteur u est nommé vecteur-déplacement. La dimension de son



module est celle d'une longueur.

On suppose que le passage de 1'état V a l'état V* est réalisé
par une transformation bi-univoque et bi-continue. Il faut et il
suffit pour cela que f soit de classe Cl et que le jacobien soit
borné et non nul.

On dit alors que la transformation est réguliére.

* Transformation des composantes des vecteurs

Avec les notations choisies, les points x,y se transforment en

*

* . . )
X = X + u(x) et y =y t+ u{y) respectivement, et le vecteur 7 qul
les joint devient 7 = 7 + 81v. Evidemment, on a:
T + u({y) = u(x) + 17, d'ou:
* - - . — e gl
T = T, 4+ U (X47) u; (X) (2.1)

ou blen encore

§1, = u;(x+71)-u,;(xX) (2.5)

Si u deux fois dérivable on peut écrire la formule de Taylor

avec deux termes et son reste, de sorte que (2.5) devient:

les dériveées étant calculées en x
Les composantes de l1'élément linéaire 7 deviennent:

T, = (‘Sij + Ui'j)'fj ilj:llzl:} (2.7)



ou 6ij sont les composantes du tenscuv de Kronecker
= 1 =1 = 1=k 2
8 1 pour i=j & 0 pour i#j (2.8)
On arrive donc & des relations linéaires entre les composantes
avant, et celles aprés la déformation, d'un élément lineaire 7. La

seule condition de validité de ces relations est que les 7 soient

petits. Sous une forme développée, (2.7) s'écrit:

< pr}

-
I

1 (1+u1’1)11 + u

1,272+ Wy 3Ty
* = .4 - 1. . -
T 5 Uy Tyt (1«\12’2)12 ! U, 375 (2.9)
T 4 = Uy Ty F g, T, (1+u35)73

I.2.2.c Déformation homogéne

Si nous choisissons pour (2.1) la forme la plus simple possible

une transformation affine:
X. = a,.x. + a. (3.1)

avec ag; et a, constantes.

On deéduit alors de (2.2):

T G oA (3.2)

Il en résulte que les u, sont ¢galement lineaires. D'autre part
si 1'on pose :

u; = a;x, +oa, (3.3)

avec a;; et a, constantes on obtient:

X o= %+ up o= (o &% 4+ oag (3.4)



oll .. + &.. = a...
1) | 1)

Dans le cas d'une telle transformation, toutes les parties du

corps se modifient de la méme maniére d'ou le nom de déformation

homogeéne attribué a la déformation caractériscée par (3.1) et (3.3).

1.2.2.d Déformation pure infinitésimale et déplacement rigide

infinitésimal

* Deplacement rigide

Les relations (2.6) et (3.3) conduisent a la formule:

6Ty = T =7, = a;; 7, (4.1)

On peut considérer la variation §7 comme ¢tant composée de deux

parties: la premieéere, due a un déplacement rigide du voisinage de
X dans son ensemble;

la seconde, due & la variation des distances

réciproques entre les points de ce voisinage. On a évidemment :

TR = 71 4+ &1, |r*|* = gx.0x = [7]* + 27.87 + |&7]°

la variation de la longueur de 7 est donc caractérisée par:

Sl = o=l —~ |v|* = 27.867 + |er|. (4.2)
Si la déformation est infinitésimale le terme guadratique est

négligeable.

Dans le cas d'un déplacement rigide infinitésimal, la longueur

des vecteurs ne varie pas et de (4.2) il vient:

T.857T = TiSTi = Qg TT, = 0

ce qui éguivaut a la condition d'anti-symétrie

iy ii ' ilj:112l3 (4.4)

9



Désignons les composantes de la partie anti-symétrique de la

matrice a;; par

Py = h(ay — ag) Py = (g — o) Py = h(ag T ooy) (4.5)

En considérant encore (4.4), les [formules

(4.1) deviennent:
8T, = P3T,~P,Ty $1,==P3T 4P, Ty S§T3=P,T"PT, (4.6)

ou bien encore, en notant avec p le vecteur de composantes p;:
§T = =pAT  (4.7)

Si 7 unit x, & x, et donc si 7;=x,-x";, 11 vient:

§x, = éx°, + &7,
En notant ici éx°; = a, et a = (a,,a,,a,) on obtient a l'aide de
(4.7):

6X =a-pA(x-x,)

Si la matrice a est antisymétrique, le déplacement du point x
se reéduit donc & une translation (caractériscée par a) et a une
rotation (caractérisée par -p) c'est-a-dire a un deplacement rigide

infinitésimal de V dans son ensenble, le méme en tous ses points

10



puisque a et p sont constants.

* Variation des distances

Supposons maintenant que la transformation (3.5) soit définie

par une matrice infinitésimale de composants quelcongques ay;

Décomposons-la en la somme de ses parties symétrique et anti-

symétrique:

de sorte que l'on a:
q

a; = Gij’“ Wi (4.11)

Puisque la déformation est infinitésimale, on peut utiliser le

principe de la superposition ¢t affirmer gque la matrice Wi décrit

un déplacement rigide infinitésimal de V.

Assurément les relations (4.3) a (4.8) ne sont plus maintenant

valables.

En portant (4.11) en (4.1), on obhtient:

§1, = (€,

i (4.12)

Si la deformation est infinitésimale, on peut négliger les

termes quadratiques, ce qui méne (& la place de (4.2) et (4.3) )

a4 l'expression

slr|: = 2€iﬂi7j (4.13)

1l



(compte tenu de w;T;7, = 0). De (4.5) et (4.10) on tire

maintenant:

Py = Wy Py = Wy Py = Wy (4.14)

Par conséquent, les six composants de la partie symétrique de

la matrice a caractévrisent les variations de distance et les trois

composants de sa partie anti-symétrique,

la rotation rigide.

* Matrice de la déformation

!
Afin de préciser la signification des grandcurs ¢, déterminons

ltallongement relatif d'un vecteur arbitraire 7. Nous allons

désigner par le vecteur unitaire :
m= 7/|71| (4.15)

dont les composantes m,, m

—~

,, M seront les cosinus directeurs de
La quantité qui nous intéresse cst donc:

e = 6|rl/lrl = (lexl - ||y /10| (1.16)

Elle peut étre positive ou négative. On trouve alisément :

bl = |12 = (lrx] = I7)y*(l7 | + J7*]) = c|7](elr] + 2]|7])

ou bien encore, en tenant compte de (4.123)

et (4.15):

e (1 + %e ) = € mm; (1.17)



oi1 la notation €  indigue le fait que

dépend de m et non de |7].

de

la

La solution de (4.17) s'écrit:

€, = -1 + (1 + 2£Umgm) avec

n=% (4.18)

1'allongement relatif

ol le signe positif correspond a ce que |7*|/[7[>0 .

La matrice symétrique Eode

composantes

la déformation (pure et infinitésimale).

¢

i

s'appelle

matrice

Le premier terme de (4.12) représente donc la contribution de

deformation pure, et le sccond,

variation des composantes du

I.2.2.e Theorie génerale de

vecteur r

celle du deéplacement rigide, a

la déformnation infinitésimale

Revenons au cas d'unc loi

ou 1'on suppose u de classe C2.

En prenant : a.. = u. . (5.3)

on obtient a l'aide de (4.9)-(4.11)

13
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= L 1 159
€; = 3{u; ;v u; ) (5.4)
1% = % (u -u. ) (5.5)
i Uy PR
-— [2¢
W5 T g vy (5.6)

l.es éguations (5.4) et (5.%) forment le systéme des équatioiis
géométriques. C'est un systéme aux dérivées partielles, linéaire,
a coefficients constants, du premier ordre par rapport aux
déplacements, et contenant les composantes de la déformation sous
forme entiérec.

Les composantes ¢ij) de la déformation [lorment un  tenseur

othogonal du second ordre: le tenseur déformation..

CONTRAINTES

I.2.3.a Forces extéricures

Nous allons maintenant [ixer notre attention sur les forces qui
sollicitent le corps de 1'extérieur et sur celles gui, sous 1l'ef-

fet de cette sollicitation apparaissent en son intérieur.

On appelle force extérieure toute force qui caracterise l'action
dfun corps exteérieur & V, sur des points de V+5. Les forces
agissant sur des points d'un sous-domaine V' inclus dans V sont

appelées forces volumiques. Celles qui agissent sur les points d'un

sous-domaine S'inclus dans S sont nommées forces surfaciques.

Si R est la résultante des forces coxtérieures aglissant sur V!

14



on appelle force volumique an x appartenant & V la limite:

F(x)= lim ————— , pour x appartenant a vV'inclus dans V.

avec mes (V') étant la mesure de V' tendant vers zéro.
Soit Mr le moment résultant des forces extérieures agissant sur

V'. On appelle moment volumique en x appartenant a V la limite:

M(x)=lim ————- , pour x appartenant a V' inclus dans V.
mes (V')

avec mes (V') tendant vors zero.
Si pour d(V')----»0, le woment résultant en x appartenant a Vv
n‘est pas négligeable ,on devra faire une théoric asymeétrique des

milieux continus.

De méme on définit les forces surfaciques par la relation:

pour » appartenant a $' inclus dans S

avec mes(S') tendant vers zcro.

* Forces concentreées

Les définitions ci-dessus n'ont plus de sens si la résultante
R ne tend pas vers zéro avec le diamétre du domaine considéré. Si
cette résultante a une limitc qui n'est pas nulle, on dit qu'en x
est appliquée une force concentrée (volumique ou surfacique) égale

simplement a la limite de la résultante.



b*)Forces intérieures

* Tensions

Sous 1l'action des forces extéricures, des forces 1lntérieures
agissant entre les particules de V font leur apparition. Pour les
étudier, on fait appel a la méthode des scctions imaginaires de
Cauchy.

Supposons donc le corps V en ¢quilibre, ot séparons ( par
l1'imagination) une portion V,, et la partie complémentaire V,.
Désignons par S, la partie de $ qui appartient & la frontiere de V,
(i=1,2), et par S, 1a frontiéere commune des domaines V., V,, qu'on
suppose avoir un plan tangent, -et a deux faces.

Pour que la portion V, reste en équilibre aprés cette scéparation
il faut que l'action de la partiec V, ( qUi transmet & Vv, l'effet
des forces extérieures agissant sur v, et sur sa frontiére et celuil
des forces interieures développeées dans V,) solt remplacée par
l'action de certaines forces agissant sur S,,.

Celles-ci doivent &tre choisies de maniére que V, reste en
équilibre, sans aucune modification de sa configuration, sous
ltaction conjuguée des forces extérieures antérieurement appli-
quées, et des forces d'interaction entre V, et V, introduites plus
haut. Ces dernieéres jouent le roéle de forces de cohésion, et les
considérer, revient a faire usage de 1'hypothése de la rigidisa-

tion.

Oon définit la notion de tension comme sult:

R(S'12)

o=1lim —— —— pour x appartenant a S',, inclus dans S,.
mes (S'12) '

16



avec mes(S'12) qui tend vers zéro.

* Matrice de la_tension

On peut définir en chaque point du domaine une matrice Z de
composantes Oy appelee matrice de tensions. Les o, seront les com-
posantes normales et les 0y, seront les composantes tangentielles

de la tension.

I.2.3.b Equations statiques de la théorie linéaire

Puisque 1l'on peut exprimer tout vecteur-tension par l'intermé-
diaire de certaines composantes standard, les équations d'équili-
bre pour un domaine.arbitraire doivent conduire a des relations
entre les forces extérieurcs et les composantes de la tension.

* Tquations de

HY=The  symétrigue

Les eéquations de Cauchy s'obliennent de Lo condition d'@quilibre
statigque. Nous nous contenterons de lcs 2numérer sans les démon-
trer.

o + F. = 0O

yiLi i
avec i,3j=1,2.
La condition d'annulation du moment 1résultant des forces

extérieures permet d'écrire:

On montre ¢également gue les cowposantes de la tension forment
un tenseur symétrique du second ordre appelé tenseur des tensions.

Les équations ci-dessus repreésentent les équations statiques et

17



symétriques de la théorie lincdairve. Pour leur démonstration voir

(1.

* Equations de Cauchy-Théorie asymétrique

Dans le cas ou le moment volumique de¢s forces extérieures ne

s'annule pas, on a:

T § o,, et o“’j + P, 0.

On fait alors une theéoric asymétrigque lindaire.

Recherchons les relations entre o et o dans le cas ou le

hk kh
moment volumique n'est pas négligeable. Ecrivons la condition

d'annulation du moment reésultant:

X0 = Xp,0,,)dS [( (Xth - Xth)dV + [[Mdv = 0
| ) v

avec M moment volumique.

Oor on a: RS ojinj d'ou:

N
X, 05,=%,0 ;) n;AS + |11 (0, =

( ) FoHM) AV o= 0
s JJv

1

En faisant usage de la formule d'Ostrogradsky-Gauss, on tire:

‘ . ik

[[[[xk(ojhj +F) - (o P F) 4o, - oo, MAV = 0
3 ‘ ‘ ‘

i bFE= 0
\ on tire:
|
- O~ O F M =0 ou encore:

18



Opp ™ Opx — M
Dans ce c¢as, le tenseur des tensions ntest pas symétrique. Les

équations d'équilibre s'écrivent alors:

Ce sont les equations statiques et linéaires de la. théorie

asymeétrigue.

J

ENTRE LES TENSIONS ET LES DEFORMATIONS

L

La théorie géométrigue et la tncorie statique déja coxaminées
font abstraction des propricétés mécaniques réelles des matériaux.

Dans ces conditions, rien ne pecut 2tre précisé sur la maniére
selon laquelle les forces extérieures provoqguent gréce auXx
propriétés du matériau, certains déplacements et déformations; au-

| trement dit sur la maniére dont le corps s'oppose

& la sollicita-
tion.

I1 faut maintenant préciser le modéle choisi, en etablissant la
forme de la dépendance entre le champ des déformations et celuil
des tensions, c¢'est-a-dire la loi physique.

L.2.4.a Lol de Hooke

* Dans le cas de la théorie symétrique:

S1 & des déformations nulles correspondent des tensions nulles,

on tire la lol de llooke généralisce:
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0 = &y €y ddunk =1,2,3

ou les cijhk sont en géncéral des fonctions du point, du choix des
axes, et de la température. Leur dimension est FL?.
. . 4 L \ .
Apparemment, on a affailre a 3’ coefrficienits; malc 1la

E et de & conduit aux égalités évidentes:

de sorte que leur nombre se véduit & GxG6=36.

En résolvant les relations ci-dessus par rapport aux €;;, on ob-

_ hk
€ 7 Ci T O

Les quantités ciihk s'appellent coefficients de rigidité élastique
tandis que les C s'appellent coefficients de déformabilite.
lbes coefficients de rigiditeée elastigque forment un tenseur: le

tenseur de Hooke.

* Dans_le cas de_la théorie asymétrique:

On a toujours:

. hk - . a A -
0. = Cii €y 1,3,h,k = 1,2,3

On peut aussi écrire:

.. kb
95 T S €
Puisque: €, = €, (symetrie du tenseur deformation), on a:
hk _ . kh
C\) - Cij
. . . - hK . -
d'olu une reéduction du nombre des cijk a 81-27=54.

De plus on a les relations suivantes entre les coefficients c:

Oy = 05 - M avec M moment volumique.
drou: ¢..™ €, = c.™ ¢ - M ce qui impligue:
G fhe TS S e guilroamplilgue:
cij.hk = cjwk - M/¢,,- TLe nombre de coefficients independants est



donc reduit a 51.

En résolvant par rapport oaux €y On obtient:

Dans ce cas,la loi de Hooke prend la forme:

On = C1x11 €qq C\122 €y " ‘nzx €334

O = C2;1 €y szz €y T C2;5 €30

033 = ‘333H €y ! ‘3352? €op V¢ ccjx Coga

G2 7 ?Cmm €120

O3 7 2°B” €ont

O3 = 20331 C3n

avec :

Cn“ = Cwn * CBB = A CHR = C&B = CBH = b
' T ooy = ey’ = ¢

Cplt = ey =y = d

et:

b =c =B, d =n, a = + 2. D'ou:

gy = Be&ij + 2ueij avec:

8 = €, t €, + €y = U, ;= div(u).

On a donc finalement:

C”a _ cy” _ CRB . C“W _ c“” _ CHH -
C1111 = c2222 == C33‘§ = B2

Cwn = CBB = Cum = K

Les coefficients f et j s'appellent constantes de Lamé;

aussi appelé constante de Coulonis.
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On a aussi la relation:

B 1
€ = ~ —— (3 ZM)OSij-L~~W-—* ass
20(3B + 2) 24

N.B: pour l'établissement des relations ci-dessus voir (1].

Lol _de_Hooke pour des corps isotropes-Cas de la théorie

asymetrigue

!

En raisonnant comme dans Jle cas de la théorie symétrique, on

trouve les relations sulvantoes:

Cn” = szz2 = Cssu =y
CBH _ Cﬂn ~ Cau ~ b,
C1133 = 03‘522 = C22” T C,
Cuu _ CMN _ Cnm - a, Cmm _ me . Cpﬂ .

Ta lol de Hooke s'écrit alors:

0, = Q€ + b€22 tCEqy
0, = CE€yy + A€, + Degg
O = bey + CeE,, + ae,
O = 2d€q,, 0Oy = 2deyy, 0y = 2dey,
O, = 2e€,, = 2de¢, - M

Oy, = 2ee,; = 2dc23 - M

O3 = 2€@€,; = 2dc31 - M

On a également:
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b=c=06,d=pu, a==>»0+4 2n d'ol 1l'on tire:

0y = BO 4 2ue, a,, = BO I Zuc,,, O, 7 DO b 2Ucy,
== g - = 7 = : = -

045 2HEy,, Oy €53, U4, 2LE5q,

O,y = 2HE,,~M, Ogp = 2i€,,~M, Oy = 2ftey, = M.

C'est la lol de Hooke pour des corps isotropes dans le cas de

ta théorie asymétrique.

I.2.5 SYSTEME COMPLET DES EQUATIONS DE L'ELASTO DYNAMIQUE

LINEATRE POUR DES CORPS LTSQLROPES

I.2.5.a Equations de.l'élasto-dynamigue lincéaire

En négligeant tout déplacenent éventuel du corps dans son
ensemble, ot en considérant de petits mouvements des particules
autour d'une position d'équilibre, on obtient 1les éguations
élasto-dynamiques linéaires.

* Cas de la _théorie symétrigue

Jusqu'd présent le comportement du corps ¢lastique a été examiné
de trois points de vue différents, ce qui nous a conduit a
considérer trois composantes du déplacement, six composantes de la
déformation, et six composantes de la tension.

Ces fonctlons sont liées par six équations géométriques, trois
équatlons élastiques et six équations physigues ce qui fait guinze
équations a4 quinze inconnuas.

Ces équations sont:

.~
J
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de

tions,

ij i, Jui
6-‘ui
ij; *F TR =0
§€2
— . hr
Glj - ij Ehx
ou encore:

Ce systéme s'appelle systéme compler d'équations de la théorie

l1'élasto-dynamique symétrigue.

On peut 4 l'aide des liaicsons entre les tencions et les déforma-

construire des dquations en termes de déplacements dites

équations dynamiques de Lamé. Ces équations s'décrivent comme suit:

S“Ui
POy F (B gy - p - =0
(st';
v P
aveg B = o T T —
(1 4 v) (3 = 2v) 2(1 + v)
I module d'élasticite.

v coefficient de Poisson.

# et i constantes de Lamé.

Dans ce cas, on peut écrire les équacions dz2 1'alasticité sous

forme:

&2 Ui

sg?
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On a 9 composantes de la tension, 3 composantes du déplacement,
et 6 composantes de la déformation soient 18 inconnues.

On dispose de 6 équations élastiques, 6 équations géométriques
et 6 équations physiques, solient 18 ¢équations. Le systéme est donc
résoluble.

Afin de clarifier les idées nous écrivons ci-dessous entiérement
les équations sus-mentionnées:

SEhi N

Equations élasto~-dynamicues:

€ . o
50“ L)Ozl (‘)03\ ] 1) U‘
+ 4 = 4 F, = p ————"
6x1 6x2 5x3 st
6012 6022 6032 6-L5
+ + +F, =D - -
6x1 §x, 6x3 st
£ c 2
5013 60,4 5033 67 Uy
+ -+ e —— .} 1?3 = P R
5‘/{1 5)\'2 5:{3 at:
Op = 0y — M

Equations géométriques:

6u1
€y = T
6xl
S,
€op = T T
6x2



€33 = 7 7
830
l fu, §u,
€ = b )
5x2 5x\
1 su, duy
Chy = (b )
I X5 &,
su, Suy
€3 = ¢ )
¥, §x,
4
Equations physiques
.. hk
9ii T Cip 0 S
0,y = DO + 2pe ., 0, = BO 4 2c,,, Uy T BO b 2pEs,,
Oy = 21€,,, Toy 7 2C oy, Ogy 7 2H€sy,

On aurailt aussi pu écrire le systewme de fagon a avoir 3
équations élasto-dynamiques, 6 ¢&quations géométriques et 9
équations physiques; en ¢éliminant des éguations élastiques les

relations entre les o.. ¢t les .., et en ajoutant

V) !

aux éguations

physiques les relations ci-aprés:

= - M = € - M = DL€ - M
05, 21E ), Ly Ox, 2JE 5y M, 044 2HEq, M.

On peut également obtonlir des egquations on termes de déplace-

ments uniquement comme dans lo cas de la théorie symétrique.



* Equations de Lamé pour des corps homogénes et isotropes.

theorie asymétrigue.

d'ou:
o”’jr k‘ - MJ = 0
or

0y = RO+ 2ucij

par conséguent:

) (B + }L)uj,ji oy Fo- o, = 0
En tenant compte de:

! - -~ . . g . N
(Bru) /= (1—-2v)1 , (avec v ceoefficient de Polsson) le systéme
ci-dessus s'eécrit:

R a, ..k (1—2¥)_“U AL P TR U B O

Sous forme développée, les équations de Lamé pour des corps
homogénes et isotropes s'écrivent:
? 2 2
87 u, 87 u, 67w,

e + ]
5xf EX,° 5x;

2



§7uy §*u, §M
F{l=-2v) [~ t 4 =1 o p o Fo- o
o 6x1&>ﬂ sz
) 8° LLI
= N‘ e e e
§t»
2 ?
é u, ) u, 8 W,
[———— + — - -
éxﬁ 6x; 6x;
d’u\ 5”u2 63u5 &M
G A R e i e IR S VR R T
6x16x2 Sx,7 Srk£x3 6x3
a S Ll2 ¥
=W p s
st
6’u3 6’u3 &?u3
I I ‘.
5xﬁ S¥.° a7y
) &7 U] & L12 &° U:,) . &M
R A B e I T R TR O T
5x15x3 5x25x3 dxs’ 5x1
’ 53u3
=utp —
st

Ce systéme de trois c¢qguations & trols inconnues Jjoint aux
équations geéométriques eof aux ¢éguations physiques permet de
déterminer les déplacements, les tensions et les déformations.

Pour l'étude des systeémes obtenus aussi blen dans le cadre de
la théorie symétrigque que dans celui de la theéorie asymétrique, on
dispose de deux voies:

% Méthode directe

On connalt la configuration du corps, les coefficlents élas-

tigues du matériau, et les actions exuéricures. On demande de



déterminer 1l'état élastique du corps.
Dans le cadre de notre cétude, c'est ce probléme ue nous aurons

& étudier.

* "Iéth_ode inveraa

-

[}

On connalt 1l'état élastique du corps, sa configuration ,ses

coefficients élastiques. On demande de déterminer 1'action

extérieure et la configuration.

-

1.2.5.b Reqularité des solutions

I.a structure méme des éaguations de 1'é¢lasticité nous oblige a
1

chercher des solutions u bicontinument dérivables sur le domaine
V, afin d'assurer la continuité des forces volumigues. Mieux, pour

que les conditions aux limites aient un sens, 11 faut que les

composantes o, et u; puissent étre prolongeées par continuité sur S.

On cherchera donc ies u; tels que:

I

u;€C? (V)nC° (V+S) .

=0



.3 EQUATIONS DU MOUVEMENT D'UN CORPS RIGIDE DANS UNW

REFERENTIEL PLAN FIXE

Soit un solide plan dans un référentiel fixe. Ce solide
posséde une vitesse angulaire Q(t) et une vitesse linéaire V(t).
Il s'agit d'établir les équations du wmouvemant pour un tel corps.
On se servira a cet effet du formalisme lLagranglien qui a éte exposeé

en annexe.

Sa masse est supposée constante et égale a m. Son moment
d'inertie principal est égal a I.

['énergie cindtique du solide est @égal & la somme de son énergie
cinétique de translation et a .celle de rotation autour de son
centre de gravits,

Solt:

T=4mV: + 5T

Equations de Lagrange pour un corps vigide

La connaissance de x,y,0 suffit pleinement pour déterminer la
position du corps a tout instant. MHous les prendrons donc comnme
coordonnées geéneraliseées de noltre systome.

D'ou les équations suivantes:

d ST ST

— e = (),
dt X' §
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dt

d

dt
<l

dat

5T

5y

(mx')

(n—lyll)

(L")

50
9

|\/ 12 )
e
ST

81
= 0 =l
= ) ==
-0 =

31
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référentiel
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CHAPITRE IT

EQUATIONS DE LA CINETO-ELASTO~DYNAMIOUE POUR UN MECANISME PLAN

Afin d'établir les &quaticons de la cinéto-élasto-dynamique d'un
mécanisme plan, nous adopterons le schéma suivant:

~ on établit les équations cinétiquaes ou éqguations du mouvement

d'une membrure consideree comme un

¢lément de poutre rigide a
1'aide des résultats de 1'étude du forwmalisne lagrangien.

- on effectue l'assemblage des meunbrures en tenant compte de la
loi de l'action et de la réaction. On obtilent alors les équations
cinéetiques d'un mécanisma plan 4 quatre waembrures Supposées'

rigides,

-~ on eétablit les ¢quations dlasto-dynamiques d'unce membrure

considardées comma un éléemaent de poutvs dlastigue.

- on effectue l'assemblage des membrures en tenant compte de la

compatibilité des déformations et des déplacements aux noeuds afin
d'obtenir les équations élasto-dynamiques d'un mécanisme plan.
Les équatlons cinéto-élasto-dynaniques résultent de la prise en

considération de la force d'inertie (calculeée a l'aide des

équations cindétiques ) comme force volumique dans les équations

elasto-dynamiques.

L'aspect vibratoire ou dynamigue est tenu en compte dans les

équations  élasto-dynanlagues  par  la  conslildération de petits

mouvements autour de la position d'equilibre.
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II.1 DYNAMIQUE D*UNE MEMBRURE RIGIDE

IT.1.1 Etablissement des éguations differentielles du mouvement

d'une membrure rigide dans un référentiel plan fixe.

Hypothéses de base: - la membrure est assimilée a un élément de
poutre rectangulaire rigide.

- le systéme formeé par la memnbrure est holonome et soumils a des
forces conservatives (voir annexe pour la définition de ces
termes) .

IT.1.1.a Reduction d'un svsténe de forces appliquées a une

membrure & un systéme eguipollent aux noeuds-Torseurn

eauivallent.
Soit un systéme de forces:
Fxa,Fxb,...,Fxn,Fya,Fyb, ..., Fyn, ng(poids) agissant sur la membrure.
i Soient dya,dyb,...,dyn, les distances séparant respectivement
les forces I'xa,Fxb,...,F:n do G. |
Soient dxa,dxb,...,dxn les distancoes séparant respectivement les
forces Fya,bPyb,...,Fyn da G.
Avec C centre de grawvita de 1la poutre.
Réduisons ces forces au systéme tx",Fy® ,1M° appliqué au centre de
gravité.

On a les equaticns sulvanbag:




n n
?deyiw-ny@yi:=Lr
1=a i=a

Ces équations permettent la reduction du systéme Fa,..,Fn au

torseur [Fx°,Fy",M°] appliqué au centre de gravité.

IL.1.1.b )Equations du mouvement d'une membrure rigide dans

un _référentiel plan fixe.

Soilt un systéme d'axes fixes Ony.
Coordonnees du noeud 1 (xX,,Y,) .
Coordonnges du noeud 2 (2,,Y,) .
Coordonneéas du centre de gravite G (', v').
Fx,,Fy, forces agissant au noeud 1.
Fx,, Fy, forces agissant au nozud 2.
Fx",Fy” résultante des f{orces extéricuraes appliquées au centre de
gravite.
1% moment des forcas extérieurass au contre de gravité.

On part des equations du mouvemant:

d? !
SEx = om e

dg:

(jl yl

On obtient alors les équaltions sulvantes:
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2 Fy.l + FYZ + F¥" = m ——
dat
' dr e
3.0 Fx (YY) - P (Y oY)t By, (xpext) b Fy(xtexy) 4 M= T o
d—l
Yo7Y,
4 Tq(\b)z O U
Xz“.{1
L
5. (XZ—X')Z'*.(_\!E—Y'): e
4

6. (xz—x])2+(y2—y,)-‘- = 17

On a six (6) équations & onze (11) inconnues qui sont:

FX1/FY1,FX3,FY2,X' (2) vy (o), t(r) /,Xl(t)/y'|(t) /X?_(t) /YQ(t) .

* Equations de Lla membrure 1:

On connait la vitesse angulaive 0, (t) ainsl que la longueur 1,
de la membrure. .

Masse de la membrure 1: m,

Moment d'inertie de la meambrure 1: I,

Coordonneées du centre de gravite de la membrure l: X°,y°.

Coordonnees du noeud 0: x =0=y : on suppose l'origine du repére
au noeud 0.

Coordonnees du noesud l: x,,Y¥, .

soient Fx?' et Fy“ les couposantes de la force exercée par la
membrure 2 suv la membrure 1. Ces Tforces s'exercant au noeud 1.

Soient Fx’' et Fym les composantes de la force exercée par la
membrure fixe 0 sur la membrure 1. Ces forces s'exercent au noeudd.

R ‘1 e . . ) .
Soient Fx° ot Ly” les composantes de la reésultante des forces

extérieures rédultes au centre de ¢gravité et s'appliquant a la

(]
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membrure 1.

Soit M®' le moment résultant des forces extérieures rédgites au
centre de gravité et s'appliguant a la membrure 1.

On a donc en supposant {1, comme une constante et en considérant

les forces aux noeuds 0 et 1 et au centre de gravité:

déd
1
(y = — ==> @1 = ﬂlt + C avec C = constante.
dt
d* x”
: 1. Fx?' o+ P o+ Fx® = m, —
| : dt:?
21 0 ary’
2. Fy"' + Fy" 4 Fy®'=m, ——
adt?

ﬁ 5. X"T+Hy®? = -

6. x,P+y,r=(1,)?
De l'equation 4 on tire:
y =x"Tg(%,) et y,=x,Tg(%,)

De 1l'éguation 5 on tire:

(1) L
X* (TGt (&) = —— ===>x’(t) = y
-; | 4 201+Tg® (¢, (E)) 1"
1, Tg(*,(t))

‘ >y (t) = ’
2{1+Tg* (®,(t)) "

De l'équation 6 on tire:
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1,

X! (I+Tg? (&,)) = (1,)7 ==>x,(t) = ;
(1+Tg® (2,(t)) 1"

L Tg (¢, (t))

[1+Tg? (&,(t))]"

==>Y; () =

D'ou x°,y”,%x;,¥,,%,(t) connus.
On se retrouve alors avec les équations suivantes:

(si on tient compte du fait que: x, =y =0)

d x®
1. P+ PO+ PO = m,
datg:
dry”
2. Fy? o+ FyY 4 Eyl = -
at:?

3. Fxm(y1—y°) - Fxm(y") + Fym(x") - Fyu(>q~x°) + M =0
Trois(3) equations & quatre(4) inconnues:
Fx°1,Fy°',Fx21,Fy2’

* Pour la membrure 2:

On connailt x,(t) et y,(t).
. 172 . 12 _ .
Soient Fx ,ry "~ les composantes de la force exercee par la
membrure 1 sur la membrure 2 et appliquée au noeud 1.
. 2 .
Soient F:("",Fy02 les composantes de la resultante des forces
extérieures appliquées a la membrure 2 et réduites au centre de
ravité de la membrure 2.
avité de 1 1 2
. 2 .
Soilent Fxn,Fy3‘ les composantes de la force exercée par la
membrure 3 sur la menmnbrure 2 el appliquée au nceud 2.
Soit M® le moment réduit.
Les forces s'appliquant au noeud 1 de la membrure 2 sont:

Fx'?, Fy'2.
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Forces s'appliquant au noeud 2 de la membrure 2:
Fx32,Fy32.
Forces s'appliquant au centre de gravité de la membrure 2:

erZ ) FyeZ , MeZ .

On a les relations suivantes:

2 _ 21

-Fx

V2

La wembrure a une vitesse angulaire 0,(t)=d*%,/dt* et une
longueur 1,.

: _ Coordonnées du centre de gravité G- °: x°°,f
Coordonneées du noeud 1: ¥,,Y,.
Coordonnées du noeud 2: X,,Y,.

Masse de la membrure 2: m,.
Moment d'inertie de la membrure 2: I,.

Les équations du mouvement s'écrivent comme sult:

1 ax"’
6.Fx'" + Fx’% + rx™ = m, -
dt-
dy*”
7.Fy"% + Fy*? + Fy® = m, —————
dt
32 12 12 ) 2 a4
B.FX'“(Y,~y ") = Fx “(y =y, = Fy “(x,=x°")+ Fy “(x"°-%x,) + M= I,—
‘ dt?
- Yo~Y,
. 9.Tg(e,(t)) = I
- X~ X,
ﬂ\ ]-0'()(‘2—)(02 + (Yg—yl)z = (lg)2
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1. (x77=x) "+ (y"°-y)?t = (1) /4

* Pour la membrure 3:

Coordonnées du centre de graviteé de la membrure 3: x°°°,y°°°.

Coordonées du noeud 2: X,,Y,.

Coordonnees du noeud 3: X;,y;=0. Le noeud 3 est fixe.

23 23

Forces s'appliquant au noeud 2: Fx“,Fy

03 03

Forces s'appliquant au noeud 3: Fx ", Fy

Forces s'appliquant au centre de gravité: Fxﬂ,Fyﬁ.

23

Soient FxH,Fy les composantes de la force exercée par la

membrure 2 sur la membrure 3 et appliquée au noeud 2.

03

Soient Fxm,Fy les composantes de la force exercée par la

membrure fixe 0 sur la membrure 3.

Soient Fx®,Fy®

les composantes de la resultante des forces
extérieures réduites et appliquées a la membrure 3.

Soit M® le moment résultant réduit des forces extérieures appli-
queées a la membrure 3.

On a les relations suivantes:

12.Fx2 32

It

~Fx

32

il

13.Fy® = -Fy
Vitesse angulaire de la membrure 3: 0,(t)=de;/dt.
Masse de la membrure 3: m,.
Moment d'inertie de la membrure 3: I
Longueur de la membrure 3: 1

3
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Equations du mouvement de la membrure 3:

arxeoe
l4.FxB+Fxm+Fx”=my
' dt?
Az y o o 0
15.Fy®+ Fyos-kFx°3=m3-—«
dt?
L@y
16.Fx? (y,) =Fx® (~y5) +Fy? (3" = " =x,) =Fy® (x5-x° ") +MT=1,
) dat?

17. (%,=%5) T4y, =(1,)°

18.Tg (%5)=—

19. (Xn o o2 _x3)z+yc 9O e

20.y° " =x"°"Tq(¥;)

IT.2 ASSEMBLAGE DES MEMBRURES-DYNAMIQUE D'UN MECANISME PLAN

RIGIDE

Le systéme d'équations (1)-(20) est appelé systéme d'équations

de la dynamique d'un mécanisme plan rigide. Il s'agit d'un systéme

de vingt équations a vingt inconnues qui sont:

32 32

Fx°1,FyO1,FxZI,FYZ',Fx12,Fy”,EW: , By

o o o o ,0 0 o o a a ,2 - 2 -

X (g), y* T (t),x (©).y (B}, x7 (), y (t)  Bg(E), 4,(L).
Ce 'systéme est donc résoluble.

On considéere connu le systéme de forces appliquées

,Fx23,Fy23,Fx

a chaque

membrure ainsi que la longueur de la membrure fixe. De méme sont



supposées connues les valeurs initiales des différentes fonctions

du temps.

N.B: sens positif des moments = sens des aiguilles d'une montre.

II.2.1 Détermination des accélérations et des vitesses.

Une fois déterminées les forces aux noeuds ainsi que les autres
inconnues, les accélérations et les vitesses se déduisent aisément

par simple dérivation.

* Vitesse et accélération angqulaires de la membrure 1

Soient 0, et o, les vitesse angulaire et accélération angulaire

de la membrure 1. Par hypothése on a 1, connu et u, = U.

* Vitesse et accélération angqulaires de la membrure 2

Soient N, et a, les vitesse angulaire et accélération angulaire

debla membrure 2. On a:

0,(t) = dd,(t)/dt et a,(t)= da ¢,(t)/at:.

* Vitesse et accelération angulaires de la membrure 3

Soient N, et a; les vitesse angulaire et accélération angulaire

de la membrure 3. 0On a:

0(t) = dé;(t)/dt et o (t)= df d;(L)/dr’.

* Vitesse et accélération du noeud 0

Soient Vy, et a; les vitesse et accélération du noeud 0.
Le noeud 0 appartenant a la membrure fixe, on a:

V0=a0=0
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* Vitesse et accélération du centre de gqravité de la membrure 1

Soient V° et a° les vitesse et accélération du centre de gravite

de la membrure 1. On a:

dx’ (t) dy”’ (&)
Vex(t)y=———— S Vy(E)ys—m

4t : dt

d*x" (t) d*y°(t)
a‘x(g)= a‘y(t)=

at: . dat:

Ve(E)=[(Vex) P (Vy) T
a’(t)=[(a’x)*+(a"y):]"
La connaissance des grandeurs V°,V°x,V°y,a‘,a‘x,a°’y permet de
caractériser entiérement la cinématique du centre de gravité de la

membrure 1.

* Vitesse et accélération linéaires du noeud 1

Soient V, et a, les vitesse et accélération du noeud i. O a:

0

1

dx,(t) dy, (t)
Vix(t)= — VY (L) =~ -
dt dt

arx,(t) aty, ()
a,x(t)= a,y(e)=
dt: ate:

V (E)=[ (V) (V)"
a,(t)y=[(a,x)*+(a,y)* 1"

* Vitesse et accélération linéaires du centre de gravité de la

=

membrure 2

1

Solient V°° et a°® les vitesse et accélération du centre de

gravité de la membrure 2. On a:



dx®° (t) dy”® (t)

Ve x(t)=———"—0 Very(t)=

dt dt

drx"° (t) At y© e (t)
a°*°x(t)= — a’ty(t)=

dat? dt:

asc(t)=[(a""x)+(a"y)t )"

* Vitesse et accélération lineaires du noeud 2

P

Solient vV, et a, les vitesse et accélération du noeud 2. On a:

d¥, (t) : dy,(t)
Vox(t)s=—————" Voy(t)s—————

dat dt

d? x, (t) d’y,(t)
a,x(t)= Ly(ty=———"

de:® dt:

V,(E)=[ (V%) +(V,y)* 1"
.

a () =[(a,x)* +(azy)* ]

* Vitesse et accélération lindaires du centre de gravité de 1la

menbrure 3.

Soient V°°° (k) et a>*°(t) les vitesse et accélération du centre

de gravité de la membrure 3. On a:

dx°°’ (t) dy” "’ (t)
VX (b)) s vy () Ee

dt adt

drx” e (t) d:y (t)
a®° x(t)= —— ar Ty (f) me—————

dc at:
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* Vitesse et accélération lineaires du noeud 3

Le noeud 3 appartenant a la membrure fixe, ses
acceleération sont nulles. Soit donc:
V3=§3=0

IT.2.2 Détermination des forces d'linertie

* Force d'inertie de la mempbrure 1

vitesse et

Soit F,, la force d'inertie gui s'exerce sur la membrure 1. Elle

vaut:

Fi=l(Fx;)  +(Fy;y)° ]'/1

avec

s 01 o
Fx”=nﬂa x=Fx“+Fx +F:<1

cl

Fy”=m1a°y=FyN+Fym+Fy

* Force d'inertie de la membrure 2

Soit F., la force d'inertie s'exercant sur la membrure 2:

F=((Fx;;)? +(Fy;;) 1"

avec:

L ,
Fx'?=mn@a* « x=Fx'%+ F’?+ px™

e2

Fy“=mQ’a°°y=Fy”+Fy”+Fy
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* Force d'inertie de la membrure 3

Soit Fiy la force d'inertie s'exercant sur la membrure 3:

Fiy=[ (Fx,5)*+(Fy)* 1"
avec.

Fxn=m“’a°°°x:FxB+Fxm+de

5

Fy y=m as e y=ryBepy?iipy®

ASTIQUES D'UNE MEMEBRURE

Soit une poutre rectangulaire dans le référentiel fixe Oxy.

Cette poutre est soumise aux forces

Fx,,Fy, au noeud 1

Fx,,Fy, au noeud 2

Fx,,Fy, au centre de gravite

M, moment au centre de gravite

et posséde une accélération angulaire « et une

linéaire a.

accélération

La résultante des forces extérieures appliquees a la poutre est

égale a la force d'inertie. On est en présence de moment volumique

représenté par le moment au centre de gravité. Afin d'établir les

équations élasto-dynamiques de la poutre, nous devrons donc faire

appel a la théorie asymétrique. De plus, on considére que l'on a

un eétat plan de contraintes et de déformations.



Les équations élasto-dynamique de Lamé de la poutre s'écrivent
sous ces conditions:

Equations de Lamé

§tu, 8§ u, §tu §7u dm §’u
-1 A 14 -1 -1 _ X
+ + (1-2v) + ] tu £, - u = U p
sx? §y? - &x? §xéy 3% st?
, §*u,
=4 R
§t?
§*u §tu §*u,  §*u §*u
! + LA (1-2v) [~ S ——~L—J + p”fy= iL=1p 4
§x? sy? §xéy §y? st

ou £ et fy sont les composantes volumiques de la force d'inertie
et m celle du moment M.
La force d'inertie sulvant = vaut:
2
d? x,

dt:

Fx = m avec X abcisse du centre de gravite.

Or on peut écrire:

d? d: d* x
Fx = —— x pdV = —— |pxdV = |p — av

0 . G
dt:? Y at: \Y at:
d:® x
dtou [ =p ——
adg-
dsy
De méme on a: £, = p —
at:

on sait que: M =Ia avec I moment d'inertie.
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e

m = p(.\”+y2)a ————— > —e— == 2pya

d'ou la forme suivante des équations de Lamé:

§tu, P u, 5§t u, §tu a* x §tu
-1 # y -1 -1 x
+ + (1-2v) [ + Vtp p(~—— =-2ya)=g p———
§x? sy? Sx? §xSy dat: st
S’uy §'u, | §tu, sru, g dry g 6t u,
+ + (1-2v) [ + ] +u B =K P T
§x* sy? Sxby Sy? dt: st!?
a® x d'y
Dans ces équations,apparaissent les termes ——— et — qui
dt- at:

représentent l'accélération linéaire d'un élément de volume dont
le centre de graviteée a pour coordonnées x et y.

Les équations dynamiques de TLameé font apparaltre des termes de
deriveées partielles par aux variables spatiales x et y et a la
variable temporelle t. Or, x et y sont des fonctions du temps. Il
est donc nécessaire de réécrire ces éequations en fonction de
variables spatiales indépendantes du temps. Cela peut se faire en
réécrivant les équations de Lamé dans un réféerentiel lié a la
membrure, d'origine le noeud 1 et dont l'axe des abcisses est
confondu avec l'axe de symétrie de la mewnbrure.

* Formules de transformation des coordonnées

Soient a , b les coordonnéges d'un point dans le reéeférentiel lié
a la membrure noeudl-a-b; solent x,y les coordonnées de ce méme
point dans le ra&férentiel five.

On a les relations sulvantes:
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X— Xy Yo~Y,

a = (X—X1) L (Y—Y1)
1 1
Y=Y, RS
b = —— (x-x,) + ——— (Yy-Yy,;)
1 1
X— Xy Yi~Y;
X = ——— A ¢ FoX,
1 1
Y2~Yq KT %y
Yy = — - a + — b o+ oy,
L 1

ou x,,y,; sont les coordonnées du noaud 1 dans le référentiel oxy

et 1 la longueur de la membrure.

* Formules de transformation des dérivées premiéeres

on a
) sda § Sb §
= .{, - ————
§x §x sa §x sb
) sa B £h )
= +
sy Sy §a Sy &b
$ _ X~ X, § } Yi©Y, ¢
SX 1 §a 1 §h
é Y,mY, 6 X,~ i, 6
- ,
Sy 1 fa 1 Sh
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* Formules de transformation des_dérivees secondes

6 XZ—xl 6* (XZ—X‘) (Y\"'Yz) 52-, y1"Y2 62
= ( )? + 2 + )?
§x? 1 da 12 éda &b _ 1 §b?
~ & Y27Yy 6 (YZ—Y1) (“52 A\) § Xy—Xy §?
= )2 2 e s +-
Sy? 1 da? L1 fa &b 1 &b
‘ X,=X, &1
k ) ?
1 Sb
6! (%=x) (Yy=yy)  6° (3%,=%) = (YY) P 8
= .}.
§xdy 1 Sa: 1- dadb
(Xz—xi) (Yt'yz) §°
+ ——
1 ek
d? x a,-a, a-a,
= a -+ b a,
| dat’? 1 1
d*y ayZ-ayl AT
b = a A e a,
. dt: 1 1

ou a,, et a; représentent les composantes dans le référentiel oxy
de l'acceélération linéaire du noeud i.
A partir de ces formules de trancformation on peut écrire les

. équations de Lamé comme sulit

TN
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X=X, §iu, Y,y §u

- 2 R X
[ ( ) (1=2v) L]+ [ ( )* (1-2v) 41
1 sa? 1 . : &b?
‘ 31 (Xz_x|) (y1-Y2) 5“le (:{3‘X1) (YQ'f}’1) 62uy
+ (1-2v'7 (2 +
1: §a &b 1t sa?
(Xz—){'])2 —(YZ")/])1 ‘Szuy (:\’2—)‘:]) (YI—YZ) 6211)/
+ *+ ] + f£(a,b,t)
1 : fa &b 1 ‘ &h?
§*u,
=jp
! st
b Y=Y, 2 p 6’uy X, 2 4 §*u,
] (( Y (1=-2v) wl)m ok ()t (Ll-2v) 4]
1 sa’ 1 Sb?
. (=) (Ypmyy) St (x=%) (Yomyy) 80,
+o(1-2v) (2 e - -
12 Sa &b 1.2 dal
(=% ) = (YY)t STu, (7% (vymy,) 6,
+ 1 + g(a,b,t)
12 Sa &b 1 §p?
g a §*u
= U p —
st
avec
) ™ Y7V, L dnTap SR
f(a,b,t)=u p[( -2 - a) a k(- -2 @) b
1 1 1 1
F(a,—2y,x) ]
) . dy27 8y A2 7%
\ g(a,b,t)=p ]p(*--z--———yh a A G b+ a )
N 71
' . L 1
A lLes autres fmations élastiques s'e@crivent:
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Equations géomeétriques
su, X,~X, dU, Y ~Y, du,
€, = = +
XX
§x 1 sa 1 sb
Suy Yo~V Suy X,=iy (5L1Y
Y - ! T
Sy 1 Sa 1 §b
1 su, 6uy
€xy= 1( + )
sy §x
X=Xy bu, su, Yo=Y, su, su,
= 4] i )+ -
1 Sa &b 1 Sa &b
| Equations physiques
\ su, su su
i y X
) 0,0 ( + ) 2 - -
§x Sy §x
X,~X, §éu Y,~Y. du,
=(B+21) |
1 §a 1 Sh
Yo~V Jiuy X5, 5uy
+ B[ b e
1 1 $a ] §b
su, SUY Suy
o, =B ( — o) 4+ 2
§x 45y 5\11
Y,"Y, 6u ¥,=X,  du
3 =(B+21) [ } ]
, 1 sa 1 Sb
\ XZ*X\ 6le Yi7Y? 6"1,\'
N F B - ¢ -
1 Sa 1 Sb
| Su Su
g, H( t )
sy Sx
- X,m ¥, su Su Yo~y Su sdu
= i ( bo——=) 1 - - ) ]
: 1 Sa §h 1 §a b



5ux Su

oyx=“( + ) - p(xPty?)a
sy §x
X=X, su, su, Yo~Y, su, su,
= ul ( + ) + ( - )]
1 sa §h 1 sa Sb
X7 %y Y17V : YooYy X2y
~pa([ Ta T b a e T b eyl

* Quelgues commentalires sur les équations obtenues

- Type des équations de Lameé

Les équations de Lamé sont des équations aux dérivées partielles
linéaires et non-stationnaires.

- Les dérivées spatiales intervenant dans les équations
élasto-dynamiques sont prises par rapport aux composantes spatiales
de la membrure considéreée comme rigide. La force d'inertie est 1la
force s'exercant sur le corps considéra comme rigide. Ce faiéant,
on néglige la contribution des déformations et des déplacements
dans la force d'inertie.

- Les éguations ci-dessus permettent de trouver les déforma-
tions, les déplacements et les tensions en fonction de a , b, et
du temps. Pour retrouver ces paramétres dans le référentiel fixe,
il suffit d'utiliser les formules de transformation.

- f{a,b,t) et g(a,b,t) représentent. la contribution des
accélérations linéaire et angulaire dans la configuration de la
membrure. Ils représentent donc l'aspect cinétique de la configura-
tion.

8% u,

Les termes —
st?

(i=x,y) représentent les vibrations que subit
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la membrure au cours du mouvement; 1ls representent donc l'aspect
dynamique de la configuration. |

Quant aux autres termes des équations de Lamé ,1ls repreésentent

l'aspect élastique de la configuration: c'est la cinéto-élasto-dy-

namique.

II.2, ASSEMBLAGE DES MEMBRURES:cinéto-élasto-dynamique d'un

mécanisme plan

II.7.1 Analyse cineto-élasto-dynamique d'une membrure

Les équations cinéto-élasteo-dynamiques d'une membrure sont
composeées de:
- les équations de la dynamigue vigide.
- les éqguations de l'élasto-dynamique.

- les conditions initiales, et aux limites.

ITI.%.2 Analyse cinéto-élasto-dynamique d'un mécanisme plan

Les équations de la C.E.D d'"un mécanisme plan sont composées:

- de vingt (20) equations de la dynamique rigide d'un mécanisme
plan avec vingt (20) inconnues.

- de vingt-sept (27) ¢équations de l'élasticité avec vingt-sept
inconnues.

* Equations cinéto-élasto-dynamiques de la membrure 1.

- Equations cinétiques
Voir le chapitre sur la dynamique des corps rigides, page 35.
~ Equations élasto-dynamiques

Noeud 0: x,=y,=0.
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Noeud 1: x,,y,.
Longueur de la membrure: 1l,.

Vitesse angulaire de la membrure constante d'ol accélération
angulaire a=0.

Les déplacements, les déformations et les tensions sont notées
avec l'exposant 1 indiquant la membrure 1.

Oa,b, est le reférentiel lié a la membrure 1.

Equations de Lame

X] s'ul Y1 53U1_
-1 x . 1 X
1. [(—)*(1-2v) '+1]- FoL(—) ¢ (1-2v) 1)
1, sa’ 1, §h*
XY, ¢&'u Xy, ¢é'u y XY § u,
+o(1-2v) ! (-2 + b
1, §a,8b, 1,2 Sa? 1.7 sa,sh,
XY, 5’u‘y $ u‘x
- ] + f](a1/b|/t) M ]P ~~~~~~~~~~~~~~~ -
14 6b,; St
Yy g Sfub X, 6’ub
2. [(—— ) (1-2v) 1] ———— [ (=) (1-2v) '+l
1, fa,’ 1, §hy?
24,1 ~ L , 2 3 2 1
Xy, ¢ u MYy etu Xy, s*u,
+ (1-2v)-1 (2 e - +
1, a8k, 1, fa, 1, §a,éb,
20 -
Xy, ¢6fu p siu
- — ] q](a|/b|/t) = pop T
1,0 ébp St
avec:
: a aa ay
£, (ay, by, ) = pnp (—— a - ~—— Db)
1, L
ayl axi
g(a,, by, 8) = u,p ( —a — b )
1, 1,



"
=

M T

[

- ey =

I P

P

b

i

=
-
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Equations géométriques

1

1 X, du’, y, Su,
3. e, — ——— — —
1, éa, 1, $8b
su' A sy’
, Yy, 6u, X, u
4. €, = — +
1, éa, 1, &b,
X su’ su’ su’ su’
1 . ] y x b X y
5. €= 5l ( + )+ - )]
1, sa, $b, 1, $a, Sb,

Equations physiques

1 | 1
6. o = (B+2pu)e  + Be vy
7. o' = (Bt2p)e'. + Be'
: 124 H 24 K%
1 1
8. o xy o 2HE <y
[ P R
9. O = 20LE T 0y

* Equations cineto-élasto-dynamiques de la membrure 2

- Equations cinetiques
Voir chapitvre sur la dynamique des corps rigides.
- Equations élasto-dynamicues

Equations de Lamé

.2 2
X, X, B st Yi~Ys p srut,
10, [ (——)** (1-2v) +1] —— + [(——)* (1+2v) +1]
1, sa,’ 1, szz
o2 p .2
‘ 0 (xz—xl)(yz—y]) Stun (xz—xl)(yz—y]) §*u y
+ (1-2v) [2 — + - —
' 1’ §a,8b, 1, §a,?
) : 2 -2
. fxz—x1)-—(y2—y])‘ SILlY 1‘(x2—x])£y1—y2) é‘Lly .
1, 5a,éb, 1, &t
_ , 1 8¢ uZK
-l>f2(a21bzl t) = pp'p ——
St



. 2 2
Y~ Y, , 67 u’y X,= X, , 6tu’,
11. [ (- )2 (1-2v) +1] Fo( Y2 (1-2v) '+1]
1, §a,’ 1, 6b,?
2 2
1 (XZ'X])(YZ—Yl) 61‘-1), (Xz—x1) (Y2~Y1) Szu,‘
bo(1-2v) ' [ 2 +
1,0 §a,8b, 1,0 ba,’
2 2
(Xz_xx) : _(YZ_Y1) : §?u X (X[‘)C,) (Y]‘Yg) §*u X
+ + ]
1,° §a,8b, " 1,0 §b?
. §*u y
+gz(a2/b2/t) = Hh P
st?
avec:
-1 aAB—aM YZ"Y1
f,(a,, by, t)y=p pl( -2 ) a + (a,=-2y, o) +
L 1,
a,-a X=X,
o - a,) b]
1, 1,
1 ayz_a‘yl Q27 R
g,(a,,b,, )= p(——— a + ——Db + ayl]
L, 1,
Equations géometriques
2 2
) X=X, Sut, Y,"Y, du”,
12. ¢° = + —
XX
1, sa, 1, Sb,
2 2
) Y,~y, Su y X,~¥, 6u y
13. ¢ = + —
i 1, § 1, &t
Ly 1) -2 032
2 2 2 2
) X, X, Su v su Y, Y, su”, Su y
14. €%, =%[—— ( - y ( - )]
"y
1, 54, §b, 1, $a, $b,
Equations physiques
2 2 2
15. 0" = (B+2u)e”  + Be vy
2 _ 2 2
16. o wo (B+2p) € w t Be”



17. ¢ = 21 62

Xy Xy

2 __ 2
18. ¢ =0 P ([

* Bquations

275 Y17Y> Yo~Y,
a + b + x,1°+( a -+
1, 1, 1, 1,

XZ"X]

cinéto-élasto-dynamiques de la membrure 3

- Equations
Voir chapitre

- Equations

cinétiques
traitant de la dynamique des corps rigides.

élasto-dynamiques

Equations de Lané

M,—X 52u3 63u3
2753 i . X 4 «
13 5a33 1 §by*
2 3 3
_1 (XZ_XS)YZ 5~ux (XZ_XB)YZ 52Uy
+(l—2V) [ -2 +4
L3 66\551)3 l_; 5832
3 3
+ (Xmx3) P -yt §tuy (p735)y, 67w, )
132 6a36b3 131 5b3!
§1u’
+ fy(ay, by, t) = #Wp x
stk
Yz o USY Ha= Xy : 52 u3y
20, [(——)" (1=2v) '+1] o [ ) (1-2v) T
13 56132 15 5b32
, 3 3
9 (X=%5) Y, 5‘L1Y (%5,=%3) Y; ru,
Fo(1-2v) (2 = -
131 ¢a56b3 133 6:‘32
, .3 L3
(%o=%3) =y, 87 a7 (%,-%3)y, 6, |
132 52135b3 131 5)331
5‘u%
tgz(as, by, t) = plp
st
avec:
57
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-1 )
fy(ag, by, t)=p pl( — = 27— ag) a -~ ( b 2 sy b ]
3 1y 13 1s
-1 aY2 axz
gs(as, by, t)y=p p{-—— a + T b]
1q 1y
Equations géométriques
w - 3 3
s X,mXy  6uT, Y, su”,
2., e = —— -
1 bas 1 Sy
s v An M=y 6u7y
22. € s o S A
13 é(’.‘li 13 sz
; X=Xz su’ étﬁx Y 5u3x 6u3Y
23, €l = i S Sl et )]
1, Sa, by 1, Say &by
Equations physiques
3 _ 3 3
24, o° = (Br2u)e” chy
3 _ 3 3
25. o= (BkZu)eyy FoBe”
3 3
26. 0O ay= 2ue xy
) 3 3 2THy Y, . Y2 Kp™X3 )
27.0°, =07, = Pag{ [~ 7 ay - == by 4 ]t o+ | a; + b3 )
1 1y 1, 13

En ce qul concerne les conditions aux limites et les
conditions 1initiales, pour des railsons de commodité nous les

écrirons seulement dans le cas des équations simplifiées.



IT.5 HYPOQTHESES SIMPLIFICATRICES~EQUATIONS SIMPLIFIEES DE LA

C.E.D D'UN MECANISME PLAN.

Dans l'hypothése que toutes les deérivées par rapport a b alnsli
que tous les paramétresVproportionnels a b sont nuls, on obtient
les équations simplifiées de la C.E.D. Cette hypothése se justifie
lorsque la largeur de la poutre est tres petité devant sa longueur.
Elle signifie que la poutre est assimilée & un élément linéaire.
Sous ces hypothéses, les équations cinéto-élasto-dynamiques d'un

mécanisme plan s'écrivent:

* Membrure 1

- Equations cinétiques
Voir chapitre Dynamiqgue des corps rigides
- Equations élasto-dynamiques

Equations de Lame

, Lo ce
! X, A stu’ I XY, 0% uly
- 1. [« Y (1-2v) +1]— + (1-2Vv)
1, sa: 1, sa,:
! 1
7 1 ax\ N 62“1
+ Lp — a = ji p—————
1, see
siu 8§
: AN -1 Uy 4 Yy Rl
‘ 2 [(—)* (1-2v) +1] ——— + (l-2v
J . §a, 1,2 Sa,’
A
p ay , ) u
tpp U a = jup o T
1, St

59



Equations géométriques

1
_ X, su’,
3. e, =
1, sa,
-0
‘ Y su
4. ¢ w =
1, sa,
\ X, Su Y, su'
5. € Xy = %[ b— —]
1,  Sa, 1, $a,
Equations physiques
1 N . 1
6. 0 = (Br2p)e + Be vy
1 . 1 |
7. 0 wy = (B+2u) € w F Be ',
8 oky = 2ueky
1 1 1
9 g = 2H€,y =0,
* Membrure?
- Equations cinétiques
Voir dynamique des corps rigides
- Equations élasto-dynamiques
Equations de Lameé
X, X, 0 § u7K )
10, [(——)* (1-2v) '#1] ——— + (1-2V)
1, Sa,t
§u’
FEy(ay,t) = pl'p ———
da,”
2
Y>~Y, \ §*u y A
11, [(———) (1-2v) '+1}] ——— + (1=-2V)
1, sa,’
’ Szui
+g,(a,,t) = p'p — -
sa,’
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

avec

1 axZ—ax‘l Yz"y1 '
f.(a,, t) = 1 pl( - 2 — a,) a + (a, -2y, a,)]
1 1
a ,—a
-1 ye vyl
gp(ap, t) = ppl———— "+ a,]
1,
Equations geométriques
) 2
) X=X, su”,
€ 'AX=
1, §a,
2
) Yo~V 5Lly
6 =
Yy
1, §a,
, 2 _ 3
) 1 X=X, bu y Y,o~Y, su’
€~ ul + —
1, sa, 1, Sa,
Equations physiques
2 _ ) 2, a2
0 = (Br2p)e”, 4 Bet
2 _ _ 2 a2
o= (Br2u) ¢ vy 4 chx
2 _ .2
0 = 214 € xy
2 2 XE_):I : ] Yz"yl .
08705y = PGy ([ a ) A e )Y
1, 1,7

* FEquations cinéto-élasto-dynamigues de

la membrure 3

~ Equations cinétiques

Voir chapitre traitant de la dynamique des corps rigides

- Equations élasto-dynamiques

Equations de Lame



— 2 3 - 2
X, Xz stu’, (X,-%X3) Y, §*u

19. [(—)* (1-2v) '+1] — + (1-2v) "
1, fay? 15 Say
s u’
-1 X
+ f5(ay,t) = p'p — —
6._7
S 3
Y, o 62uy ’ (X,~X3)Yy, d&*u’,
20. [( ) (1-2Vv) '#1] —— + (1-2V) :
1g say’ 1,¢ say’
] b°u3y
+g3(a3/t) = 4P
st
avec:
a v,
A 3 4 2 .
fi(a,, )= p (——— — 2 ~—— «;) a
1s 1,
1 Ay2
gy(as, by, )= p — a
1y
Equations géométricues
s Xy~ Xy dujx
21. € =
1, Sa,
, Y, 6u3y
22, € =
124 _
Ly §a,
X,= Xy 6u3‘ Y, éujx
23 GSW—‘—% — ! ]
1, sa, 1, da,
Equations physiques
3 3 3
24. o7 = (B+r2p)e”  + De vy
3o .
25. 0T (B+2/L)€W Be,,
3 3
26. O 2/L€ xy
G2



s . X=X Z Y Z
27. 0,507,y P as{ [ s ag hoXg ]t A [ ag]t )
1g 1
* Conditions aux limites
- Déformation du nocud O membrure 1 = 0
1 X, 6uu Suk
€ ,,(noeud 0) = = 0 d'olu: = 0
l1 sa, a,=0 éa] a,=0
1 1
€y (noeud 0)= - = (0 d'ou: — = 0
1, sa, ~a,=0 5a1 a,=o0
- Déformation du noeud 1 membrure 1 = déformation du

membrure 2

ek‘(noeud 1) =

i

X, 6uX

4 sa, a,=l]

i ; -
€ w(noeud 1) =

2 : P
e (noeud 1) soit:
Py 2
X, ¥, dut,
1, sa, a,=0

e%y(noeud 1) soit:

! 2
Y, Su y Y, © Yy SW
1] Sal alrl] 1, 6a2 a,=0
- Déformation du noeud 2 membrure 2 =
membrure 3 '
el (noeud 2) = e (noeud 2)
XX XX "
2 L. 3
X, X, su®, %, Xy Su (
l2 sa, a,=1, 15 535

noeud 1

déeformation du noeud 2



2 _ .3 .
€ yy(noeud 2) = ¢ w(noLud 2)
2 3
Y ~ Y, su y Y, 5L1Y
12 6a2 a2=l2 1 daj -3=l3
-Déformation du noeud 3 membrure 3 = 0
€ (noeud 3) = 0 = €' (noeud 3)
AX YY
3 3
su’ | su”,
6a3 a;=0 6a3 a5=0

On voit ainsi que l'on dispose en plus des conditions aux
limites au noeud 0 de la membrure 1 et au noeud 3 de la membrure
3, de quatre conditions aux limites supplémentaires avec 8
inconnues qui sont les deformations au noeud 1 de la membrure 1,
aulnoeud 1 de la membrure 2, au noeud 2 de la membrure 2 et au
noeud 2 de la membrure 3.

Cela impose que l'on connaisse explicitement quatre conditions
aux limites supplémentaires afin de pouvoir résoudre les équations.

Pour la suite, nous supposerons que:

elﬂ(noeud 1), 61W(noeud 1), GSM(noeud 3)., eSW(noeud 3) sont
connus et sont respeétivement égales a D1, D2, D3, D4 qui sont des
fonctions du temps.

* Conditions injtiales

On suppose connues les valeurs des deéplacements et de leurs
premiéres dérivées sur toutes les membrures a l'instant initial.

Nous n'insisterons pas plus sur ces conditions; elles interviennent

surtout dans l'élaboration du schema aux différences finies
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nécessaire pour la résolution du systéme différentiel résultant de
la modélisation par éléments finis, schéma qul n'est pas développé

dans ce travall.




CHAPITRE TIITI

RESOLUTION PAR LA METHODE DES ELZMENTS FINIS ET ANALYSE

VIBRATOIRE D'UN MECANISME PLAN

Dans ce chapitre, nous décrirons le modéle par éléments finis
des équations aux dérivées partielles obtenues, plus précisement
des équations de Lamé; en elfet, une fois les déplacements obtenus,
les autres grandeurs (tensions et déformationns) se calculent
aiseément par simple dérivation numérique.

TII.1 METHODE DES ELEMENTS FINIS

L'évolution actuelle de 1la technologie améne l'ingénieur a
mettre en oeuvre des projets de plus en plus complexes et soumis
4 des contraintes de sécurité sévéres. Pour mleux cerner ces
projets, l'ingénieur a besoin de modéles qui lul permettent de
simuler 1le comportement de systémes physiques complexes. Les
sciences de l'ingénieur permettent de décrire le comportement de
systémes physiques grace a des équations aux dériveées partielles.
La méthode des éléments finis est l'une des méthodes les plus
utilisées aujourd'hul pour résoudre ces éyuaticng. Elle necessite
l'utilisation intensive de l'ordinateur et s'applique a une grande
variété de problémes: probléemes stationnaires ou non stationnaires,
lineéaires ou non linéaires , définis dans une geométrie quelconque.

La meéthode des éléments finis consiste a utiliser wune
approximation simple des variables inconnues pour transformer les
équations aux dérivées partielles en équations algébriques. Elle

fait appel aux trois domaines suivants
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- Sciences de 1l'ingénieur pour construire les équations aux

dérivées partielles.

- Méthodes numériques pour construire et résoudre les éequations
algébriques .

- Programmation et informatique pour exécuter efficaceﬁent les
calculs sur ordinateur .

III.1.1 Méthode des résidus pondérés

Les differents. algorithmes de la méthode des éléments finis
peuvent étre formules en utilisant la méthode des résidus pondéreés.
Dans la méthode des résidus pondérés, la fonction désirée u(.)

est remplacée par une approximation sérielle finie (G,
u(.) # a(.) = TUR () J=1,2,...,0 (1)

En général, les fonctions b5, j=1,2,...,H K peuyent étre
déefinies dans un espace spatio-temporel tandis que les U; sont des
coefficients indéterminés.

Dans la méthode des éléments finis, les fonctions éj sont
choisies sous forme polyndmiale de fégon a satisfaire les condi-
tions aux frontiéres homogines ainsi que les conditions de

continuité et de dérivabiliteée imposées au probléme. Ces fonctions

sont appelées fonctions de base, fonctions d'interpolation etc...
S1 on considére une équation aux deriveées partielles:

Lu(.) - £ = 0 avec L opérateur différentiel,
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en substituant a u l'approximation @, on obtient:

La(.) - £ = R(.)

ou R(.) est appelle résidu.

LL'objectif est de choisir les coefficients indéterminés U, de

sorte que le résidu soit minimal. Cela peut se faire en annulant

l'intégral du résidu:

[ [ R(.)dvdt = 0
Jejv
Ce schéma geénére une seule écquation pour les N coefficients U;
inconnus et peut étre modifieé en introduisant des fonctions de
pdndération w,(.), i=1,2,...,N.
En considérant que l'intégral de chaque résidu pondéré est égal

a zéro, on obtient n équations indépendantes:

|

o
~

[ R(.)w,;(.)dvdt=0, 1i=1,2,...,6N (2
J

LV

L'équation (2) est 1'équation générale de la méthode des reésidus
pondérés, et beaucoup de schémas sont deéduits de cette gxpression
4 partir de la définition des fonctions de pondération.

Dans la pratique de 1'ingénieur, les methodes de Galerkin,
collocation par polnts et collocation par sous domaines sont les
plus utilisées de 1la famille de 1la méthode'dés_résidus pondeéreés.
Néus nous contenterons de faire une briéeve description de 1la

méthode de CGalerkin. Pour plus de renseignements, on pourra

consulter les ouvrages sur la méthode des éléments finis cités en
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référence (4,5,6).

III.1.1.a La méthode de GALERKIN

La méthode de Galerkin est obtenue en choissisant comme

fonctions de pondération les fonctions d'interpolation. On obtient

alors:

(.)% (.)dv de = 0, i=1,...,H (3)

III.2 MODELISATION PAR ELEMENTS FINIS DES EQUATIONS DE LAME

Reécrivons les équations dynamiques de Lamé:

X,~X, . §tu . (%,-%,) (Yp=yy) Sty
[((——— ) (1l-2v) +l|———— +(1-2V) "
1 §a’ - 17 ' sal
s*u,
+f(a,t) = p 'P—
st?
yz—y‘ 0 ) Uy A (Xz_x1)(YZ—Y1) s U,
[( Y1 (1-2v) +1] — +(1l-2v)
1 6;-12 12 da?
-1 52'UY
rg(a,t) = 4 p——
st?

Sous forme matricielle, cette équatlion s'écrit:

St u Sl
[AJ{(—) + [B]{ -} = (£}

sa’ §t*

avec:
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Matrice [A]:

2% y o (Fem%y) (YmYy)
( Y2 (1l=-2v) +1 (1-2V)
1 1:
_‘ (XZ‘X]) (Yz_yl) Yo~ Y, A
(1-2v) ( Y (1-2v) '+
1: 1

Matrice [B]:

Matrice (f}:

-f(a,t)

’, '-g(art)

' u
Matrice {(—
§az

}:




§*u
Matrice {

st

rdtu, .
st
S‘uy

st
I

Cette equation matricielle a la forme générale de 1l'équation
d'ondes; nous la résoudrons a l'aide de la méthode de Galerkin.

Si G, et ﬂy sont les approximations des fonctions u, et u, la
méthode de Galerkin exige que le résidu généré par la substitution

de 0, et Gy dans le systéne d'équations de Lamé soit orthogonal aux

fonctions de pondération choisies édgales aux fonctions d'interpola-

tion ¢ . Soit donc:
R,(a,t) % (a) da = 0 i=1,2,...,MN.

R,(a,t) #.(a) da = 0 i=1,2,...,N.

Ja
Ja
N étant eégal au nombre de variables nodales attachées aux noeuds
de chaque éelément.
Les fonctions R,(a,t) et R,(a,t) sont les

résidus attachées a

chacune des éequations de Lameé; 1ls s'écrivent:

. &t \"1)( S L‘Ly ] § CIK
Ri(a,t) = a(.) — t b(.) —— + fi(a,t) - p p —
sa’ Sa* st
§*Q §* 0 < §*a
— ] Y . . . . -1p Y
R,(a,t) = a'(.) + b(.) - +og(a,t) - i
sa? Sat st



avec:

_ X,"X,
a(.) = ( -yt (1-2v) '+ 1
Y27Yy .
ar(.) = (———)* (1-2v) "' + 1
1
, (,=20) (Yo—Y)
b(.) = (1-2Vv)
l:
représentant

l'éequation

la condition

et R, et apres

En introduisant dans
d'ortnoganilite du résidu les expressions de R,
integration par parties on obtient pour R,:

[ §Q, ds, sSu e, : §:Q,
[-a(.)- - b(.) +3 f(a, t)-¢u'p ] da
Ja §a da sa da st .
sa, |1 sa, |1
Fa(.) ¢, —— + b(.) b, = Q
Sa 0 §a 0]
Les conditions aux limites sont introduites au niveau de
l'expression: '
sa [ 1 su. |1
X b
+a(.) & —- + b(.) b,
Sa | 0 Sa 0
Si on a:
§aQ, sq, l Su ] ou, [
—] =c1; —— 5 cC2 ; —— = C3 ; =| ca
sa |0 sa |1 sa  |o §a 1

l'expression devient:
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a(.) ¥,(a=l)C2 + &, (a=0)Cl + b(.) ®,(a=1)C4 - . (a=0)C3

quposons que l'on ait découpé le domaine considéré en un nonbre
n, d'eéléments. L'expression ci-dessus n'existe pas alors pour les
éléments internes; elle existe seulemant pour les éléments
contenant les noeuds correspondant a a=0 et a a=l c'est-a-dire pour
les éléments externes, respectivemént le premier et 1le dernier
élément. L'équation ci-dessus peut alors s'écrire comme la somme
des intégrales sur chacque élément.

La contribution de chaqgue élément dans l'intégrale s'écrit:

- éléments internes:

§0°,  de, sG°,  db, §a® :
Y 1 -1 X l
-af. — ———— = b(.) ——— ——+#b f(a,t)-¢pu'p -]da
Ja® §a da §a da st
- élément 1
| §G°,  ae; §Q° ae, 620,
[-a(.) - b(.) e, f(a,t)-¢,p 'p———1]da
Ja, sa da Sa da st
- a(.)?,(a=0)Cl =b(.)%, (a=0)C3
- élément e = n
{ 64°,  d9, s dwy §ra°,
[-a(.) - b(.) ——— ——+b,f(a,t) b 'p——]da
Ja, Sa da Sa da - _ st?

Hoa(.)® (a=1)C2 +b(.)P, (a=l)C4

L'exposant e se référe a l'élément.
Sur chaque element, les fonctions u, et preuvent s'écrire comme

une combinaison linéaire des fonctions de base ¢, soit:
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il

a°, = = Uej(t) ¢;(a)

c
1l

T V() ¥;(a)

ou U% et V% sont les variables nodales (fonctions du temps)

attachées aux noeuds de l'élément.
En utilisant ces relations dans l'expression représentant la
contribution de chaque élément, on obtient:

- éléments internes

[ de, _ b, , dfui
pX [—a(.)ch* = b(.)V = =~ b f(a, )y pe ] da
Ja® da da at:
+ [ ¢, f(a,t) da v
Ja®
- élément 1
[ b, de, d: u’,
ml(-a(.)u”, — -~ b(. )V, ——— - 'Dif(a,t)u"pibj- -1 da
a® da da dt:
-+ [ ¢.f(a,t) da - a(.)d,(a=0)CL -b(.)¢, (a=0)C3
Ja®
- element e=n
[ b, ct, : dru®,
e 2 - - -
Zl[-a( )Ul—-~— - b(.)V T bof(a, )y p®j—— ] da
Ja da da dt
k l b.f(a, t) da + a(.)d, (a=1L)C2 th(.)d (a=1l)C4
Ja®
la somme s'étendant de j=1 & MN; ce qul peut s'écrire sous la
forme:



e_d;Ue e e 1 e o e
(Al oA IBIUYT - [CIN(VET 4+ ()

dt:?
avec:
e _ e e _ -1
[A]" = (aij} ay; = - J Iz p@iéj da
_ a
d@i dd
(B]° = {b%;} b®, = - a(.) —— - da
a“ da da
b d*i
o 2
[(C1" = (") <, = - b(.) = da
1 cla da
- éléments internes
{f)e — {fei) fci = ( ?/if(il,t) da
Ja’
- élément e = 1
(£}y° = (fﬂ} fﬂ = J ?if(a,t) da ~'a(.)®i(a=O)Cl —b(.)@i(a=0)c3
alt
- élément e = Ny,
(£)° = (fﬂ} fﬂ = J ?if(a,t) da 4+ a(.)4, (a=l)Cce Th(.) b (a=1)C4
(:1-

De méme, la contribution de chaque élément a Lt'orthogonalité du
residu R, s'écrit:
a:v
e 4 P D] ~ ot [ ' o
(AT =3 + (B ]7(v}" + (CIH{U)” + (£}
dat:

avec:



[B‘]e = {b'e”) b|e-~ = - J ;3'(-) J dd
a J

- éléments internes

(E'yS=(£'%) £'° = [ ®;9(a,t) da

- élément e = 1
(E')"=(£'") £'° = ‘ ¢.g(a,t) da = a'(.)e;(a=0)C3 ~b(.)+,(a=0)Cl.
ar :
- élément e= n
{f')e=(f'ﬂ) f'ﬂ = l bg(a,t) da + a'(.)®;(a=l)C4 +b(.)4, (a=1l)C2
c

Ja
A l'aide de cecli, on peut écrire la contribution de chaque
élément a l'orthogonalité du vecteur residu du systéme d'équations

(vecteur dont les composantes sont R, et R,) sous la forme suivante:

ad* U )

(Al® o0 (——}° (B8] (¢]° (U)°© (£3°
dt: S 4 -
av [(C]® [B'le

0 [A]S | (——}" (v}© {(£1)°
dt:

n

Les matrices [A]", [B]%, [B']° et (C]" sont dcs matrices carrées
d'ordre NxN, N étant le nombre de variables nodales attachées aux
noeuds de chaque ¢&lément. Ainsi qu'on peut le constater, ces
matrices sont symétrigues. | |

Les matrices ({(d'U/dt: %, (drv/de: %, (F}° et (f'}* sont des

vecteurs colonnes dtordre MN.



Les matrices:

(A1 o NI (e
0 | e e | e
L L
sont dites respectivement matrice de masse élémentaire, matrice
de rigidité élémentaire et vecteur sollicitations élémentdire.
En sommant les n, contributions de tous les éléments dans lequel

le domaine est subdivisé, on aboutit au systéme d'équations

différentielles par rapport au tenmps suivant:

d*u

(AJ{—} + [B]{U} + [C]{V) + (£} =0
dt:
arv

[AJ{—} + [B']{V) + [C](U) & {£'} =0
dt?

Oou encore:

a:u
(A} O {—) [B] [C] {u} (£} 0
dtr + - + = -
d:v [C] [B']
0 [A) { } {V}) (£'} 0
. dt.
Les matrices:
(A] O [B] (€] (£
(] (8'y|
0 [A] (L")

sont dites respectivement matrice de masse globale, matrice de
raideur globale et vecteur global de sollicitations.

Les matrices ([A],[B],(B'],[C] sont Q'ordre n Nxn,N et les
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vecteurs colonnes possédent n N lignes. Ces matricas sont obtenues

par assemblage des matices élémentalires.

I1I1.2.1 Assemblage des matrices élémentaires

L'assemblage est l'opération qul consiste & construire les
matrices globales {A],{B],[B'],[C], les vecteﬁrs {£),{(£f"), a partir
des matrices élémentaifes (A, [(B]%,[B']%, [C)° et des vecteurs
élémentaires (f}° et (f'}°. La technique utilisée est celle de
l'assemblage par expansion; elle se préte bien a la proqrammation-
par ordinateur. Dans cet exposé, nous nous contenterons de
l'exposer a l'aide d'exemples slmples.

Expansion de la matrice [B]°

Considérons a titre d'exenple, l'expression:

) 21 b22 U_l ; [J
= [B]I%(U)" + (£)°

Le vecteur global des variables nodales est:

pour que W® reste inchangée si l'on remplace (U)}° par (U, i1l
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faut:

- remplacer [Bje_par une matrice ([B]° de dimensions nxn dans
laguelle b,,, b,, b, et b,, occupent respectivement la colonné T
et la ligne I; la colonne I et la ligne J; la colonne J et la ligne
I: la colonne J et la ligne J; toutes les autres cellules de la
matrice étant occupées par des zéros.

- remplacer (f}° par un vecteur (©}° de dimension n dont le terme
I est fl, le terme J f, et dont tous les autreé termés soht nuls.

Soit donc:

[ i i ]
0 0 0 0 0
0 | ST TP £, <--- ligne I
0O .. .0. . .0. .. = (B¢ 0 = (9)°
0 . . Ky oo Ky, o £ <--- ligne J
0 0 0 0

L ! L ]

colonne I colonne J

L'expansion des matrices [A]%,[B'}% [C)° se fait de fagon

[

similaire a celle de [B] On doit seulement retenir que l'expan-

sion doit se faire en tenant compte aussi bien des U, que des V..

- 0On aboutit ainsi a des matrices élémentaires détendues [a]f, [B']°

]

et [I']
‘De méme, l'expansion de {(f'}° se fait de facon identique a celle

de (f)® et on aboutit a un vecteur étendu {(6')°.
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On obtient 1les matrices [A],[B],[B'],[(C] et les vecteurs
[f],[f£f'] par sommation des matriccs et wvecteurs eétendus, la

sommation s'effectuant sur le nombre d'éléments; solit:

il
™
ws)

A—‘m

(B]
(B']= =(B']°

(€] = %

il
b
-

P

(£} = ={8)°

(£'}

il

n(e"}"
On peut remargquer gque les matrices assemblées sont des matrices
creuses; leur stockage se fait donc de fagon aiseée.

IITI.2.2 Choix du type d'éléments et des fonctions de pondération

Les critéres de choix du type d!'éléments sont:
- la géométrie du domaine.
-~ les conditions de continuité et de dérivabilité des fonctions
inconnues.

Dans notre cas, le domaine choisi est un domaine linéaire, & une
dimension. Les éléments seront donc des éléments linéaires a une
dimension.

Nous avons dans le chapitre I paragraphe 3 que les déplacements
doivent &tre de classe C' dans le domaine et de classe C° sur sa
frontiére. Cela nous impose comme choix des éléments du cinquiéme
ordre avec deux nozuds et trois variables nodales par noeud:

- pour la fonction u,, au noeud i :

{u;, 5Ll.-/5a, 53u:/5a’).
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- pour la fonction u, au noeud 1:
(v, évy/ba., §*v./8a}.
Ces éléments sont dits éléments de haute précision dé type
Hermitte. [4]. |

Ainsi donc on a:

e . e _ . RIS .
U R P U > = 5a”1 ;U 4 uy noeud 1.
K . e  _ . ¢ 2 .
U, = u, g U s T 5&% ; U6 ) LT noeud 2.
Ve o= v, o Ve o= Sy, VR, = 8§ v, : noeud 1
1 (I 2 a’1l ! 3 a’1l ¢ .
e . [ . e s . . a2
Vi, = v, 1V 5 = 6av2 Vv, o= é QYo i noeud 2.

e

ol §, et §* représentent respectivement les dér

vées premieéeres
et secondes par rapport a a.

De maniére a simplifier la définition analytique des éléments,
on introduit 1la vnotion d'élément de référence: un éleéement de
référence V' est un élément de forme trés simple, repéré dans un

espace de référence, qui peut étre transformé en chaque ¢élément

réel V® par une transformation géométrique 71°.

—% - k> — | * S
-1 Q 1 R 0 a,

r

\Y Al
La transformation 7° définit les coordonnéesz a® de chaque point
de l1'élément réel a partir des coordonndées ¢ du poilnt correspondant
de l'élément de référence.
7° dépend de la forme et de la position de l'élément réel, donc

des coordonnées des noeuds geométriques qui le definissent. Il vy
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:a donc une transformation 7% pour chaque élémeht réel.
On appelle noeuds géométfiques 1é$ ﬁoeuds'sgpvaht a définir,la
;géémétrie de 1'élément. Les noeuds d'interpolationlsont leé points
oll la fonction approchée coincide avec la foncﬁioh exacte.

La transformation 7° est associée a des polynomes N, dits
fonctions de transformation Jéométrique qui permettent d'effectuer

le changement de variables. On a ainsi:

avec {a ) coordonnces des noeuds géométriques de 1'élément reéel.
Soit encore:
a(e) = Ny(e€) a, + Ny(€) a,

Un élément est dit isoparaméetrique si les fonctions de transfor-
mation geomeétrique N(e) sont identigues aux fonctions d'interpola-
tion ®(€); 11 est dit pseudo-isoparamétrique si N et & sont des
polynomes différents utilisant les mémes monomes, sub-paramétrique
si 1'ordre des polynomes N(¢) est inférieur & l'ordre des polyndmes
b(e) et super-paramétrique dans le cas contraire.

Dans notre cas, les &léments choisis nous imposent comme

fonctions de transformation géométrique:

N, () = 2(1 - €) ; N,E 2(1 + €)



et comme fonctions d'interpolation (Référence 4):

$,(€) = 16(1 - €)°(8 + 9 + 3¢ );
P,(€) = 16(1 - €)(1 + €) (5 + 3&);
By(€) = 16(1 - €) (14 €)*;

@, (€) = 16(1 + €)°(8 - 9e + 3e*);
d(€) = 30{1 + ¢) (-1 + €)(5 - 3€);
2,(€) = 16(1 + €)°(1 - €)*;

Les éléments que nous avons choisis sont donc sub-paramétriques.
Sous ces conditions, les approximations sur l'élément de

référence des fonctions u, et u, s'ecrivent:

G (e,£) = & U”J.(t) ¢ (€)
ﬂ“y(e,t) = T v"j(t) ®; (€)

Soit sous forme développée:

A%, (€, t) = u, (k) +,(e) + S.u(t) o,(e) + & u,(t) 5(e€)
a"y(e,t) = V() by (e) 4 S v (L) d,(e) + & v (L) ¥, (€)

oLl e et &*¢ raeprésentent les dérivées premieres et secondes

par rapport & l'eélement de réferaence.

c2
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Les fonctions, d'une part 4° (¢,t) et ﬁ:(e,t), d'autre part
QZ(a,t) et ﬁ%(a,t) prennent les mémes valeurs en des points qui se
correspondent dans la transformation géométrique.

Ainsi donc, nous venons de déterminer les fonctions d'interpola-
tion mais sur 1l'élément de référence; les abproximations des
fonctions inconnues sont aussl écrites sur 1l'élément de référence
ainsi que les variables nodales. Il faut donc transformer dans
l'expression représentant la contribution de chaque élément les
dérivétions en a en dérivations en €, et lt'intégration sur a® en
une inteégration sur €.

* Transformation des derivations en a

A

Les dérivées par rapport a a qui interviennent dans la contribu-
tion de chaque élément szont:
] -0 -
s,a,, é.u g dé;/da .

Oon a:
dé,/da = (d¥,/de) (de/da) = (2/1%) (A%,/de)

avec 1° longueur de l'é&lément réel.

De méme on a:

* Transformation du domaine d'intégration

L'intégrale sur 1'élément réel est remplacée par 1'intégrale sur

l'élément de référence:



€=-1

* Transformation des variables nodales

Les variables nodales (U)}° = (u‘,6&5,52auwth,5au2,5zéh) sur

1'élément réel sont remplacées par les variables nodales sur
1'élement de reéférence (U), = {(u,, §u, 85 u,,u,;, 64, 8 u,):
. ° . - @
Sup = (2/17) 6 v 8 g = (2/17)0 6, 0y

solt donc:

(U)° = [(ru)”

avec:
( 1 0 0 0 0 0
0 2/1 0 0 0 0
(T]= 0 0 (2/1%° 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0, 0 2/1° 0
I 0 0 0 0 0 2/1%):

A l'aide de ces relations, les matrices élémentaires peuvent
étre réeécrites en fonction de €, et la contribution de chaque

élément s'écrit alors:

au ,
(A (——)" + [BIS(U" + [CI5(V)" + (£)°
dt:?
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dv ) _
(AP (—)" + [B'I1%¢(V)" v [C)NU}" + (L")
at?

2

avec:

[A]® = [A]I°[T)

ou [A]f est une matrice déduite de la transformation du domaine

d'intégration et dont un élement ij stécrit:

fe=1
(1°/2) | p'pe;p; de
€=-1

[B]® = [B)[T]

ou [B)f est une matrice déduite de la transformation du domaine

d'intégration et dont un élément 1j s'écrit:

€=1
- (2/1°)J a(.)u*p(cmn/de)(déj/de)de
e=-1

e —_ » )
[B']° = [B'] [T]
ol [B']® est une matrice déduite de la transformation du domaine

d'intégration et dont un élément 1j s'écrit:

€=1
- (2/1%) J al (.)u“p(d-pi/de) (db,/de)de
. _____._1
[C1° = [C].IT)
ou [C]° est une matrice déduite de la transformation du domaine
d'intégration et dont un élément ij s'écrit:
€=1

- (2/1”~)J b(.)k 'p(ds,/de) (db,/de)de
=-1



et:

[£]1° vecteur colonne dont la composante 1 s'écrit:

-~ éléments internes

€=1
(1%/2) Jb'f(e,t)cie

€=-1

~ eleément e=1

€
(1°/2) J“"

i

1
(

Hory H

,E)de - a(.)®,(e=-1)Cl -b(.)®(e=-1)C3

€
€=-1

- @éleéement e=n,,

e=1
(le/Z)J;'f(e,t)de Foa(.)b (e=1)C2 +h(.)®, (€=1)C4
€=-1 .

[£'1° vecteur colonne dont la composante 1 s'écrit:

-~ élément internes

€=1
(1%/2) };'g (¢,t)de

:—-l .
- elément e = 1
lc I‘Gi:—:l _ ' K . .-' ’ c =
( /Z)Jé g(e,t)de - a (-)%, (e==-1)C3 —b(.)@i(c-—l)C1
€=-1
- élément e = n

el

e=1 : '
(1f/2)‘F'g(e,t)de Fa'(.)%,(e=1)Ca +b(.)d (e=1)C4
=-1

l.es matrices ci-dessus sont des matrices d'ordre 6.
{U)r et {V})r sont des vecteurs colonne d'ordre 6 qui s'écrivent

respectivement:
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I11.2.3 Erredrs d'approximation sur un élément

L'erreur d'approximation en tout point a de 1'élément réel est

_définie par:
e(a) = Q(a) - u(a)

L'erreur au point ¢ de 1l'élément de référence est:

e(e) = Q(e) - u(e)

En deux points a et € guli se correspondent dans la transforma-
tion géométrique, les erreurs e(a) et e(e) prennent la méme vaieur.

Pour définir 1l'erreur maximale sur 1l'élément, on utilise la
norme du maximunm de la fonction e(a):

le| = Maximum sur V¢ de |e(a)|
On deéfinit 1l'erreur sur chacune des dérivées d'ordre.s comne

sult:

g8



e;(a) = D° (e(a)) = §%e(a)/sa’
La norme correspondante s'écrit:
le|l, = Maximum sur v® de |D°(e(a))|
Les erreurs d'approximation sur un élément de type Hermitte du
cinquiéme ordre s'écrivent:

3

e(€)<= (1/120) (1-¢) . Max|s®usse’|,.

lel, <= (1/720) (1°/G4)Hax

-6
§u/ 8%,

lel, <= (1/720) (1°/8rac(3))Max|su/sa’l,,

III.2.4 Résolution du systeme d!'équations différentielles

L'assemblage des matrices élémentaires conduit a un systéme
difféerentiel du temps qui peut étre résolu a lfaide d'un schéma aux
differences finies. La résolution de ces équations permet de
determiner les variables nodales et donc les expressions des
fonctions de dépldcement sur chague élement de reference ui(e) et
u%(e). A l'aide des fonctions de transformation géomeétrique on
peut déterminer u® (a) et u%(a). Le déplacement sur une membrure
est alors égal a la somme des déplacements sur chague éléﬁent.

Nous n'aborderons pas dans ce travail les schémas aux_diﬁférences
finies qui peuvent étre mis en oesuvre. Pour un travall ultérieur
nous proposons l‘'approximation de Héubolt gui fournit un schéma

implicite de résolution. Cette méthode a été introduite en 1950

pour l'analyse de la reéponse dynamique des ailes d'avion.[7]
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IIT.2.5 Forme des matrices élémentaires pour un mécanisme plan

Les matrices élémentaires pour les membrures d'un meécanisme ont
la forme générale précédemment écrite; seules sont modifiées les
fonctions a(.), a'(.), b(.), f(a,t) et g(a,t). Ces expressions sont
écrites de fagon deétaillée dans le chapitre II paragraphe 4.

I1 faut aussi se rappeller que les équations de Lamé sont
écrites pour chaque membrure dans un référentiel qui lul est lie.

Dans les expressions des vecteurs éollicitation élémentaire pour

1

D

s @éléments extérieurs, l'introduction des conditions aux limites
se falit en prenant:

*pour la membrure 1:

ClL =10 ; C3 =0 ; C2=Dl*l,/x, ; C2 = Da*l/y,

*pour la membrure 2:

Cl D1*L12/(x,=-%,) i C2 = D3I*L,/(x,~%x,); C3 D2*1,/(Y,~Y,) :

Ca = D4*12/(Y2—Y1)
* pour la membrure 3

Cl = 0 ; C2 = D3*1ly/(x,-%;) i C3 =0 ; Cd4 = Daxly/y,

ITI.3 ANALYSE VIBRATOIRE DES MECANISMES PLAN

Dans le chapitre précedent, nous avons vu que le vecteur
déplacement d'une meumbrure considérée comme un élément de poutre
rectangulalire obeéissait a une équation d'ondes de vibrations
forceée. Nous avons également elaboré¢ le schéma aux éléments finis
nécessaire pour la résolution des équations pour un mécanisme plan
ainsi que les différentes conclusions qualitatives que 1'on pouvait

tirer d'une telle ctude.

(=]

'
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Dans ce chapitre, nous décrirons unc méthode hybride d'analyse
aussi bien d'une membrure que d'un mécanisme plan.

Notre étude portera sur l'analyse vibratoire d'une membrure, et
gqui sera axée sur la mise en évidence das types d'ondes possibles;
nous parlerons également sonmairement des nqtions de fréquences
propres et de modes de vibration d'une membrure et nous,iﬁdiquerons
la réponse dynamique de celle-ci.

Nous nous limiterons au cas d'une membrure tant il est vral que
pour un mécanisme, les fréquencas propres, les modes de vibration
ainsi que la réponse dynamigque sont‘constitués'de l'ensemble des
valeurs pour chague membrure.

ITI.3.1 Analyse vibratoire d'une membrure

III.3.1.2 Types d'ondes possibles dans le cas de la C.E.D

Le systéme d'équations dynamicques de Lamé s'écrit sous forme
vectorielle:

st u
Adiv grad(u) ;L"F = }I..lp“*—‘_"'
St

(1) u +(1-2v) !

ol grad représente l'opérateur gradient dans le réféerentiel fixe

Supposons que u et F pulssent étre assujetties a la décompo-

sition de STUKLES:

u = gradp t+ rotg (2)

F o= gradP r rotg (%)

c'est-a-dire que u et F sont deéecomposeés en la somme d'un champ
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de vecteurs solénoidal et d'un champ potentiel.

i)Recherche des_fonctions P et O

Voyons quelles sont les éqdations auxquelles doivent étre
astreintes la fonction P et le vecteur Q pour que cette décompo-
sition soit possible; a partir de la formule (1.1.3) on peut

écrire:

P = divF (4)

rotrotq = rot¥® (5)

avec F vecteur de conmposantes [, et F, telles que:

d? x dry

— - 2ya) Fy = p o
dag: dt-

F, = p(

En se servant des formules de transformation on peut exprimer
F. et F, en fonction de a et b ainsi que l'expression de 1la
divergence de F dans le réferentiel ab.

On trouve alors:

AivF = (2p/11) [ (x%,7%) (a, = a,) + (¥,=y,) (a,=a,)

A partir de (4) on tire alors 1'équation suivante que doit

vérifier P pour valider La décomposition e STOKES:
§2 P §'p
P = + =(2p/l: ) [ (7‘:2"-\(]) (axg—a“) +‘(Y2—Y1) (ayg—ay]) ]
§x? Sy



=— (6)
sa? éb’

De méme, Q peubt étre déterminde & partir de la relation (5).
Le vecteur ¥ ayant des composantes F_ et Fy suivant les axes 1
et j du référentiel fixe, seules nous intéressent en vertu de la
relation (3) la composante suivant ces axes de rotQ. Si @ a pour

composantes Q,, Q , Q, suivant respectivement i, j, kK, alors on peut

écrire

rotQ = i(80,/8y) - j(60,/6%) + K(8Q/8% = 60,/6y)

Au regard de cette eupression, on peut dire cue seule la
determination de Q, nous importe. On peut donc se [ixer Q,=Q,=0 sans
pour autant restreindre la généralite.

En développant la relation (5), on aboutit &a 1l'équation

sulvante:

§°Q, §°Q, §1Q, §4Q,
QZ = -+ = -
6 ¥? Sy sa &b
SF, ST
Sy §x

A l'aide des formules de transformation et des exprossions des

F, selon a et b, on trouve:

§*Q, §'Q, 2p

+ = ((yamy) (a,ma,y) #(6mx) (a,7a, K) —al® ] (7)
sa? Sbh? 1:

Les eéquations (6) et (7) permettent de déterminer les fonctions



P et Q, nécessaires pour effectuer la décomposition de STOKES du
vecteur P sous certaines conditions aux limitesj Ces équations sont
des équations de LAPLACE non-homogénes.
*Recherche des conditions aux limites
Les conditions aux limites sont telles queée la force d'inertie
volumique au Ceulre de gravité solit égale a:
f=p(d’x,/dt! -2y a) et £, = paty /des .

il) Transformations des équations de LAME-Représentation de

CLEBSCH [1]
A l'aide de la décomposition de STOKES, les eqguations de LAME

prennent la forme suivante:

§¢p §'q
[1+(1—2v)4]qrad( p)trot( q)+u4[gradP+rotq]=u4p[qrad———~+ rot ]
st? sttt
Cette équation est satisfaite si l'on pose:
-1 - ! oy-
L ILop §'p
14 (1-2v) "' 1H(L1-2v) " st
§*'p Stp
= - b (3)
da? Shz
-1 -1 $°q
qQ = -4 qQ+ pp T
st”
$*q §'q
=TT ok e (9)
§a’ §b
Si l'on suppose que g = (cqe,q,,9,) ; suivant la décomposition de

STOKES du vecteur u , on ne dolt pas avoir de composantes de rotg



suivant k. Cela impligue que la composante suivant k de rotq doit

étre nulle, soit:

6q,/8x - 6q,/é6y = 0

Les composantes suivant 1 et j de rotg étant respectivement
6q,/8y et -6q,/8x, nous n'avons donc pas besoin de g, et qy;.on peut
donc poser q;xhzo. |

Ainsl, 1'on a ramené les éguations dynamiques de LAME en la
recherche de quatre fonctions p,dq,, P, et Q,. |

Les fonctions P et Q, vérifient les déquations de POISSON
non-homogeéenes (6) et (7) tandis que p vérifie l'équation (B); quant
a ¢, , son equation s'ecrit:

6 q, 6 q, 0 g §iq,
+ + uQ, = pu'p ———— (10)

st st? st

Les équations aux dérivées partielles que vérifient leg
fonctions p et g, sont des équations quasi-harmoniques ( équations
de type hyperbolique non-homogéne et non—sﬁationnaire):ce sont des
équations d'ondes sous vibrations forcées. On peut donc interpréter
la décomposition de STOKES comme la decomposition du vecteur
déplacement en deux vecteurs vérifiant l'égquation d'ondes

L'observation de ces équations montre que:

- la composante irrotationnelles gradp se propage avec la vitesse

¢ = (n/P) [1+(1-2v) '),
- la composante a divergence nulle rotq se propage avec la

. )
Vitesse c, =(u/p)" .

o
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La composante gradp est une onde longitidunale se propageant a
la wvitesse ¢, tandis que 1la composante rotq est une onde
transversale se propageant avec la vitesse c,.

Le déplacement cinéto-élasto-dynamicque se presente donc comme
une superposition d'ondes longitidunales et transversales sous
l'effet de vibrations forcées.

ITII.3.1.b Détermination des modes de vibration et des fréquences

propres_d'une membrure
Dans la modélisation par éléments fints, nous avons trouvée que
l'équation dynamique fondamentale a lagquelle obéissent les

déplacements s'ecrit:

d.’U - . - - -
(Al O {——) (B} [C] {u} { £ 0
- de: -k - + = -
d:v (C] (B']
o (arl| (——) (V) L{f‘)j [ 0 J
- dt:? -

Tl s'agit d'un systeme d'équations différentielle; a 2N
inconnues qui sont les variables nodales. Nous avons également
montre comment les matrices intervenant dans cette équation
pouvalient étre obtenues (par assemblage des matrices élémentaifés).

Dans ce paragraphe, nous montrerons comment l'on détermine les
modes de vibration et les fréquences propres de vibration d'une
membrure a partir de cette equation.

Le vecteur sollicitation global veprésente le terme d'excitation
de.la membrure; 1l contient en effet les termes d'inertie représen-
tant la cinétiqu2 de la membrure. Si ce terme est nul, autrement

dit s'il n'y a pas d'excitation, 1l'équation générale ci-dessus
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s'écrit:

a*u - -
(a] 0O {—) [B] [€] {U) 0
dc: - - =
arv [C] [B']
0 (A} (=) (V) 0
- Cltl’ -

et peut se mettre sous la forme condensee:
:
[K]{W} + [M] —§—~—"{W} =0
de: ‘ 4
Cette équation a la forme de 1l'équation d'ondes et 1l existe
don¢ une solution périodique réelle simple:
(W) = (W, )cos(wt)
si:
([K] - w [M]){W,} = 0.(1)

Ceci n'est possible que pour certaines valeurs de w pour le
déterminant de la matrice entre parenthéses est nul. Les matrices
[K] et [M] étant de dimensions 2MNx2M (avec nombre de variables
nodales), le déterminant est de dégré 28 et il existe 2N racines
réelles w!. Ces racines définissent les fréguences propres
angulaires du systéme et leur determination pose un probléeme de
valeurs propres:

det |[K] ~ w*[M]] = 0
J {W,} est determine a l'aide des conditions initiales.

A chaque freguence pour laquelle L'équation ((l1) est vérifiée
correspond un vecteur (W }, appeleée wmode du systéma.

"En pratique, 1l est commode de définir le module de ces vecteurs

par la condition:

. (W), '[M1(W,), = T (matrice identité)



. T . . : - . . .
ou (W }; est la transposéec de (W ). Avec cette définition, les
vecteurs propres sont dits modes normés du systéme.

* Solution du probléme de valeurs pronres

La détermination des valeurs propres et des vecteurs propres
peut se faire numériquement a l'aide d'algorithmes appropriés qui
font l'objet de l'analyse numérique; énoncer ces algorithmes dans
ces lignes nous semble dénu@ d'interét. Une telle étude n'aurait
de sens que dans le cadre de l'élaboration d'un programme infor-

matique.

Le but de ce paragraphe était' beauccup plus de mettre en
évidence les types Q'ondes possibles dans le cadre de l'analyse
C.E.D.

La décomposition de CLEBSCH fournit des voies d'étude semi-
analytiques des équatiohs de la C.E.D. En effet, 11 est possible
de déﬁerminer alors les fonctlions de déplacement en suivant le
schéma cil-apres:

- résoudre les équations homogenes en P et Q, : ces équatiqns sont
des équations de Laplace dont les solutions geénérales Pg et Q,g
peuvent étre déterminées analytiguement;

- reésoudre les équations non-homogénes en P et Q, sous des condi-
tions aux limites fictives a 1l'aide de la wéthode des éléments
finis; on déterminera alors alnsi des solutions particulieres Pp
et'sz..

- les solutions des équations s'écriront alors comme la somme des

solutions particuliéres et des solutions génerales sous des
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conditions aux limites modifiees tenant compte des C.L fictives
imposéees pour la détermination des solutions particuliéres.

- résoudre les équations homogénes ( equations d'ondes) en p et g,;
la solution générale peut étre obtenue analytiquemént;.

- résoudre les équation non-homogénes en p et q, sous des condi-
tions aux limites fictives a 1'aide de la méthode des éléments
finis.

- les solutions p et (, s'ecrivent alors .comme la sommé des
solutions particuliéres et des solutions générales en tenant compte
des conditions aux limites fictives.

~ déterminer les fonctions de déplacement & l'aide de la décomposi-
tion de Stokes.

ITII.3.1l.c Réponse dyvnamique cd'une membrure

La réponse dynamique d'unc membrure a une excltation est donnce

par la solution du modéle par éléments finis.



CONCLUSION E1 RECOMMANDATIONS

L'étude menée dans ce projet nous aura permis d'établir les
équations de 1la cinétd—élasto—dynamiﬁue pour un mécanisme plan a
quatre membrures ainsi que l'élaboration d'ﬁn schéma numérique aux
éléments finis pour la résolution des éQuatiQﬁs,

Dans ce travail, nous nous sommes keaucoup blus appesantis sur
1'étude des eéguations élasto—dynamiques  En effet, 1'étude
cinétique des mécanismes, c'est-a4-dire la détermination des
différentes grandeurs cinématiques et dynamiques (vitesses,
acceélérations et forces d'inertie), ne peut étre faite qu'avec
1'hypothése fondamentale de rigidité. Par conséquent, une telle
étude rejoindrait l'analyse classique et ce sont d'ailleurs les
concepts de base de cette analyse qui en constituent le fondement.

IL.'étude élasto—dynamique par contre, est beaucoup plus féconde
et permet de faire ressortir certains aspects fondamentaux du
comportement des mécanismes tels les modes de vibration, fréquences
propres etc...

Mals pour que cette étude soit compléte, il est nécessaire de
calculer explicitement ces propricétés fondamentales (modes et les
fréquences propres etc...), qul constituent la base de l'analyse
yibratoire des mécanismes. Cela peut étre fait notamment par
l'élaboration d'un programme informatique, gqui, & partir des
équations fondamentales et du schéma aux ¢éléments finis élabbré,

permeltra de valider le modéle par le traitement de cas pratiques.
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I1 serait egalement possible d'etendre 1l'étude au cas des
mécanismes de forme plus complexe.

Nous recommandons par consequent:
- 1l'élaboration d'un schéma aux différences finies pour la

résolution du systéme d'équations differenticlles résultant de la
modélisation par éléments finis.

- 1'élaboration d'un programme informatique afin de résoudre
numériquement les équations obtehues; ce programme devra permettre
le calcul des déplacements, des déformations, des tensions ,vdas
modes et fréquences propres de vibration.

- 1l'extension aux mécanismes de forme complexe.
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ANNEXE

DYNAMIQUE DES CORPS RIGIDES-FORMALISME LAGRANGIEN

1°/ MECANIQUE ANALYTIQUE-équations de LAGRANGE

L'établissement des équations de LAGRANGE peut se faire:

- soit en partant de la considération de 1l'état instantanné du
systéme et des déplacements virtuels autour de l'état instantane
c'est a dire d'un "principe différentiel" tel que le principe de
D'ALEMBERT.

- soit a partir d'un principe qui considére le mouvement total
du systéme entre les instants tl et t2 et des faibles variations
virtuelles du mouvement total autour du mouvement c'est a dire un
principe inteégral.

C'est cette démarche que nous choisirons mals auparavant voicil
quelques définitions de concepts cul apparaltront au coﬁrs de notre
expose,

l.a Coordonnées généralisés-Contraintes et liaisons

Le mouvement d'un systeme peut étre limite par des contraintes
ou liaisons. On distingue plusieurs classifications des contraintes
d'un systéme:

- contraintes holonomes: les conditions de liaison peuvent
s'exprimer sous forme d'équations reliant les coordonnées des
particules (et le temps) ayant pour Forme:

équation n*1l:f(r,,r,,....,t}=0

- les liaisons ne s'exprimant pas de cette maniére sont dites

non holonomes.

Les contraintes sont en outre classées selon qu'elles sont
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indépendantes du temps (scléronomes) ou ¢u'elles contiennent
explicitement le temps (rhéanomes).

Les liaisons introduisent deux types de dirfficultés dans la
résolution des problémes de Mécanique. Premiérement, les coor-
données r; ne sont plus indépendantes pulisque qu'elles sont reliées
par des équations de liaison. Deuxiémement, les forces de liaison
figurent parmi les inconnues du probléame et dolvent s'obtenir de
la solution que nous cherchons.

Dans le cas de<éontrainte5 holonrnomes, la premiére difficulté
est levée par l'introduction de coordonnées geénédralisees.

Un systéme de particules libres de contraintes a 3N coordonnées
indépendantes ou degrés de liberté. S'il existe des contraintes
holonomes exprimées par kK équations de la forme 1, on peut éliminer
k des 3N coordonnees et 1l reste 3N-k degrés de. lliberte.

Cette élimination des coordonnées dépendantes péut s'effectuer
d'une autre fagon par l'introduction de 3N-k nouvelles variables
indépendantes q,,q, ,----idy., en fonction desquelles les anéiennes
coordonnées sont exprimées par des équations de 1la fofme:

rl=r1(q1,q2,... .,qyyk,t)
PSR FIC PP PR PR
etc

contenant implicitement les contraintes.

S1 les contraintes sont non holonomes, les équations servant a

s

<

les exprimer ne peuvent étre wutilisées pour éliminer les

coordonnees dépendantes.
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1.b Déplacement virtuel(infinitésimal)d'un systéne

Il se définit comme un changement dans la configgration du
systéme résultant d'un changement avbitraire infinitésimal des
coordonnées ér; compatible avec les forces et les liaisons imposées
au systéme a 1l'instant donné t.

l1.c Espace_de confiquration

On décrit la configuration instantanée d'un systeme par ies
valeurs des n coordonnees geénaralisées q“cb,.;..,qn ét elle
correspond a.un point parvticulicr d'un hyperespace cartésién ou les
coordonnées q constituent les n axes de coordonnées. Cet espace est
dit espace de configuration.

A mesure que le temps varie, 1'état du systéeme changé et le
point représentatif se meut dans l'ecpace de configufation en
décrivant une courbe dite " trdjectoire du mouvement du systeme".

Chaqge point de 1la trajectoire représente la configuration

entiére du systéme a un certain instant donné.

1.d Principe d'Hamilton intéqral-Equations de LAGRANGE
Le mouvement d'un systéme depuls 1'instant tl jusqu'a 1'instant

t2 est tel que l'intégrale de ligne:

I= |Ldt

J

ol L=T-V avec [, énergie cindtique du syteéme.
V potentiel du systeéume

Tel est le principe d'Hamilton pour des systémes conservatifs

ou admettant des potentiels généralisés.
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En d'autres termes |, l'intégrale de ligne I pour des temps tl

et t2 fixes est égale a zéro.

t

2

§T = 5JL(q|,q2,...,qn,q'1,q'2,...,q'n,t)dt = 0

t
1

La déduction des équations de Lagrange &a partir du principe
d'Hamilton se fait a l'aide des méthodes du calcul des variations
qul ne sera pas développeée ici.

Les équations de lagrange s'écrivent:

d SL SL

'
dt sq', 5q;
On peut aussi généraliser le principe d'Hamilton de maniére A&
y inclure les forces non conservatives, aux systémes non conser-

vatifs. Il s'écrit alors:

2
S§I= [(T+W)dt = 0
J1

avec w=ZFiri
On trouve alors:
d §T §T

- *.—___:Qi
dt sq'; sq,

avec Q; force génaralisce.
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