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Premiere partie

INTRODUCTION
GENERALE



Dans ce travail, nous étudions le probleme de Cauchy associé & 1'équation
doublement non linéaire de type elliptique-parabolique dégénéré :

b(u) — a{u, p(t)r)r = [ sur Q = |0, T] x I,

al'aide de la la théorie générale des équations d’évolutions daus un espace
de Banach .

Les fonctions b et ¢ sont des applications continues , croissantes { au
sens large ), et a(k,€) est une fonction continue , telle que a(k,.) soit
croissante ( au seus large ); de plus b est supposée surjective.

Ces types de problémes ol apparait un mixage de phénomeénes d’el-
lipticité et de parabolicité sont rencontrés dans la modélisation de divers
pliénomenes plysiques :

Par exemple , selon Alt et Luckhauss , I'écoulement d’un gaz a travers
un milien poreux est décrit par une équation du type u; = (u™),, en une
dimension d’espace avec m > 1. Cette équation peut etre transformée en une
équation du type b(u), = (1), avec b(z) := max(z,0)= ou (sign z) {z‘i
et dans ce cas, elle tombe dans la classe des équations que nous considérons.
Les solutions de ce type de problemes ont étés intensivement étudiées par
Oléinik, Kalashuikov et Yui-lin [OKY] et par Aronson|Ad].

On peut citer également la filtration instable d’un fluide incompressible
dans un milieu poreux qui est décrite selon Alt et Luckhauss par une équation
du type:

0(p)e =V .(k(6(p))) (Vp+e)

ou p est la pression inconnue, —e la direction de la gravité , & la con-
ductivité du milieu poreux , 8 le contenu d’eau. Ce type de probleme est
régi par la classe des équations que nous considérons. 1l a été étudié de fagon
intensive par Hornung [H] en utilisant la théorie des opérateurs monotones
et par Van Duyn et Peletier [DP] en utilisant la régularisation parabolique.

Lorsque v =0 |, b(u) =u , ce probléeme se raméne au probleme du
premier ordre suivant qui est une loi de conservation scalaire :

u — a(u,0), = f sur Q pour lequel, il est bien connu que si a(k,0)
n’est pas monotone en £ , il n'v a pas en général existence d’une solution
@ continue sur /R , ni unicité d'une solution faible .

L'étude de la loi de conservation scalaire a connu une avancée signi-
ficative grace a lintroduction par S.N.Kruskhov [Ks] de la notion de so-
lution entropique ; ¢’est avec cette méthode que les équations du type b(u), —
V(a(Vu) + e(u)) = f ont pu étre étudiées sous des conditions e continue
lipschitzienne [AL]

1l faut surtout noter que 1'étude du probleme général a commencé a étre
bien comprise grace aux travaux de Alt et Luckauss [AL] ou a coté d’hy-



potheses générales permettant d'utiliser un bon cadre variationnel, apparait
clairement la condition de structure : a(k, &) = a(b(k),£) avec @ continue en
(k, &), et croissante en &£ .

Des vésultats récents out permis d’approfondir el de généraliser cenx de
Alt et Luckauss : nous pouvons citer entre autres, les travaux de Bénilan et
Towré[BT2] et [BT3], Carrillo|Cal, Maliki . Carillo et Towré [CMT] | et de
Bénilan et Witthold [BW 1] et [BW2].

Béunilan et Touré ont étudié le probleme 1, —a(., u, (., u)z)s = f (cest
a dire le cas on b = id) pow lequel ils ont dévéloppé l'approche par la
théorie des semi-groupes non linéaires du probleme aux limites associés (voir
[BT2], [BT3]); ils obtienuent ainsi des résultats d’existence et d’unicité de
solutions entropiques sans la condition de structure de Alt et Luckhaus. Ils
ont ausst dévéloppé la notion de dépendance continue des solutions obtenues
par rapport aux données.

Bénilan et Wittbold par contre se sont intéressés a 1’étude du probléme
b(u), —alu,u,) = f (c’est & dire le cas ot ¢ = id) pour lequel ils ont
aussi dévéloppé l'approche par la théorie des semi-groupes non linéaires du
probléme aux limites associés; ils obtiennent ainsi sans la condition de struc-
ture, 'existence de “bonnes solutions”au sens de la théorie des semi-groupes
non linéaires ( voir[BW1]). Par la suite, en considérant la condition de struc-
ture de Alt et Luckhaus, ils montrent que la “bonne solution” est solution
faible du probleme (voir[BW1]).

Compte tenu de ces résultats, la question naturelle qui se pose est :“ la
condition de structure est -elle essentielle pour l'obtention de solution faible
comme elle parait I’étre dans [BW1]7 7.

La réponse a cette question a été donnée dans [BW2|. Dans cet article,
Bénilan et Wittbold ont montré que la condition de structure n’était pas
essentielle pour obtenir l'existence de solutions faibles car dans certains cas
d’équations comme dans le cas de I'équation b(u); = Uze +F(u),, sous cer-
taines hypotheéses sur b,lls établissent un résultat d’existence (et d’unicité) de
solution faible pour le probléme de Cauchy-Dirichlet associé sans la condition
de structure.

Par contre , ’étude du probléme général n’a pas encore été abordé sous
les hypotheses de types générales sur b et ¢ que nous considérons dans cette
étude.

Notre travail consiste a utiliser la théorie générale des semi-groupes non
linéaires dans L!'(JR) pour obtenir des “bomnes solutions”du probleme et
a faire le lien entre ces solutions, les solutions faibles et les solutions en-
tropiques{au sens de Kruskhov). C'est cette démarche qui a motivé le plan
que nous avons suivi :



Le chapitre 1 est consacré a quelques rappels et notations propres a la
théorie et aux espaces fonctionnels utilisés.

Dans Le chapitre 2 | nous étudions 'équation résolvante associée an
probleme d’évolution.

Nous définissons dans ce chapitre, l'opérateur A, associé an probléeme
stationuaire. Nous montrons que cet opérateur est T-acerétif dans L' (JR) a
domaine deuse et vérifie la condition d'image.

Le chapitre 3 est consacré a I’étude du probleme d’évolution :

Une premiere partie consiste en 'application de la théorie des semi-
groupes non linéaires dans L' (JR) , compte tenu des résultats dévéloppés
ant chapitre 2,

L’étude de I'équation résolvante conduite an chapitre 2, nous permet de
dévélopper une théorie d’existence ( et d’unicité ) de solutions générales au
sens de la théorie des semi-groupes, de I’équation d’évolution sans la condition
de structure de type Alt et Luckhauss.

Enfin dans une troisieme et derniére partie, nous montrons que sous la
condition de structure, la “bonne solution” est solution faible d’énergie finie
du probleme d’évolution.



Deuxieme partie

ETUDE DU PROBLEME



Chapitre 1
RAPPELS ET NOTATIONS

Nous donnons dans ce chapitre, des définitions et rappels de certaines
propriétés des opérateurs accrétifs et des espaces utilisés.

Un opérateur d’un espace de Banach X est une application de X dans
P(X) , ensemble des parties de X .

Nous identifierons souvent un opérateur A avec son graphe dans X x X,
c’est & dire U'ensemble {(z,y) € X x X tel que y € Azx}.
Nous notons A 'adhérence (ou fermeture) dans X x X du graphe de A .

Pour tout réel A, AA désignera 'opérateur de graphe :
{(z,y) € X x X tel que y € AAx}.

St B est un autre opérateur , A + B = {(z,y) € X x X tel que y €
Az + Bz}

Le domaine d’un opérateur A de X | est notée D(A) et est égale a :
D(A) = {z € A; Az #(}.
L’image d’un opérateur A de X | est noté R(A) et est égale a :

f*=sup(f,0); f = sup(~/,0) .

8



Nous poserons :

+1 sir>10
signgr = 0 s =
-1 81 r <0
41 st >0
signr = < [=1,1] s r =0
-1 si r<0
+1 sir>0
signTr = ¢ [0,1] st =0
0 sir<0
o 4+1 sir>0
St T = 0 s <0

signgr = signg (=1 ) et sign™(r ) = sign*(~71).

+

H.(s) = rnin(ig—, 1) et Hols) = signg (s).

Etant donné @ un espace localement compact muni d’une mesure positive
(pratiquement ) sera un ouvert de IR ot le produit d'un intervalle de IR
par un ouvert de IR muni de la mesure de Lebesgue).

Pour tout p, 1 <p < o0 :

LP(Q) (resp. L (Q)) est I'espace des ( classes de ) fonctions numériques

loc
mesurables de puissance p — téme intégrable sur ¢} (resp. sur tout compact

de Q).

L=(@Q) (resp.Li2(Q)) , désigne Pespace des ( classes de ) fonctions
numériques mesurables, essentiellement bornées sur @ (resp. sur tout com-

pact de €} ).

Les espaces LP(Q) (resp. L>°(Q)) sont normés :
1

lell gy =l = ( /Q uf?)?

9



(.l gy = Il = sip ess u)

Pour tout entier m > 1, on définit I'espace de Sobolev H ™(Q) par :

H™(Q) = {ve L*(Q) , 0%v € LA(Q), |a] < m)
50:)‘%*043-!'-“-%“&71

v
Oz 0xy*.. . Orer

ou 0% =

n
avec |a| = Za.,-.
i=]

HJ, (Q) est l'espace des fonctions appartenant & H™(Q) , pour tout com-

pact {2 de Q.

1
H™(Q) est muni d’une norme : lull gy = (u,u);, o avec le produit
scalaire

(U, V)m,0 :/ Z 9% 0% » dx.
Q@

la<m

Wme(Q) = {u € LF(Q) tel que d%u € LF(Q), avec |k| <m}.

Etant donné une fonction w localement lipschitzienne , on notera

[w(z) — wiy)|

, T ,xSR,ySR}
P 7y, || vl

lelgep{;x1sm = SUP{

1 sizé€lab|
Xla’bl(x) - { 0 sinon
Soit Q =)0, T[x IR :

Une fonction f définie et mesurable sur Q est dans l'espace L7(0,T'; LP(IR))

10



1

r
7

T . -
T / (m\,/m-)ﬂ < oo

* 7,1 Sy 1 " o - e . . ne
f € L¥(Q) si pour tout sous eusemble compact K de /R ef, tout sous

intervalle [ty, 5] C]0,T],

[ (fure)ro <

D(Q) (vesp. DY(Q) ) désigne I’espace des fonctions indéfiniment dérivables
de @) dans IR de support compact contenu dans Q (resp. et de plus positif).

nous notons £ | l'opérateur de dualité d'un espace de Banach X dans
son dual X' défini par :

Flz) = {w e Xi[lw]y = et (w,2) x ¢ = [|2]|x }-

F est le sous différentiel de la norme de X .

On appelle variation totale (au sens usuel) de u sur [ |, 'expression :

> llulae) = ulae-1)||y  pour toute subdivision

Var{u,I) =sup ¢ !

a,<ag<a1<...<an<b.

Si Var(u; I} < 400 , on dit que west a variation bornée ; on désigne par
BV (I; X) l'espace des fonctions a variation bornée de / dans X .

Lorsque X = IR, BV(I; X) est noté BV(I).

Définition 1 :Un opérateur A de X est accrétif sl vérifie l'une des pro-
priétés équivalentes suivantes :

11



(i)Pour tout X > 0, tout (r,y) € A, (£,5) € A :

Iz =&y < Iz —2) + My =Dl

(ii) Pour tout A >0 , = (I +XA)"! est une contraciion
de D(J2) = R(I + )\A) ur D(A) (I étant Uidentité de X).

(itt)Pour tout (x,y) € A, (£,9) € A, il existe w € F(x — &)
tel que  (w,y —yix,x = 0.

Définition 2 :Un opérateur A de X est m-accrétif s’il vérifie l'une des pro-
priétés équivalentes suivantes :

(i)Pour tout A > 0, J{ est une contraction partout
définie .

(1) A est accrétif et il existe A >0, R(I + A\A) = X.

(1i1)A est accrétif et Y A >0, R(] + MA) = X.

Définition 3 :Un opérateur A de X est T-accrétif s’il vérifie ['une des pro-
priétés équivalentes suivantes :

(i)Pour tout A >0 | tout (z,y) € A, (,9) € A

Mx—ﬂﬂuéﬂﬁ-i+kw—éﬂwx

(ii)Pour tout A >0, J{ = (1 + AA)™!
T-contraction de R([ + /\A) sur D(A).

, est une

Définition 4 : Un opérateur A de X est m-T-accrétif s'il est T-accrétif et
s’ existe A > 0 tel que R(I + AA) =

12



Lemme 5 : (lemme généralisé de Gronwall)

Sot T>0,welR,peC|0,T]) et vy € L(0,T) . Alors
les assertions suivantes sont équivalentes

t t
(D)) —p(s) < ‘UJ/ o(T)dT + / P(T)dT pour 0 < s <t < T
(ii)e ™ p(t) — e " p(s) < / e TY(r)dr pour 0<s<t< T
[T, dE |
(i) [ {oO0) + (wpt) + 9 (0 €0}t 2 0 pour € € (0,7

(iv) / (1) 6) 1 () E(0)}e ™t > 0 pour € € D*(0.7).

Donnons maintenant des conditions nécessaires et suffisantes d’accrétivité
et de T-accrétivité dans L'(Q) .

Proposition 6 :

1) Un opérateur A de LY(Q) est accrétif si et seulement
st il vérifie l'une des propriétés équivalentes sutvantes :

(¢) LSigno(Ul ~ Ug){vy — va) +/{ [vg — v 20

uy=ug}

pour tout [u;, ] € A, i=1,2;

(11) Pour tout [us,v] € A, 1 =1,2 1l existe o € L*(Q),
afz) € sign(uy(z) —ug(x)) pp € Q et tel que

/Qa(m) (v — vp) > 0

13



2) Un opérateur A de L'(Q) est T-accrétif si et
seulernent st A vérifie l'une des propriélés équivalentes suivantes :

(3) / (3:3 — '{)2)+ »]» / (?)1 — ’1/‘2) Z 0
J{uy=us} J{ur>ugl

pour tout [u,v;] € A, i=1,2

H

(1) pour tout [u,v;] € A, il existe o € L¥(Q)
afz) € sign™ (wy (@) —ua(x)) ppr €Q et

| /Q a(#) (v — ) >0

Omn utilisera aussi les ensembles de fonctions ci-aprés .

P = {p: R — IR . croissante lipschitzienne & dérivée a support
compact }.

F={pe P ; p0)=0}.

Pour toute fonction croissante p : IR — IR . il existe une suite (p,)
d'éléments de P, tels que pour tout 7 € R : p,(r) — p(r) et | pa(r)| £

[p(r)]

Nous donnons aussi la proposition importante suivante {cf. proposition

2-5 de [Bh2)) :

Soit A un opérateur maximal monotone de H (H un espace de Hilbert).
Nous notons la convergence faible de =z, versr par z, — 2 , et par
((,)) le produit scalaire dans H .

Proposition 7 : Soit [xn,yn] € A tel que z,, — z,y, — y etlim sup((yn,zn)) <
((y,x)), alors [z,yl € A et [zq,yn] — [7,9].

14



Nous définissons maintenant la notion de “bonue solution” (cf |BCP])
alnsi que des propriétés utiles pour la suite de notre travail.

Soit. X un espace de Banach, et I un iutervalle de J?.

Soit f € Ly, (I; X}, 1y <ty < ... < Ly une partition de intervalle |1y, 1]
et. f1,..., [y une suite (finie) d’éléments de X.

Le systeme

U= 1

(1=1) —— 4 A3 [ powri=1,.,n,

est. appelé discrétisation de v’ + Au 3 [ .

Dafto, ty, ..y tn; f1, .y fn) désigne la discrétisation définie par les données
A tosntn, fryn I

Une solution de la discrétisation Dy (to, ¢y, ..., tn; f1,..., fn) est une fonc-
tion v : [to, tn] — X telle que v(ty) = vy, v(t) = v(t;) = v; sur [t 1, 4],
i=1,.., N et satisfaisant (1 —1).

Soit {a, b] un sous intervalle compact de I, et e > 0. Alors Dy (Lo, t1, .., tni f1, s [)
est dite e—discrétisation de v’ +Au > f surfa, b| si les relations suivantes sont
vérifiées :

(1-2) 0<tg—a<e,0<b—ty<et;i—ti | <epouri=1,..,N.

et

0= 3 [ 19 - hleds<e

k=1 tho1

Nous pouvons maintenant définir la notion de “bonne solution” du probléme
w+ Au > f.

Définition 8 : (i) Soit [ € L},.(I;X) et [a,b] un sous intervalle com-
pact de I. Une “bonne solution” de u' + Au 3 f sur [a,b] est une fonction
u € C(la,b]; X) telle que pour tout € > 0, il eriste une e—discrétisation
Dy (to,ty, .oyt fryen [n) de ' + Au 3 f sur [a,b] qui a une solution v
satisfaisant :

(1 —4) JJu(t) —v(t)lly <€ pourty <t <ty

(1i) Soit f € L}, (I;X) et I’ un sous intervalle quelconque de I. Une
“bonne solution” de '+ Au > f sur I’ est une fonction u € C(I'; X) dont la
restriction 4 chaque sous intervalle compact |a,b] de I’ est une bonne solution

sur [a,b] .

15



Théoréme 9 : Soit f € L] (I; X) alors :

(1) Siu est une “bonne solution” dew' + Au > f sur I, alors u(t) est dans
la fermeture de D(A) pour toul t € 1.

(ii) Si w est une “bonne solution” de u' + Au > [ dans le sous in-
tervalle compact |a,b] de I et € > 0, alors il exisle une solultion v de la
e—discrétisation Dy (Lo, ty, ...ty [1y 0 fx) dew' + Au D f sura,b] telle que
lu(t) —v(t)]l ¢ < € pour ty <t < in et ty = a. Plus précisément, il est
possible d’avoir ty = b.

(i) Soit I\, 1 deux sous intervalles de I avec IC T U I, Si ue C(I; X)
est une bonne solution de v’ + Au > f sur I, et Iy alors u est une “bonne
solution” sur I.

(iv) Soit A Uopérateur dont le graphe est la fermeture du graphe de A
dans XxX. Alors u est une “bonne solution” de v’ + Au > f sur I si et
seulement si u est une bonne solution de v’ + Au > f sur I.

(v) Soit (w,) C C(I; X), (fn) C L}, (I; X) et u, une “bonne solution” de
ul, + Au, 3 f sur I . Supposons u € C(I;X), f € L, (I; X) et pour tout
sous intervalle compact [a,b] de I,

b

s ([ 1 () = SOl + ma 1 () = 2 O] = 6,

n-——-+00
a

alors u est une bonne solution de u' + Au > f sur .

(vi) Si u est une bonne solution de ' + Au > f sur I et h € IR, alors
u, (t) = uw(t — h) est une “bonne solution” de u, + Auy > f, sur I + h ou
fh = f(f - I’L) o

(vii) Si p est une application continue de D(A) dans X, alors u est une
“bonne solution” de v + Au+p(u) 3 f sur I si et seulement siu € C(I; X),

u(t) € D (A) pour toutt € I et u est une “bonne solution”de u' 4+ Au > g sur
I ot g(t)=f(t)-p(u(t))

Nous donnons maintenant un résultat d’existence et d’unicité de “bonne
solution”siuvant [BC P ; pour ce faire, il convient d’utiliser la définition suiv-
ante :

Définition 10 : Soit A un opérateur dans X, T>0, fe L' (0,T; X) et zy €
X. Une solution € — approchée de u' + Au 3 f sur [0,T] est une solution v
de la € — discrétisation Dy (to,ty, ..y tn; fi, o [n) dew’ + Au > f sur(0,T].

De plus v est une solution € — approchée du probléme de Cauchy

(1-5) v+ Aus [, u(0) ==

st en plus tg = 0 et ||v(0) — zg]|, <e.
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Il découle de cette définition que u est une “bonne solution” de w'+Au 3 f
sur [0, T] avec u(0) = z¢ si et seulement si u € C([0,T]; X) et pour tout € > 0,
il existe une solution € — approchée v du probleme de Canchy (1-5) sur [0, 7]
tel que [Ju(t) — v(t)]|y < € sur le domaine de définition de v.

Théoréme 11 : (Erxistence et unicité de “bonne solution”)

Soit A un opérateur accrétif dans X, 1y € D (A) et T>0. Si le probléme
de Cauchy (1-5) admet une solution € — approchée sur [0,T] pour tout € > 0,
alors il admet une unique “bonne solution” sur [0,T| vers laquelle la solution

e — approchée du probléme de Cauchy (1-3) converge quand | 0.
Nous donnons ensuite une propriété de continuité de la “bonne solution”.

Théoréme 12 : Soit A un opérateur accrétif dans X, et soit u une “bonne
solution” de v + Au3 0 sur [0,T].

(i) St v est une solution ¢ — approchée de u' + Au 3 0 sur [0,T] avec
[0,s] C0,T],0<t<T et (x,y) €A, alors

fu(t) = o(s)li < [1u(0) = 2l + Iyl [t ~ 5] + 3llyl VEvT T & + 2.

(i) Si (z,y)e A, alors

flu(t) —u(s)|ly < 2||u(0) — x|y + llyll |t — 5| pour 0 < s, ¢t <T.

(111) Si G est une “bonne solution” de 4" + At 3 0 sur [0,T), alors

Jut) - (®)l < u(0) @ (0)] pour 0 < (< T,

Nous donnons dans cette partie la définition et certaines propriétés élémentaires
du domaine généralisé d’un opérateur suivant [BCP].

Définition 13 : Soit A un opérateur dans X. Pourx € X, on a

lz|, = lif(r)xinf{]]'g}]l e X, ge At et ||z —Z|| < r}.

Le domaine généralisé de A, D(A) est ensemble

D(A) = {z € X;|z|, < oo}.

Soit w e R.

Théoréeme 14 : Soit A+wl un opérateur m-accrétif dans X, f € BV(0,T; X)
et u une “bonne solution” de uw' + Au 3 f sur [0,T]. Alors : A
(i) u est continue lipschitzienne sur [0,T] si et seulement si ug € D(A).
(ii) 85 w(0) € D(A) alors u(t) € D(A) pour t€ [0,T)] et
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w(t + h) — wlt
l?‘l'('/;)l(_4--~f(r+)) - 1}?}} [u(t - Z Wl

(i) De plus & [u(t)] 4 4y €8t continue 4 droite et

d d
g{[ u(t )l(,1 sy S ’tf}!{!,(f)l(‘i ) + (j t+) dans D'(0,T)

ou v(f,t+) ~hmsup/ I/ + h Al )HdT pour 0 <t <T.

Nous donnons enfin la définition et certaines propriétés des solutions
intégrales (Voir [BC'P]).

Considérons 'inégalité intégrale suivante :

t

(1= 6) lu(t) = |~ [lu(s) — 2l| < w / lu(r) - x|l dr+ ] fu(r) =z, () = yldr

S

e 2yl el
; VA £ 0.

Pour w € R} on définie A (w) comme l'ensemble des opérateurs A de X
tels que A + wi est accrétif.

Définition 15 : Soit A € A(w) et f € L(0,T;X). Une fonction u €
C([0,T]; X) est une solution intégrale de u' + Au > f sur [0,7] si u vérifie
(1-6)V(r,y) e Aet0<s<t<T.

Une solution intégrale du probléme de Cauchy v' + Av 3 f |, v(0) = =,
sur [0, T est une solution intégrale u de v' + Av 3 f vérifiant u(0) = =.

Théoréme 16 : Soit w € R, A € A(w) et f,g € L*(0,T;X). Si v est
une solution intégrale de v' + Av 3 g sur [0,T] et u une “bonne solution” de
u + Aus f sur [0,T], alors

jé u(t) = v(@)llx < wllu(t) — v()lI+u) - v(t), f(t) - g(t)] dans D'(0,T).
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Théoréme 17 : Soitw € R, z € X et A€ A(w). Alors :

(i) toute *bonne solution” de v’ -+ Au > [ sur [0,T] est aussi une solution
intégrale sur [0,7T].

(ti) Le probléme de Cauchy a au plus une “bonne solution” sur0,7T7].

(iii) Si le probleme de Cauchy o' + Au> [, u(0) = v a une “bonne solu-
tion” w sur{0, T, alors u est aussi unique solution intégrale de ce probléme
sur |0, 7T].

Théoréme 18 : On suppose que A + w/l est m-accrélyf dans X et [ €
LY, T, X). Alors :

(i) Pour tout x € D(A), le probleme de Cauchy u' + Au > f, w(0) == a
une unique “bonne solution” sur [0,T7].

(i) Vo € D(A), le probleme de Cauchy u' + Au 3 f, u(0) = z a une
unique solution intégrale sur [0,T]. De plus, cetle solution intégrale est la
“bonne solution”.

(iii) Une solution intégrale de w' + Au 3 [ sur [0,T] est une “bonne
solution” de v’ - Au > f sur[0,7].
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Chapitre 2

ETUDE DU PROBLEME
STATIONNAIRE

2.1 Position du probleme
On se donne d’une part .

(2-1) a:RxR— R , b:IR— IR, p: IR — IR continues et

on suppose que :
a(k, &) est croissante en £
(2-2)
b(k) et (k) sont croissantes avec b surjective .
On pose
(2—-3) H(k)=a(k,0) pour k€ R .

On se donne d’autre part f € LY(JR )N L*(JR ) et on considere le
probleme stationnaire suivant :

(PS) b(u) — alu,p(u)y)s = f  sur R .

On fait 'hypothese principale de coercivité

(H1) lim ilnfR la{k,<)| = +00  pour tout R > 0.
<

[¢]— 400 |k
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Définition 19 : On appelle solution faible de (PS) , une fonction mesurable

uw € L¥(IR ) vérifiant @(u) € WE2(IR ) tel que :
b(u) — a(u.p(uw)), = dans D'(IR)

2.2 L’équation résolvante

Nous étudions dans cette partie la question d’existence et d’unicité de
solutions pour le probléme (PS).

Afin d’obtenir un probléme (PS) bien posé dans le cas général, nous
introduisons la notion de solution entropique de (PS) & laide d’'inégalités

correspondant & celles de S.N.Kruskhov [Ks| dans le cas d'une loi de conser-
vation.

Ou utilisera pour cela des fonctions w € L*(IR) réglées , c’'est-a-dire
vérifiant :

(2—4) u(z?)=limess u(z + h), u(z™)= 1i1}*}1 ess u(z — h)

hl0 hi

existent pour tout = € R

On posera
(2 -5) wz) = ulz?) Aulz7),i(r) = u(z™) Vulz™)

I(u, ) = Ju(c),i(z)]

Définition 20 : On appelle solution entropique de (PS) , toute solution
faible réglée u vérifiant :
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(i) il existe h € C(IR) telle que h = a(u, p(u),) p.p sur IR

(it )pour tout £ € DY(IR ), tout k € IR, les inégalités suvantes :

(2 -0) / signg(b(u) — b(k)) {& (H(k) =)+ &£(f = b(u))} dz > 0

R

) / signg(b(k) — b(w)) {€, (H(K) — h) + € (f — b))} da < 0.

R

2.2.1 Existence

Dans cette partie , nous montrons ’existence de solution entropique pour
le probleme (PS) sous les hypothéses générales que nous considérons.

Nous commencons d’abord par énoncer le résultat principal de cette
section :

Théoréme 21 : Soit f € L*(IR )N L*(IR ); sous les hypothéses (2 — 1) ,
(2—2) et (H1), le probléme (PS) admet au moins une solution entropique.

Preuve :

Pour la preuve de ce théoreme , nous procédons en plusieurs étapes :

Etape 1 :

Nous approchons le probleme ( PS) par un probléme régulier de la manieére
suivante :
(PSn) bn:m (un,m) - af(un,m: @(un,m)z)x = fﬂ’m sur IR

1

ou fﬂ’m = f+X[—n,n] - f X|—m,m] et bn,m(a) = b(O’) -+ ;0'+ — ;{0

Y m,n €N*
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Remarque 22 : Puisque les fonctions v — v et v — v~ sont continues
alors b, ., est continue comme somme de fonctions continues. De plus by,
est strictement croissante pour m , n firés

En effet , pour tout o,,00 € R tels que o1 > 09 ,0na (6 —03) >0
et (o] —o,) <0 et comme b(oy)—blog) >0 alors :

1 1
bran (01) = bpm (02) = b(oy) — b(og) + g(g? ~03) - g(""f —0oy)>0 .

Etablissons divers résultats préliminaires .

Lemme 23 : Sous les hypothéses du théoréme 21 | on a :

(i) Nbnm(unam)ll, < [Ifl, V1<p<too

(ii) ||unmll, <c(b,||fll) i ¢ une constante positive .

Preuve du lemme 23 :

Prouvons d’abord (i) .

Soit p: IR — IR une application continue avec p' > 0, p(0) =0, p
lipschitzienne a dérivée a support compact c’est a dire , p € Fp.

Multiplions (PSy) par p(bym(Unm)) , on a :

(@) P(bn,m(un,m))(bn,nz,(un,m)) - p(bn,m (un,m))a(un,m7 W(un,m)z)x =
1 = p(bn,‘rn(un,m))fn'm-

Intégrant (a;) sur JR ,ona:
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/%’ p(bn,m (un,m})(bn,m(aw,m)}d?) - / p(bn,m(un,m})a(un,m;iﬂ(un,m)m)xdfc =
g J R

(az) ,Q
- / [’(bn,m (“'n,m))./.n’md:"a
J R

aprés intégration par partie du second terme , nous obtenons :

/ p(bﬂ,m (3{5?1,1%) ) (bn,m(un,m ))dl + / P(bn.m(un,m) ) l‘a(nn,m,a (tp(u'??,‘m)-'ﬂ)d‘r -
R R

- / p(bﬂ,m (un,m) )fn’md.’l?
R
Considérons maintenant le terme :

{GS) /”? p(bn,m(un,m))a:a(un,m: '\ﬁ(u'n,m )x)dﬂ:«

Par régularisation , on peut toujours supposer que b, m,m et upm, sont
réguliers , et donc :

(as) & /ﬁ 5Bt ) B e () () 5@y (2t )

/11? p,(bn,m(un,m))b;,m(un,m)(un;m)m[a(un,ma‘P(un,m)m) - a(un,mao)]d$+

+ / 2B (i )b ()t )@, O)
R

;

On a d’autre part p" > 0, b,
rapport 4 la deuxiéme variable | ce qui implique :

20, ¢,m 20, et aest croissante par

Pl(bn,m(un,m))bg,m(ﬁn,m) (tn,m)z0(Unms @ (tnm)e) = a(tnm,0)] 2 0
puisque @y, p(Unm) 20 .
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Ainsi done :

(a4) f?3’(b71 ,m(un,m))b;_m(u'r;:n:,)(umvrr )m{ka(?f‘n,ma ‘fj(un,m)m) - a(uﬂ RuB) 0)}(‘{:7; 2 0.
IR

Considérons maintenant le terme :

(as) f p;(bn,m(uw,m))b;:m (u‘mm)(U'n,m.)xa(&n,m: O)dT
R

(as) = /y? pf(bn;m(uﬂ,m))b;z,,m(“ﬂ,m)(un,m)mﬁ(uﬂ,m)d‘x

avee qlr) = / by ()0 (5 H (s)ds,

puisque q'(s) = p'(bnm(8))bp 1 (8) H(s)

et
Q(un,m)x = Q’(Un,m) X (un,m)m-

Il en resulte que

/ q(Unm)dz =0
R
D’ou

(as) /ﬁ P (B () B 11 ()@t 0)d = .

(as) , (as) , (ag) donnent :

(a’?) /;F% p(bn,m(un,m))(bn,m(%,m))d.’ﬂS-/R p(bﬂ,m(un,m))fn’mdz,
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Par approximation de p, on peut prendre p(u) = [uf?’"‘z u
avec 1 < p< +oo.
(a7) devient

/ ib":"?»(?}‘ﬂ,m){pmz (’bw,m(u?a,m))gdm S / 'bn,m (un,'m){p - (bﬂ;m ((u'?x.m))fn’mdx
v R

R

(] (tbn,m<un,m>ff“>q)% () »
1

( avec — -4 ~ = 1)

r 9

Do on a :

pzi

/R b, m{(tnm) P dz < (/H lbn,m(%n,m)Ip) " (/,R ,fn,m]p)}ljdm

et donc on obtient : “bmm(ﬂn,m)ﬂz < % b (un,m)sz»
Ce qui implique que  ||bnm (tinm)|[5 < ”bn.m(“n,m)ll;—p </l
de ce qui précéde , on a  ||bym(unmll, < [/,

Par conséquent  ||by m(tn ), < (1/™™, <IfIl, Cear [f»™ <|f])
Ainsi done by (unm)ll, < [1fIl, ¥V p€ (L. +oof

Puisque f € LR )N L®(R ) alors :

tim i, =1

Par conséquent [[bpm(tnm)ll, <11l
ainsi |bomn(unm)ll, Sl ¥ p €l +oc]
Prouvons maintenant (ii).

On multiplie b, (tnm) par p(b(unm)) oi p € Fy et on intégre sur R.
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O a:

/ : P(0(ttn,m) ) (b (U, m) )iz = / POt ) YO (1t g ) Y+
JIR

R
(as)
! 1
{—/ U:mp(b(un,m))d:rz — U, m}p({)(u” ,m))d.’l}
nJom mfr ™

1 1
- /m u:z_,mp(é(un,m))d?: I u;’m}')(b(un’m))d’}’, e

n mJj g

. 1 1
or ¢ 1 / i p(bletmom) Yz + - / (—uz ) p(b(tn ) )z
n {un'mzﬂ} m {un,mSO}

>0

car sl Upm > 0, p(b(Unm)) > 0 et st unm <0, p(b(unm)) < 0; dol
d’apres (ag) , on a :

(as) /R Dbt (b (tm) ) > / (B (ttn ) (b))

R

Par approximation de p, on peut prendre p(u) = |ulf *u

(avec 1 < p < +o0) dans (ag) , on obtient :

U Pdx nm \Unm Un,m #-2 Unm
/R:bu,mnd _<_/ b (tm) () =2 bty )z

R

< |lbnm (un,m)”p X Hb(un,m)p"luq avec

ce qui implique que

16 (n )1} < brm (), X 116 (tmm) 5"
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On a ensuite

”b&"n,m)”; X Hb(umm}rl;hp < an,m (umm) PN

On obtient enfin

10 (n mdll, < b (unmdll, ¥ 1< p< oo

Comme by (Unm) € L'{IR)YN L*®(IR) alors

p—l}E—loc ”bn,m (un,m) P - an,m (un ,fn»)HQQ :

Par conséquent

Hb(un,m)ﬂm < Ibn,m (un,m)Hm :

Ou obtient donc que ||b (un,m)H], < Won {uﬁtm)”p pour tout 1 < p < +oc.

Comme b est surjective alors d’apres'inégalité précédente et (1) ,

lunmlle < (b 1f1L)

d'ou (24)

Lemme 24 : Sous les hypothéses du théoréme 21 | lo suite (Unm) est
convergente.

Preuve :

rappelons tout d’abord que b,,, (pour n , m fixés) est une fonction
continue et strictement croissante .

n,m i 7,0 . . .
On montre que {f™™), est croissante en net que (f™™), ~est décroissante
en m.
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Considérons maintenant I’équation :

1 1
(PSa) blatmm) + il = ot =t (1) a)e = 7
Posous Wy m = bnm(tnm) ;

on a done Uy m = bt (wom).
L’équation (PS,) s’écrit :

(]:)S:') Wnm = é(wn,ma @n,m (u)n,m):r)r = j’n,m

YRERY; — -1 S —
ou <10n,m =0 bn,m et Gﬂ({, 7]) —4a

Puisque f™™ > f» pour m' > m ( voir [Os] , [MT1] ), alors

(a10)  Wnm 2 Wpm pour m' >m (n estfixé);

1 . 1 1

1 - - _
(a10) < b (Unm) — b (Unm) + ;‘u;’m Uy + o Unmt T U > 0.

Puisque m'>m = -— > — et comme u, ,, >0 alors ona:
m o m :

1
—u

Unm >

nm — m‘;
, , e 1 I
et donc en remplagant dans I'inégalité précédente S S L
o a :

1 1

(@11) b(unm)—0 (un,m’) + ;(u;:,m - u;:,rn’) +

- u'r-t,m) 2 0

;—TL—{ (un,m’

On vérifie ensuite assez aisément que les trois termes de (a;;) ont le
meéme signe ; par conséquent ils sont tous positifs.

+ gt - - P
On adonc g, —u, >0 et u . —u,, >0 cequimplique que

Un.m 2 Unm';
d’out la suite (un,m),, est monotone décroissante .
Pour tout n > n/, f™ > "™ (voir [Os| , [MT1]); appliquant le
théoreme (1 —4) de [BT2], on a
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(@12)  Wnpm > Wpy pour n>n' (m fixé).

1 1 1
\ _ Ao+ - -

(312) <:;“ b (Un,-,n) b(,{fﬂ",nl) + 7),?1‘”’"‘ :n!’u.n,‘v,m + ;;({uzy’:ﬁ,n un,m) :_> 0‘
y , 1 1
Comme n. 2 n' alors — 2 — et done

n' T on
1
ot T
n, u‘ﬂ,m 2 nun,m !

1
. e . . . Yoo s s r + .
par conséquent en remplagant dans | 'inégalité précédente Uy DA
) ,

;?—,u;*,f’m ,ona:

1
_ ot - e
b (’U,n}m) —b (uﬂ’,m) + E}(un,m un’;m) + ;(un',m un,m) > 0.
On vérifie assez aisément que les trois termes de cette inégalité ont le
meéme signe; par conséquent ils sont tous positifs,

T

On adonc: wuy,, —u,, 20 et v, —u, . >0;cequiimplique que

1

Unm 2 Un’ m. Par conséquent ('“’mm)n est monotone croissante.

Puisque (tn,m), est croissante et bornée dans L*(IR ) , alors elle con-
verge :

Unm — Uoom quand n — +0o et U m € LR ).

Pour p>m , onatnm > Uny car (Unm), est monotone décoissante ,

ce qui implique que  Ugom = Uoo,p Par passage a la limite.

Ainsi la suite (ueo,m),, est monotone décroissante (on montre de méme
que (tn o), st monotone croissante ).

(too,m),, est décroissante et bornée dans L=(IR ) , elle converge :

Uoom — U € L®(IR }; d’otr le lemme .

Etape 2 :
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On a d’apresle lemme 23 , @ (tnm) € LR ); hum, = b (Uppm) — fP™ €
L' (IR) ; par conséquent hp,,, € AC (IR) uniformément en n,m.

On a lhy,m € C(IR) et done hpp  est finie en un certain point; ce qui
entraine que /i, ,, est borné uniformément en n, m.

Utilisant (H1) , on déduit que @ (tnyn), € L®(IR) puisque u,n, €
L (IR).

T

Par conséquent ¢ (uy,,) € Wh (IR ) .

@ (Ungn) — p(u) avec p(u) € W (R ).

b(tnm) — b(u) avec blu) € L® (R ) .
En interprétant (PS)) d’apres [L], [BT2], on a que u,,, est solution
entropique de (PS,) et donc vérifie les inégalités entropiques suivantes :

| / 1005 (b ) = b ()6 (H () = ) +

(an

+E( - (br,m(tnan))) Yz > 0

(bn) / R s1g1g (bngn (k) = bnm () e (H (k) — hgm) +
bo ‘

HE(™™ = (bom (Unm))) }dz < 0.

On déduit des lemmes 23 et 24 qu'il existe w € L(IR ) tel que by, (tn m) —
w et comme U, converge vers 4 et by, — b quand n,m — +o0
alors  w = b(u).

Passant a la limite quand n,m — 400 dans les deux inégalités
précédentes , on obtient :

il existe @y , g€ L%(R ), oy € signoi'ib(u) ~ b(k)),

ay € §1gny (f}(k) - b(u))
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tels que :

(a) /IR a {&(HE) =+ E(f —b(u)}dx >0

(b) /zH {6, (H (B) = B) 1+ £(f —b(w)}de <0

D’aprés  [Bpl], [T'1] , ces inégalités sont équivalentes aux inégalités en-
tropiques; d’on la preuve du théoreme .

2.2.2 Unicité

Dans cette partie, nous étudions la question de l'unicité des solutions
entropiques pour le probleme stationnaire (PS).

Il faut noter ici qu’il s’agit de 'unicité de b(u), car sous les hypotheses
générales que nous considérons, I'unicité de b(w) n’entraine pas nécessairement
I"unicité de w.

Dans le cas ou b est strictement croissante, il v a équivalence entre 'unicité
de u et l'unicité de b(u) .

Nous commengons d’abord par énoncer le résultat principal de cette sec-
tion .

Théoréme 25 : sous les hypothéses (2— 1) , (2—2) , et (H1), le probléme
(PS) admet au moins une solution entropique v. De plus , pour u; , uy deux
solutions entropiques de (PS) associées a fy , fo respectivement , on a le
principe de contraction L' : il existe o € sign™ (b(uy) — b (ug)) p.p.x € IR tel
que

f (bw) b (ug)) dr < / o (i = fo)do .
R J

Pour la preuve de ce théoréme , nous adaptons la preuve du théoréme
(1 —4) de [BT2] & notre cas .
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Rappelons d’abord certaines notions dues a [B7'2]
on considere le probleme (PSp) suivant :

—a(u,p(u),), = f sur la bl
(PSy)

w= sur {a,b} .

Définition 26 : On appelle solution entropique de (PSy) toute solution
Jaable réglée u vérifiant il existe h € C'(IR) telle que h = alu,¢ (u),) p.p

surla,b] et pour tout x € IR avecu(x") # u{z™),
(2-8) (u(@t)—u(x")(h(x)-=HKk) >0 YkeIl(uz)

Nous énoncons ensuite un résultat préliminaire que nous utiliserons par
la suite pour la preuve du théoreme .

Lemme 27 : Elant donné uy, uy des solutions entropiques de {PSqy) corre-
spondant respectivement & f1 , fe dans L' (IR) . Alors :

(a13) /ﬁ signg (uy — t2) (f1 = fo)dz > 0.

avec u, et Gy définies selon (2 —5).

En effet vV ]a,b] C IR , ui,us des solutions entropiques du probleme
(PSy) associées a f1, fo respectivement ou /; (a) = u;(a”) et

I; (b) = u; (b) pour i = 1,2; alors utilisant le théoréme (1 —4) de [BT'2],
ona :

/bSig'“F)L (wy — W) (f = fo)dz > —signg (u; (b7) = T (7)) [y (b)—ha (B)]+
+signg (w, (a7) =Ty (a7)) [ (a) — k2 (a)].

Suivant la preuve du théoréme (3 — 1) de [BT2], on a :

lim h;{(a)=0 e lim /;{b)=0 pourt=12.

Q00 by 400
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Par conséquent , on obtient aprés passage i la limite dans 'inégalité
précédente,

+00
/ signg (u), —T2) (f1 — f2)dz >0

- X3

Preuve du théoréme 25 :

Le probleme (PS) b(u) — a(u, p(u),); = f sur IR est équivalent au
probléme —afu,o(u), ) = [ — blu) sur IR.

Ainsi d’aprés le lemme 27. on a :

/ﬁ signg (w1 — @2) (f1 — b(uy) — (f2 — b(uz)))dz > 0 &

& / signg (up — @) {(fi = b(uy) = fo + b (ug))dz >0
R

& (a14)/R signg(yl~&2)(b(ul)—b(ug))dr<_i/H signg (uy — ) { f1 — f2)dz

Or par définition de wu; et @y ,on a que 1w > Uy = U; > Uy CE
qui donne :

/ signg (uz — 2)(b(uy) — b{ug))dr = / (b(u1) — b(ug)) " du.
R

R

Finalement , d’aprés (a;4) et l'inégalité précédente on obtient :

il existe a € sign™ (b(uy) — b(uy)) tel que

L(b(ul)—b(ug))+d:cg/ alfy — fo)dz.

R
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Remarque 28 : Utiliant la technique du dédoublement des variables de Kruskhov
{ woir [Ca] et [CMT]), on obtient la caractérisation suivante pour deuz so-
lutions entropiques u et @ de (PS) associées respectivement & [ et f :

/Q signg (b(w) — b (@) (b(u) — b(a)) Eda-

+ /Q stgng (b (u) — b(w)) (h, - A) £.dr < ‘/Q (f - f) ‘ &dx

v & € D" (Q),;dans ce cas, si§) est borné, on peut déduire le résultat
de conltraction compte tenu du fait que les constantes sont intégrables. Par
contre, lorsque 3 = IR, nous ne savons pas s’il est possible de déduire le
résultat de contraction.

2.3 L’opérateur A, associé au probléme

Omn reprend les hypotheses précédentes .
On va associer au probléme stationnaire (PS) un opérateur dans I'espace

de Banach L' (IR ).
On note A, 'opérateur de L' (JR ) défini par :

veE Ab(u) s bu)e L' (R) ,ve L'(IR)NL>(R) ,
et u est solution entropique de (PS) avec f = v + b(u).

On montre que :
Ay C {(b(u),—wa(u,ga(u)x)x) cp(u) e Whe (R ), ue L* (R ),b(u) € L' (R ) }

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal sur I'opérateur A,.

Proposition 29 : sous les hypothéses (2 — 1),(2 —2) et (H1), Vopérateur
Ay défini ci-dessus vérifie :

(1) A, est T-accrétif dans L' (IR)

(it) R(I+ AAy) est dense dans L' (IR') pour tout A >0
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(¢id) D (A,) est dense dans L' (IR).

Preuve :

Pour la preuve de cette proposition , on adapte les preuves de la propo-

sition (2~ 8) de [BT2] et de la proposition (2 — 4) de [BW1].
La T-accrétivité est une conséquence directe du théoréme 25 .

D’aprés le théoréme d’existence (théoreme 21), R(I + AA,) D L (R) N
L>* (R); ce qui implique que R (I 4+ AA;) est dense dans L! (IR).

Ainsi done, il nous reste & prouver (%ii).

Posons Dy = {v € L' (R );il existe ue L*(R) , avecv =b(u)}.
On a D(Ay) C Ds.

Il suffit donc de montrer que M D Dy car Dy est dense dans L' (IR ).
En effet :

soit u€ D(IR),ona (b71),(u) € L*(R) car (b71),(0) =0 et uesta
support compact.

Siw=>b((b""y(u)) , onaw=u ppe wel'(R});
done D(IR ) C Dy ce qui entraine que Dy = L'(IR ).
Soit maintenant wg € Dy et pour tout A > 0 | considérons le probleme
b(ua) — Aa(us, @ (ua),), = wo
ie b(uyn) — Ahyz = wo
Ce qui équivaut & b (uy) = Ahy g + wp

Pour prouver donc que  b(uy) — wy dans L' (lR) quand A — 0,
il suffit de montrer que My, — 0 dans D' (R ).

Puisque Ahy. est borné dans L™ (IR ) , il suflit de montrer que :
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(a15) Ahy — 0 en mesure sur IR lorsque A — 0.
Nous allons montrer que Ah, — 0 en mesure sur tout borné de IR.
Considérons [ un intervalle borné de IR, R > |lwyl|, et pour r >0,
posons

o fa(k <)

C(r) = inf {—-——-—-——»——; k] < R, |a(k,¢)| > ?‘} .
|a (k, <)

Utilisaut (H1) , on voit que

lim C(r) = +4cc.

7 ot 00

[ est clair que C () est croissante et qu'on a

a(ux, Wrz) Wae

C (|ha]) < la (ux. ws.. )]

avec wy = @ {uy).
Ce qui implique que C {(|hy]) . |hy| < hyaess -
Fixons maintenant 6 >0 et 79 >0 tel que C(ry) > 0.

Posons A >0 , vérifiant Arg < 6, on a :

) )
si |l > 3 alors C{|hy]) 2 C (;\-) ,

6
Par conséquent , C (X) 8§ < AC (Jhal) - 1l

Ona :

[ s € (5) = € (5 ) o101 83

s/ AC (Ihal) - 11y do
{AMha{>5}
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8
= / C (— ) bda < / Ahyoy ., dx
A J(Any>63 '

(Alhy > 5)

' )
= C (—) ddx < / Ay oy, d
{/‘\|h(\1>5} ’X . { [h)\’>7‘0}

car { [ha| > 0} D {A]ha] > 6} puisque (Arg < §).

Or

/ Ay wy . dT :/ Ay wy dfr:+/ Ahywy, do
R { Ihai>ro) { Inl<ro}

donc

)
/ C (—) bdx < / Ahywy . do
{Mhyl>8) A { {hal>rol}

g/ )\h,\.?f})\jx Az "'"/ )\h,)\.’w‘)"m d.’???
R { ihalgre}

c’est a dire

)
/ C (—) ddx < / My wy, dx —/ Ay awy . dx
(a8 \A R { hal<ro}

::/ (wg—b(u,\))w;\dx-/ Ahywy , dT
JR

{ thalgre}

d’ol1
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&
o (., ) bdr < / (o — b (1)) wndr — / Moy s - dr
‘/{\'\V?,\;?’ﬁ} A Jm J{ i<l A g (U

ce qui équivant a dire que

) .
C (X) SHA I > 6} < f (wo — b(uy)) wy dz ~/ Ahyavy . dr .
R { lhal<ral}

D’apres 'hypothese de coercivité (H1) | Ah, et WrzX{ hylar} SONE

bornés dans L™ (R ); par conséquent C (;) S {A|hal > 8} est borné .

Puisque

lim C(r) =+

P i

alors nécessairement

im0 [l > 6} =0

on a donc Ahy — 0 en mesure sur tout intervalle borné de IR quand
A — 0 ; donc Ahy — 0 en mesure sur IR quand A — 0.

Par conséquent b(uy) — wy dans L' (R ) quand X — 0; d’ot la
densité.

Ce qui achéve la preuve de (7i7) .

Remarque 30 : La notion de dépendance continue de l'opérateur A, par
rapport auz données a,b et @ peut étre établie uniqguement dans le cas ou b

est strictement croissante; mais dans ce cas ,par un changement de variable,
on se rameéne au cas étudié dans [BT2].



Sous des hypothéses complémentaires sur les fonctions a , b , ¢ , nous
montrons d’abord dans la deuxiéme section que cette “bonne solution” est
dans Lip(0,T; L' (IR )) N L™ (Q ) et est solution entropique dn probléme
(PE) ; nous moutrons ensuite que les solutions entropiques de (P F) vérifient
le principe de comparaisonn en adaptant les résultats de [CMT] , [MT2] .

Enfin dans la troisicme section , nous montrons que la “bonne solution”
est solution faible d’énergie finie du probléme (PE) sous des hypotheses
complémentaires sur les données

3.2 Bonnes solutions

On reprend les hypotheses de 1'étude du probleme stationnaire .

Dans ce chapitre , on se donne d’une part :
2-1) a:RxR -— R ,b:R -—R ,p: R -— IR continues

et vérifiant :

a(k,s) est croissante en ¢ , b(k) et (k) sont
(2-2)
croissantes en ket b est surjective
On pose
Hk)=a(k,0) et h=aluelu))
On se donne ensuite 0 < T < 400 ;
on pose Q =|0,TxR

Pour tout vy € L'(R) , f € L'(Q) , on considere le probleme
d’évolution :

b(u), —alu,p(u),), =f sur Q=[0,T[xR
(PE)
b{u(0,.)) =ve sur R

On fait 'hypothése de coercivité suivante :
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(H1)  lm  inf |a (k<) = 400 YR>0

[glms to0 hi< R

On définit le probleme discrétisé de (PE) par :
b(u;) = b(ui-y)

(PDE) i
w € L*(IR) , b(u) € L' (R) , »(w) € W (IR)

= a.(u,,»}gﬁ (uv)x):r + fz

pouri =1, ..,n
O
h=0<ti<..<t, T  ti—ti1<e , tg<e, T—t,<e¢
E)S eedie =) X[ IS0 -l
i i
ug € L®(R) , {jvo —b(uo)ll, <e

.

On définit ensuite la notion de “bonne solution” du probléme (PE)

suivant [BW1] |, [BCP], [BB] .

Définition 31 :On appelle “bonne solution” du probléme d’évolution (PE),
une fonction mesurableu : Q — IR satisfaisantv = b(u) € C ([0,T]; L' (IR)),
v(0) =wo, et, pour toute > 0, 1l existe (Lo, ..., tn, f1, oy froy Ugy vy Un ) SQLTS-
faisant (DE) et (PDE) | tels que |[v (t) — b(w)||, < € pour toutt €]t;y, 1],
t=1,..,1n.

Appliquant la théorie des semi-groupes non linéaires (cf.[Bpl], [BCP]),

en interprétant le probléme (PE) sous la forme de ’équation d’évolution
dans L' (IR) :

d
Zl% +Aw3 [ osur [0,7],v(0) =

avec b(u) =wv ;

on déduit immédiatement
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Théoréme 32 : sous les hypothéses (2—1) , (2-2) et (H1), pour tout

Ty ::_b(un) € L'(R) , f € L'Q) , il eziste une unique “bonne solution”
de (PE) qui est caractérisée par la propriété :

b(u(0,.)) = vy el pourtout we D(A,) , &€ D(J0.T]) ,

£20 , i emiste a € L7(Q) , a€sign(b(u)—b(w) sur Q

3—1)¢
( ) tel que

//Qa{(b () = b (W) € + (f = Asb () £} didt > 0 ;

de plus , si uy , ug sont les “bonnes solutions” correspondant a (vgy; fi)
(vo,2; f2) respectivement | on a :

max / (b (0) = b (1)) e < / (v = w02)" dit

R

/ / " dudt

3-2)

en particulier :
(3—3) wy<we pp sur R, i< foppsur Q=
= b(w) <b(uy) pp sur Q
Remarque 33 : Comme nous l’avons dit dans le deuriéme chapitre, on
peut €tudier la dépendance continue des “bonnes solutions” par rapport auz
données uniquement dans le cas ot b est strictement croissante; dans ce cas,

par un changement de variable , on raméne le probléme (PE) au probléme
(E) de [BT3] pour lequel le résultat de dépendance continue a été prouvé .

On suppose maintenant que les données vy , f vérifient :

(B =400 € L RNL=(R), 1€ LQ) et [ 1 (M pmimydt < 0
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Alors la “bonne solution” u de (PFE) est essentiellement bornée : plus
précisément on a l'estimation suivante :

Proposition 34 : Supposant (3 —4) et soit u la “bonne solution” de (PE),
alors u € L™ (Q) et

B=5) P)lsey < ol + | 17 (6 gy .

Preuve :
Définissons la fonctionnelle N sur L' (IR) par
N (6 () = bl
D’aprés le lemme 23 , on a -
(3-6) 16 (Wllo < IS

Puisque b (u) + AAyb (u) = f cest a dire b(u) = ([ +AA,) ' f;ona
d’apres (3—6)

o0 "

3-7) N((I+2A)7 ) SN(f).
Ainsi ,on a

(3 - 8) N ((I+2A) " b(w)) < N (b(u)) YA>0 ,
Y blu) € R(I +)\A4,) .

T . Sy -1
La fermeture A, de A, est m-accrétive ; notons Jy = ([ + A Ab) sa
résolvarte.

Fixons R > 0; d’aprés [BT2] (cf. théoreme 2-4} :

R(I+ AAy) D {b(u) € L* (IR)N BV (R) ; ||b(u)], < R}
pour tout A >0

Par approximation dans (3 — 8) , on obtient :

(3—-9)  N(Ji(b(u))) < N(b(u))
pour A>0 etb(u)€ L' (R) avec N (b(u)) <R.
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Considérons maintenant une subdivision to=0<t) <...<t, <T et
Uty nUn 5 fiufes e fo € LHIR) telle que

b(us) — b (wi )

3—-10
( ) L =t

4+ A () 3 f; powri=1,... 1,

on vy est la dounée initiale du probléme (PE).

(3 - 10) donne
(3—=11) b(w—r)+ Xifi =b(w) + NAD (w) o N =t — 1, .
Il en résulte donc que

b(wi) = (I + NAp) ™" (b(wiy) + Nifi);

par conséquent , N (b{w;)) < N(b(wi-y)+ Mifi)

< N(b (1)) + X il -

Par itération , on a :

(3=12) N(b(w)) < Nbuo)+ > Nifile pour i=1,..n
j=1

a condition que

(3—13) N (b{u)) + Z/\j Ifille < R

i=]

T
Si 'on choisit R > Ry = N (b(uo)) +f Ilf(t, )|l.dt ; pour tout

0
g > 0, il existe une subdivision f =0 <t < ... < ¢, < T et
1, f2y ooy fn € LY (IR) telles que (3 — 13) soit satisfaite et
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n 1
(3—14) max) <e ,Z/ / f(t,x)— fi ()| drdt < ¢
i=1 Yt SR

I existe  b(up) , ..., b(uy) telles que (3 — 10) soit. satisfaite ; d’aprés
(3—12)on a :

(3—15) N(b(u:)) <R ob b(u (1)) = b(w) pour €ltii, ]
Et comme ceci est vral YV R > Ry alors on aura :
(3 - 16) N (b () < Ro.

Puisque b (u.) — b(u) dans C ([0,7T]; L' (IR)), on obtient par passage
a la limite dans (3 — 16) le résultat de la proposition .

3.3 Solutions entropiques

3.3.1 Introduction

Il existe une vaste littérature sur le probleme parabolique dégénéré que
nous considérons. En effet il existe plusieurs résultats d’existerice de solution
faible, entropique du probleme de Cauchy associé et du probleme de Cauchy-
Dirichlet associé ainsi des résultats d'unicité sous différentes conditions sur
les données a, b et .

Parmi ces travaux, on peut citer tout d’abord ceux de Bénilan et Touré
[BT2],[BT3] sous la condition b = 1d. Ils obtiennent des résultats d’existence
et d'unicité de solution entropique sans la condition de structure de Alt et
Luckhaus.

On peut également citer les travaux de Bénilan et Wittbold [BW 1] sous
la condition ¢ = id. lls obtiennent des résultats d’existence (et d’unicité) de
solutions faibles d'énergie finie avec la condition de structure et des résultats
d’unicité de solutions fortes sans la condition de structure pour un cas par-
ticulier d’équation ou b(k) = (k - 1)*.

Par contre dans cette partie, nous abordons 'étude du probleme parabolique
avec des conditions plus générales sur b et o : b et ¢ sont continues, crois-
santes au sens large avec b surjective. Sous ces hypothéses, nous obtenons des
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résultats d’existence (et d’unicité) de solution entropique sans la condition
de structure de type Alt et Luckhaus.

On définit le domaine généralisé de U'opérateur A, par :

D( b) = {vo € L' (R); il existe vy, = b(un) € D(A,) , tel que
Uy —— vy dans L' (IR), Ayu, est borné dans L' (IR)}.

On consideére le probléme
bu), —a(u,p(u),), =f sur Q=|0,T[xR

b(u(0,.)) =ve sur R

(PE)

Si f e BV(0,T;L'(R)) et v, € D(A,) , alors d’aprés la théorie
générale des équations d'évolutions (voir [BCP)]), la “bonne solution” u de
(PE) est telle que b(u) est lipschitzienne de [0,T] dans L!'(R).

Introduisons maintenant, les notions de solution faible et entropique du
probleme d’évolution.

Définition 35 : Soit f € L?(0,T; H;} (R)) et vy € L' (IR) .On appelle so-
lution faible du probléme (PE) toute fonction u telle que p (u) € L*(0,T; HL, (IR)),
b(u) € Lt (Q) vérifiant :

i) b(u), € L*(0,T; Hy, (R)) , h=a(up(u),) € Li,(Q)

Wb (u), — hy = f dans D'(Q) et b(u(0)) = vp.

La derniere condition doit étre comprise au sens suivant :

/:’ (b(u)t?f)dt: -—/Qb(u)gtdt—-/ﬂ’uo{(()}dx

pour tout £ € L2(0,T; D (IR))nWH (0, T, L= (R)) , telle que £ (T) = 0,
of1 {, ) désigne le crochet de dualité entre H™! (R) et H!(IR) .
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Définition 36 : Soit f € L* (0,T; H;} (R)) N L (Q) et vy € L' (IR). On

loc

appelle solution entropique de (PE), toute solution faible v satisfaisant :
[ sioma e 0 (0= H ()€ = (blo) = b (9) &, - £} ddi—
(a)
- [ Gl —b@y s <0
et
/ im0 (=) (= H ())& = (6 =0 () & = /) ddr
(b)
[ 0w -bm) g ©dr20
R

V £eDH{[0,T|xR) ,kelR ,et £(T)=0 .

3.3.2 Existence de solution entropique

Dans cette section , nous supposons que
vo € D (A)NL®(R), f € BV (0,T; L' (R)) et

(H2) )
/0 NS ()], dt < 4o

de telle sorte que la “bonne solution” u de (PE) est telle que b(u) est

dans Lip(0,7; L' (IR)) N L™ (Q).

Sous certaines hypotheses additives , la “bonne solution” u de (PE) est
alors solution entropique de (PFE) .

Enoncons maintenant le premier résultat de cette section .
Nous supposons d’abord que :

(H3) b+ ¢ est inversible

alorson a :
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Théoréme 37 : sous les hypothéses (H1) , (H2) et (H3) , la “bonne
solution” u de (PE) est telle que b(u)eLip (0,T; L' (IR)) N L™ (Q) et est
solution enlropique .

Preuve -

Par définition du domaine généralisé . on peut toujours choisir v, (0) €
D (A,) avec Ayve (0) borné dans L' (R).

On peut également choisir fe borné dans BV (0,7 L! (IR)); comme A,
est accrétif alors | il en résulte que A,v. est borné dans L* (0, T; L' (IR)) ( car
Ayv; (0) est borné dans L' (JR) ) et donc . on montre que b, = a (ug, e (u;))

z
est borné dans L (0,7; BV (IR)) d’aprés 'hypothése de coercivité (H1) (voir
la preuve de la proposition 29); utilisant encore (H1), on obtient que ¢ (ue),
est borné dans L* (0,7, L* (IR)).

D’aprés (3 — 16) , on a que b (u.) est borné dans L™ (Q)) et comme b est
surjective alors ue est borné dans L™ (@) .

Ainsi , on obtient : u, € L™ (Q) et ¢ (u.) € HL. (Q) .

D'apres le théoréeme de Rellick , on a ¢ (u.,) — w dans H},(Q) et
¢ (u.,) — wdans LY (Q) ((ue,) suite extraite de (w)).

loc

b(ue,) — b(u) dans C([0,T];L"(IR))
On a
¢ (ue, ) — w dans L2 (Q).

Puisque @ob™! est un graphe maximal monotone alors w € wob™! (v)
(car o (u.,) €Epobt(v,) o v, =blu,) ) ou v=>b(u)

Par conséquent , il existe & € b7 (v) tel que w =@ (@) .

v=">b(@) car @ € b7l (v) ; donc b(u)=b(a)
Puisque b(u.,) € L%, (Q) , b(@) € L2.(Q) ; ona:
b(ue,) — b(@) dans L, (Q)

Ce qui nous donne :
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b (e, ) — b(a) dans L _(Q)

0 () — (@) dans 12, (Q).

(3—17)

Compte tenu de (3 ~17) et (H3), on obtient :
u,, —a daus L (Q) .

Ori a aussi :

@ (ue,), —w dans L2 (Q) .

Soit maintenant £ € D(Q), ona :

/ Ep (ug, ), dzdt = —-/ £, (Ue,) drdt — ——/ €, () dzdt
) Q Q

quand & — 0,

or/ Ep (ue,), dmdt——ﬁ/ Ewdzdt |
Q Q

donic ona  (,£) = — (p(1),&,) & (1,8) = (p(u),,£)
V £eD(Q) ;

par conséquent , ¢ (i), = W

En résumé , on a :

u, — @ dans L (Q) et pp
(3 - 18) 2 (’U,Sk) - ¥ (ﬂ) dans Li‘zcc (Q)

@ (ue,), — w(@), dans L>(Q)

he (t) est borné dans BV (IR) ; par conséquent d’aprés le théoréme de Weil
(voir [T'1]), (he (2)) est relativement compact dans L} _(IR) uniformément

pour tout ¢ € [0,7].

Compte tenu de la monotonie de a(k,.) , de la proposition 7, et de
(3—18),ona:

50



e, = a (ue,, 0 (ue,),) — h=a(@p(w),) dans L} (Q)
On sait que b(u) est une limite uniforme par rapport a t , sur [0,7],
d’une suite de fonctions en escalier b(w.) définie par :
0<ty<t, <o <tn<T . o<z  ti—tiy<e , T—ta<e,
bue (1)) = b(ui) sur Jtiop,t] o buc () =b(ul) pour t <ty
b(ud) € D(A) avec

b(ug) —b(uc™)

t.i _" f-i_,] + Abb (ua) = f

Par conséquent , d’apres la définition de A4, , on a :

v €¢eD'(R), Y keR ;

, . but) —b(ul!
[ siana 0(62) ~b 08 {6 - 1 )+ [1 - E O [ efar 2o

d’ott

[ stara (u) = b0 = ke (0) = H (R g, + e} i >
R

: i b(uf) —bug?)
> /Rszgng (b(ut) — b(k)) PY—— Edx.

Intégrons cette derniére inégalité sur Jtio1, i)

/ / signo (b (u) — b (k) {— [he (&) = H (K)| £, + f€}do >
3—19)d ~ T
> [ sigmo (b(u) - b (1) (0(5) = blu )6
R
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On a d’autre part
/ signg (b (ul) — b (k) (b{ul) — b(ui1))édzr =
R

=/ s (b () = b{E)) (b (u2) ~ b(ut))eds

z/m 1b(us) ~ b (k)] €d — /,R b(ui-) — b (k)| €dz.

Ainsi done (3 - 19) devient

/ / signo (b (i) — b (k) {— [he (t) — H (K)| &, + f€} dirdt >
(3 = 20)

> [ fptt) ~bhylede— [ p(u) (bl eds

Vs ,ttelsque 0<s<t<T , ilexiste j,7 tels que t €|t;_), 1t
et SE] i—-1s }

Faisons alors la somme des intégrales obtenues dez+1 a j

/ / signg (b{ue) — b (k) {= [he () — H ()] £, + [€} ddr >
(3 - 21) fi e

z/ﬂ lb(us(t))~b(k)|£dx-/Rlb(us(s))wb(k‘)lfdw

car ul =wu. (t) et ul=u,(s)

Par passage & la limite dans (3 —21) , quand &€ — 0 , il existe « €
L= (Q), o € sign(b(u)~b(k)) , pp (L¥)€Q , tel que |

Jf jf a{—[h— H (k)£ + f€}dzdr >

>_>/Rlb(u(t))—b(k)léd%fm!b(u(s»—b(k)lédr’:
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ce qui équivaut & VY ¢ € DT (J0,T])
/ ) = bENE +a{=h= 1B+ fevhdade > 0,

et comme l'ensemble {y¢, £ € DY (R) , ¢ € D* (|0, T[)} est uue partie
totale de D* (Q) , alors u est solution entropique du probléme d’évolution.

Remarque 38 :Sous les seules hypotheses (H1) (H2) | lorsque de plus b
est wnversible alors la “bonne solution” u de (PE) est solution entropique.

En effet | dans ce cas , faisant le changement de fonction 1 = (u), le
probléme se raméne a :

ﬂt —a ((g‘w (:b (&)E)x = f
ot a(k,c)=a(b™'(k),c) , p=pob!

D’apres le théoréme 3.1 de [BT'3] , @ est solution entropique du probléme ;
et donc on déduit que u est solution entropique de (PE).

Dans le cas général , lorsque b est croissante (au sens large ), avec la con-
dition de structure due & Alt et Luckauss [AL], nous établissons |'existence
d’une solution entropique, plus précisément, on a le résultat suivant :

Nous supposons que :

(H4) Tlexiste a: IR xR — IR continue , croissante par rapport a la
deuxieme variable et telle que a(b(u),p (v),) = a(u, ¢ (u),) .

Théoréme 39 : Sous les hypothéses (H1) , (H2) , et (H4), la “ bonne
solution” u de (PE) est telle que b{u)eLip (0,7 L' (IR)) N L™= (Q) et est
solution entropique .

Preuve :
Comme dans la preuve du théoreme 37, on montre que :

@ (ue,) — p(u) dans L} (Q) , ¢(u,), = ¢ (u), dans L>(Q)

On a donc
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b(ue,) ~—— b(u) dans C(0,T; L
(3-22) (e ) (0,75 L (1)

¢ (te,), = ¢ (u), faiblement daus L (Q).

Par conséquent , utilisant la monotouie de a(k,.) | (3—-22) et la propo-
sition (7), on obtient :

(38-23)  he, =a(b(ue), o (ue,),) —— h=a(b(u),pu),) ;
(3 — 23) est équivalent &

he, = a(uek,ﬁp(usk)x) ~— h =a(u,p(u),) dans LL_(Q).

Ainsi | par des calculs analogues a ceux faits dans la preuve du théoréme
37, on montre que u est solution entropique de (PL).

Remarque 40 : Sous les seules hypothéses (H1) et (H2) , lorsque de plus
b est inversible et ¢ est strictement croissante , alors la “bonne solution”
u de (PE) qui est telle que b(u) € Lip (0,T: L} (IR)) N L™ (Q) est l'unique
solution faible de (PE).

En effet par un changement de fonction de la méme maniére que dans la
remarque 38, on obtient les résultats du théoréme 3.3 de [BT'3] .

3.3.3 Un résultat d’unicité de solution entropique

Dans cette section , nous montrons avec une hypotheése complémentaire
sur les données que lorsqu’elles existent , deux solutions entropiques du
probleme d'évolution ( PE) vérifient le principe de comparaison duquel découle
I'unicité de la solution.

Ces résultats sont obtenus grace aux travaux de Carrillo, Maliki, Touré

(ICMTY],[Ca],[MT2} ).

Nous faisons ’hypothése complémentaire suivante : il existe M € C (IR)
tel que :

(H5)  Va,zzicRR la (,2) - a(e,2)| < M(2) |z — 2|

Nous commengons par montrer que deux solutions entropiques satisfont
aux inégalités dites de Kato (¢f [AB]); plus précisément on a :
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Théoréme 41 : (Inégalité de Kato)

 Pour tout i = 1,2; soit f; € L*(0,T;H""(IR)) N BV (0,T; L (R)) N
LY (Q)et soit vy, = b(uo,) € D (Ap) N L>®(IR). Pour toutes solutions en-
troprques uy, uy assocides a (fy,vo,) et (f2,v0,), on a :

/Q Hy (uy — ua) (hy = ha) €, dxdt — / (b(w)) = b(ug))" &, dudt—
Q

) _/ (vo, — v0,) T €(0) dz <
R

< / Ho (1) — ) (fy — f) derdt
J Q

o Hy(r) = signg (r).

Pour la preuve de ce théoréme , on établit tout d’abord le lemme suivant, :

Lemme 42 : Siu est solution faible de (PE) , alors on a :

/Q Hy (1 — k) {(h— H (k))e, — €} dzdt — / (6 () b (K))* i~

Q
¥
-/ (0B ) €@ de =~ Jim [ (i H () He o ()~ (), Gt

[ Holk = (b= H ) = sepdode= [ (o0) = b(w)* -
Q Q

()
[ o) ) e ©ds == Jim [ (h— H ) H (o (6) — o (), s
R Q
YV Ee D (0,T)xR) ,VkeR tel quep(k) ¢ B .

Ot on a noté E = {r € Im(p);(p™"), est discontinue en r}.

55



Preuve du lemme :
On observe que pour k tel que ¢ (k) ¢ £, on a :

signg™ (u— k) = signg™ (e(u) — (k) sur Q .

He (p(u) =@ (k)€€ L*((0,T); H' (IR)) car o (u) € L*(Q) et
@ (u(t)) € Hy, (IR) .
Posons Y (2) = Ho (2 = b(s)) ;

B, ()~ [ H. (o (5o (r)) — o (k) dr

Puisque 1), est borné , on a By, (vo) € L' (IR) et d’aprés le lemme 44,
on a :

By, (b(w)) € L= (0,T; Lt (R)) et :

T

f B, (b(u)),drdt + / By, ()€ 0)dz = = [ (b(u),, He i u) = o (6)) &) .
Q R

0

De plus , puisque u est solution entropique et comme H, (¢ (u) — ¢ (k))& €
L2((0,T); H (IR)), on a :

T
—/0 (b (), He (i (u) — o (K))€) dt =
- / ((h = H (8)) [He (0 () — 0 (k) €], — [ H, (0 () — o (k) €} derdt
Q
Cette égalité est équivalente a :

[ B G)edsdis [ Bo, e 0)ds -
Q R
(3 — 24)
= [ (b= H ) U (0 ) = ()61, — FH (o (0) = 0 () )t
Q
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b(u)

— ” He (QQO((b‘l)() Oj)""p(k))d?‘ N (b(u) —b(k‘))ﬁ‘

quand € — 0 car b est continue , et puisque ¢ (k) ¢ £, on a
o((b)o(r)—w(k) >0 V r>b(k) et donc
Ho (po((b07')o(r) —@(k)) =1 quand = —0 Vr > b(k).

Ainsi , on obtient de fagon analogne :
lim By, (vo) = (vo — b(k))"

On sait aussi que | By, (b(w)] < [b(u)| et |By, (w)| < |w| ,

ce qui 1mplique d’apres le théoréme de Lebesgue :

lim /Q By, (b(u)) & dxdt + /IRB,I,S (vo) £(0)dx =

e--—0

:/ (b(u) — b (k))* ftdmdt+/ (vo — b (k) € (0) dz.
Q R

Ainsi donc , passant a la limite quand € — 0 dans (3 — 24), on obtient :

/ (b (u) =b (k))+ gtdmdt +/ (’Uo - b(k))+ ¢ (O) dr =
Q

R

J - / Ho (u — k) [(h = H (K))E, — f€] dudt-+
Q

+ lim o (h— H (k) He (p (u) — ¢ (k)), §dzdt.
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Dot (7) .

De facon analogue , on montre (i) .

D’oit le résultat du lemme

Avaut d’établir la preuve du théoréme 41. donnons quelques hypothéses
complémerntaires,

La fonction a :IR? — IR satisfait deux conditions

. la(z,z) —a(y,2)| <w(r—y,z) ol w estle module
de continuité de a (., z) .

la(z,2) —a(z,z)| < M(z)|z -z  (H5),

w € C (IR?) est une fonction positive telle que w{.,z) est croissante et
w(0,2z) = 0; M est une fonction continue positive.

Preuve du Théoréeme 41 :

Soient deux paires différentes de variables (s,y) et (¢,z) dans @ .

Nous notons u; = uy (8,%) , fi = f1(s,y), vo, = vo, (y) et, up = uz (¢, 7),
f2 = f2 (ta$)> Up, = Ug, ((E)

Soit £ une fonction test positive de D (@ x Q), alors
(3—25)  (s,y)—&(t,z,s,y) € D(0,T)xR) V (t,z)eQ
et
(3-26) (t,z)r— E(t,z,8,y) € D(0,T)xR) VY (s,)€Q .
Soient :
Qu=1{(s,9) €Q [p(u (s,9)) € E}
et
Qe ={{t,z) €Q/ p(uz(t,7)) € E}
On déduit que
3-27)  plu)y=0 sur @
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et

(3 —128) @(ug)e =0 sur Q, .

On montre que

{ Hy(uy —ug) = Hy(p(ur) — ¢(uz))
(3 —29)

dans [(Q\Q1) x QIU|Q x (Q\Q2)].

On remplace dans (7) , u par u; et k par uy et on intégre sur Q\Q- ; dans
(a) u par u, et k par u, et on intégre sur (,. Ensuite, on additionne les deux
inégalités et on obtient :

( / Ho (1 — 1) {(s — (2, 0)) €, — (b () — b (1)) €,
QxQ

— f1&}dydsdrdt—

(3 — 30)
- / (vo, — b (u2))™ &dydzdt <
({0} x RYxQ

< — lim / (hy — a(up, 0)) He (p{wr) — (w2)), Edydsdzdt
QxQ

&—f)

De méme , on remplace dans (%) , k par u; et u par uy et on integre sur
Q\Q; ; dans (b) , k par u; et u par uy et on intégre sur Q.
Ensuite, on additionne les deux inégalités et on obtient :

( / Ho (wi — u2) {(he — a(u1,0)) &, — (b(uz) — b(w)) & — fo&} dydsdadt+
QxQ

(3-31)4 ¥ / (b(w) = vo,)" Edydsdz >
Qx{({0}x R)

£——0

> — lim / (ha = a (u1,0)) He (p(u1) — p(us)), Edydsdzdt
QeQxQ
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Maintenant, d'aprés (3 —26) , on a :
(3 -32) / hy Ve (He(p (u1) — ¢ (u2)) §)dadt = 0
4 Q

(car by ne dépend pas de = ).

(3-32) donne :

/ hiH, (p (w)) — p (uy)) €, dzdt = —~/ hiH., (¢ (uy)
QxQ Qxg

Ce qui donne en utilisant (3 — 28) et (3 —29) :

g——0

(3 —33) / Hy (uy — ug) &, dedt = — lim / hiH. (o(u) —
QxQ QxQ

On a également :

(R e (el () = (1) )t = 0

(car hy ne dépend pasdey ) ;

ce qui donmne & l'aide de (3 — 27) et (3 —29) :

(3 - 35) Hy (uy — ug) ho€, dxdt = — lim f hoH., (¢ (u1) —
QxQ =0 JoxQ

Injectant (3 — 33) dans (3 — 30) , on obtient :
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(3 —36) <

/Q . Ho (w1 —uz) {h (&, +€,) = (b(w) = b(up)) €, - hé} dydsdzdt
-—/ {19, — b(’t@)ff(!gd:ﬁdi <
({}xR)xQ
S / ]‘]“ (-ul — ‘UQ) v (?LQ, O) Ey(idedet‘—
QxQ

&—~4()

— lim / hiH., (p{u) — ¢ (u2)) Edydsdudt—
QxQ

Injectant

(3 —37) ¢

e——0

— lim / (h1 = a(uz. 0))He, (0 (u1) — ¢ (u2)) Edydsdzrdt .
QxQ

(3= 35) dans (3 - 31) . on obtient :
/ Ho (uy = ug) {hy (€ +€,) = (b(ua) = b (1)) &, — fof } dydsdrdt
JoQQxQ
+/ (b(uy) — w,)" Edydsdz >
Qx({0}xR)
> / Hy (uy — wg) a(u1,0) €, dydsdxdt—
QxQ

— lim / hoH., (2 (u1) — ¢ (ua)) Edydsdadt—
: QxQ

£t

— lim / (hg — a (w1, 0 H,, (v (1) — @ (u2)) Edydsdxdt
QxQ

£mrl)

(3 —-36) — (3 —=37) nous donne :
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(3 - 38)

/Q . Hy (uy = up) {(hy = h2) (& +€,) + (0 (ug) ~ b (wy)) (& + &)+
4 (fs = J1) E}dydsdedt—

— / (v, = b{uy))” Edydrdt — / (b(uy) — )" Edydsda:
J qoyxinx@ Qx({0}x i)

< — lim / I H-, (p(ug) — ¢ (ug)) Edydsdrdt+
Qxg

g-—-—0

#im [ ha, (o ) - ¢ () st
QXQ

g

+ / Hy (uy — ug) a(un,0) £, dydsdadt—
J Q@xQ :
‘”/ Hy (u; — ug) a (u1,0) &, dydsdrdt+
QxQ

+ limU (hg —a(uy. O H,, (¢ (u1) — v (uz)) Edydsdzdt
T ex@

g--—0

- lim / (h1 — a(ug.0))H,, (¢ (u1) — ¢ (uz)) {dydsdzdt
QxQ

iy [ a(u,0) Hoy G () = () eyl =
QxQ

e——{}

= —-/ Hy (uy — ug) a(u, 0) £, dydsdzdt
Qxe

car u; ne dépend pasde = .
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cli@ﬁ/ a(uz,0) He, (p (u1) = o (uy)) Edydsdadt —
N QxQ

= = / Hy (w) — ug) a (us, 0) &, dydsdxdt
JoQxQ
car uy ne dépend pas de y .

Ainsi (3 —38) devient :

/ Hy (uy =) {(y = h2) (& +€,) + (b (wa) = b () (€, 1 &)+
S QxQ
+ (f2 = Jr) E}dydsdadt—
(3-30)¢ - f (v, = b(uz))" Edydizdt / (b(wr) = vo,)” Edydsd
({0} % R)xQ Qx({0}x R)

<

lim / o — M|V H: (¢ (u)) — ¢ (uy)) Edydsdxdt .
QxQ

&

g .

Posons [ = lim / [ho = hi )V H: (¢ (u1) — ¢ (us)) Edydsdadt.
QxQ

lim /QXQ [a (w2, 0 (ua),) — @ (‘u% P (ul)y)] VH: (¢ {ur) — ¢ (uz)) Edydsdadt+

g—=n(}

e~—0)

lim /QXQ {a (u;,gﬁ(ul)y) - a (ul,p (ul)y” VH, (¢ (uy) — ¢ (ug)) Edydsdadt.

Compte tenu de la monotonie de a par rapport a la deuxiéme variable,
on a :

I < lim /QXQ [a (ug,ga (ul)y) —a (ul}@ (ul)y)] VH: (p(u) —w(u)) Edydsdzdt.

e——{
(3 — 39) devient :
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/ 1]() (’fil - Ug) {(/?,1 — IJIQ) <£3. -+ E?}) +
Jo@QxQ ‘
(0 (u2) =0 (u)) (& + &) + (fo = /1) E}dydsdrdi—

N / ('“Ux - [) ('ELQ))"V f(l:l/dfl,'df,_
(‘3 10) S {0rxEY>Q S
'S B <

- / (b(wy) — wo,) " Edydsdz
J Qx{uixm)

<

1]{_1}0/ {a (ugvgo (ul)y) —a (’ul; 0 (111)11)] VH(p(u) — ¢ (1)) Edyd sdedi
- W@xQ '

(3 — 40) devient

/Q Ho (uy — up) {(hy = ha) (€, +&,) + (b (u2) — b)) (& + &)+
xQ
+(f2 = f1) §}dydsdxdt—
-/ (o, = b (ue))* eyt = [ (b (1) = v0,)" €dydsds <
{0} x R)xQ Qx({0) xR)

<

H (@ () — ¢ (ug)) Edydsdxdt +

g——{}

lim /leQ w (uz - Ui, (ul)y> [ip (ul)y

g~—{

i, [ v (1= (), ) o (), L G () = i 1) st

Il suffit maintenant de montrer que :

eli’llo/@x@ w (uz -, (ul)y) lga ()| HL (0 () = @ (up)) € = 0
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et

£={)

lim /Qwa (uz - uy, (p(ul)y) e (ua), | H (0 (u1) — w(u2)) €= 0 .

Nous allous d’abord moutrer que

lim w ( o — UL,
Jim w | ut, ¢ (uy),
JoQxQ

la denxieme se fait par un raisonnement analogue .

@ (), | L (p (1) = ip ) € = 0,

z

Posors 72 (2) = [ (6 (o () = (972 () ) HE (= g (ua)) .

(8]

On a

H{ (¢ (u1) = ¢ (u2)) Edydsdrdt =

/ w (’Uz — Uy, ¥ (ul)y) ¥ (ul)y
Q\@1xQ

= / div, F, (¢ (uq)) €dyds =
QA\Q:

_ / F. (i (ws)) €, dyds
Q\Q1

hY

min{z,p{uz)+e)
Fi(z)=—1 / w (™) (p (u2)) — (=)o () 7Y dr

€ J min(z,p(us))

w € C (IR?*); elle atteint donc son maximum et son minimum sur tout
intervalle fermé borné de IR. En particulier sur [p (u2), ¢ {u2) + €] qui est
borné car |Jul|, est finie.

1l existe alors m, et M, € IR tels que :

1 min{z,p(uz)+¢) .
me <t / w (9~ (o (u2)) — (@1, () ) dr < M.

€ J min(ze(u))

D’apreés le théoreme des valeurs intermédiaires , il existe 17, (g) et r (g)
dans [p{ug), ¢ (u2) + €], ae. et B, tels que :

me = w (7" (¢ (u2)) = (71)g (r1 (€)) , )
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Me = w (¢ 1) (e (u2)) = (p71)g (2 (), B.)

Comme 1, (=) et 13 (¢) € [ (u2), ¢ (u2) 4 2] Lon a
(™o (@ (1)) < (07 (11 (€)) < (90 )y (0 (m2) + )
(™o (# (w2) < (™) (72 (€)) < (1) (0 (u2) +6)

Il existe 0; et 6, € |0, 1] tels que :

(™o (r2 (£)) = 02 (7 1)y (i (u2)) + (1= 02) (¢71), (o (uz) + ) .

Par conséquent :

lim (271), (11 () = (971 (@ (w2)) et lim (971, (r2 () = (1), (0 (w2)).

e-—0 el

On obtient donce :

lim me =w(0,0) =0 et limo M. =w(0,8)=0.

g——0

Finalement , ona F, — 0 guand £ — 0

Utilisant le théoréme de Lebesgue puisque ¢ (u;) est borné , on a :

lim Fe (¢ (u1))€,dyds = 0 et donc .
0
lim w (uy = w0 (wr), ) [ip (), | H (o (ur) = 0 (1)) € = 0

0/ \@ixQ

d’ou le résultat .

De ce résultat et de (3 — 40) , on déduit I'inégalité suivante :

/Q QHo (w1 = uz) {(h1 — o) (€, + &) + (b (uz) = b(wr)) (& + &)+
+ (fo = f1) §}dydsdzdi—

- / (vo, — b (up))™ Edydadt — / (b (uy) — vo,)" Edydsdz
({0} xR)xQ Qx({0}x R)

<0
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Nous utilisons la technique du dédoublement des variables de Kruskliov

(ef.[Cal).

Soit &€ D({0,7) x R) telle que £ >0; soit p, el p, deux suites
régularisantes classiques dans IR,

P t+s w4y Ty 1—s
O | d ﬁ t, (Tl.{) t T, 8, o L —— —— e .
n définit €7 (¢, x,8,y) = & T Pn, 5 o 5 ,

alors &MY est une fonction positive satisfaisant (3 — 23) ot (3 — 26)
pour net [ assez grands.

D’aprés (3 —41) , pouwr n et [ assez grands, on obtient :

/ Flo (s — uz) {(hy — o) (€4 + €,) + (b(uz) ~ b(u)) (€, + £)+
QxQ

+(fo = f1) E}pnpy dydsdzdt—

(3 —42) < N
-/ (0, = b ()" €p,p; dydadt—
({0} xRYxQ

-/ (b (1) — v0,)* Epupy dydsdz < 0.
Qx({0}xR)

T r T+ r
Définissons ot T, y) :/ f(.Z: 2 y) Pt<2>d'

t

- /iin(t,%)g (15 E%ﬁ) n(z)

11
car supp(p,) C {_Z’?j‘

Puisque wu, est une solution entropique , ona :
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-/ (0, = b ()" Eppy dyetedt —
{0} xRYxQ
= / (v, = b(u))™ gﬁfg)pﬂ dydxdt >
JO{D xRYxQ
;i“'j[ Ho (wy —up) {(h — H (k) (p,1") . = fopn o }dydadt—
(0} xR xQ |

(?"‘31 - nL’0~z)+ pﬂ.(p([)dydf’;

/({O} x R)x ({0} x R)

1

et comme ¥ s’annule quand ¢ > 7 -ou obtient

-/ (10, — b(12))* Epnpy dyddt >
({0} xR)xQ

(3 - 43) < Z ]‘{(} ('241 - ‘U,g) {(h -~ H (k)) (pn(p([))x —

_/({O}xﬁ)x(((},—}-)xlfi)

ﬁ%@%@wﬁ—/m (v, = v0,) " prpOdydr.
({0} x Rix({0}xR)
La premiere intégrale du second membre de cette inégalité converge vers

0 quand ! — 400.

De plus on peut supposer que p,(s) =p,(—s) ¥V s€ R ; alors:

T 4 T ¢ (O’ T__}_?i)
lim (pm (0,z,y) =& (0, : y) lim / p (P)dr = ———~-
0

[~ 00

VvV (z,y) € Rx R,

comme ¢ (0,z,y) est uniformément borné dans L™ (IR) x L= (IR),
nous déduisons que la deuxiéme intégrale du second membre de (3 — 43)
converge vers :
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1
5 / (vo, = vo,)" prldydz
J {0}x Ry x{{0}x R)

Ou conclut alors que

00 =t

— lim sup lim sup/ (10, — b(ug))” €p, p, dydzdt >
{0}xR)xQ

(3 — 44) ¢ > lim

B 2/ (vo, — ?“’Uz)+ﬂyhfd?jdm _
n——+0oo ({0} < Ryx{{0}x R)

1
= 5/ (7-‘01 — ?)02)+fdl'
({0}x R)

A

De fagon similaire , en considérant la fonction

T o .
@3 (31$7y) ::/ 5 (%, - ;y) P (“‘;‘) dr

8

d r T+ N
= - Y (—l)d'
/m(ggf(z’ 7))

{

et le fait que u; est solution entropique , on déduit :

— lim sup lim sup/ (b(wy) — vo,) " €ppp, dydads >
Q@x({U}x R)

n——400 {——+o00

1

(3 - 45) 4 — lim - (vﬂl - UO?)+ pnfdydr =

n——+oo 2 /({o}xm)x({n}xm

1
- é/ (2'0] -— U02)+§d$ .
({0} x R)

Finalement , passant a la limite dans (3 —42) quand n — +oo,

\

{ — 400 ,0n a:
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/ Hy (uy — wp) (hy — ho) &, — / (b(uy) = b(uy))™ €, dedi—
Q Q

- / (’U()l — 'U()z)+ E ((]) dr S / H“ (’U,l - ’u2) (/1 - fg)d.’l?dt
J R JQ

d’ou le résultat

Nous donnons maintenant un résultat dita Maliki et Touré (voir [MT2))
qui assure le principe de comparaison pour deux solutions entropiques de
(PE) qui vérifient 1'inégalité de Kato.

Proposition 43 : Soient u; et uy € L>(Q) tels que o (uy), et (ug), €
L2 (Q). Si buy),b(ug) satisfont l'inégalité de Kato et b(uy (1)) — o, dans
LL (R) , b(uy(t)) — w, dans L}, (IR) quand t — 0 essentiellement ;
alors uy, uq satisfont le principe de comparaison:

16 Cur) = b (ua)) ||

Li(R)

pour tout t € (0,7

Pour plus de clarté , nous donnons la preuve de cette proposition qui est
Vadaptation de celle faite pour la preuve du lemme 11 de [MT2].

Preuve de la proposition 43

Soient, u; et uy € L>(Q) tels que :
// H(] (U1 -— 7};2) (h'l - hg) {Idl‘di—
Q

(3 —46) ¢ —//Q (b(uy) ~ b(ug))" &, dzdt — /)R (vo, — vo,) " €(0)dz <

S//QHO(Ul—UQ)(fl*fQ)d.’L'dt.

On doit estimer :
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A= / Hg ('&1 - Uz) (hl — }12) fmdf{f .
Fiéa

Ona :

./13 Ho (uy — ua) (a(wi, 0 (u1),) — a(ug, ¢ (w),)) €, dr+
A=

+/ Ho (ur — up) (a{uz, ¢ (w1),) — a(ug, ¢ (ug),)) £,dx.
R

Utilisant les conditions sur a , on obtient :

/ o (=) (@, ),) = @ sy (1)) s <

< /Rw(ul ~ up, ¢ (uy),) |€,|dz

/ o () (0 (s, 0 (1), = @ 1 p (1), )) €y <

< G uy) — @ (ug)).| 1€, dz
< o/{w}t(w( ) — o (ua))s] |62

Co = sup {M (z) : |z| < max {||ull ,|Jwallo}} -

Soit £ € C*°(R) avec : £(z) =1 sur [0,1], £(z) = 0 sur [2,00] et
¢ <o

Soitfn(:c)=§<%l— alors §, € D(IR) et 0<¢&,<1,& =0sur
R\{z € R,n<|z| <2n}.

Nous avons tout d’abord , avec ce choix de £ :

/ (@ (12) ~ @ (u2))| el dz < / (0 (1) = © ()| [€nae] do
{u1>u2}

{u1>u2}
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Posons w(t,z) = (b(w) = b(u2))" (t,2) |, wo () = (vg, — v5,)" (&) e
clt,x) =(fi— fo)" (t,x). ( 0,)" (%) et

(3 — 46) devient :

f w(t,:c)fnd:‘rg/. w (s, 7)€ dm
R R

+ //Q {Cvl lfnx:rl +w (Wa U’) Ifrnx‘ +- C(t,fl?) fﬂ}d’ﬂdt

Cy et Cy sont des constantes dépendant seulement de (Cy, ).

Quand s tend vers 0% , nous obtenons

/ w(l,z)dr < / wo () dx-+
{lzl<n} {lz{<2n}

1 T 1 T 5
(3 —47) +— / / Codzdt + ;—/ / w (w, ) dedt+
" J 0 J {ngjzi<on} N4 0 J {n<izl<on}

T
+/ / c(t,z)drdt
\ 07 {lzl<2n}

Alors d’aprés (3 —47) ,ona w(t,.) € L' (R) .

Pourun 6 > 0,0n a:

(T T
/ / w(w,¥)dzdt < f / w (6,v) dzdt+
0 J {n<{z{<2n} 0 J {n<lx|<2n,w<éb}

T
+ / / w (w, 1) dedt
L 0 J {n<|z{<2n,w>5}

puisque w (w,¥) < Cy , ou C, est une constante positive , car W&

L2(Q) et v eL™(Q) .

Finalement , on a :
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1T ]
(3 —48) m/ / w (w, ) dedt < 2w (6) T+£C’w—1—/ w(t,z)dx
S o J {n<izi<on) n & ’ -

{n<izl<2n}

On sait que w(t,.) € L1 (IR) , alors  lim / w(t,z)drdl = 0.
N G
{n<jz|<2n}
Faisant tendre n vers +oo , et & vers 07 dans (3 —48), le quatrieme
terme dans (3 —47) converge vers 0.

Par conséquent quand n tend vers -+oc et § tend vers 07 dans (3 — 47),
on obtient le résultat de la proposition.

3.4 Solutions Faibles

3.4.1 Introduction

Nous considérons toujours dans cette partie le probleme (PE).

Nous avons montré dans la section précédente que sous certaines hy-
potheses et si la donnée initiale est dans le domaine généralisé de A,, alors la
bonne solution est 1'unique solution entropique de (PE) (unicité de b(u) ).
Mais , la difficulté dans cette section, est que nous ne savons pas caractériser
les éléments du domaine généralisé.

Dans cette partie , nous montrons que sous certaines conditions, la bonne
solution est solution faible d’énergie finie de (PE).

Notre démarche s’inspire de celle faite par Bénilan et Wittbold [BW 1]
pour l’é¢tude du probléeme d’évolution :

b(u), = divy a (u, Du) + f

Nous ne savons pas pour le moment montrer l'existence ni 'unicité de
solution entropique pour le probléeme (PE) dans le cas général que nous
avons considéré.

Bénilan et Touré l'ont fait dans le cas o b = id. Ce sont ces difficultés
qui nous ont amené & introduire la notion de domaine généralisé dans la
partie précédente et par la suite, dans cette section la notion de solution
faible d’énergie finie.

Nous obtenons les résultats de cette section en considérant la condition
de structure de Alt et Luckhauss [AL].
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II faut noter que dans certains cas , cette condition n’est pas éssentielle
comme elle parait I'étre ici; c'est le cas par exemple de I'équation en une
dimension d’espace : (v — 1), = F (v)_ 4+ v,y pour laquelle Bénilan et Wit-
tbold ont montré ( voir [BW2] ) que sans la condition de structure, la “bonne
solution” est “l'unique” solution faible.

Par contre , dans le cas général que nous considérons ici, nous ne savons
pas sl y a existence de solution faible, ni meme unicité sans la condition de
structure de Alt et Lucklianss.

3.4.2 Position du probleme

Nous reprenons I'étude du probleme d'évoiution (PFE)

Nous montrons que la “bonne solution” de ce probleme est solution faible
d’energie finie.

Pour cela | nous introduisons quelques définitions et notions nécessaires
a la suite du travail .

Nous introduisons la fonction B (z) = / sdb (s)
0 ;

Pour toute fonction monotone croissante p : IR — IR avec p(0) =0,
we€ R,

By (2) = /z p(s—w)db(s).

Notons que :
(3—49) Byw(2) — Bpw(z) 2p(z —w)(b(2) - b(z))

Z

car Byw(Z) — Bpw(2) ::f p(s—w)db(s)

2 p(z—w)(b(2) = b(2))

(puisque s —w > z—w alors p(s —w) > p(z —w) ).

b(z)
P, (b(2)) = / p(-—w)o(b71),(s)ds

b(w)
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= / p(s —w)db(s) ( par changement de variable )
= By (2) V ze R

By (2) = / Te(s)db(s) on Ty (c) = inf {|], k} signo (=)
4

Pour simplifier les écritures , nous notous B, (msp‘wp) siw=10.
On note par B = By , By = Br, et v .4, sont définis de la méme
fagon.

La notion de solution faible est identique & celle donnée dans la section
précédente.

3.4.3 Existence

Nous montrons dans cette partie , 'existence de solution faible pour le
probleme (PE). Il est connu d’apres les travaux de Alt et Luckhauss (voir
[AL] ) que pour obtenir Iexistence de solution faible, la condition initiale
devrait satisfaire une certaine estimation d’énergie.

Pour le probléeme (PE), ’estimation d’énergie est de la forme :

¥ (b(u)) = B(ug) € L' (IR); et dans ce cas, si u est solution faible, u
est d’énergie finie,

Nous donnons d’abord un lemme qui est I'estimation d’énergie finie.

Lemme 44 : Soit ¢ € C®! (IR) , 4 monotone ; soit vo € L' (IR) et vy €
R(b) telle que By (vw) € L}, (IR). Soit u wune fonction mesurable telle

loc

que b(u) € L1, (Q) , b(u), € L2(0,T]; Hy! (R)) et b(u(0,z)) = vy (z) V

loc
z € IR; et telle que @ (u) € L2(]0,T]; H., (IR)). Alors on a : By (b(u)) €
L= ([0, T); L}, (R)) et pour tout t € [0, T], on a :

loc

/ By (b (u ())& (t)dx - ] By (v0) € (0) dz =
R R
(3 — 50)

- [ e ve@ods [ [ B g
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V £e DY (Q) avec £(T) =

Ou on a posé :

/ (o (b7) )o (7)) dr pour s € @’5'5’)‘5‘5’:5

+00 ailleurs
V4 fonction croissante telle que vy (0) = 0.
St de plus By (vo) € L* (IR) alors By (b(w)) € L> (10, T); L* (IR)).
Preuve :

Puisque ¢ est croissante alors B, est une fonction convexe
P

Nous construisons ensuite une approximation de 1 :

Y (n) pour §>n
Y, (8) = Y (s) pour ~n<s<mn
Y (—n) pour s < —n

On sait que By est une fonction lipschitzienne continue et By (vo) €
Ly, (IR) puisque (0 < By, (vo) < By (o) ).
vV tel|0,7],ona :
le (u(t,z) { }Bw (vg (7)) ( +|By, (b(u(t,z))) — By, (vo( ))I

< | By, (vo ()] + C (n) [b(u(t,z)) — v (x)]

Ainsidone By, (b{u)) € Lj,(Q) (car vy € Ly, (RR) , b(u) € Ly, (Q))-

Vi>0, 7>0, ona :

(3—51) By, (b{(u(t)))=By, (b(u(t—7))) < (b(u(?)) = b(u(t—7))) v, (¢ (u(t).
D'aprées (3—49) , ona V t>7,
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(3=52) By, (b(u(t))=By, (b(u(t=7))) 2 (b(u(t)) = ble(t — 7)), (0 (u(t —1))).

n

Soit £ € DV (Q) avec £(T) =10 .

On multiplie (3 —51) par £(i) et (3—32) par £ (t—71) ,ona :
{ (Bu, (0(u(t) = By, (b(u(t=1))))E) <
(3 —53)
SO ult)) =blult =T, (@ (u () E().

(3—-53) <

( ){ (B, (b(u(t))) = By, (b(u(t—7)))E(t—7) 2
3 - 55
2 (b(u(t) —b(u(t—7))¢n (@ (u(t—7)))E(t— 7).

(3 — 55) donne
By, (b(u(t)€(t) = By, (b(u(t=7)) &t —7)+

(3 — 56) +By, b (u ())&t —7) - £(t) 2

2 (b(u(t)) —b(u(t—7)) ¢, (pu(t—7))){(E—T7).

On divise (3 —54) par 7 et on intégre sur (0,) x IR , on obtient :
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rz// o (b)) Et dmx%_/ / By, (b(u(t — 7)) €(t - 7)dzdt+

< = / / By, (b(u(t = 7)) (€ (£~ 7) — £ (1))drdt <

//b(u )= b (£ — 7)o, (o (u (1)) € (2) dadt.

L’inégalité précédente donne :

p
/ / BT;; dxdt-

_}1_// By, (b(u(t — 7)) € (¢ — 7) dwdi+

/ / By, (b(u(t) t)dzdt—

1
*;/G/RBQI," (b(u(t -—T)))g(t**?')dl‘dt-%*

(3—-57)¢

2 [ B lu =)0~ g (U)o <

/ / (1w (8)) = b (u (t = 7)) (o (e (£))) € (£) .

Par un changement de variable |, on a :

/ ] B-,p t dﬂ?dt“

..,,/ / By, (b(u(t—7)))€E(t—7)dwdt =0,

par conséquent (3 — 57) devient :
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- / tG_, / By, (b(u(0))€ (0) dodi

//B¢ (b(u(t—"1)))E(t — 7)dadt+

(3 -58)¢

+-1-/ / By, (b(u(t— 7)) (€ (t — 7) — € (t))dzdt <

/ 0 / u(t — 7)), (¢ (u(t)) € (t) dedt.

De méme , on divise (3 —56) par 7 et on intégre sur (7,%) x IR :

(1
/ ] By, (b(u(t)))€(t) dwdt — — / / B, (b(u(t))€ (¢) dzdt+
R

(3 - 59) //Bw W) (€ (E = 7) — £ (£))dadt >

22 [7 ] )~ b= o lu = )€ e~ ) ot

Passant a la limite quand 7 — 0 dans (3 —58) , on obtient :

/ By, (b(u (t0))) € (to) do — / By, (b(uo)) € (0) dz—
R
(3 — 60) ¢ / / By, (b(w))£,dzdt <

| g/ﬂ (b (), b, (¢ () €) dt

car/r/ Bw(b(u(t-ﬂ)){(t——r)dxdt:/T/ By (b(uo)) & (t — 7)dzdt
oJ R o) m
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(onau(t)=u V -7<t<0) .

Passant a la limite quand 7 — 0 dans (3 —59) , on obtient

/ B,f,n(b(u(to)))f(tg}d?——hm sup — / / By, (b(u(t))) € (1) dzdt—
R 0

(3 ~61) - /: /;;; By, (b(u(i))) & dxdt >

> / (b (), ., (0 (1)) €) d.

Faisant (3 —61) — (3 — 60) , on obtient :

R

Il suffit maintenant de montrer que :

hm inf — / / By, (b(u(t)))€(t)dzdt > /'B.(',)n (b(ug)) £(0) dz.

70

Comme vy € L}, (R) et vy € R(b), puisque D (A;) est dense dans L*,
il existe wv. € D(A,) tel que :

llve = voll 1y — 0 quand € —0

Il existe donc une suite de fonctions mesurables u, tel que v, = b(u.) et

@ (ue) € WHe (IR).

Par conséquent
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] B owone@ - / [ Bu )€ O)dnai =

m/ J[m g ~ By, (b(uc))]€ (0) dzdt-+

1 .
i / 6 / | Ba, 00 (0)) (€ (@) = € (O)drde+

+/ B, (b(ue)) = By, (w)|E (0)dz .

(3 - 63)

Nous ailons maintenant étudier les termes de cette égalité .

Réécrivons tout d’abord cette égalité comme suit

/ / DI (6) - € (O))dadt
// By, (b (u( t) d'cdt // Bwn (b(u & (6t) x drdt

( 0<f<1).

Or / IBw,, (b(u()) €& (6t) E' <M pusque O0<t<7=0< ; < 1.
R T

Par conséquent

(3 —64) / / By (b(u(1))) £ (t) — £(0)]dedt — O quand 7 — 0 .
Aussi, on a

(3 - 65) / (B, (b (1)) = By, (W)€ (0)dz — 0 quand £—0 |

De plus :
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(2 B 6w - B, (e 0) doe 2
22 [0 ot - v (o 1) € 0)d =

// 1)) = bluo)n (¢ (ue)) € (0) dzdit+

; / b (u0) = ()Y, (o () € 0)

\

Le terme :

¢ 1 T \ )
T /0 /R[b(“ (£)) = bluo)laf, (i (ue)) € (0) dedt =

T

) /// " € (0) dadzdt
1S / O <8;§‘)}wn (o) € <G>> dadt,

Commeona 0<t<7 e O0<a<t= a<t<7t ;

dans ce cas , ona :

O R AR P

:3/0<3”(“),wn<w<us>>s<0)>(fr-—ama

T do
-2 [ (B2 b o w@) (0= der

Par conséquent :
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( 1

T /g /,R[B""’ﬂ (0 (u(t))) — By, (b(uc))]€ (0) dzdt >

T

22 [ (Bt - myars

+- /}R[b (uo) - b(u.s)]?/)n (gﬁ (ug)) £ (0) dr.

En utilisant le théoréme de la moyenne , on montre que :

(3 66) - / 0 <3bai Ly (o (u5>)§<o>> (t~ ) dt — 0 quand 7 —

On a aussi

(3—67) /R[b (uo) — blue) Y, (¢ (ue)) £(0)dz ~— 0 quand & — 0.

Utilisant (3 —63) , (3—64), (3 —65), (3—66), (3—67) , on obtient :

(3 —68) hm inf - / / By ( ))& (t)dzdt >/ By, (b(ug)) & (0)dz.

R

Des inégalités (3 — 62) et (3 —68) , il en resulte :

£~ T

lim —/ /B,;, (b{u(t))) & (t)dedt = / (b (ug)) £(0) dx.

Retournant aux inégalités (3 — 60) et (3 —61) , on obtient :

[ Be @)@~ [ By, ()€ (0)ds -
R R
(3 — 69) t t
= [ e s [ [ By (o) gdo
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V. £ eD"(Q) avec &(T)=0

Passant a la limite quand 17 — 400 dans (3—-69) , on a le résultat
du lemme .

Nous introduisons maintenant les hypotheéses complémentaires suivantes -

(H6) (a(z,6)—a(z,0)).£ > A(b(2)) ¢ V o2& € R tels que
€l > R(b(2)).

Ou , A: R— IR*" et R: IR —— IR" sont deux fonctions continues.

Enongons maintenant le résultat principal de cette section :

Théoréme 45 : Sous les hypothéses (HA4) et (HE), et pour f € L'(Q)n
T

L2(]0,T[; H., (IR)) avec/ ILf (2. Ol dt < 400, ug € L™ (R) et B(uw) €
0

loc
LY (IR), la “bonne solution ” u de (PE) est solution faible d’énergie finie
du probléme (PE).

Preuve :

D’apres la proposition 34, on a :

T
16 (ue)lpoigy < ol gy + / S e = € < 40,

ce qui implique que b(u) € L*®(Q) ( car b(u.) — b(u) dans
C([0,T]; L' (R)); ol u.(t) =wu; pour t€ti;t] ).

Multiplions (PDE) par ¢ (u;),on a :

b(w) - b(uid)’#’ (w;) dz + /B a (ui, ¢ (ui),) p (i), dz =

R £ — ticy

(3 - 70)
= fup (wi) dx
R
Comme By (2) — By (2) > (b(2) = b(2))¢ (¢ (2)) ; donc pour ¢ = id,
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(b(z) =b(2)-0(2) 2 B() - B(2) .

Utilisant cette relation dans (3 — 70) , on obtient :

" B(w) = B(u;-
/IR_ ( tz - ti‘—(l )d:);+/ﬂa(ui,90(ui)x)i,o(u,;)md:r < /,R ﬁ(p (ut) dr.

L'inégalité précédente donne :

B(u;) — B (ui)
/R (ut2*ti~(1u )d$+/ﬂ[a(ui,<,p(ui)x)—a(ui,o)]w(ui)xdx+

+/Ra(ui,0)<ﬂ(ui)md:7; < /Rfi‘P(ui)dIE.

On déduit

/]R B (ui : f_(lui_l)dm + /m[a (wi ¢ (ui),) — a(ui; 0)]gp (wi)  dz <

(3-171) '
< _/Rfiao () do

car/ a(u;,0) o (u),dr =0 .
R

Utilisant I’hypothése (H6) donnée , on a :

a-m [ 2 e | Ao s < [ fop ()

t; — ti-—l

ce qui implique :

ti—tia

a-m) [ 2 ) = B oi) g | 0000 bp ). d < il e ()

Intégrons (3 —73) sur |0,7] , on obtient :
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RB (ue (T)) d /H B (up) dz + /0 /zn A (ue)) | (ue),|? dzdt <

,
</
4]

On sait que b(u.) € L™ (Q) et étant douné que b est surjective alors u,
€ L>*(Q) et donc ¢( u, ) aussi.

(3 = 74)

Jellylle (o)l dt.

Comme || b(u)|[,, £C,ona —C< b(u)<C; et puisque A est
continue et [-C,C] est fermé borné, il existe a, b € [~C, O] tel que
m = A(a), M = X(b) avec X([-C,C)) = [in, M.

Par conséquent , A(a) < A(b(u.)) < A(b) .

(3—-"74) donne :

T
. /RB(uS(T))drz~/R,B(ug)d:z:-%,x(a)/o /R o (), P dendt <
375

<x [ S @l e

Or f. € L' (Q) et u est d’énergie finie; par conséquent d’aprés (3 — 75),
¢ (ue), est uniformément borné dans L2 (Q).

Maintenant , nous avons : ¢ (u.), € L*(Q) et ¢ (u.) € L™ (Q) .

Ceci donne ¢ (u,) —w dans L} (Q),b(u.) — b(u) dans C([0,T]; L (IR))
quand € — 0 et comme @ob™! est un graphe maximal monotone alors
weEpob(v) (on a ¢(u:) € pob™ (v.) avec b(u.) = v.) olt v = b(u).

Ainsi donc , il existe & € b7} (v) tel que w = (@) .

Posons 4 = ((¢ + b)"l)o (v+w) = ((p+ b)—l)0 (p(a) +b(a)) .

On sait que @ € b7 (v) & v="b(ad) .

(b7!), est monotone continue p.p alors @ est mesurable et on a w =
(i) et v=">0(d).
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Par conséquent , ¢ (u.) — ¢ (%) dans L}, (Q)

Maintenant , soit £ € D(Q) ,ona :
/ Ep (we), dedt = — / Ecp (ue) drdt — —/{xgo (1) dzdt = / &wdxdt
Q JQ

o W est la limite faible dans L?(Q) de ¢ (uc), .

On adonc —(p(),&;) = (0,&) & (p(4),,8) = (W, VvV £€D(Q) .
Par conséquent , (%), = .
Soit maintenant € € D (Q) avec £ =0 sur {T'}x R; d’apres (PDE),
on a , en choisissant une discrétisation uniforme :
T
T = /\1’ = fz - ti—l = —, U¢ (t) = U; sur ]ti—l:ti]; Ve (t) = vU; 8ur
n
Jtio1, il

/ fs(t)f(t)d:rdt:/ {b(ue(t))-—3(us(t~r))£(t)+
Q Q

+a (ue (1) , o (ue (1)),) VE (1) }dzdt.

(3 - 76)

(3 —-76) donne :

b{ue (t)) — blue (t — 7))
. dxdt = t
[ swswasa= | — £(t) +

(3 —177)
+a (bue (1)), ¢ (ue (8),) VE () }dzdt.

(3—177) donne :

(-¢+m),

T

/ J. (8)€ (t) dadt = / e 1)
Q Q
(3 — 78)

+3 (bl (), (e (0 g ot =~ [ [ b(uo) € (0) o
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Utilisant la proposition 7 (voir proposition (2 —5) de [Bh2| ); faisant
tendre 7 — 0, ¢ — 0 dans (3 — 78), on obtient compte tenu des résultats
précédents de compacité :

/ Jédudt = — / (b@) € (0 (0), 0 (0),) 5t~ [ ()€ (0) .

R

L’inégalité précédente donne :

3=79) [{b(@)6 +alivg (@),) 5 €)duds = [ feaza
Q

Q

V £€D(Q) avec £ =0 sur {T} x R car :

Z {b (@), edzdt = [ (b(@),,€)dt = — / b (@) € ddt — 4 b (u0) € (0) de.

Q@

D’aprés (3 — 79) , & est solution faible de (PE) .
Ce qui termine la preuve du théoréme .

Nous montrons maintenant dans cette partie que toute sous-solution faible
(resp. toute sur-solution faible ) est d’énergie finie si la condition initiale
vérifie une certaine estimation .

Nous introduisons d’abord quelques notions .

Définition 46 : Soit f € L?(0,T;H.! (R)). Une fonction mesurable u :
Q — IR satisfaisant :

u € L2 (07T) Hllac ]R)) 4 b('LL) € Llor (Q) y a (u?f‘io(u)a:) € Lloc (Q)
p(u) e L2(0,T; H., (R)) est dite sous-solution faible si :

*)// (b (uo) —b(u)étdzd£+// a(u, e (u fdfait<// fédzdt
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v £eDT@Q), £(T)=0 .

respectivement sur-solution faible de (PE) si

0/ | bl b it [ [ alnp,) e > [ fedsi

vV oLeDT(Q) , £(T)=0 .

Remarque 47 : Une fonction u est solution faible de (PE) si elle est
sous-solution et sur-solution faible de (PFE).

Introduisons maintenant la notion de sur-solution intégrale et de sous-
solution intégrale du probleme (PFE).

Définition 48 : (i) Une sous-solution intégrale de (PE) est une fonction
mesurable u :Q — IR vérifiant b(u) € L}, (Q),

ess — lim |[(b(u(t)) —b(u))T||, = O, et tels que,

t——0+
Vw e HEOC(R)DLDO(R)>

avec  a{w,p(w),), € L (R) ,

(@ + a (w } I~
G/ pwe syt [ ree),),)de

+/ (f +alwp(w),),)" dr
{Blu(t) =b())

dans D'(0,7)

(i1) Une sur-solution intégrale de (PE) est une fonction
u: Q — IR satisfaisant b(u) € L}, (IR),
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ess — lim ||(b(ug) —b(u®)|l, = 0, et tels que,

t—— 0t i

Vw € H, (IRynL™(IR),

qac

avec  a(w,p(w),), € L*(R) ,

d
— b(w) —b(u(®))) dx < —f —a(w,o(w)). ) dr
i) o ey es [ (e )),) de

+/ (-f —a(w,p (w)x)x)+ dx
{3(u(t))=b(w)}

dans D'(0,T).

(i1) Une fonction mesurable w : Q — IR est dite
solution intégrale de (PE) si u est sous-solution et sur-solution intégrale

de (PE).

D’apres la théorie générale des équations d’évolution dans les espaces de
Banach ( ¢f. [BCP],[BB] ), on obtient la proposition suivaute qui est une
conséquernce directe de I'étude du probléeme stationnaire.

Proposition 49 : (1) Supposons que wu soil une sous-solution intégrale
de (PE) pour (ug,f) , et 4 wune sur-solution intégrale de (PE) pour

ﬁg,f) ; alors b(u) et b(d) satisfont le principe de comparaison c’est a
dire :

(5] @ -rae) s | (F )~ ) drt

{o(u(6))>b(a(t)}

< A Nt
+f{b(u(t))=b(a(t))} (f (t) - f(t)) dz

dans D' (0,T).
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(49) Si u est une solution intégrale de (PE),
alors u est une “bonne solution” de (PE).

(i21) supposons la condition suivante vérifiée :

V feL*®(R)NL'"(R) , il existe une unique solution du probléme :
(CS)
v€ HL (R)YNL®(R) ,v=a(v,¢(v),), + [ dans D' (IR)

loc

alors si u est une “bonne solution” de (PE) , u est une solution intégrale
de (PFE) .

Enongons maintenant le résultat principal de cette partie .

Théoréme 50 : Si ug vérifie ¥, (b(w)) € L' (IR), alors toute (sous/sur)
solution faible de (PE) est d’énergie finie.

Preuve :

Soit w € H}_ (R)QL* (IR) avec a(w,p (w),) € L™ (R). £ € Dt (—o0,T),
pE Pa.

Nous prolongeons u© sur /R % IR par:

u(t)=0s t>T

u(t) =uy si ¢ <0.

On pose :
¢ =p(b(u) —b(w))¢

h
¢«":-}1;/t+ ¢ (s)ds Vv h>0
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b 6 = [ pGs) b)) db(s).

Ona (b(2) =b(2) (p(b(2) = b(w))) 2 ¥y, (0(2)) ~ ¥, (b(2)).

Prenons ¢" comme fonction test dans la définition de sous-solution faible,

f/Q (b (uo) —b (U' (t))) (pi}d’ﬁdi =
i 1
/ / {b(ug) = b(u(t))} - (6 (t+h) — ¢ (1)) dad

=[] o) = b= ) () b € () dect

\ / / (b (e (¢ — h)))JE (8) drdt

Ce qui implique que :

/ /Q (b(uo) = b (u(t))) g7 dzdt >

2/j/;“%wwmw%ﬂ%www@nﬂéﬁw+hyﬂa@mﬂm

(3—80)

Faisant tendre h — 0% dans (3 — 80), on obtient :

tim / / (b (uo) — b(u (1)) rdndt >

(3-81) 4 > | [ Wl a0) = (6 0 D)t

| =[] " p0s) = b)) b (o)




Comme ¢" — p (b(u) — b(w))¢ dans L2 (0,T; H} (R)),ona d’apres
(3 —81) et (x):

( ' — Y T
/(l ét’/n{wimv(b (u(’)) 'L/p,w(b (“ (t))>}d“dt+

(3 — 82) + //Q §a(u, o (u),)p(b(u) —b(w)), dedt <

<// FEp(b(e) — b)) drd.

car ¢ ne dépend pas de z .

Prenons w =0 dans (3 —82) , on obtient :

T
6] 00t = 000w 0)) bt
0 R
(3 — 83)
+//q§a (u,p (u),)p(b(u),dzdt < //Q fép (b(uw))dzdt.

(3—83) donne :

(3-80) v [ [ atue@,) - a0l bw), dodes
Q




(3 - 86) f / Ea(0)(w), 9 (b (1)) drit = / f G @), dad =0

ol on a posé G(s) = / (s, 000 () (b(s))ds .

O

Par conséquent (3 — 84) devient d’apres (3 —83) et (3 — 86)

T
3— b{ug))— w () Ydzd bu))dod
6= [ & f th0mon-veo) tS//fop( (1)) drdt

(3—87) = /R@bp(b(u (t))), dz < /mfp (b{uw))dx daus D' (0,7T)

:;/pr(b(u(t)))tdmg/pr(b(u))drs v 0<t<T
— / (b (1)) dr- / (b (uo) < f O / o u) dea
V 0<t<T,

par conséquent , on a :

/ B0 0)ds < / b () + / O ] 1o (b(u) dec

VO0<t<T.

Ce qui acheéve la preuve du théoréme .
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3.5 CONCLUSION

Ce travail a porté sur I'étude de plusieurs aspects mathématiques de
problemes de types paraboliques-elliptiques non lindaires en une dimension
d’espace .

Nous avons dans un premier temps étudié et montré que le probleme
stationnaire associé au probleme d’évolution est bien posé en terme de solu-
tion entropique; ce qui nous permettait par la suite d’interpreter le probleme
d’évolution en utilisant la théorie non linéaire des semi-groupes (voir [BCP)).
La difficulté dans cette partie est que compte tenu des hypothéses que nous
avons sur la fonction b, il n’y a ancun espoir d’obtenir I'unicité de u .

Dans la seconde partie de ce travail , compte tenu des résultats du pre-
mier chapitre , nous interprétons le probleme d’évolution & 'aide de la théorie
générale des équations d’évolutious ; ce qui nous a permis d’obtenir un résultat
d’existence (et d’'unicité ) de “bonne solution” de ce probléme .

Par la suite , sous certaines hypotheses additives, nous avons montré que
la “bonne solution” est 'unique solution entropique du probléme , puis nous
avons établi Iexistence de solution faible d’énergie finie .

Bénilan et Wittbold ont obtenu un résultat d’unicité de solution faible
d'énergie finie dans le cas particulier ou ¢ = id ( voir [BW1] ). Par contre ,
dans le cas général que nous considérons ici , nous ne savons pas st la solution
faible d’énergie finie est unique .

Néanmoins , ce qu’il y a d’éssentiel a retenir dans cette partie est que nous
généralisons les résultats obtenus par Bénilan et Touré [BT'3] dans 'étude
du probleme wu; —a(u,p (u),), = f

Il est aussi intéressant de noter que l'introduction récente de l’analyse
numérique des solutions entropiques [FG H] ouvre des pistes de recherches de
méthodes numériques consistantes et stables pour la résolution numérique de
ces types de problémes. Dans ce sens, il faut dire que Andreianov a commencé
a s’intéresser & cette question (voir [BA2]).

Touré et Maliki [MT2] ont étudié la question des solutions généralisées
locales de ces types de problémes dans le cas particulier ot b = id. On
devrait pouvoir en suivant leur démarche , aborder la question des solutions
généralisées locales dans le cas général que nous considérons ici .

On pourrait en somme retenir que ce travail souléve de nombreuses ques-
tions intéressantes & regarder telles que la notion de dépendance continue des
solutions par rapport aux données , 'unicité des solutions faibles d’énergie
finie , la notion de solution généralisée locale pour ces types de problemes ,
la stabilisation des solutions otenues .
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Résumé

Lia these est consacrée a I'étude théorique de divers aspects mathématiques
de problémes de type parabolique-elliptique en une dimension d’espace.

Daus le premier chapitre, nous faisous des rappels et notations de pro-
priétés propres a la théorie ef, aux espaces utiliseés.

Dans le deuxiéme chapitre, nous étudions le probleme stationnaire as-
socié an probleme d'évolution que nous cousidérons. Cetie étude aboutit
aux résultats d'existence et d'unicité de solition entropique dans le cadre
LY 0V L™ ce qui nous permet par la suite de définir un opérateur associé au
probleme d’évolution. Nous déduisons enfin de ces vésultats, des propriétés
de cet opérateur.

Dans le troisieme chapitre, nous étudions le probleme d’évolution ; nous
montrons dans un premier temps a l'aide de la théorie générale des équations
d’évolutions dans les espaces de Banach, en interpretant le probléeme d’évolution
a partir des résultats du deuxieme chapitre, un résultat d’existence (et d'u-
nicité) de “bonmne solution”. A l'aide du domaine généralisé, nous montrons
sous des hypothéses complémentaires que la “bonne solution” est 'unique so-
lution entropique du probléme. Enfin, nous montrons que la “bonne solution”
obtenue est solution faible d’énergie finie du probleme.

Mots clés : Equation elliptique, Probleme parabolique, Solution en-
tropique, Solution faible, Solution intégrale, Semi-groupe non linéaire.
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