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Dans ce travail, nous étudions le problème de Cauchy associé à l'équation
doublement non linéaire de type elliptique-parabolique dégénéré:

à l'aide de la la. théorie générale des équations d'évolut.ions dans un espace
de Bal1a.dl .

Les fonctions b et r.p sont des applications continues , croissantes ( au
sens large ), et a (kJ;) est une fonction continue, telle que Q. (k,.) soit
croissante ( au sens large) ; de plus b est supposée surjective.

Ces types de problèmes où apparait un mixage de phénomènes d'el­
lipticité et de parabolicité sont rencontrés dans la modélisation de divers
phénomènes physiques:

Par exemple, selon AIt et Luckhauss , l'écoulement d'un gaz à travers
un milieu poreux est décrit par une équation du type Ut = (um)xx en une
dimension d'espace avec m > 1. Cette équation peut etre transformée en une

équation du type b(u)t = (u)xx avec b(z). max(z,O)* ou (sign z) Izl~
et dans ce cas, elle tombe dans la classe des équations que nous considérons.
Les solutions de ce type de problèmes ont étés intensivement étudiées par
Oléinik, Kalashnikov et Yui-lin [OKY] et par Aronson[Ad].

On peut citer également la filtration instable d'un fluide incompressible
dans un milieu poreux qui est décrite selon AIt et Luckhauss par une équation
du type:

B(p)t =\1.(k(B(p))) (\1p + e)
où p est la pression inconnue, -e la direction de la gravité, k la con­

ductivité du milieu poreux ,B le contenu d'eau. Ce type de problème est
régi par la classe des équations que nous considérons. Il a été étudié de façon
intensive par Hornung [H] en utilisant la théorie des opérateurs monotones
et par Van Duyn et Peletier [DP] en utilisant la régularisation parabolique.

Lorsque r.p == 0 , b (11.) U, ce problème se ramène au problème du
premier ordre suivant qui est une loi de conservation scalaire :

Ut - a (11., O)x = f sur Q pour lequel, il est bien connu que si a (k, 0)
n'est pas monotone en k , il n'y a pas en général existence d'une solution
11. continue sur IR, ni unicité d'une solution faible.

L'étude de la loi de conservation scalaire a connu une avancée signi­
ficative grâce à l'introduction par S.N.Kruskhov [Ks] de la notion de so­
lution entropique; c'est avec cette méthode que les équations du type b(u)t
\1(a(\1u) + e(u)) f ont pu être étudiées sous des conditions e continue
lipschitzienne [AL] .

Il faut surtout noter que l'étude du problème général a commencé à être
bien comprise grâce aux travaux de AIt et Luckauss [AL] où à côté d'hy-
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pothèses générales permet.tant d'utiliser un bon cadre variationnel, apparaît
clairement. la condition de structure: a(k,~) = ii(b(k),~) avec â continue en
(k, ~), et croissante en ~ .

Des résultats récents ont permis d'approfondir et de généraliser ceux de
AIt. et Luckauss : nous pouvons citer entre autres. les travaux de Bénilan et
Touré[BT2] et [BT3] , Carrillo[Ca], Maliki . Carrillo et Touré [e MT] , et de
Bénilan et. \Vittbold [BHII] et. [B1V2j.

Bénilan et Touré ont étudié le problpme 'Ut -a(.,11,y::{,7L)x)x f (c'est
à dire le cas où b = id) pour lequel ils ont dévéloppé l'approche par la
théorie des semi-groupes non linéaires du problème aux limites associés (voir
[BT2], [BT3]); ils obtiennent ainsi des résultats d'existence et d'unicité de
solutions entropiques sans la condition de structure de Ait et Luckhaus. Ils
ont aussi dévéloppé la notion de dépendance continue des solutions obtenues
par rapport aux données.

Bénilan et Wittbold par contre se sont intéressés à l'étude du problème
b( l1)t -a(11, ux) = f (c'est à dire le cas où cp -id) pour lequel ils ont
aussi dévéloppé l'approche par la théorie des semi-groupes non linéaires du
problème aux limites associés; ils obtiennent ainsi sans la condition de struc­
ture, l'existence de "bonnes solutions" au sens de la théorie des semi-groupes
non linéaires ( voir[BWl]). Par la suite, en considérant la condition de struc­
ture de AIt et Luckhaus, ils montrent que la ;'bonne solution" est solution
faible du problème (voir[BWl]).

Compte tenu de ces résultats, la questioll naturelle qui se pose est:" la
condition de structure est -elle essentielle pour l'obtention de solution faible
comme elle parait l'être dans [BvVl] ? " .

La réponse à cette question a été donnée dans [BW2]. Dans cet article,
Bénilan et Wittbold ont montré que la condition de structure n'était pas
essentielle pour obtenir l'existence de solutions faibles car dans certains cas
d'équations comme dans le cas de l'équatioll b(l1)t = Uxx +F(u)x, sous cer­
taines hypothèses sur b,I1s établissent un résultat d'existence (et d'unicité) de
solution faible pour le problème de Cauchy-Dirichlet associé sans la condition
de structure.

Par contre, l'étude du problème général n'a pas encore été abordé sous
les hypothèses de types générales sur b et cp que nous considérons dans cette
étude.

Notre travail consiste à utiliser la théorie générale des semi-groupes non
linéaires dans Li (IR) pour obtenir des "bonnes solutions" du problème et
à faire le lien entre ces solutions, les solutions faibles et les solutions en­
tropiques(au sens de Kruskhov). C'est cette démarche qui a motivé le plan
que nous avons sui vi :
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Le chapitre 1 est consacré à quelques rappels et notations propres à la
théorie et aux espaces fonctionnels utilisés.

Dans Le chapitre 2 , nous étudions l'équation résolvante associée au
pl'Obl0Hle (h~\'olut.ion.

Nous définissons dans ce chapitre, l'opérateur Ab assoCIe au problème
statiouuairc. Nous montrons que cet opérateur est T-accrétif daus 1} (IR) à
domaillc deuse et vérifie la condition d'image.

Lf~ chapitre 3 est consacré à l'étude du problème d'évolution:
Une première partie consiste en l'application de la théorie des semi­

groupes non linéaires dans L 1 (IR) , compte tenu des résultats dévéloppés
au chapi tre 2.

L'étude de l'équation résolvante conduite au chapitre 2l nous permet de
dévélopper une théorie d'existence ( et d'unicité) de solutions générales au
sens de la théorie des semi-groupes, de l'équation d'évolution sans la condition
de structure de type Ait et Luckhauss.

Enfin dans une troisième et dernière partiel nous montrons que sous la
condition de structure, la "bonne solution" est solution faible d'énergie finie
du problème d'évolution.
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Deuxième partie

ETUDE DU PROBLEME
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Chapitre 1

RAPPELS ET NOTATIONS

Nous donnons dans ce chapitre, des définitions et rappels de certaines
propriétés des opérateurs accrétifs et des espaces utilisés.

Un opérateur d'un espace de Banach X est une application de X dans
P(X) , ensemble des parties de X .

Nous identifierons souvent un opérateur A avec son graphe dans X x X,
c'est à dire l'ensemble {(x,y) E X x X tel que y E Ax}.

Nous notons JI l'adhérence (ou fermeture) dans X x X du graphe de A .

Pour tout réel À, ÀA désignera l'opérateur de graphe:
{(x, y) E X x X tel que y E ÀAx}.

Si B est un autre opérat~ur , A + B = {(x,y) E X x X tel que y E

Ax + Bx}.

Le domaine d'un opérateur A de X , est notée D(A) et est égale à :

D(A) {x E Aj Ax i 0}.

L'image d'un opérateur A de X , est noté R(A) et est égale à :

R(A) = UxEXAx

J+ SUp(J, 0) j J- = sup(- I, 0)

8



Nous poserons :

{

+1
signo1' = 0

-1

si l' > 0
SI l' = 0
si l' < 0

{

+1
sign1' = 1,1]

-1

si 1" > 0
SI l' 0
si l' < 0

{+1 si l' > 0
sign+1' - 1°,1] SI l' 0

0 SI 1'<0

{
+1 si l' > 0

sign(j1' = 0
si l' < 0

sig'nor signci(-r) et sign-(r) s~gn (-1').

s+
(s) = min( ,1)

E:
et Ho(s) signo(s).

Etant donné Q un espace localement compact muni d'une mesure positi ve
(pratiquement Q sera un ouvert de IR où le produit d'un intervalle de IR
par un ouvert de IR muni de la mesure de Lebesgue).

Pour tout P , 1 ::; p < 00 :

V(Q) (resp. Lfoc(Q)) est l'espace des ( classes de ) fonctions numériques
mesurables de puissance p ième. intégrable sur Q (resp. sur tout compact
de Q ).

U'O(Q) (resp.L~c(Q)), désigne l'espace des ( classes de ) fonctions
numériques mesurables, essentiellement bornées sur Q (resp. sur tout com­
pact de Q).

Les espaces V(Q) (resp. LOO(Q)) sont normés:

1

IlullLP(Q) = Iluilp (k lulP)P

9



(resp. 11 71 11 L''''' (Q) 11 71 11 00 = sup ess 1711)
Q

Pour tout entier m 2: 1, on définit l'espace de Sobolev HTn(Q) par:

n

avec lai LOi.

Hr:;~(Q) est l'espace des fonctions appartenant à HTnU:l) , pour tout com­
pact st de Q.

1

Hm(Q) est muni d'une norme: Ilullwr.(Q) = (u,u)Jl.,Q avec le produit
scalaire

M1m,p(Q) {u E LP(Q) tel que aku E LP(Q), avec Ikl :::; m} .

Etant donné une fonction w localement lipschitzienne 1 on notera

{
Iw(x) - w(y)1 }

IlwIILiP(lxl:<;R) sup lx _ Yi ' ;C f- y, Ixl :::; R 1 Iyl :::; R .

{~ si xE ]a,b[
smon

Soit Q =]0, T[xR :

Une fonction f définie et mesurable sur Q est dans l'espace LT(O, Ti V(R))
SI

10



111111),7.,Q

1

(la' (1 Ifl"(h)~) ~ < +œ

f E L}~~(Q) si pour tout sous ensemble compact ]( de IR et tout SOllS

intervalle [t], t 2 ] c ]0, T[ ,

1"

t (tlflpdT) PdT < +00

D(Q) (resp. D+(Q) ) désigne l'espace des fonctions indéfiniment dêri,'ables
de Q dans IR de support compact contenu dans Q (re8p. et de plus positif).

nous notons F , l'opérateur de dualité d'un espace de Banach X dans
son dual X' défini par:

F(x) = {w E X'; Ilwllx 1 et (w,:r:h"x = Ilxllx}'

F est le sous différentiel de la norme de X .

Soit 1 un intervalle de IR ,1 Ja, b[ et 11 une fonction de 1 dans X.

On appelle variation totale (au sens usuel) de u sur l, l'expression :

Va1'(u; 1)
u(ak-dll x pour toute subdivision }

a < an < al < ... < an < b.

Si V a1'(u; 1) < +00 , on dit que U' est à variation bornée; on désigne par
BV(I; X) l'espace des fonctions à' variation bornée de 1 dans X .

Lorsque X IR , BV(I; X) est noté BV(I).

Définition 1 : Un opérateur A de X est accr'étif s'il vérifie l'une des pro­
priétés équivalentes suivantes:

11



(i)Pour tout>' > 0, tout (x, y) E A , (x, y) E A :

IIx - :î: Il x :::; II(x 5:) + >'(y - y)lI x
(ii) Pour' tout>' > 0 ,J{î (l +>'A) 1 est une contr'(J,dion
de D(Jf) = R(l + >'A) sur' D(A) (I étant l'identité. de X).

(iii)Pour tout (x,y) E A, (:ê,i;) E A, il existe w E F(:,; -:î:)
tel que (w, y iJ)x"X > O.

Définition 2 :Un opérateur A de X est m-accrétif s'il vérifie l'une des pro­
pr'iétés équivalentes suivantes:

(i)Pour tout>' > 0 , Jf est une contraction partout
définie,

(ii) A est accrétif et il existe >. > 0 1 R( 1 +>'A) = X.

(iii)A est accrétif et V >. > 0 ,R(J >'A) = X.

Définition 3 : Un opérateur A de X est T-accrétif s 'il vérifie l'une des pro­
pr'iétés équivalentes suivantes :

(i)Pour tout>' > 0 , tout (x, y) E A , (x, iJ) E A

(ii)Pour tout>' > 0 ,J~ (I >'A) 1 , est une
T-contraction de R(J + >'A) 8ur D(A).

Définition 4 : Un opérateur A de X e8t m- T-accrétif 8'il est T-accrétif et
s'il existe>' > 0 tel que R(I >'A) X,

12



Lemme 5 : (lemme généralisé de Gronwall)

Soit T > 0 , W E IR , <p E C([O, TD et '1/' E U(O, T) .Alof's
les asser'tions suivantes sont équivalentes:

(r )dr pour 0::; s ::; t::; T

(iii) lT{<p(t)~;(t) + (w<p(t) -+- '1/) (t) ç(t))}dt 2: 0 pour ç E D+(O, T)

Donnons maintenant des conditions nécessaires et suffisantes d'accrétivité
et de T-accrétivité dans L1 (Q) .

Proposition 6 :

1) Un opérateur A de U(Q) est accrétiJ si et seulement
si il vérifie l'une des propriétés équivalentes suivantes :

(i) (signo(u1 Uz)(V1 - V2) + ( [V1 ~[2: 0lQ J{Ul=UÛ

pour tout fUi, Vi] E A ,i 1,2;

(ii) Pour tout [Ui,ViJ E A, i = 1,2 il existe a E L=(Q),
a(x) E sign(u](x) - U2(X)) p,p xE Q et tel que

ka(x) (V1 - V2) 2: 0

13



2) Un opérateur A de U(Q) est T-accrétif si et
seulement si A vérifie l'une des propriétés équivalentes suivantes :

(i) j'
, {Ul

pour tout

'lJ2) + ,/'.11 >112} (VI - 'U2) 2: 0

Vil E A,i 1,2

(ii) pour tout [Ui,
o:(:c) E si!J'II+ (ud.1:)

E A 1 il e:cisle n E LOO(Q) ,
)) p.p :r E Q et

On utilisera aussi les ensembles de fonctions ci-après .

P {p: IR ---t IR , croissante lipschitzienne à dérivée a support
compact}.

Po {p E P ; p(0) O},

Pour toute fonction croissante p : IR ---t IR. il existe une suite (Pn)
d'éléments de P , tels que pour tout r E IR: Pn(T) ---t p(r) et [ Pn(T)[ ::;
Ip(1') 1·

Nous donnons aussi la proposition importante suivante (cf. proposition
de [Bh2]) :

Soit A un opérateur maximal monotone de H (H un espace de Hilbert).
Nous notons la eonvergence faible de X n vers x par X n X 1 et par

((,)) le produit scalaire dans H.

Proposition 7 : Soit [xn, Yn] E A tel que X n x , Yn
((y,x)), alors [x,Y]EA et [xn,Yn]---t[x,y].

14



Nous définissons maintenant la notion de "bonne solutiou" (cf [BCPD
ainsi que des propriétés utiles pour la suite de notre travail.

Soit X un espace de Banach, et 1 un iutervalle de ili-
Soit f E LLc (1; X) , i u < fI < ... < IN UllC partition de l'intervalle [1o, t N ]

et fI, ... , IN une suite (finie) d'éléments de X.
Le systeme

(1 - 1.) 1)1 - l'; l -1- A f'- Vi :3. 1 pcml' ~
fi - l

1, ... ,'1/.,

est appelé discrétisation de lf Au:3 f .
DA (to, fI 1 ···,tN; fI, ..., fN) désigne la discrétisation définie par les données

A,to, ... ,tN l/llo··,IN'
Une solution de la discrétisation DA (to, th . '" t Ni fI, ... , / N) est llne fonc-

tion v : [to, t N] --t X telle que v(to) = vo, v(t) v(t l ) Vi sur ]ti - 1 , fi] ,
i = 1, ... , N et satisfaisant (1 - 1) .

Soi t [a, b] un sous intervalle compact de 1, et 1':: > O. Alors DA (tn,t l, ... ,t N; /1, "', IN)
est dite l'::-discrétisation de u l +Au :3 I sur[a, b] si les relations sui vantes sont
vérifiées:

(1- 2) 0::; to a < 1'::,0::; b t N < l'::,t i - tl - 1 < 1':: pour i 1, ... ,N.

et

(1 - 3)

Nous pouvons maintenant définir la notion de "bonne solution" du problème
Il + An :3 .f.

Définition 8 : (i) Soit / E Liac (1; X) et [a, b] un 801/,8 -intervalle com­
pact de 1. Une "bonne solution" de ni + An :3 / sur [a, b] est une fonction
n E C([a, b] i X) telle que pour tout ê > 0, -il existe une ê- discrétisation

DA (to,tl, ... ,tN;fI"",/N) den'+An:3 / sur [a,b] qui a une solution v
satisfaisant:

(1 - 4) IIn(t) - v(t)lIx < 1':: pour to ::; t ::; tN.
(ii) Soit f E Lfac (1; X) et F un sous intervalle quelconque de 1. Une

"bonne solution" de 11/ + An :3 f sur F est une fonction n E C(I'; X) dont la
restriction à chaque sous intervalle compact [a, b] de l'est une bonne solution
sur [a, b] .
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Théorème 9 : Soit.f E Llo,. (I; X) alors .-
(i) Si u est une "honne sol1dion" de Vi ~+- Au :3 .f sur' /, alors urt) est dans

la fermeture de D (A) pour' tmd t E f,

(ii) Si u est. une "lionne solution" de 1/ + Au :3 .r dans le so'us in­
t.ervalle compact la, b] de / et. E: > 0, alors il el:is/.e une solution lt de la
é-discr'étisation DA (to, t l , .,., (!V; h, ... ,Iv) de 1/ +Au :3 .f sur [a, b] t.elle que
/Iu(t) v(t)llx < é pour to :; t :; tN et. ID o.. Plus précisément, il est
possible d'avoir t N = b.

(iii) Soit Il, h deux sous intervalles de 1 avec le h u J2 • Si uE C(I; X)
est lme bonne solution de u ' + Au :3 f sur JI et 12 alor's u est une "bonne
solution" sur 1.

(iv) Soit A l'opér'ateur donl le gmphe est la fermeture d'u. gmphe de A
dans XxX. Alors u est une "bonne solution" de u' + Au :3 .f Sllr J si et
seule'ment si u est une bonne solution de u' + Au :3 f sur J.

(v) Soit (u-n) e C(I; X), (j~) e Lloc (I; X) et Un une "bonne solution" de
'u~ + AUn :3 fn sur J , Supposons u E C(I; X), f E Lloc (I; X) et pour tout
sous intervalle compact [a, b] de l,

b

11 J!!.~cx// ll.t~ (7
)

a

f (7)/1 d7 + max IIUn (t) - u (t)ll) = 0,
aS;tSb

alors u est une bonne solution de u' + AlI :3 f sur J.
(vi) Si u est une bonne solution de u ' + Au :3 f sur J et h E IR, alors

Uh (t) U(t - h) est une "bonne solution" de u~ + AUh :3 in sur l + h où
fil f(t h).

(vii) Si p est une application continue de D(A) dans X, alors u est une
"bonne solution" de u' +Au +p(u) :3 I sur J si et seulement si u E CU; X),
u(t) E D (A) pour tout tEl et u est une "bonne solution"de u' + Au :3 9 sur
1 où g(t)=f(t)-p(u(t)).

Nous donnons maintenant un résultat d'existence et d'unicité de "bonne
solution"siuvant [BCP] ; pour ce faire, il convient d'utiliser la définition suiv­
ante:

Définition 10 : Soit A un opémteur dans X, T> 0, JE LI (D, T; X) et Xo E

X. Une solution é - approchée de 11,' + Au :3 f sur fO, Tf est une solution v
de la c - discrétisation DA (ta, t l , ''', tN; Il,· .. , IN) de 11,' Au:3 f sur [0, T].

De plus v est une solution é approchée du problème de Cauchy
(1-5) u ' + Au :3 f ,11,(0) Xa

si en plus 4J = 0 et 1171(0) - xollx < c.
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Il découle de cette définition que u est une "bonne solution" de 7/+Au :3 .f
sur [O,T] avec 71(0) :7;0 si et seulement si '11 E C([O, T]; X) et pour tout E > 0,
il existe llne solution E - appnlchée v du problème de Cauchy (1-5) sur [0, Tl
tel que Il'I1(t) - v(t)llx < E sur le domaine de définition de v.

Théorème Il : (Existence et unicité de "honne solution")
Soit A un opérateur accrétif dans X, :lt! E D (A) et 1'>0. Si le problème

de Cauchy (1-5) admet une solution E approchée sur [0, Tl ponr' tout E > 0,
alors il admet une un'ique "bonne solution" S"/lr [0, TI vers laquelle la solution
E - app1'Ochée du problème de Cauchy (1-5) converge quand E: l o.

Nous donnons ensuite une propriété de continuité de la "bonne solution".

Théorème 12 : Soit A un opérateur accrétif dans X, et soit u une "bonne
solution" de 71

1 + Au :3 °sur [D, Tl
(i) Si v est une solution E: appr'ochée de u l + A71 :3 °sur [O,Tj avec

[O,s] C [O,T],O:S: t < l' et (x,y) E A, alors

lIu(t) v(s)lI x :S: 11 71 (0) :1; Il x + lIylllt - si + 311y!l JëvT + E: + 2E:.

(ii) Si (x,Y)E A, alors

Ilu(t) - u(s)lI x :s: 2 IIu(O) - xlix + Ilylllt - si pour °:s: s, t < T.
(iii) Si û est une "bonne solution" de ù l +Au :3 0 sur [O,Tj, alors

lIu(t) u(t)llx:S: Ilu(O) - il (O)llx pour 0::; t ::; T.

Nous donnons dans cette partie la définition et certaines propriétés élémentaires
du domaine généralisé d'un opérateur suivant [BCP].

Définition 13 : Soit A un opérateur dans X. Pour x E X, on a

lim inf{llyll : i; E X, Y E Ai: et !Ix xII::; r}.
r~O

Le domaine généralisé de A, D(A) est l'ensemble

D(A) {x E X; IxiA < oo}.

Soit w E IR.

Théorème 14 : Soit A+wI un opérateur m-accrétif dans X, J E BV(O, T; X)
et u une "bonne solution" de u l .f- Au :3 J sur [D, Tl Alors:

(i) u est continue lipschitzienne sur [0, Tl si et seulement si 110 E D(A).
(ii) Si u(O) E D(A) alors u(t) E D(A) pour tE [0, Tl et
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171.(1) I(A~~ ((1+)) 1
. 1171(t + li) - u(t)11
lm -----------~
hlfl li

(iii) De plus f, f--~-t l'11(/,) I(A-((I+)) est continue à dmite et;

d
dv(f, t+) dans DI (0, T)
t

1

où 'OU, t+) = IlW supJ=--'---'':'''''1----------:...:.:..1:(,'1 pmi?' °s: t < T
o

Nous donnons enfin la définition et certaines propriétés des solutions
intégrales (Voir [BGP]).

Considérons l'inégalité intégrale suivante:

(1

1

6) 117l(t) - x:II-llu(s) - :[;11 s: w J1111('1)
s

1

xii dT+J[U(T) - x, f(T) - y] dT
s

où [x, y] ~fg [x, yh avec [x, Y]À ). V)' i: O.

Pour w E IR, on définie A (w) comme l'ensemble des opérateurs A de X
tels que A + 'wl est accrétif.

Définition 15 : Soit A E A (w) et f E LI (0, Ti X). Une fonction u E
G ([0, T] ;X) est une solution intégrale de u' + Au :3 f sur (0, Tl si u vérifie
(1 6) V(:r:, y) E A et 0 s: s s: t s: 1'.

Une solution intégrale du problème de Cauchy v' + Av :3 f , v (0) x,
sur [0, T] est une solution intégrale u de '0' +Av :3 f vérifiant u(O) x.

Théorème 16 : Soit w E IR, A E A (w) et f, 9 E LI (0,1'; X). Si v est
une solution intégrale de '01 + Av :3 9 sur (0, Tl et u une "bonne solution" de
u l + Au :3 f sur (0, 'l'j, alors

d
dt lI u (t) - v(t)llx s: w IItl(t) - v(t)II+[u(t) - v(t), f(t) - g(t)] dans DI (0,1').
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Théorème 17 : Soit 'W E IR, :1: E X et A E A (w), AloTS :
(i) foute "bonne solution" de v' +Au :3 I SIIT fO, 7j est aussi une solution

irdégmlc~ SIl1' fO, Tj,
(ii) De problème de Cauchy a au pl'U,s une "bonne solutù)u" sur-10, T] ,
(iii) Si le ]J7'Oblème de Cœ(l,chy 11' A1I:3 l, '11(0) = :r a nne "bonne solu-

tion" '/l, s'/I,r[O, T] , alor's 11, est aussi l 'nrâque solution intégrale de ce ]J1'OblèTne

snr 10, Tl '

Théorème 18 : On suppose que A + 11'/ est m-accTétif dans X et I E

Li (0, T; X), AloTs :
(i) Pour tout :r E D(A), le problème de Cauchy 1].' + Au :3 l, u(o) :r a

une unique "bonne sol1.dion" S1û' [0, T] ,
(ii) V,T E D(A), le problème de Cauchy li' + Au :3 I, u(o) :1: a une

unique solution intégrale sur [0, Tl. De plus, cette solution intégrale est la
"bonne solution",

(iii) Une solution intégrale de 'II' + Au :3 f sur [0, T] est une "bonne
solution" de v' + An :3 I S'w' [0, T] ,
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Chapitre 2

ETUDE DU PROBLEME
STATIONNAIRE

2.1 Position du problème

On se donne d'une part:

(2 - 1) a: IR x IR --t IR , b: IR --t IR , fi : IR --t IR continues et
on suppose que:

(2 - 2)

On pose

{

a(k, ç) est croissante en ç

b(k) et p(k) sont croissantes avec b surjective

(2 3) H(k) = a(k, 0) pour k E IR .

On se donne d'autre part f E O(IR ) n U"J(IR) et on considère le
problème stationnaire suivant:

(PB) b(u) - a(u,p(u)x)x = f sur IR

On fait l'hypothèse principale de coerci"ité :

(Hl) lim inf la(k, ç)1 = +00 pour tout R > O.
1.;1-->+00 Ikl<R
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Définition 19 : On appelle solut'ion faible de (PS) ,une fonction mesurable

'ilE (D?) vérifiant <p(u) E W 1,<XJ(D?) tel q'U.e :

b(u) 0.(11, <p(711r)x f dans D'(JR)

2.2 L'équation résolvante

Nous étudions dans cette partie la question d'existence et d'unicité de
solution pour le problème (PB).

Afin d'obtenir un problème (PB) bien posé dans le cas général, nous
introduisons la notion de solution entropique de (PB) à l'aide d'inégalités
correspondant à celles de S.N.Kruskhov [I{s] dans le cas d:une loi de conser­
vation.

On utilisera pour cela des fonctions u E LJO(D? ) réglées, c'est-à-dire
vérifiant .

(2 4) u(x+) = lim ess u(x +h1 u(x-) = li~ ess u(x
h~ ~o

existent pour tout x E D?

h)

On posera

I(u,x) = ]ll(x),ü{x)[

Définition 20 : On appelle solution entropique de (PB) , toute solution
faible réglée 'Il vérifiant:
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(i) il e:âste li E e(lR) telle que h a(11, rp('U)x) p.p S'UT IR

(ii)pOll.T tout t. E lJ+(JR ) , tout k E IR ,les inégalités suivantes:

(2 - 6),/ signo(b(u) - b(k)) {E.x (11(1.') - h) + t. U - b(v))} dx ~ 0
IR

(2 - 7) Jsigno(b(k) - b(u)) {t.x (H(k) h) + t. U - b(u))} dx S; O.

IR

2.2.1 Existence

Dans cette partie, nous montrons l'existence de solution entropique pour
le problème (PS) sous les hypothèses générales que nous considérons.

Nous commençons d'abord par énoncer le résultat principal de cette
section:

Théorème 21 : Soit J E L1(IR ) n L=(IR ); SOU8 les hypothèses (2 1),
(2 2) et (Hl), le problème (PS) admet au moins une solution entropique.

Preuve:

Pour la preuve de ce théorème, nous procédons en plusieurs étapes:

Etape 1 :

Nous approchons le problème (PS) par un problème régulier de la manière
suivante:

sur IR

où j'n,m = J+ X, [-n,n]

'ïI m,n E lN"
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Remarque 22 : Puisque les fonctions v f---t v+ et v f---t v- sont continues
alors bn,m est continue comme somme de fonctions cont-inues. De plus bn,m

est str'ictement croissante pour m , 11 fixés :

En effet , pour tout UI,U2EJR tels que UI>u2,ona (ut u~»O
et (u l - ) < 0 et comme b(ud b(U2) 2: 0 alors

Etablissons di vers résultats préliminaires

Lemme 23 Sous les hypothèses du théorème 21 , on a :

(i) Ilbn,m{un,m)ll p :S Ilfllp 'ri 1 < p :S +00

(ii) Ilun.mll oo < c (b, Ilfll ex,) ; c une constante positive

Preuve du lemme 23 :

Prouvons d'abord (i) .

Soit p : IR IR une application continue avec p' 2: Ü l p(ü) Ü, P
lipschitzienne à dérivée à support compact c:est à dire l p E Po·

Multiplions (PSn ) par p{bn.m{un,m)) l on a :

Intégrant (al) sur JR ,on a :
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-" .fHf

après intégration par partie du second terme, nous obtenons:

Considérons maintenant le terme :

Par régularisation , on peut toujours supposer que bn,m et un,m sont
réguliers , et donc :

On a d'autre part p' ~ a , b~,m ~ a , t?~,m ~ 0 , et a est croissante par
rapport à la deuxième variable, ce qui implique :
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Ainsi donc :

(a4) JTJ'(bn,m(1Ln,nJ)b~.m(un,m)(un,mL:[a(un,m' ip(11n,m)x) - a(Un,m, O)]d:D 2: O.
Di

Considérons maintenant le terme:

lm q(U.n,rnJedx

avec g(T) 11

' p'(bn,m(s))b~,m(s)H(s)ds,

puisque q'(s) - p'(bnlrn(S))b~,rn(s)H(s)
et
q(un,mL: q'(Un,m) x (un,m)x.

Il en resulte que

D'où
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Par approximation de p, on peut prendre p(u) = julP-
2

U

avec 1:$ P < +00 .
(aï) devient

1 1
(avec + - =.:: 1),

P q

D'oü on a :

Ce qui implique que Ilbn,m(un,m)ll; X IlbTl.m(un,m)II~-P :$ Ilfn,mllp ,

de ce qui précède, on a IIbn,m(un,m)llp:$ Ilfn,mll p

Par conséquent IIbn,m(un,m)llp:$ Ilfn,mll p :$ Ilfll p (car Ifn,ml Ifl) .

Ainsi donc Ilbn,m(un,m)ll p :$ IIfll 1J V p E [L +00 [

Puisque f E V(IR ) n LOO(IR) alors

Par conséquent Ilbn,m(un,m)lI oo :$ IIfll oo ;

ainsi Ilbn,m(un,m)lIp :$ Ilfllp V p E [l, +00]

Prouvons maintenant (ii).

On multiplie bn,m(Un,m) par p(b(un,m)) où p E Po et on intègre sur IR.
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On a:

1.p(b(lIn,m))(bn,m('lIn,m))d:c= J p(b(1Ln,m))(b(lln,m))dx+
. fi fi

+~J u;;mp(b(unm»d:c - ~J Un~mp(b(Url m))d:r:n fi ',. , -rn fi " ,

~J.u;;mp(b(unm))dx - 1 J U: mp(b(unm))dx
'11, IR' , 1n IR '" '

or

::::0

car si un,m :::: 0 , p(b(un,m)) :::: 0 et si un,m :;: 0 , p(b(un,m» < 0; d'où
d'après (as) , on a :

Par approximation de p, on peut prendre p(u) lulP~2 71,

( avec 1 :;: P < +00) dans (ag) ,on obtient :

ce qui implique que

1 1
avec - .+. -

P q
1
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On a ensuite

On obtient enfiu

Comme bn,m (un,m) E L1(IR) n U'O(IR) alors

Par conséquent

Comme b est surjective alors d'après l'inégalité précédente et (i) ,

d'ou (ii)

Lemme 24: Sous les hypothèses du théorème 21 , la suite (Un,m) est
convergente.

Preuve:

rappelons tout d'abord que bn,m (pour TI , m fixés) est une fonction
continue et strictement croissante .

On montre que (fn,m)n est croissante en TI et que (fn,m)m est décroissante
enm.
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Considérons maintenant l'équation:

b( ) 1 + 1
U nm + -u11 m-

, n' 'In

on a donc un,m = b~,;n ( wn,m) ,

L'équation (PSn ) s'écrit:

a(u In(u )) ,{nlrn. .. n,m, r 11,m x x

(PS;,)

Puisque j'n,m 2: jn,m'

appliquant le théorème (1
pour ml 2: !TI (voir [Os]
4) de [BT2] on a ;

, [MTl] ), alors

(alO) wn,m 2: wn,m' pour ml 2: m (n est fixé) ;

1, 1
-u- ,+ -u- 1

Il n,m 171/ n,m

1
-u;;m 2: o.
m '

P I 1 1 auisque m > m => - > et comme un .m 2: alors on a :- rn-m.'

1 1
-71,- > -71,­
'171, n,m - 171/ n,m.

1 1
et donc en remplaçant dans l'inégalité précédente -un'- m par -u-

m.' 171/ n,m'
on a:

On vérifie ensuite assez aisément que les trois termes de (an) ont le
même signe; par conséquent ils sont tous positifs.

On a donc 71,+
n,m U~,m' 2: a et u~,m' - u;;,m 2: a ce qui implique que

d'où la suite (Un,m)m est monotone décroissante,

Pour tout n 2: ni, jn,m 2: rl,m (voir [Os] , [MT1]); appliquant le
théorème (1 4) de [BT2] , on a :
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Wn,m;:::: 'Wn',m pour n;:::: n' (m fixé).

1+ l( _ )
-,71.n ' m + - 1Jr1 , rn - 'Un m ;:::: O.n ' ln ,. ,

]
Comme Il > /l'alors - > et donc:

'11' - 'n

~'U+ > 111+
'n.'

n,m -n m ,
n '

par conséquent en remplaçant dans 1

1-71.: m ,on a :n' .,

,. 1 l' 1 "d 1 +mega !te prece ente -un TrI par
n '

On vérifie assez aisément que les trois termes de cette inégalité ont le
même signe i par conséquent ils sont tous positifs.

On a donc: u~,m - u:',m > 0 et u~',m - un,m ;:::: 0; ce qui implique que

Un,m ;:::: un',m. Par conséquent (UT/,m)n est monotone croissante.

Puisque (un,m)n est croissante et bornée dans Loo(IR ) , alors elle con­
verge:

Pour p;:::: m. , on a un,m ;:::: U n,1) car (un,m)rn est monotone décoissante ,
ce qui implique que uoo,m;:::: uoo,p par passage à la limite.

Ainsi la suite (uoo,m)m est monotone décroissante (on montre de même
que (un,oo)n est monotone croissante ).

(Uoo,m)m est décroissante et bornée dans LOO(IR ) , elle converge:

Uoo,m ---t Y E LOO(IR ) ; d'où le lemme.

Etape 2
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On a d'après le lemme 23, 'P (un,m) E Loo(JR); hn,rnx = b (Un,m) - jn,m E

Li (IR) ; par conséquent hn,m E AC (IR) uniformément en n, m.

On a hn,m E C (IR) et donc hn,m est finie en un certain point; ce qui
entraine que hn,rn est borné uniformément en n, 'm.

Utilisant (Hl) , on déduit que 'P (un,m)x E LOO (IR) puisque I1 n ,m E
L'x. (IR).

Par conséquent 'P (un,m) E Wl,oo (IR ) .

b(un,ln) ---> b(u) avec b(u) E Loo (IR ) .
En interprétant (P8~) d'après [LL [BT2], on a que un,m est solution

entropique de (PSn) et donc vérifie les inégalités entropiques suivantes:

+ç (fn,m (bn,m (un,m )))}d:c ::::: 0

(b,,) { JHl

On déduit des lemmes 23 et 24 qu'il existe w E LOO (IR ) tel que bn,m(un,m) --->.

W et comme un,m converge vers y, et bn,m ---> b quand n, rn ---> +00
alors w = b(u).

Passant à la limite quand n, m ---> +00 dans les deux inégalités
précédentes , on obtient :

il existe al , a2 E Loo(lR ) , al E signo(b(u) - b(k)'),

a2 E signo(b(k) - b(u))
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tels que:

(0) r (YI {çx (H (1.:) - 1}) + çU - b (Li,))} d:r 2: 0
.JNt

D'après [BpI], [Tl] , ces inégalités sont équivalentes aux inégf1Jités en­
tropiques; d'où la preuve du théorème.

2.2.2 Unicité

Dans cette partie, nous étudions la question de l'unicité des solutions
entropiques pour le problème stationnaire (PS),

11 faut noter ici qu'il s'agit de l'unicité de b(u), car sous les hypothèses
générales que nous considérons, l'unicité de b(1/) n'entraine pas nécessairement
l'unicité de u.

Dans le cas où b est strictement croissante, il y a équivalence entre l'unicité
de u et l'unicité de b(u) .

Nous commençons d'abord par énoncer le résultat principal de cette sec­
tion .

Théorème 25 : sous les hypothèses (2 - 1) , (2 - 2) , et (Hl) , le problème
(PS) admet au moins une solution ent1'Opique 1.1. De plus, pour Ul ,U2 deux
solutions entropiques de (PS) associées à fI ,h respectivement, on a le
principe de contraction Li : il existe a E sign+ (b(Ul) - b (U2)) p.p..7: E IR tel
que

Pour la preuve de ce théorème, nous adaptons la preuve du théorème
(1 4) de [BT2] à notre cas.
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Rappelons d'abord certaines notions dues à [BT2]
on considère le problème (PSo) suivant:

{-a(u,rp(u) .) f .S'U?' ]a, b[:t x

(PSu)
'Il 0= 1 8~11' {n,b}

Définition 26 : On appelle solution entropiq~J.C de (PSo) tonte solution
faible réglée 'Il vérifi:ant : il e:riste hE C (IR) telle que IL = a(u, rp (u)x) p.p

S'liT Ja, b[ et pour tout:r E 1R auec 'Il, (:r+) =f 11 (:c-) ,

(2 8) ('Il, (.'1:+) - 'Il, (x-)) (h (x) - Il (k)) ~ 0 'V k E 1 (11, :r)

Nous énonçons ensuite un résultat préliminaire que nous utiliserons par
la suite pour la preuve du théorème.

Lemme 27 : Etant donné U1, U2 des solutions entropiques de (PSo) corre­
spondant respectivement à fI , 1'2 dans Li (IR) . Alors :

avec ~h et U2 définies selon (2 - 5) .

En effet ,'V la, b[ C IR lUI, U2 des solutions entropiques du problème
(PSo) associées à Il,1'2 respectivement où li (a) Ui (a-) et

li (b) ui (b+) pour i = 1,2; alors utilisant le théorème (1 - 4) de [BT2],
on a :

Suivant la preuve du théorème (3 - 1) de [BT2], on a :

hm hi(a)=O et lim hi(b)=O pouri=1,2.
a--+-oo b··-.+oo
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Par conséquent , on obtient après passage à la limite dans l'inégalité
précédente,

fz)dx ~ 0 .

Preuve du théorème 25 :

Le problème (PB) b(u) - a(u, <p(u)x);r = f sur IR est équivalent au
problème -a(u, <p(u)x)x f - b(u) sur IR.

Ainsi d'après le lemme 27. on a :

Or par définition de YI et Û2, on a que 'lh > Û2 ====} U1 > U2 ; ce
qui donne:

Finalement, d'après (a14) et l'inégalité précédente on obtient:

il existe a E sign+ (b(Ul) - b(U2)) tel que
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Remarque 28 : Utiliant la technique du dédoublement des variables de Kruskhov
( voir [Ca] et [C1'111']), on obb;ent la caractér'isation suivante pour- deu.x so­
lutions entropiques 11, et il de (PS) associées respectivement à l et .p:

1signt (b (11) - b(ù)) (b (11) - b(ù)) ç&r;+-
. n

+J signci- (b (u) - b (ù)) (II. - ft) çxd;r; :::: 1(f J) + ç&r;
n . n

v ç E D+ (0) ;dans ce cas, si 0 est bomé, on peut déduire le résultat
de contraction compte tenu du fait que les constantes sont intégrables. Par
contre, lorsque 0 IR, nous ne savons pas s'il est possible de déduire le
résultat de contraction.

2.3 L'opérateur Ab associé au problème

On reprend les hypothèses précédentes.
On va associer au problème stationnaire (PS) un opérateur dans l'espace

de Banach LI (IR ).

On note Ab l'opérateur de LI (IR) défini par:

{

11 E Abb (11,) {::} b(u) E U (IR) ,v E U (IR. ) n L= (IR) ,

et u est solution entropique de (PS) avec J = vI-- b(u).

On montre que:

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal sur l'opérateur Ab.

Proposition 29 : sous les hypothèses (2 - 1), (2 - 2) et (Hl), l'opérateur
Ab défini ci-de8sus vérifie :

(i) Ab est T-accrétif dans U (IR )

(ii) R (I + ÀAb) est dense dan8 LI (IR) pour tout À > 0
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(iii) D (Ab) est dense dans L1 (IR ) .

Preuve:

Pour la preuve de cette proposition, on adapte les preuves de la propo­
sition (2 - 8) de [BT2] et de la proposition (2 - 4) de [BlV1].

La T-accrétivité est une conséquence directe du théorème 25

D'après le théorème d'existence (théorème 21), R(I + À.lh) :> LI (IR) n
Lco (lR) ; ce qui implique que R (I + ÀAb ) est dense dans L1 (IR).

Ainsi donc, il nous reste à prouver (iii).

Posons Do = {v E L1 (IR) ;il existe 'Il E r>e (IR) avec v b('Il)}.

Il suffit donc de montrer que D (Ab) :> Do car Do est dense dans LI (IR ).

En effet :

soit u E D(IR ) , on a (b-I)o (u) E Lco (IR) car (b-I)o (0) 0 et u est à
support compact.

donc D(IR ) C Do ce qui entraine que Do = LI(IR ).

Soit maintenant Wo E Do et pour tout À > 0 , considérons le problème

b ('11,\) - Àa ('Il>" cp (u>')x)x = 11'0

ie b (U>,) - Àh>"x = Wo

Ce qui équivaut à b (u,\) = Àh,\,x + Wo

Pour prouver donc que b(u,\) ---t Wo dans LI (IR) quand À ---t 0,
il suffit de montrer que Àh,\,x ---t 0 dans D' (IR ).

Puisque Àh,\,x est borné dans Loo (IR ) , il suffit de montrer que:
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(a15) )"'h>. -----7 0 en mesure sur IR lorsque )... -----7 O.

Nous allons montrer que )"'h>. -----7 0 en mesure sur tout borné de JR.
Considérons 1 un intervalle borné de IR) Il> IlwollcXJ et pour r > a ,

posons

Utilisant (Hl), on voit que

lim C (r) = +oc.
1'-->+00

Il est clair que C (r) est croissante et qu'on a

avec w>. <p(u>.).

Fixons maintenant 0 > a et ro > 0 tel que C (ro) > O.

Posons )... > 0 ,vérifiant )...ro ::; 0 , on a :

Par conséquent

On a :

alors C (lh>.l) ~ C (~) .

, C(~)O::;)",C(lh>.I).lh>.l.

J (0)C - odx
{>'lh"I>6'} )...
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c (~ ) 8d:!: < f
À , {..\Ih,\

car { Ih..\1 > 1'O} ~ P Ih..\1 > 8}

Or

puisque (ÀTo < li) .

donc

c'est à dire

,l (wo

d'où
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! '~, (6 ) lc - 6d:r< (wo-b(/1~\))'Uv{:r
. Pih, r>D'} ,X - . Ui

ce qui équivaut à dire que

D'après l'hypothèse de coercivité (Hl) ,'xh;.. et w;",:rX{ Ih\1 sont

bornés dans Loo (IR ) ; par conséquent C (~) b I{,X Ih;..1 > 8}1 est borné.

Puisque
lim C (1') toc

1"~-4 +'X;

alors nécessairement

lim IP Ih;..1 > 8}1 =0 ;
;"--40

on a donc 'xh;.. ---> 0 en mesure sur tout intervalle borné de IR quand
,X ---> 0 ; donc 'xh;.. ---> 0 en mesure sur IR quand ,X ---> O.

Par conséquent b(u;..) ---> Wo dans LI (IR ) quand ,X ---> 0; d'où la
densité.

Ce qui achève la preuve de (iii) .

Remarque 30 : La notion de dépendance continue de l'opérateur Ab par
rapport aux données a, b et cp peut être établie un iquement dans le cas où b
est strictement croissante; mais dans ce cas ,par un changement de variable,
on se ramène au cas étudié dans [BT2].
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Sous des hypothèses complémentaires sur les fonctions a , b , cp , nous
montrons d'abord dans la deuxième section que cette "bonne solution" est
dans Lip (0, T; LI (IR )) n Loo (Q) et est solution entropique du problème
(P E) ; nous montrons ensuite que les solutions entropiques de (PB) vérifient
le principe de comparaison en adaptant les résultats de [CMT] , [MT2] .

Enfin dans la troisième section, nous montrons que la "bonne solution"
est solution faible d'énergie finie du problème (PB) sous des hypothèses
complémentaires sur les données .

3.2 Bonnes solutions

On reprend les hypothèses de l'étude du problème stationnaire.

Dans ce chapitre, on se donne d'une part:

(2 - 1) a: IR X IR -~- IR , b: IR -~ IR ,cp: IR ---t IR continues
et vérifiant :

{

a (k, ç) est croissante en ç ,

(2 - 2)
croissantes en k et b est

On pose

b(k) et cp(k)

surjective

sont

H(k)=a(k,O) et h=a(u,cp(u)x)

On se donne ensuite °< T < +00 ;

on pose

Pour tout
d'évolution:

Q =]O,T[xIR

Va E j)(IR) , f E V(Q) on considère le problème

(PE)
{

b(u)t - a (u, cp (u)x)x = f

b(u(O,.))=va sur

sur Q =]O,T[xIR

IR

On fait l'hypothèse de coercivité suivante:
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(Hl) lim ülf la (k, ç)1 = +-00
l'I--.-I()() Ikl<R

V R> 0 .

On définit le problème discrétisé de (PE) par:

(PDE)

Où

{

b(lll) b(lli-d a(u,;,<p(ui)x)x+-fi

n. E L= (IR;' ~ b(nd E Li (IR) , \? (u,) E WI,= (IR)

pouri = l, ... , n .

ta = 0 < t l < ... < tn :s; T , ti - ti- 1 :s; E , ta:S; E ,T tn:s; E

On définit ensuite la notion de "bonne solution" du problème (PE)
suivant [BH/ll , [BGP] , [BB] .

Définition 31 :On appelle i<bonne solution" du problème d'évolution (PE),
une fonction mesurable u : Q ----t JR satisfaisant v b (11) E G ([0, Tl ;L1 (JR)),
v(O) Vo, et, pour toutE >0, il existe (ta, ... ,tn,!I, ...,j~,uO"",U11) satis­
faisant (DE) et (PDE) ,telsque llv(t) b(ui)lll:S;c pourtoutt ti-.lJi],
i = 1, ... ,11,.

Appliquant la théorie des semi-groupes non linéaires (cf.[Bpl] , [BGP]),
en interprétant le problème (PE) sous la forme de l'équation d'évolution
dans L1 (JR) :

dv
dt +- Abv :;, f sur [0, Tl , v (0) = Vn

avec b (u)

on déduit immédiatement

V'l
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Théorème 32 : sous les hypothèses (2 - 1) , (2 - 2) et (Hl), pour tout
110 b(un) E Li (IR) , i E LI (Q) , il e.'ciste une unique "bonne solution" u
de (PE) qui est camctérisée par' la pr-opr'iété :

b(u(ü,.)) Vo ei pour-tout YED(A û) ,~ED(]O,T[),

~ ~ Ü , il existe 0: E LX) (Q) , a E sign (b (11.) - b (y)) sur Q

(3 1)
tel qu.e

.1.1Q a {(b(v,) - b(Y))~t + (f - Abb(Y))Üd:cdt ~ 0

de plus , si Ul , 112 sont les "bonnes solutions" correspondant à (Vo,li fI),
(VO,2; 12) respectivement, on a :

max,.I (b (udt)) - b (uz (t)))" dx ::;.1 hl.l - VO,2) dx+
tE[n,T, D? D? .

(3 - 2)

+.1.1Q (fI - Jz), dxdt

en particulier :

(3 - 3) VO,l::; VO,2 p.p sur JR ,fI::; Jz p.p sur Q ===>

Remarque 33 : Comme nous l'avons dit dans le deuxième chapitre, on
peut étv,dier la dépendance continue des "bonnes solutions" par rapport aux
données uniquement dans le cas où b est strictement croissante; dans ce cas,
par un changement de variable, on ramène le problème (PE) au problème
(E) de [BT3] pour lequel le résultat de dépendance continue a été prouvé

On suppose maintenant que les données va ,f vérifient :

(3 - 4) va E Li (IR)nLOO (JR), f E LI (Q) et .1: IIi (t, .) Il L"" CR) dt < 00.
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Alors la "bonne solution" u de (PE) est essentiellement bornée; plus
précisément on a l'estimation suivante:

Proposition 34 : Supposant (3 4) et soit 'Il la "bonne solution}} de (P E),
alors 'Il E [}XJ (Q) et

(3 - 5) lib (u)lluXl(Q) ::; IlvoIIL<X>(lfi) + l:' III (t, ·)lIu",c(IR) dt.

Preuve :

Définissons la fonctionnelle N sur L1 (IR) par

N(b(u)) = Ilb(u)l/oo'

D'après le lemme 23 , on a :

(3 - 6) lib (u)IL)Q ::; 11/1100'

Puisque b(u) + ÀAbb ('Il) 1 c'est à dire b('Il) = (I + ÀAb)-1 1; on a
d'après (3 - 6) :

(3 - 7) N ((I + ÀAbrl 1) ::; N (f).

Ainsi, on a :

(3 - 8) N ((I + ÀAbr l b(u)) ::; N (b(u)) "lÀ> 0 ,
v b(u) E R (I + ÀAb) .

La fermeture Ab de Ab est m-accrétive ; notons J).. (1 + À Ab) -1 sa
résolvante.

Fixons R > 0; d'après [BT2] (cf. théorème 2-4) :

R (I + ÀAb) :J {b (u) E L1 (IR) n BV (lR) ; lib (u)/Ioo :; R}
pour tout À > 0 .

Par approximation dans (3 - 8) , on obtient:

(3-9) N(J)..(b(u))):; N(b(u))
pour À> 0 et b(u) E LI (IR) avec N (b (u)) :; R.

44



Considérons maintenant une subdivision to = 0 < t l < ... < t
n

::; T et
Ul, ... , Un ; fIJ2, ... ,fn E LI (IR) telle que

(3 - 10)

où Vo est la donnée initiale du problème (PE).

(3 10) donne

(3 11) b(Ui-r) + Àdi = b(lli) + ÀiAbb(Ui) où Ài t i - ini-l .

Il en résulte donc que :

par conséquent , N ( b(Ui))::; N ( b (U.i-.l) + Àtfi)

Par itération, on a ;

i

(3 - 12) N (b (ud)::; N (b (uo)) +L À j Ilhlloo
j=l

à condition que

pour'/, 1, ... ,n

n

(3 -13) N(b(Uo)) +LÀjllhlloo::; R
i=l

Si l'on choisit R > Rü N (b(uo)) + J~ II! (t, .)lloodt ; pour tout

E: > 0 , il existe une subdivision to = 0 < t i < ... < tn ::; T et
Ir, 12, ... ,fn E LI (IR) telles que (3 - 13) soit satisfaite et
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(3 11) maxÀ, SE, t(, LIf (t,:cl f, (x)1 dxdt S s

Il existe b(u.d, ... , b(u.n ) telles que (3-10) soit satisfaite; d'après
(3 - 12) on a

(3 - 15) N (b ('I1ë )) ~ R où b (u.c (t)) = b (U.·i) pour t E]ti - 1 , tJ

Et comme ceci est vrai V R >~) alors on aura :

(3 - 16)

Puisque b(u.c ) ----t b(u) dans C ([0, T] ;Li (IR)) , on obtient par passage
à la limite dans (3 - 16) le résultat de la proposition.

3.3 Solutions entropiques

3.3.1 Introduction

Il existe une vaste littérature sur le problème parabolique dégénéré que
nous considérons. En effet il existe plusieurs résultats d'existence de solution
faible, entropique du problème de Cauchy associé et du problème de Cauchy­
Dirichlet associé ainsi des résultats d'unicité sous différentes conditions sur
les données a, b et 'P.

Parmi ces travaux, on peut citer tout d'abord ceux de Bénilan et Touré
[BT2] , [BT3] sous la condition b= id. Ils obtiennent des résultats d'existence
et d'unicité de solution entropique sans la condition de structure de AIt et
Luckhaus.

On peut également citer les travaux de Bénilan et Wittbold [BW1] sous
la condition 'P = id. Ils obtiennent des résultats d'existence (et d'unicité) de
solutions faibles d'énergie finie avec la condition de structure et des résultats
d'unicité de solutions fortes sans la condition de structure pour un cas par­
ticulier d'équation où b(k) = (k - 1)+.

Par contre dans cette partie, nous abordons l'étude du problème parabolique
avec des conditions plus générales sur b et 'P : b et 'P sont continues, crois­
santes au sens large avec b surjective. Sous ces hypothèses, nous obtenons des
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résultats d1existence (et d1unicité) de solution entropique sans la condition
de structure de type AIt et Luckhaus.

On définit le domaine généralisé de l'opérateur Ab par :

b (Ab) := {vo E J) (JR); il existe '/Jn ::cc: b (un) E D (Ab) , tel que
'Un "--7 'Uo dans LI (JR) , Abvn est borné dans LI (IR)}.

On considère le problème :

f
(PE)

{

b(u)t - a(u,<p(u)!lJx

b (u (0, .)) = 'Uo sur

sur Q =]0, T[xIR

IR

Si f E BV (0, T; LI (IR)) et Vo E b (Ab) , alors d'après la théorie
générale des équations d'évolutions (voir [B CPD, la "bonne solution" u de
(PE) est telle que b(u) est lipschitzienne de [0, Tl dans LI (IR).

Introduisons maintenant les notions de solution faible et entropique du
problème d'évolution.

Définition 35 : Soit f E L2 (0, T; Hl~: (JR)) et Vo E LI (IR) .On appelle so­
lution faible du problème (PE) toute fonction u telle que <p (u) E L2 (0, T; Hl~c (IR)) ,
b(u) E Ltoc (Q) vérifiant:

i) b(u)t E L2 (O,T;HI~; (IR)) J h a (u,<p(u)x) E Lroc(Q)

ii)b (u)t hx = f dans D' (Q) et b (u (0)) = Vo.

La dernière condition doit être comprise au sens suivant:

j
1'(b(U)t,Odt=-j b(U)f;tdt-j vof;(O)dx
o· Q fi

pour tout f; E L2 (0, T; D (IR)) n W1,I (0, T; VX! (JR)) 1telle que f; (T) = 0,
011 (,) désigne le crochet de dualité entre H- I (IR) et Hl (IR) .
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Définition 36 : Soit f E L 2 (0, T; Hl~~ (JR)) n LI (Q) et va E LI (IR). On
appelle solution entropique de (PE), toute solution faible u satisfaisant:

JQ signo (u - k) {(h - H (k)) Çx - (b (u) - b(k)) çt - ft.} dxdt-

(a)

-Jm(b(un) - b(k)) + ç (0) dx S; 0

et

(b)

JQSigno(k u){(h-H(k))çx-(b(u)-b(k))çt fOdxdt+

+Jm(b (uo) b (k )) ç (0) dx 2: 0

V ç E D+ ([O, T] x IR) , k E IR ,et ç(T) = 0

3.3.2 Existence de solution entropique

Dans cette section, nous supposons que

{

Vo E ÎJ (Ab) n Loo (IR),f E BV (0, T;L l (IR)) et

(H2) T

Jo IIf(t,·)lI oo dt < +00

de telle sorte que la "bonne solution" u de (PE) est telle que b(u) est
dans Lip (0, Tj Li (IR)) n Loo (Q) .

Sous certaines hypothèses additives, la "bonne solution" u de (PE) est
alors solution entropique de (PE) .

Enonçons maintenant le premier résultat de cette section .

Nous supposons d'abord que:

(H3) b + cp est inversible

alors on a :
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Théorème 37: sous les hypothèses (Hl)) (H2) et (H3)) la "bonne
solution" U de (PE) est telle que b(U)ELip(O,T;L I (IR)) n Ux> (Q) et est
solution entropique.

Preuve:

Par définition du domaine généralisé. on peut toujours choisir V/2 (0) E
D (Ab) avec Abv/2 (0) borné dans LI (IIi) .

On peut également choisir 1/2 borné dans BV (0, T; LI (IR)) i comme Ab
est accrétif alors, il en résulte que Abv,;; est borné dans Loo (0, T; LI (IR)) ( car
Abv,;; (0) est borné dans U (IR)) et donc. on montre que h,;; a (u,;;, tp (u,;; )aJ
est borné dans Loo (0, T; BV (IR)) d'après l'hypothèse de coercivité (Hl) (voir
la preuve de la proposition 29); utilisant encore (Hl), on obtient que tp (lI/2)x
est borné dans Loo (0, Ti Loo (IR)).

D'après (3 - 16) , on a que b (u,;;) est borné dans Lee (Q) et comme b est
surjective alors U,;; est borné dans Loo (Q) .

Ainsi, on obtient: U,;; E Loo (Q) et tp (u ê ) E Hl~c (Q) .

D'après le théorème de Rellick , on a tp (u.q ,) ~ w dans Hloc (Q) et
tp (u,;;;,,) --+ w dans Lfoc (Q) ((U"k) suite extraite de (1.t,,)).

b(U"k) --+b(u) dans C([O,T];U(IR))

LToc (Q) .

Puisque tpob- I est un graphe maximal monotone alors w E tpob- I (v)
(cartp(u"JEtpob-l(v';;k) où v,;; •. b(uôk )) où v b(u).

Par conséquent, il existe iL E b- I (v) tel que w tp (ü) .

v = b(ü) car ü E b-1 (v) ; donc b(u) b(ù)

Puisque b(U"k) E Lfoc(Q) , b(ü) E Lfoc(Q) on a:

b (U" k) --+ b (ü) dans L foc (Q)

Ce qui nous donne :
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(3 - 17)
{

b(UE:k)~ b(11,)

r.p (UE:k) ~ r.p (7'i)

dans L2 (Q)loc

dans L~oc (Q).

Compte tenu de (3 - 17) et (fB), on obtient:

dans L 2 (Q)loc

On a aussi:

r.p (u"J:r ~ W dans L~)C (Q) .

Soit maintenant ~ E D (Q), on a :

JQ ~r.p (UE:k)X dxdt = - JQ ~xr.p (UE:k) d:l'dt ~ - JQ ~x'P (fi) dxdt

quand E~ 0,

or JQ ~r.p (UE:k)X dxdt~ JQ ~wdxdt ,

donc on a (w 1 ç) - (r.p (11,) ,çx) {::} (ÛJ, ç) (r.p (ü)x l ç)
\;j çED(Q)

par conséquent ,r.p (ft) x VJ

En résumé , on a

UE:k ~ U dans L~oc (Q) et p.p

(3 - 18)

hE: (t) est borné dans BV (IR) j par conséquent d'après le théorème de Weil
(voir [Tl]), (hE: (t)) est relativement compact dans Liac (IR) uniformément
pour tout t E [0, Tl.

Compte tenu de la monotonie de a(k,.) ,de la proposition 7, et de
(3 - 18), on a :
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dans LI (Q)Loc

On sait que b(u) est une limite uniforme par rapport à t J sur [0, T] ,
d'une suite de fonctions en escalier b('tif:) définie par :

o :s; tu < t l < ... < i 'l :s; T , 1.[1:::;::: , t' i - f i -} :s E , T - ln :s E ,

b(ue (t)) = b(IL~) sur ]t.i-btd J b(uf: (t)) = b(u~) pour t:S; tu ,

b(u~)ED(Ab) avec

f.

Par conséquent, d'après la définition de Ab , on a

'if ç E D+ (IR), 'if k E IR

r ( ') ){ . [b (u~) b(U~-l )] }'J
JIR signo (b u~ - b (k) - [he (td - Il (k)] Çx + J - ~=ti-t-i-~I::"-"":'" ç ax 2: 0

d'où :

JIR signo (b (u~) - b(k)) {- [he (fi) - Il (k)] Çx + JO dx 2:

2: J signo (b (u~) - b(k)) b(U~) =~.(U~-l\dX.
IR t t-l

Intégrons cette dernière inégalité sur jti - 1 , ti] :

(3 - 19)

JIR ;::-1 signo (b (u~) - b(k)){ - [he (ti) - Il (k)] Çx + .f0 dx 2:

2: JEt signa (b(u~) - b(k)) (b(u~) - b(U~-l))çdx.
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On a d'autre part :

J
signo (b(u~) - b(k)) (b(1l~) - b(U~-l))çdx

IR

~ J IR.lb(u~) - b(k)lçdx - J IR Ib(u~-l) - b(k)lçdx.

Ainsi darlc (3 19) devient :

(3 - 20)

J IRJ::_1 signo(b(u~) -b(k)){-[h.(ti ) H(k)] +fOdxdt ~

~ IIRlb(U~)-b(k)lçdX-JIRlb(u~-l) b(k)lçdx

Vs, t tels que 0:::; s :::; t :::; T , il existe j , i tels que t E]tj - 1 , t j ]

et s E]ti - ll ti ].

Faisons alors la somme des intégrales obtenues de i + 1 à j

(3 21)

J IR J: signa (b (u.) - b(k)) {- [he (T) H (k)] Çx + fO dxdT ~

~ J IR lb (u. (t)) - b(k)1 çdx - J IR lb (u. (s)) b(k)1 çdx

car u~ = u. (t) et u. (s) .

Par passage à la limite dans (3 - 21) , quand é - 0 , il existe a E
LOO(Q),aEsign(b(u)-b(k)), p.p (t,.7:)EQ, tel que :

1!RI: a{-[h-H(k)]çx+fç}dxdT ~

~ J JR lb (u (t)) - b(k)1 çdx - J IR lb (u (s)) - b(k)1 çdx
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ce qui équivaut à : 'ï/ 'if; E D+ (JO, Tf) :

JQ [lb (11) - b(k)j 'if;tç +a {- [h H (k)] çx'if; + .f~'if;}J dxdt ~ 0;

et comme l'ensemble {'if;ç , ç E D+ (IR) ,VI E D+ (]O, TD} est une partie
totale de D+ (Q) ,alors 11 est solution entropique du problème d'évolution.

Remarque 38 :Sous les se~ûes hypothèses (Hl), (H2) , lorsque de plus b
est inversible alors la "bonne solut'ion" u de (PE) est solution entropique.

En effet, dans ce cas, faisant le changement de fonction ü = b (u), le
problème se ramène à :

Ü/, - a(ü, cp (ü)x)x .f

où a(k,ç)=a(b-1(k),ç) , <p cpob- 1

D'après le théorème 3.1 de [BT3] ,ü est solution entropique du problème;
et donc on déduit que u est solution entropique de (PE).

Dans le cas général, lorsque b est croissante (au sens large ), avec la con­
dition de structure due à AIt et Luckauss [AL], nous établissons l'existence
d'une solution entropique, plus précisément, on a le résultat suivant:

Nous supposons que :

(H4) Il existe a: JR x JR ---t JR continue, croissante par rapport à la
deuxième variable et telle que a(b(u),<p (u).:I) = a(u,<p (u)x) .

Théorème 39 : Sous les hypothèses (Hl), (H2) , et (H4) , la "bonne
solution" u de (PE) est telle que b(U)ELip(O,T;Ll (JR)) n Loo (Q) et est
solution entropique.

Preuve:

Comme dans la preuve du théorème 37, on montre que:

On a donc
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dans C(O,T; U (IR))
(3 - 22)

{

b (Uék ) -----l' b (u)

rp (Ué,.)X ----' rp (u)x faiblement dans Loo (Q).

Par conséquent, utilisant la monotonie de à(k,.) , (3 - 22) et la propo­
sition (7), on obtient:

(3 - 23). hék à (b (Uék ) l rp (Uék)x) -----t il = à (b (u), rp (u)x) ;
(3 - 23) est équivalent à :

hék a (Uék,rp(11q )x) -----l' h a(u,rp(u)x) dans Ltoc(Q).

Ainsi, par des calculs analogues à ceux faits dans la preuve du théorème
37, on montre que u est solution entropique de (PE).

Remarque 40 : Sous les seules hypothèses (Hl) et (H2) , lorsque de plus
b est inversible et rp est strictement croissante, alors la "bonne solution"
u de (PE) qui est telle que b(u) E Lip (0, T: U (IR)) n Loo (Q) est l'unique
solution faible de (PE).

En effet par un changement de fonction de la même manière que dans la
remarque 38, on obtient les résultats du théorème 3.3 de [BT3] .

3.3.3 Un résultat d'unicité de solution entropique

Dans cette section , nous montrons avec une hypothèse complémentaire
sur les données que lorsqu'elles existent ) deux solutions entropiques du
problème d'évolution (PE) vérifient le principe de comparaison duquel découle
l'unicité de la solution.

Ces résultats sont obtenus grâce aux tfa'\"aux de Carrillo, Maliki, Touré
([CMT] , [Ca] ,[MT2] ).

Nous faisons l'hypothèse complémentaire suivante: il existe MEC (IR)
tel que;

(H5) Vx,Z,ZEIR la(x,z) - a(x,z)1 ~ M(x) Iz 21·

Nous commençons par montrer que deux solutions entropiques satisfont
aux inégalités dites de Kato (cf [AB]); plus précisément on a ;
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Théorème 41 : (Inégalité de Kata)

Pour tout i = 1,2,. soit fiA E L2 (0, T; H- 1 (iR)) n EV (0, T; LI (IR)) n
J.} (Q)et soit vo, b (uoJ E D (Ab) n L'X> (IR). Pour toutes solutions en-
tl'opiques UhUZ associées à Ch,vuJ ct (f2,VO z), on a:

où Ho (r) = signci (r).

Pour la preuve de ce théorème, on établit tout d'abord le lemme suivant:

Lemme 42 : Si u est solution faible de (P E) , alors on a :

(i)

(ii)

1Q Ho (11 - k) {(h - H (k))çx - fO dxdt 1Q (b (u) - b(k)t çtd:rdt ­

-1 (vo - b(k))+ ç(0) dx = - lim 1 (h - H (k)) He (cp (u) - <p (k))x çdxdt
m e-40 Q

1Q Ho(k - u) {(h- H(k))çx - jf,}dxdt - 1Q (b(k) - b(u))+ çtdxdt­

-1 (b(k)-vo)+ç(O)dx=-lim 1 (h-H(k))He(<p(k)-<p(u))xçdxdt
m e--tO Q

V çED+([O,T) x Hi) ,VkEiR telque<p(k)fi.E.

Où on a noté E = {1' E Im(cp); (<p-l)O est discontinue en r} .
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Preuve du lemme:

On observe que pOUl' k tel que rp (k) ~ E , on a :

signo+ ('U - k) -- 8'igno+ (rp(1l) - rp(k)) sm C2 .

Ht: (rp ('i.t) - rp (k)) ( E L2 ((0, T); Hl (IR)) car rp (u) E L 2 (Q) et

rp (u (t)) E HLe (IR) .

Posons VJI! (z) c= HE (z - b(s)) ;

B1/J.(z) JZ Ht:(rpo((b~l)o(r))-rp(k))dT
n

Puisque VJt: est borné, on a B1/J. (Va) E L1 (IR) et d'après le lemme 44,
on a:

B1/J, (b (u)) E VXJ (0, T; L1 (IR)) et :

JQ B., (b (u)) ç,dxdHlR B•• (vo) ç (0) dx = - J~ (b (u)" H, ('P (u) - 'P (k) ç) dt.

De plus, puisque u est solution entropique et comme HE (rp (u) - rp (k)) ( E

L2 ((0, T) ; Hl (IR)), on a :

-J: (b (u)t, HI! (rp (u) - rp (k)) Ç) dt =

= Jo {(h-H(k))[Ht:(rp(u)-rp(k))(]x-fHt:(rp(u)-rp(k))Ç}dxdt

Cette égalité est équivalente à :

(3 - 24)

Jo B1/J.(b(u))(tdxdt + JJR B1/J.(vo)((O)dX=

= JQ {(h - H (k)) [Ht: (rp (u) - i.p (k)) (lx - f Ht: (i.p (u) - i.p (k)) Ç} dxdt
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j
b(U)

Or Bl/!, (b (u)) Hé (ep 0 ((b-1)0 (1')) - ep (k)) d7'
o

j
b(U)

= Hé (ep 0 ((b-1)u (1')) - tp (k)) d1' ~ (b (u) - b(k))-i
b(k)

quand E~ 0 car b est continue, et puisque cp (k) tf- E , on a

ep 0 ((b-l)o (1')) - ep (k) > 0 V l' > b(h') et donc

H,,(epo((b-l)o(r))-cp(k))--tl quand ~~O V1'>b(k).

Ainsi, on obtient de façon analogue:

On sait aussi que 1 B1/J, (b(u))1 :::; lb (,u)1 et lBl/!, (vo)1 :::; Ivoi ,

ce qui implique d'après le théorème de Lebesgue:

}~T!faJQ Bl/!, (b (u)) çtdxdt + JIR Bl/!, (vo) ç(0) dx

= jQ (b (u) - b(k))-i çtdxdt JIR (vo - b(k))+ ç (0) dx.

Ainsi donc, passant à la limite quand é --t 0 dans (3 - 24), on obtient:

JQ (b (u) - b(k))+ çtdxdt +JIR (va - b(k))+ ç(0) dx =

= JQ Ho (u - k) [(h - H (k))çx fç] dxdt+

+ lim J (h-H(k))H;;(cp(u) -ep(k))xçdxdt.
e-->O Q
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D'où (i) .

De façon analogue, on montre (ii)

D'où le résultat du lemme .

Avant d'établir la preuve du théorème 41. donnons quelques hypothèses
complémentaires.

La fonction a :IR2
----t IR satisfait deux conditions

la (x, z) - a (y, z)j :::: w (:c - y, z) où west le module
de continuité de a (., z) .

la(x,z) - a(x,z)l:::: AI (x) Iz - il (H5).

w E C (IR2
) est une fonction positive telle que w (., z) est croissante et

w (0, z) 0; M est une fonction continue positive.

Preuve du Théorème 41 :

Soient deux paires différentes de variables (s, y) et (t, x) dans Q .

Nous notons Ui = Ui (s, y) ,fl il (8, y) , VOl = VOl (y) et, U2 = U2 (t, x),
h = h (t, x), v02 = v02(x).

Soit ç une fonction test positive de D (Q x Q), alors

(3 - 25)

et

(3 - 26)

Soient:

(s, y) t---> ç(t, x, 8, y) E D ([0, T) x IR) V (t, x) E Q

(t,x) t--->ç(t,x,s,Y)ED([O,T) xlR) V (s,Y)EQ .

Qi {(8, y) E Q 1t.p(ud8, y)) E E}

et

Q2 {(t,x) E Q 1 t.p(U2 (t,x)) E E}

On déduit que

(3 - 27)
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et

(3 - 28)

On montre que :

{

HO(UI-UZ)
(3 - 29)

dans [(Q\Qd x Q] U IQ x (Q\Qz)].

On remplace dans (i) ,U par UI et k par Uz et on intègre sur Q\Qz ; dans
(a) u par Ul et k par Uz et on intègre sur Q2. Ensuite, on additionne les deux
inégalités et on obtient :

- fIÇ}dydsd::cdt-

(3 - 30) -J (VOl - b(uz)t t,dydxdt :S
({O}xIR)xQ

:S - lim J (hl - a (U2, 0)) Hé (<P(UI) - <p(uz))y E,dydsdxdt
é-.....O QxQ

De même, on remplace dans (ii) , k par Ul et u par Uz et on intègre sur
Q\QI ; dans (b) , k par UI et u par Uz et on intègre sur QI.

Ensuite, on additionne les deux inégalités et on obtient:

J Ho (UI - U2){ (h2 - a (Ul, 0)) t,x - (b (uz) - b (UI)) çt - hE,} dydsdxdt+
QxQ

(3 - 31) +J (b (ud - vo2rt çdydsdx ~
Qx({O}xIR)
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Maintenant, d'après (3 - 26) , on a :

(3 - 32)

(car hl ne dépend pas de:c ).

(3 32) donne:

Ce qui donne en utilisant (3 - 28) et (3 - 29) :

On a également :

(3 - 34)

(car 11,2 ne dépend pas de y ) ;

ce qui donne à l'aide de (3 - 27) et (3 - 29) :

Injectant (3 - 33) dans (3 - 30) , on obtient :
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(3 - 3G)

Injectant (3 - 35) dans (3 - 31) , on obtient:

/
' Ho ('Ill - U2) {h 2 (çx +çJ - (b (U2) b (ud) çt - f2ç} dydsdxdt

. QxQ

(3 37)

(3 - 36) - (3 - 37) nous donne :
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+ (.1"2 - fJ) Ç}dydsd:t:dl-

(3 - ;)8)

+ Hm! (h2-a(ul.O))He,.(rp(Ul)-rp(U·2))~dydsdxdt
,,~-tO QxQ

On a

car Ul ne dépend pas de x.
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car 1î2 ne dépend pas de y

Ainsi (3 - 38) devient ;

+ (/2 - Il) Ç}dydsdTdt-

(3 - 39) -J (VOl - b(lIz)t t,dyd;rdt - j' (b('lld - V02 r çdydsdx
({O}xIR)xQ Qx({O}xIR)

<

[-

Compte tenu de la monotonie de a par rapport à la deuxième variable,
on a:

(3 - 39) devient:
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(:3 - 40)

-l' . (b (ud - '/)(1)) tdydsr/:c
. Qx({U}xIH.)

<

}~!!..1JJQXQ [a (u2.so(udy) - aCl/l,P(7J1)y)] \JHc (so(ud - tp(u2))çdydsdTdt

(3 40) devient :

j- (1'2 - fI) Ç}dydsdxdt-

j' (VOl - b (U2))+ çdydxdt - J (b (ud - V02r~ çdydsd:c S
({O}xIR)xQ Qx({O} x IR.)

<

Il suffit maintenant de montrer que :
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et

Nous allons d'abord montrer que :

a 1

la deuxième se fait par un raisonnement analogue .

On a :

w E C (IR2
); elle atteint donc son maximum et son minimum sur tout

intervalle fermé borné de IR. En particulier sur ['Il (ud, 'Il (U·2) + c] qui est
borné car Hulloo est finie.

Il existe alors me et Mf; E IR tels que :

D'après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe 1"1 (é) et r2 (E:)
dans ['Il (U2) ,'Il ('U2) + é] , QI'; et (JI'; tels que:
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A{, W ((rp~l)O (cp (U2)) (cp-l)O (1'2 (é)) , (3,,) ,

Comme l'] (cê) et 7'2 (:ê) E [cp ('11.2), rp ('11.2) +s] , on a

(rp-l)n (cp (1/2)) ::; (rp-l)O (7'1 (c)) ::; (cp 1)0 (cp (U2) + c);

(cp -1 )() (cp (1/2 )) ::; (cp-1 )0(7'Z(E)) ::; (cp ~1)Il (rp ('11.2) +

Il existe (JI et Oz E ]0, 1[ tels que:

(rp~1)O (1'1 (:::)) 01 (:p-l)o (cp (112)) + (1- Gr) (p 1)0 (tp (ud + E:)

(cp- 1)0 (1'Z(s)) = 02 (cp' 1)0 (rp (U2 )) + (1 - {}2) (cp- 1)0 (cp (U2) + E:)

Par conséquent:

On obtient donc:

Hm me w(O,a) = 0 et lim Me w(O,(3) = 0,
e-~ e-~

Finalement , on a Fe ---t 0 quand é ---t 0 ,

Utilisant le théorème de Lebesgue puisque cp (U1) est borné, on a :

d'où le résultat .

De ce résultat et de (3 - 40) , on déduit l'inégalité suivante:

+ (J2 - Ir) ~}dydsdxdt-
(3 41)

-J (VOl - b(uz))+ çdyd.Tdt - J (b(ur) - voJ+ (,dydsdx
({O}xl'è)XQ Qx({O}Xl'è)

:;0
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Nous utilisons la technique du dédoublement des variables de Kruskhov
( cf. [Ca] ).

Soit ç E f) ([0, T) x IR) telle que ç;:::: 0: soit Pn et PI deux suites
régularisantes classiques dans JI?

On définit d n .l ) (t x S 'YI) = (: (t, -+ s ~~ + y) P (:r - JJ) f) (.t~~) 0

<." '0" <, 2' 2 TI, 2 r-l 2 '

alors ç(n,:) est une fonction positive satisfaisant (3 - 25) et (3 - 26)
pour net l assez grands,

D'après (3 - 41) \ pour n et l assez grands, on obtient:

j' Ho (UI U2) {(hl - h2 ) (C + çy) + (b (U2) - b(ur)) (çs + çt)+
QxQ

(3 - 42)

Définissons

-J (b(Ul) - voJ+ ÇPnPI dydsdx ::; O.
Qx({O}xR)

'Pl (t, x, y) J~ ç (~, x ~ y) Pl (~) di'

=J+ l ç(~,x~y)Pl(~)dr
rnm(t'T)

car SUPP(Pl) C [-},}] ,

Puisque U2 est une solution entropique \ on a
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]
et comme !.pCI) s'annule quand t 2': l . on obtient

(3 43)

hPn!.pCI)}dydxdt - J (VUI - vo2 )+ Pn!.p(l)dydx.
({O}xJRlx({O}xR)

La première intégrale du second membre de cette inégalité converge vers
o quand l --? +00.

De plus on peut supposer que PI (8) = Pl (-8) \:j 8 E IR alors:

(
x+ y)

x+y ·T ç °'-2-
Hm !.p(I)(0,X,y)=Ç(0'-2-) lim f p/(r)dr= 2

/-->+00 l-~+x Jo
\:j (x, y) E IR x IR.;

comme !.pCI) (0, X, y) est uniformément borné dans Loo (IR) x Loo (IR),
nous déduisons que la deuxième intégrale du second membre de (3 - 43)
converge vers :
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11 +2 (VOl - V0 2 ) Pnf,dyd.T
. ({o}xm)x({O}xR)

Ou conclut alors que :

(3 - 44) > - r ~ J (.- 1 )+- lm 2 VOl 'f02 Pnf,dydx --
n~-l+oo ({O}xJR.)x({o}xm)

lJ += -2 (vo) - v02 ) f,dx
({O}x ml

De façon similaire, en considérant la fonction

-/ fT (r' x+ y) (r')r.p(s,x,y)=--= sf, 2'--2- Pl -2 dl'

! ( )
1 r' x +1) r

= f, -, --' P - - dr'Jroin(-.Il· 2 2 ,( 2)

et le fait que Ul est solution entropique, on déduit:

- Hm sup lim supJ . (b (Ul) - vo2 t f,PnPI dydxds 2:
n--.+oo /--'+00 QX({O}xJRl

(3 - 45)

If (ra
2 ({O}x m) )

Finalement 1 passant à la limite dans (3 - 42) quand n ----. +00,
1 ----. +00 , on a :
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JQ Ho ('111 - '112) (hl - h2 ) ~x - JQ (b (ur) - b ('l12)t ~tdxdt-

-/ (VOl ~ V(2)+ ~ (0) d.r: S; l' Hu ('11.[ - '112) (fI - 12) d:uit
. [R • Q

d'où le résultat

Nous donnons maintenant un résultat dù. à Maliki et Touré (voir [MT2])
qui assure le principe de comparaison pour deux solutions entropiques de
(PE) qui vérifient l'inégalité de Kato.

Proposition 43 : Soient '111 et U2 E Loo (Q) tels qUé' '-P (1ldx et '-P (112)x E

Loc; (Q). Si b('l1d, b(U2) satisfont l'inégalité de Kato et b (111 (t)) ---+ VOl dans
Ltoc (IR) ! b(U2 (t)) ---+ v02 dans Lroc (IR) quand t ~ 0 essentiellement;
alors 'Ill, '112 satisfont le prindpe de compamison:

{ pour tout t E [0, Tl

Pour plus de clarté, nous dormons la preuve de cette proposition qui est
l'adaptation de celle faite pour la preuve du lemme 11 de [MT2].

Preuve de la proposition 43

Soient U1 et '112 E L= (Q) tels que:

(3 - 46)

JJQ Ho (U1 - 712) (hl - h2 ) çxdxdt -

JJQ (b (ud - b (U2)t çtdxdt - JIR (VOl - vo2t ç (0) d:E ~

S; JJQ Ho (ur - '112) (JI - 12) dxdt.

On doit estimer:
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On a

A-

Utilisant les conditions sur a, on obtient:

et

avec

Co = sup {M (x) : Ixl :s max {lI ullloo ,1I'u211c"J} .

Soit (, E CCX) (IR) avec : (, (x) =1 sur [0,1], (, (x) =0 sur [2,oo[ et
e:s o.

Soit Çn (x) = (, ('~I) alors (,n E D (IR) et O:s Çn :s 1 , ç~ =0 sur

IR\ {x E IR, n:S Ixl:s 2n}.

Nous avons tout d'abord 1 avec ce choix de ç
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Posons w(t,x) = (b(Ul) - b(U2))+ (t,x) , Wo (x) = (VOl - voJ+ (3;) et
c (t,x) = (.fl - ht (t, .7:),

(3 - 46) devient

Cl et Cz sont des constantes dépendant seulement de (Co, cp).

Quand s tend vers 0+ , nous obtenons :

f w (t, x) dx ::; f w 0 (x) dx+
{Ixlsn} {!xiS2n}

(3 - 47) 1 JTJ 1 JT)'+ 2" Czd.Tdt + - w (w, 1/;) dxdt+
n 0 {n5IxISZn} n 0 {n5Ixl52n}

+ fT f c (t, x) d:rdt
o {lxI52n}

Alors d'après (3 - 47) , on a w(t,.) E Ll (IR) .

Pour un 8 > 0, on a :

fTf JTfw(w,'I/;)dxdt ~ w(8,'l/J)dxdt+
o {n5Ixls2n} 0 {nslxI52n,w$6}

JTJ+ w (w,'I/;) dxdt
o {nslxlS2n,w>,s}

puisque w (w, '1/;) ~ Cw ,où Cw est une constante positive, car wE
Loo (Q) et '1/; E Loo (Q)

Finalement , on a :
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IJT J T
(3-48);; .. 'W(W,'IjJ)dXdt:::;2W(8)T+-CUl~J w(t,x)dx.

. {} {n~lxI9n} n 8 {n~lxI9n}

On sait que w(t,.) E L1 (IR) ,alors lim J w(t,:r;)d:r:dt == O.
n-·-+oo {n~lxl~2n}

Faisant tendre n vers +00 ,et 8 vers 0+ dans (3 - 48), le quatrième
terme dans (3 - 47) converge vers O.

Par conséquent quand n tend vers +00 et 8 tend vers 0+ dans (3 47),
on obtient le résultat de la proposition.

3.4 Solutions Faibles

3.4.1 Introduction

Nous considérons toujours dans cette partie le problème (PE).
Nous avons montré dans la section précédente que sous certaines hy­

pothèses et si la donnée initiale est dans le domaine généralisé de Ab, alors la
bonne solution est l'unique solution entropique de (PE) (unicité de b(u) ).
Mais, la difficulté dans cette section, est que nous ne savons pas caractériser
les éléments du domaine généralisé.

Dans cette partie, nous montrons que sous certaines conditions, la bonne
solution est solution faible d'énergie finie de (PE).

Notre démarche s'inspire de celle faite par Bénilan et Wittbold [BW1]
pour l'étude du problème d'évolution:

b(u)t = diVa: a (u, Du) + f
Nous ne savons pas pour le moment montrer l'existence ni l'unicité de

solution entropique pour le problème (PE) dans le cas général que nous
avons considéré.

Bénilan et Touré l'ont fait dans le cas où b = id. Ce sont ces difficultés
qui nous ont amené à introduire la notion de domaine généralisé dans la
partie précédente et par la suite, dans cette section la notion de solution
faible d'énergie finie.

Nous obtenons les résultats de cette section en considérant la condition
de structure de AIt et Luckhauss [AL].
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car

Il faut noter que dans certains cas ~ cette condition n'est pas éssentielle
comme elle parait l'être ici j c'est le cas par exemple de l'équation en une
dimension d'espace: (v - 1)7 = F (v)J.' + Vxx pour laquelle Bénilan et Wit­
tbold ont montré ( voir [BI112] ) que sans la condition de structure, la "bonne
solution" est "l'unique" solution faible.

Par contre, dans le cas général que nous considérons ici, nous ne savons
pas s'il y a existence de solution faible, ni même unicité sans la condition de
structure de AlI, et Luckhauss.

3.4.2 Position du problème

Nous reprenons l'étude du problème d'évolution (PE) .

Nous montrons que la "bonne solution" de ce problème est solution faible
d'energie finie.

Pour cela, nous introduisons quelques définitions et notions nécessaires
à la suite du travail .

Nous introduisons la fonction B (z) = j~ sdb(s)

Pour toute fonction monotone croissante p : IR --t IR avec p (0) = 0,
w E IR,

Bp,w(z)=jZ p(s-w)db(s).
w

Notons que:

(3 - 49) Bp,w (z) - Bp,w (z) "2 p (z - w)(b (z) - b(z))

Bp,w (z) - Bp,w (z) J: p (s - w) db (s)

"2 p(z - w) (b(z) - b(z))

(puisque s - w "2 z - w alors p (s - w) "2 p (z - w) ).

j
b(Z)

'l/J w(b(z)) = p('_W)o(b-l)O(s)ds
p, b(w)
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f
UI

= Z p (s - w) db (s ) ( par changement de variable)

v z E IR.

Bk(z) j,zTk(S)db(S) on n,(z)=inf{lzl,k}s'igno(z)
Cl

Pour simplifier les écritures, nous notons Bp (resp.'ljJp) si w = 0 .
On note par B = B id ) Bk BTk et 1,'.', 'lh sont définis de la méme

façon.

La notion de solution faible est identique à celle donnée dans la section
précédente.

3.4.3 Existence

Nous montrons dans cette partie, l'existence de solution faible pour le
problème (PE). Il est connu d'après les travaux de Ait et Luckhauss (voir
[AL] ) que pour obtenir l'existence de solution faible, la condition initiale
devrait satisfaire une certaine estimation d'énergie.

Pour le problème (PE), l'estimation d'énergie est de la forme:
'l/J (b (Uo)) = B (ua) E L1 (1R); et dans ce cas, si u est solution faible, u

est d'énergie finie.

Nous donnons d'abord un lemme qui est l'estimation d'énergie finie.

Lemme 44 : Soit'l/J E CO,l (1R) J 'l/J monotone; soit Va E L 1 (1R) et Va E

R(b) telle que B'l/J (va) E Liac (IR). Soit u une fonction mesurable telle
que b(u) E Lfac(Q) , b(u)t E L2(]0,T[;HI~; (IR)) et b(u(O,x)) Va (x) V
x E IR,. et telle que 'II (u) E L2 (JO, T[; Hl~c (IR)). Alors on a ; B'I/J (b (u)) E

LOO ([D, Tl; Liac (1R)) et pour tout t E [0, TL on a :

(3 - 5D)

JIR B'I/J (b (u (t))) ~ (t) dx - JIR B'I/J (va) ~ (D) dx =

1: (b(U)tl'lf'('P(U))~)dt+ 1:1IR B'I/J(b(u»~tdxdt
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ailleurs

'tj ç E D+ (Q) avec ç (1') O.

Où on a posé :

.... {J'~1/'(CPO(b_l)O(1"))d1>
E1b (8) = 0

+00
'tj 1/' fonction c7'oissante telle que 7/' (0) = O.
Si de plus B,ù (L'O) E Li (IR) alors B'!J (b (u)) E L'x, ([0,1'] ;Li (lit)).

Preuve:

Puisque '~) est croissante alors Ev, est une fonction convexe

Nous construisons ensuite une approximation de'ljJ :

'I/J (n)

'I/J (8)

pour 8 > n

pour - n :s; 8 :s; n

pour 8 < -n

On sait que B1/Jn est une fonction lipschitzienne continue et Eli'n (vo) E
Lioc (IR) puisque (0:::; B1/Jn (va) :::; B1/J (ua) ).

'tj t E [0, Tl , on a :

IE 1/Jn (b (u (t,x)))1 :::; IB1/Jn (va CT))I + I B1/Jn (b (u (t,x))) - B1/Jn (va (x))l

:::; IB1/Jn (vo (x))1 +C (n) Ib(u(t,x)) - Va (x)1 .

Ainsi donc B1/Jn (b(u)) E Lioc(Q) (car Vo E Lioc(JR) , b(u) E Lioc(Q))·

'tj t > 0, r > 0 , on a :

(3 - 51) B1/Jn (b (u (t))) - BV'n (b (u (t - r))) :::; (b (u (t)) - b (u (t - r))) 'l/Jn (cp (u (t))) .

D'après (3 - 49) , on a 'tj t > r ,
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(3 52) 81/'" (b (u (t:)))-Bwn (b (u (t - T))) 2 (b (u (t)) - b (v. (t - T))) V'n ('{J (u (t - T))).

Soit ~ E D+ (Q) avec ~ (T) O.

On multiplie (3 - 51) pal' f, (t) et p - .=)2) par ~ (t - T) ,on a

(3 - 53) {

(3 53) {:::?

(3 - 54)

(B1/\1 (b (tl (t.))) - Bt/'n (b (11 (t - T))))Ç (t) <

S (b (u (t)) - b (u (t - T) )) ?jln ('{J (u (t) )) ç (t) .

BWn (b (u (t))) f, (t) - B>jJn (b (u (t - T))) ç (t - T) .+

+ B1/!n (b (u (t - T))) (f, (t T) - f, (t)) S;

S; (b (u (t)) - b(u (t. - T))) l/In ('{J (u (t))) f, (t).

(3 - .52) donne:

(3 - 55) {

(3 - 55) donne

(B1/!n (b (u (t))) - BWn (b (u (t - T) )))ç (t - T) 2

2 (b(u(t))-b(u(t-T)))'ljJn('{J(U(t-T)))f,(t-T).

B1/-'n (b (u (t))) f, (t) - B>jJ" (b (u (t - T))) f, (t - T)-+

(3-56) +B1/J"b(u(t)))(f,(t-T) -f,(t)) 2

2 (b (u (t)) - b(u (t - T))) 1/Jn (cp (u (t - T) )) ç (t - T) .

On divise (3 - 54) par T et on intègre sur (0, to) x IR , on obtient
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IJ~J IJ~J- B1/Jn (b (u (t))) ~ (t) dxdt - - B1/Jn (b (u (t - T))) ~ (t - T)dxdt+
T 0 IR T 0 IR

1 JtoJ+:;= B1/Jn (b (11. (t - T))) (( (t - T) - ((t))dxdt ::;
o IR

1 JtoJ::;:;= 0 lR[b(u(t)) -b(11(t-T))Jo/Jn(ep(u(t)))((t)dxdt.

L'inégalité précédente donne :

1 Jto-rJ- B1/Jn (b(u(t)))((t)dxdt-
T 0 IR

1 JtoJ-- B1/Jn(b(u(t-T)))~(t-T)dxdt+
T r IR

(3 - 57)

1 Jto J+:;= to-r IRB1/Jn (b(u(t)))~(t)dxdt-

-~ Jr J B1/Jn (b (u (t - T))) ~ (t - T) dxdt+
T 0 IR

1 JtoJ+:;= 0 IRB,.br.(b(u(t-T)))(~(t-T)-~(t))dxdt$

1 Jto1::; - [b(11(t))-b(u(t-T))]o/Jn(ep(1/'(t)))~(t)dxdt.
T O. IR

Par un changement de variable, on a :

1 fto-rJ- B1/Jn (b(u(t)))~(t)dxdt-
T 0 IR

1 ftof-- B1/Jn(b(u(t-T)))~(t-T)dxdt=O,
T r IR

par conséquent (3 - 57) devient :

78



~ ;::-r; IR BWn (b(u(t)))ç(t)dxdt­

~;T f BWn (b (u. (t - T))) ç (t - T) dxdt+
0, IR

(3 - 58)

1 ;to
;+- BWn (b (u (t - 7))) (ç (t - T) - ç(t))dxdt ::;

7 0 IR

1 ;t,oJ::; - [b (u (t)) - b(u (t - 7))]1/Jn (<p (u (t))) ç (t) dxdt.
7 [) IR

De même, on divise (3 - 56) par 7 et on intègre sur (7, to) x IR :

1;~ j' l;rJ- BWn (b(11 (t))) ç(t)dxdt - - ,B1/J
n

(b(u(t)))ç(t)dxdt+
7 to-r IR 7 0 D~

(3 - 59) l Jtoj'+- .BWn (b (u (t))) (ç (t - 7) - ç(t))dxdt ~
7 r IR

1 JtoJ~ - [b (u (t)) - b (11 (t - 7))]'l/'n (<p (u (t - 7))) ç (t - T) dxdt.
7 r H~

Passant à la limite quand 7 --t 0 dans (3 - 58) , on obtient :

(3 - 60)

JIR B1/Jn (b(u(to)))ç(to)dx - JIR BWn (b(uo))ç(O)dx­

-;:0JIR B,/Jn (b(u))çtdxdt ::;

car J:; IR BWn (b (u (t - T)))Ç (t - 7) dxdt = J:; fi B1/Jn (b (Uo)) ç (t - T) dxdt
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( on a '11 (t) = '110 'ri - T < t < 0 ) .

Passant à la limite quand T.....--....; 0 dans (3 - 59) , on obtient :

J.BljJn(b(u(to)))ç(to)(Ü;- lim SUP~j'7/' B1jJn(b(u(t)))ç(t)dxdt-
R 7-~O T O. R

(3 - 61)

Faisant (3 - 61) - (3 - 60) , on obtient :

(3-62) lim sup~ r rB1jJn (b(u (t)))ç: (t)dxdt ::; { B1jJn (b(uo))ç:(O)dx.
7--10 T Jo JJR JIH

Il suffit maintenant de montrer que:

Comme va E Liac (IR) et Vo E R (b) l puisque D (Ab) est dense dans U,
il existe Vs E D (Ab) tel que :

IIVo - voll L1 (JR) ------t 0 quand E: - 0 .

Il existe donc une suite de fonctions mesurables Us tel que Vs:::::; b(us) et
1p (us) E W1,oo (IR).

Par conséquent
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(3 - 63)

~ f'l" J BVln (b (u (t))) ç (t) d.7:dt - ~ JT J BV!n (vo) ((0) d.7:dt =
T 0 1R T 0 1R

l)''I"J:= -;. [BtL'r. (b(u(t))) - B1/J" (b(u,,))]((O)dxdt+
o /ft

1 JT)'+-;. B'ljJ" (b (u (t))) (ç (t) - ((O))dxdt+
o JR

Nous allons maintenant étudier les termes de cette égalité,

Réécrivons tout d)abord cette égalité comme suit ;

~ JT J B1/J" (b (u (t))) l( (t) - ((O)]dxdt =
T 0 1R

= /TJ B1/Jn(b (u (t))) (( (t) - ç(0)) d.rdt = J'I" / BWn (b (u (t))) (' (fJt) x !dxdt.
o DT. TODT. T

( 0 < fJ < 1 ).

Or / DT. 1BWn (b (u (t) )) Ç' (et) ;: 1 :S M

Par conséquent :

t
pUlsque 0 < t < T =::} 0 < - < 1.

T

(3 - 64) ~ fT f B1/J" (b (u (t))) [ç (t) - ç(O)]d:(;dt --+ 0 quand T -t 0 ,
T 0 IR

Aussi) on a :

De plus
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1 fT/'~ . [b('u(t))-b(ue )]1/Jn(<p(u,o))((O)d:cdt
T O, IR

1 JTj'= .[b(u(t)) -b(uo)J1/Jn(<p(ue ))((O)dxdt+
T 0 IR

Le terme:

~ JT J [bru (t)) - b(uo)]1/1n (<p (u,,)) ((0) dxdt =
T 0 IR

1 fTJ ft ab(u)= -a-1/1n (<p (ue )) ((0) do:dxdt
T 0 IR 0 0:

Comme on a 0:5 t $. T et 0 $. 0: $. t:=:=:} 0: $. t :5 T

dans ce cas, on a :

Par conséquent
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ü.

En utilisant le théorème de la moyenne , on montre que

On a aussi :

(3 - 67) JIR [b (uo) - b(uf:)]'l/Jn (cp (Uf:)) (, (0) dx~ 0 quand c~ ü.

Utilisant (3 - 63) , (3 - 64) , (3 - 65) , (3 - 66) , (3 - 67) ,on obtient:

(3-68)liminf~ fT f B~Tl(b(u(t)))(,(t)dxdt? f.Bvr.(b(UO))(,(ü)dX.
f:----+O T Jo JIR J IR

Des inégalités (3 - 62) et (3 - 68) , il en resulte :

lim ~ r f B~Tl (b(u(t)))ç(t)dxdt = f B~Tl (b(uo))(,(ü)dx.
f:----+O T Jo J IR J IR

Retournant aux inégalités (3 - 60) et (3 - 61) , on obtient :

(3 - 69)

JIR B~Tl (b(u(t)))ç(t)dx - Jli B~Tl (vo)ç(ü)dx =

J: {b(u)p7/Jn(ep(u))Ç)dt+ J:J IR B~Tl (b(u(t)))çtdxdt
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v ç ED+(Q) avec ç(T)=O

Passant à la limite quand n -----+ +00 dans (3 - 69) 1 on a le résultat
du lemme .

Nous introduisons maintenant les hypothèses complémentaires suivantes:

(H6) (a (z, ç) - a (z, O)).ç 2: À (b (z)) ié,12
Ié,! 2: R (b (z)).

v z,ç E IR tels que

Où , À: IR -----+ IR*+ et R: IR -----+ IR+ sont deux fonctions continues.

Enonçons maintenant le résultat principal de cette section

Théorème 45 : Sous les hypothèses (H4) et (HG), et pour f E LI (Q) n

L2 (JO, TL Hl~c (IR)) avec J~ Iif (( ·)1100 dt < +00, Uo E Leu (IR) et B (ua) E

LI (IR), la "bonne solution" u de (PE) est solution faible d'énergie finie
du problème (PE).

Preuve:

D'après la proposition 34, on a

ce qui implique que b (u) E LOO (Q) (car b(ut:) ~ b (u) dans
C ([0, TL Li (IR)); où Ut: (t) = Ui pour t E]ti - l ; td ).

Multiplions (PDE) par 'P (l1i), on a ;

(3 - 70)

=JIR 1i'P (Ui) dx.

Comme Bt/J (z) - Bt/J (z) ~ (b (z) - b(z)) '1/' (<p (z))
on a:
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(b (z) - b(z)).<p (z) 2: B (z) - B (z) .

Utilisant cette relation dans (3 - 70) ,on obtient

L'inégalité précédente donne:

J B (Ui) - B (ui·-d J [( ()) ( )] ()d
IR fi. - t

i
-

1
dx + IR a Ui,<P Ui x - a Ui'O <p Ui x X+

On déduit :

(3 - 71)

car JIR a (Ui 1 0) <p (Ui) x d.T = 0 .

Utilisant l'hypothèse (H6) donnée 1 on a

ce qui implique :

Intégrons (3 - 73) sur ]0, T[ , on obtient :
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(3 - 74)
JIR B (ue (T)) d.T JIR B (uo) d.re +J:JIR À (b (Ue)) l<p (ue)xI 2 dxdt :s;

:s; JT IIJ~III 1I<p (uê)ILXl dt.
(1

On sait que b (ue ) E UXJ (Q) et étant donné que b est surjective alors îL
ê

E UXJ (Q) et donc <p( u ê ) aussi.

Comme Il b (uê)ILXl :s; C , on a -C:S; b (uê) :s; C; et puisque À est
continue et [-C, Cl est fermé borné, il existe a, b E [-C, CI tel que
m = À (a), M = À (b) avec À ([-C, Cl) = [m, M].

Par conséquent, À(a):S; À(b(uê )) < À(b)

(3 - 74) donne :

(3 - 75)

JIR B (ue (T)) dx - JIR B (ua) d:c + À (a) J~JIR l<p (ue)xl
2

dxdt :s;

:s; K J~ IIJê (t)lI l dt.

Or Je E Li (Q) et U est d'énergie finie; par conséquent d'après (3 - 75),
<p (ue ) x est uniformément borné dans L2 (Q).

Maintenant, nous avons : <p (ue)x E L 2 (Q) et <p (ue) E LOO (Q) .

Ceci donne <p (ue ) ---'" w dans Lroc (Q), b(ue ) --t b (u) dans C ([0, T]; Li (IR))
quand E: --t 0 et comme <p 0 b- 1 est un graphe maximal monotone alors
w E <p 0 b- 1 (v) (on a <p (ut:) E <p 0 b- 1 (vt:) avec b (ue ) ve ) où v = b (u).

Ainsi donc, il existe û E b- 1 (v) tel que w <p (û)

Posons û = ((<p + br1)o (v + w) = ((<p + br1)o (<p (û) + b (û))

On sait que û E b-1 (v) {:} V = b(û) .

(b-1)0 est monotone continue p.p alors û est mesurable et on a w =
<p (û) et v = b(û) .
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Par conséquent, <p (ue:) --->. <p (û) dans Ltoc (Q) .

Maintenant l soit ~ E D (Q) , on a :

où li; est la limite faible dans L2 (Q) de <p (ue:)x .

Par conséquent, cp (û)x 'lU.

Soit maintenant ~ E D (Q) avec ~ = 0 sur {T} x 1R; d'après (PDE),
on a , en choisissant une discrétisation uniforme :

(3 - 76) {
J fe:(t)~(t)dXdt=j' {b(ue:(t»)-b(ue:(t-T))~(t)+

Q Q T

+a (ue: (t) ,'P (ue: (t) )x) vç (t) }dxdt.

(3 - 76) donne :

(3 - 77)

(3 - 77)

(3 - 78)

1
J J b('Il, (t)) - b(u (t - T))

fe:(t)~(t)d:r;dt= {e: é ~(t)+
Q Q. T

+a (b(Ue: (t)), <p (ue: (t) )x) Vç(t) }dxdt.

donne

J
fe:(t)~(t)dXdt=J {b(ue:(t))~(t)-Ç(t+T)+

Q Q T

8 1JTJ+a (b(ue (t»), <p (ue (t»)x) -8'~ (t)}dxdt - - b(Uo) ~ (t) dxdt.
x T 0 IR
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Utilisant la proposition 7 (voir proposition (2 5) de [Bh2] ); faisant
tendre T ----+ 0, € ----+ 0 dans (3 - 78), on obtient compte tenu des résultats
précédents de compacité:

/ fE:.dxdt

Q

- / {b (û) ê,t -+ â (b (û), cp (û)x) ;7;Ç}dxdt - / b (un) ê, (0) dx.

Q R

L'inégalité précédente donne

(3-79) /{b(U)tê,+a(û,cp(û)x) ;7;Ç}dXdt

Q

'ri ç E D (Q) avec ç = 0 sur {T} x IR car:

/ fê,dxdt
Q

T

/ {b (û)t çdxdt = / (b (û)t, ç) dt = - Jb(û) ê,tdxdt - Jb (ua) ê, (0) dx.
Q a Q R

D'après (3 79), û est solution faible de (PE) .

Ce qui termine la preuve du théorème.

Nous montrons maintenant dans cette partie que toute sous-solution faible
(resp. toute sur-solution faible) est d'énergie finie si la condition initiale
vérifie une certaine estimation.

Nous introduisons d'abord quelques notions.

Définition 46 : Soit f E L2 (0, T; Hl~: (IR)). Une fonction mesurable u :
Q ----+ IR satisfaisant:

u E L2 (D,TjHloc (IR)) , b(u) E Lioc(Q) , a(u,cp(u)x) E LToc(Q),
cp (u) E L2 (0, T; Hl~c (IR)) est dite sous-solution faible si :

(*) JJQ (b (ua) - b(u)) çt dxdt +JJQ a (u, cp (u)aJ ê,x dxdt :::; JJQ fçdxdt
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v ç E D+ (Q) , ç(T) = 0 .

respectivement sur-solution faible de (PE) si :

(**) / / Q (b (110) - b (1L» E,tdXdt+'/ / Q a (u, ([J (U)x) çxdxdt 2:: / / Q fE,dxdt

V ç E D+ (Q) , ç (T) = 0 .

Remarque 47 : Une fonction u est solution faible de (PE) si elle est
8ous-solution et sur-solution faible de (PE).

Introduisons maintenant la notion de sur-solution intégrale et de sous­
solution intégrale du problème (PE).

Définition 48 : (i) Une sous-solution intégrale de (PE) est une fonction
mesurable u: Q ----1' IR vérifiant b(u) E L~(;c (Q),

ess- hm lI(b(u(t»-b(uo»+1I1 0 ,et tels que,
1-->0+

V W E Hloe (IR) n V:lO (IR) ,

!!.- J (b (u (t» - b (w»+ dx ~ J (J + a (w, ([J (w)x)x) dx+
dt IR {b(u(I))>b(w)}

dans DI (0, T)

(ii) Une sur-solution intégrale de (P E) est une fonction

u: Q ----1' IR satisfaisant b(u) E Lloe (IR),
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ess - lim II(b(uo) - b(u(t))r+II- a ,et tels que;
t---.O+ l

'rj W E HLc (IR) il LOO (IR) ,

avec a (w, 'P (wL')x E L'X) (IR) ,

:J (b (w) - b (u (t)))-t dx ~ J (-f - a (w, 'P (w)x)J dx+
t IR {b(w»b(u(t))}

dans D' (0, T) .

(iii) Une fonction mesurable u: Q~ IR est dite
solution intégrale de (PE) si u est sous-solution et sur-solution intégrale
de (PE).

D'après la théorie générale des équations d'évolution dans les espaces de
Banach ( cf. [BePl, [BB] ), on obtient la proposition suivante qui est une
conséquence directe de l'étude du problème stationnaire.

Proposition 49: (i) Supposons que u soit une sous-solution intégrale
de (PE) pour (ua,!) ,et û une sur-solution intégrale de (PE) pour

(ûo,Î)" alors b (u) et b(û) satisfont le principe de comparaison c'est à

dire:

d
d J (b (u (t)) - b (û (t)) )+ dx ~ J (f (t) - Î (t) ) dx +
t IR {b(u(t)>b(û(t)}

J ( - )++ f (t) - f (t) dx
{b(u(t) )=b(û(t))}

dans DI (0, T) .
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(ii) Si 'li est une solution intégrale de (PE),
alors 'li est une "bonne solution" de (PE).

(iii) supposons la condition suivante vérifiée ;

{

V f E Loo (IR) n LI (IR) , il existe une unique solution du problème;
(CS)

v E Bloc (IR) n Loo (IR) ,v a (v, if! (v)x)x +.f dans D' (IR)

alors si u est une "bonne solution" de (PE) , u est une solution intégrale
de (PE) .

Enonçons maintenant le résultat principal de cette partie .

Théorème 50 : Si '110 vérifie 'l/Jp (b (Uo)) E LI (IR), alors toute (sous/sur)
solution faible de (PE) est d'énergie finie.

Preuve:

Soit w E Bloc (IR)nLoo (IR) avec a (w, if! (w)x) E LOO (IR), ç E D+ (-00, T) ,
P E Po·

Nous prolongeons 71 sur IR x IR par:

si t> T

On pose

{

71 (t) = 0

71 (t) = 710 SI

tjJ=p(b(u)-b(w))ç

1 JHhtjJh = _ tjJ (s) ds
h t
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'l/Jp,w (b (z)) J: p (b (s) - b(w)) db (s) .

On a (b (z) - b(z)) (p (b (z) - b(w))) ~ 'IfJp ,'W (b (z)) 'IfJp ,w (b (z)).

Prenons 4Jh comme fonction test dans la définition de sous-solution faible,
on a:

JJQ (b (uo) b (11. (t))) c/J~ldxdt =

;: ; IR {b (uo) b(u (t))) ~ (c/J (t + h) - <p (t)) dxdt

JT; 1 (b(u(t)) b(u(t h))p(b(u(t)) b(w))ç(t)dxdt
o IR h

~ J:JIR ~ {'l/Jp,w(b (u (t))) - 'l/Jp,w(b (u (t - h)))}ç (t) dxdt.

Ce qui implique que :

(3-80)

J J Q (b (uo) - b(u (t))) c/J~dxdt 2

2 J: JIR {'l/Jp,w(b (ua)) 'l/Jp,w(b (u (t)) )}~(ç (t + h) - ç (t) )dxdt.

Faisant tendre h --t 0+ dans (3 - 80), on obtient :

Hm JJ (b(Uo)-b(u(t)))4J~dxdt2
h--.O+ Q

(3 81) 2 J~JIR {'l/Jp,w(b(uo)) - 'l/Jp,w(b (u (t)))}çtdxdt

=JTçtJ (Juo p(b(s)-b(w))db(s))dxdt.
o Ft u(t)
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Comme 1Jh -----tp(b(u)-b(w))ç dans U(O,T;Hl~~(IR)),ona d'après
(3 - 81) et (*):

(3 - 82)

car ç ne dépend pas de x .

+ J J
Q

ça(u,<p(u)x)p(b(u) - b(w))x dxdt :::;

:::; J JQfçp(b(U)-b(W))dxdt.

Prenons W = 0 dans (3 - 82) , on obtient :

(3 - 83)

J~ çtJIR {7};p(b(uo)) -7};p(b(u(t)))}dxdt+

+JJQça(u,<p(u)x)P(b(U))xdXdt:::; J JQfçp(b(U))dXdt.

(3 - 83) donne :

(3 - 84)

On a:

J~ çtJIR{7};p(b(uo)) -7};p(b(u(t)))}dxdt+

+JJQ ç[a (u, <p (u)x) - a (u, O)]p (b (u))x dxdt+

+ JJQça(u,O)b(U)xPI(b(U))dXdt:::; J J
Q

fçp(b (u))dxdto

(3 - 85) J J Q ç[a (u,<p (u)x) - a(u,O)]p(b(u))x dxdt ~ a
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(3 - 86) 11Q Ça (u, 0) b(U)x pl (b (u)) dxdt =-= 11Q (çG (U)].1: dxdt = 0

où on a posé G(s) = lB a(s,O)b/(s)p'(b(s))ds ,
o

Par conséquent (3 - 84) devient d'après (3 - 85) et (3 - 86) :

(3-87) l~çtllR{7jJp(b(uo))-VJp(b(ti(t)))}dxdt::;1l
Q

fçp (b(U))dxdt

(3-87) ===} 1JR VJp(b(u(t)))td:c::::; 1IRfp(b(u))dx dans DI(O,T)

===} 1JR VJP(b (u (t )))t dx ::::; 1IR f P (b (u)) dx 'V 0 < t ::::; T

===} 1JR 'l/Jp(b(u(t)))dx-1JR 'l/Jp(b(tto))dx::::; 1:1R fp (b(1.l))dxdt

'V 0 < t ::::; T;

par conséquent ) on a :

1 'l/Jp(b(u(t)))dx::::; 1 'l/Jp(b(uo))dx+l
t1 fp(b(u))dxdt

IR IR. 0 R

'V 0 < t ::::; T.

Ce qui achève la preuve du théorème
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Troisième partie

Conclusion et Références
Bibliographiques
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3.5 CONCLUSION

Ce travail a porté sur l'étude de plusieurs aspects mathématiques de
problèmes de types paraboliques-elliptiques non linéaires en une dimension
d'espace.

Nous avons dans un premier temps étudié et montré que le problème
stationnaire associé au problème d'évolution est bien posé en terme de solu­
tion entropique; ce qui nous permettait par la suite d'interpreter le problème
d'évolution en utilisant la théorie non linéaire des semi-groupes (voir [BGPl),
La difficulté dans cette partie est que compte tenu des hypothèses que nous
avons sur la fonction b, il n'y a aucun espoir d'obtenir l'unicité de u .

Dans la seconde partie de ce travail, compte tenu des résultats du pre­
mier chapitre, nous interprétons le problème d'évolution à l'aide de la théorie
générale des équations d'évolutions; ce qui nous a permis d'obtenir un résultat
d'existence (et d'unicité) de "bonne solution" de ce problème.

Par la suite, sous certaines hypothèses additives, nous avons montré que
la "bonne solution" est l'unique solution entropique du problème, puis nous
avons établi l'existence de solution faible d'énergie finie,

Bénilan et Wittbold ont obtenu un résultat d'unicité de solution faible
d'énergie finie dans le cas particulier où <p = id ( voir [BWl] ). Par contre,
dans le cas général que nous considérons ici , nous ne savons pas si la solution
faible d'énergie finie est unique.

Néanmoins, ce qu'il y a d'éssentiel à retenir dans cette partie est que nous
généralisons les résultats obtenus par Bénilan et Touré [BT3] dans l'étude
du problème Ut-a(u,<p(u)x)x=J .

Il est aussi intéressant de noter que l'introduction récente de l'analyse
numérique des solutions entropiques [EGH] ouvre des pistes de recherches de
méthodes numériques consistantes et stables pour la résolution numérique de
ces types de problèmes. Dans ce sens, il faut dire que Andreianov a commencé
à s'intéresser à cette question (voir [BA2]).

Touré et Maliki [MT2] ont étudié la question des solutions généralisées
locales de ces types de problèmes dans le cas particulier où b = id. On
devrait pouvoir en suivant leur démarche, aborder la question des solutions
généralisées locales dans le cas général que nous considérons ici .

On pourrait en somme retenir que ce travail soulève de nombreuses ques­
tions intéressantes à regarder telles que la notion de dépendance continue des
solutions par rapport aux données, l'unicité des solutions faibles d'énergie
finie, la notion de solution généralisée locale pour ces types de problemes ,
la stabilisation des solutions otenues .
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Résumé

La thèse est consacrée à l'étude théorique de d.ivers aspects mathématiques
de problèmes de type parabolique-elliptique C11 une dimension d'espace.

Da11s le premier chapitre, nous faisons d.es rappels et notations de pro­
priét/,s propres à la théorie et aux espaces utilisés.

Dans le deuxième chapitre, nous étudions le problème stationnaire as­
socié au problème d'évolution que nons considérons. Cette étude aboutit
aux résultats d'existence et d'unicité de solution entropique dans le cadre
LI n U X1

; ce qui nous permet par la suite de définir U11 opérateur associé au
problème d'évolution. Nous déduisons enfin de ces résultats, des propriétés
de cet opérateur.

Dans le troisième chapitre, nous étudions le problème d'évolution; nous
montrons dans un premier temps à l'aide de la théorie générale des équations
d'évolutions dans les espaces de Banach, en interpretant le problème d'évolution
à partir des résultats du deuxième chapitre, un résultat d'existence (et d'u­
nicité) de "bonne solution". A l'aide du domaine généralisé, nous montrons
sous des hypothèses complémentaires que la "bonne solution" est l'unique so­
lution entropique du problème. Enfin, nous montrons que la "bonne solution"
obtenue est solution faible d'énergie finie du problème.

Mots clés : Equation elliptique, Problème parabolique, Solution en­
tropique, Solution faible, Solution intégrale, Semi-groupe non linéaire.
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