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Introduction Générale

Unie maniére nnturelle de construire i test. d'adéguation consiste 8 ntiliser
nn estimatenr de {n loi dont on teste 'njustement. Ainsi, le célébre test do
v de Karl Pearson est foudé sur un estimatenr élémentaire de la densité,
I"histogrramme des fréquences, Or, il est bien connn que les estimateors lisses
de In densité npprochent la 1ot des olwervations heanconp micnx ¢ne Phis-
togramme. (et le eng notamment des estimatenrs A noynit et des est trntenrs
par projection (Bosq  Lecontre 1987). Anssi, peat-on espérer gqne les tests
nesocifs A ces ostimatenrs soient plus performants gne le test du y? usnel.
Bae) (T9RG) a comparé par simulation le test de Legendre (c'est-d-dire le test
Iilbertion hngt sur les polynomes de Legendre en tant gue systéme ot honor-
mal) et letest dn 2 ¢ il constate la supériorité du test de Legendre Inrsque In

arianee st plug grande sous Ualternative que sons 'hypothose nolle. Dans e
cas contraire on pent considérer que les denx tests sont. an pire &Gquivalents,
Du point de vae théorigue, Gregory (1977-1980) a 6tudie Uefficacité ot Fopti-
malité des tests d'adéguation. On tronve également des résaltats sar les tests
bawés sur les estimatenms par projection (testg hilbertiens) dans Bosq (1978,
1980, 1981, 1983, 1989, 2000) quand les variables aléatoires ntilisées dans la
statisticpie hilbertienne sont indépendantes. Cette classe de tests contient le
famenx test do x? . 1 obtenu des résultats sur la convergenee of opti-
malité asyinptotique de ces tests sons diverses alternatives. Gadingn (1982,
1983, 2002) , Ignacoolo (2002) et Gadiaga et. [gnaceolo (2002) ont généralisé
cortaing de ces résultats aun cas des variables aléatoires dépendantes. Ponr
effectuer un test d'ajustement, de nombrenses méthodes ont 616 iitrodnites
et étudibes (fonetion de repartition empirigne, cstimation de la densité), ).
De facon générale, on ne pent pas dire il existe nne méthode meillenre que
les nutres, aingi de nonveanx tests sont proposés; soit. plus généranx goit pour
dex fnmilles précises de tois. Actnellement de nombreises méthodes Cestima-
tion fonctionnelle de la densité sont disponihles(voir par exemple 1), Bosq of



LP Lecontre |24]), comme In méthode dy noyan, Inanéthode des “splins”™ on
des séries orthoponales, Dans cette virieté de méthodes, nons avons chowsi
d'utiliser In méthode d'estimantion par projection on des series ort hogonales,
tont d'abord par ce (e Phistogramme des frixpienees en est un cas partienlier
ot done, le test constriit. A partic d'nn estimatear par projection généralise
le test elassige du x? de Pearson. Lidée de constriire nn test d'njusteinent
ascié A un estimatenr par projection d'un parnmétre fonctionnel pent étre
ansst &tendne A la fonetion de regression,

L& travail que nons présenfons rentre dans le cadre général de ces (ests
hilbertiens. Ainsi, le premier chapitre fait une synthése de Uétude de eces
tests an ens des observations indépendantes. Lleflicacité asymptotigne, ains
que Toptimalité des tests constrin(g sont Audiés en introduisant les notions
Fadineence des hypothéses et In pente de Bahadur. On eampare notamment
les tests hilbertiens olenus A partir dn systéme orthonorimal constitué par
les polynomes de Legendre ot le test dn 2 .

les deuxicime et troigidine chapitres sont ane synthdse remaniée des résnl
tars obtenus dans notre these 3dme eyele, Ces résnltats ont fait ohjet de
In sonmission de denx articles dont un a é6 accepté ot e denxidme, snite
nux remarques des referees a GE revise ot il reste A e completer par des
stmtlations. On examine dang ces chapitres les tests sons diverses alterna-
tives pour un processus stationnaire et mélangeant. A temps diseret. Des lois
lindtes ninsi que des vitesses de convergence gui permettent d'étndier ia con-
vergence du test construit sont obtennes. Comine application, nons faisons
des gimnlations snr un provessag antoregressif d'ordre un,

Au quatridme chapitre nous obtenons des théorémes limites dans le cas
on les observations sont. indépendantes et dans un espace de Bannch et plns
particalidrement I'espace C[0, 1]. Les Joir limites des statistiques considértes
sont Gtudiées dang C[0, 1] en utilisant les travanx de Jain et Marcus (1975)
amsi (que le comporternent da niveau di test construit.

L4 ehapitre cing est une prépublication (preprint) que nons avons eédigée
avee R Ignaccolo et porte sar tests de “non-influence™. Apros avoir considéré
Festimateur de la fonetion de régression r (), r(z) = E1Y/X = x| nous 6
dions le test. d’hypothése nulle “ r(z) = este”™ | Clest-ndhire gque la variable
aléatoire X n'a pas d'cffet en moyeune sur 1a wriable aléatoire Y. Des lois
linites sons diverses alternatives sont obtenues aingi gque des conditions néces-
saires et snffisantes de convergence dn test. Des simulations sont. indignées
pour illnstrer certaing résultats,

[\nhin, nons & ndions au chapitre six les testg non paranmé riques de In den-
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sité marginale d'nn processus stationnaire A tenps continm. Nous rappelons
les résultats obteimg par A Frenay (2001) sur Pestimation A temps continn

par projection orthogonale ot nous construisons deg tests sons diverses alter-
natives,



CHAPITRE 1
Une synthése sur les tests hilbertiens
pour des variables aléatoires
indépendantes

I.1 Introduction

Le test du x? de KPEARSON [67] est trés employé par les praticiens
qui veulent ajuster des observations & une loi donnée. L'alternative d'un tel
test reste vague dans Pesprit de Putilisatenr. Pourtant. la statistique utiliste
correspond A un choix bien préeis des hypothoses g et Ty anssi, en
faisant varier ees hypothéses, on pent construire tonte une elasse de tests du
mdime type que le test du x2. Les tests de cette elasse seront appelés “tests
hilbertions™.

Pour honorer le eentenaire du fameux article de Karl Pearson. un collogue
international (“International workshop on Goodness of fit Tests and validity
of models @ GOT 20007), auquel nons avons assisté, a 616 organisé A Paris
les 20, 30 et 31 mai 2000. Ce collogue a permis de célébrer la publication de
I'article de K.Pearson (1857-1936) et faire le point sur les recherches portant
sur les méthodes statistignes lices & la modélisation et A la validation des
moddles (plns de 80 commimications ont 66 faites).

[article itial constitue nne méthode proposée par Pearson dans les
années 1894-1900 pour rendre compte des dounées de toute nature. Apres
avoir choisi la forme fonctionuelle générale de la “ courbe™ de fréquence
des données dont. il 8’agit, et déterminé les “constantes™ dont cette courbe
dépend. il convient de juger la qualité de son ajustement & la nature des



CHAPITRE I
Une synthése sur les tests hilbertiens
pour des variables aléatoires
indépendantes

I.1 Introduction

Lo test du x? de K.IPEARSON [67] et trés employé par les praficiens
qui venlent ajuster des observations & nne loi donnée. L'allernative d'un tel
test reste vague dans Pesprit de Mutilisatenr. Pourtant. la statistigqne ntilisée
correspond & un choix bien précis des hypothoses Iy ot Hy; anssi, en
faisant smrier ees hypothéses, on peat constritire tonte ane classe de tests du
wdme type que le test du x2. Les tests de cotte classe seronl appelés “tests
hilbertiens”.

Ponr honorer le centenaire du fameux article de Karl Pearson, un collogne
intermational (“International workshop on Goodness of fit Tests and vahdity
ol wodels : GOF 20007), auquel nons avons assist 6, a Mé organisé & Paris
les 29, 30 et 31 mai 2000, Ce colloge a permis de c6lébrer 1a publication de
I'article de K.Pearson (1857-1936) ct. faire le point. sur les recherches portant
sur lex inéthuddes statistigques lices A 1 modélisation ot A la validation des
noddles (plug de 80 commumications ont 6t 6 faites).

L'article initial constitue une méthode proposée par Pearson dans les
années 1894-1900 ponr rendre compte des données de toute nature. Apeis
avoir choisi la forme fonctionnelle générale de la “ conthe™ de fréguence
des données dont il s'agit, ot déterminé s “constantes™ dont cette courbe
dépend. il convient de juger la qualité de son ajustement & la natnre des



ohwonations considérées, Certaing des testy de la classe mentionuée plus haut
ont ¢té 6tadics par J.Neyman [65] et E.Nadaraja [62]. Dest tests analogies
ont 6té Ggalement etudits par Bickel et Rosenblatt [9).

Phus récemment, G.Gregory [46,47) a ttadié 1a théorie des gramds &chan-
tillons pour les U-gtatistiques ot tests d'ajustement, ainsi qune sur Pelficac-
ité ot Voptimaliteé des tests quadratiques, Les résoltats obtenns sont ntilisés
ponr déterminer eflicacité asymptotique relative pour les tests statistigques
portant sur deux mesures. De plus, les résultats de Gregory{46| permet tent
d'omenir des tests asymptotigement optimanx.

Ia plpart des résultats Hablis ponr les tests hilbertiens sont. dus A D).
Bosq[14.15.16.17,18,19.23].

Dans [14.15,16] on étadic une classe de tests non paramétriques hasés
snr des statistiques gui sont des normes hilbertiennes, Le famenx test da y?
fait partie de cette classe. Des Lo limites sont fonenies aing ue des vitesses
de convergenee gni pricisent le comportement. asymptotigne des statistigues
ntilistes. Ces vitesses de convergenee permettent d'étuadier le comportement
asymptotique des tests constriits,

Dans [17,18], les résnltats obtenus dans | 14] sont utilisés pour éndier In
loi limite de la statistique de test pour les hypothéses adjncentes a 'hiypot hose
nulle,

Dans [19]. le eas des tests du x? généralisés ost envisagé of on les compare
nvee le test dn y? par des sinmlations.

Dans (28] est abordé le probleme de Peflieacité locale des tests d'ajustement
par I'diligation de Ia pente de Bahadnr(cf. Nikitin 1995).

Ainsi, dans ce ainpitre, nous présentons une synthese sur les tests hithertions
en noud appuyant sur les éades ci<dessus mentiormaes,

1a plan de la sitite de ce chapitre est le suivant :
L'é¢tnde genémle des tests hilbertiens est effectué dans 1a seetion 2.
Dans la 3* section nous étndions le cas on les hypot hidses sont. adjacent es.
La section 4 st consacrée A une comparaison par simulation avee le test dn
x? classigue. Enfin dans 'appendice nons rappelons un résnliat fondamental
pour I'étude asymptotigne des tests hilbertiens : le théortme de Sazonov.



1.2 Tests d’ajustement hilbertien

1.2.1 Les données du probléme

Soit (No)a>y tne suite de vaa indépendantes of de imdme loi, définies snr
e mtime espace probabilise (82, A, P) ot A wlenrs dang 'espace inesumble
(15.8): on cherehe A tester hvpothese /@ “la Joi commune des X est g7,
Co probléme est ¢tadie sons diverses alf ernatives,

1.2.2 Test d’ajustement utilisant un noyau de dimension
finic

1.2.2.1 Loi limite et vitesse de convergence d'une statistique hilber-
tienne.

Lespaee L2(p) stant supposé de dimension an moins tgale A k (& > 2),

considérons un systéme orthononnal (ey,..ex) dans L2(p), avee ¢ — 1, ol
POsOnS :
k
K(xrt)— ci(r)ei(t), (z.f) ¢ £?
1

K{...) &tant le noynn de Pespace veetoriel 5 engendré par (e, - - o).
Considérons maintenant la statistiqne

To() = 3 K(Xi )

Sons /{y. on a

k
To(.) = n(1 + Z&,,,(’j(.))

o

. I G :
njn= ;Z(‘)(X!)i 1= la |k
y 1

Nous avons 'abord les résultats suivants ¢



Proposition 1. St la lot de X; ext p, alors

/.

&

Inv.a
Sul) =T () - )

trad en loi diams 12 (j)vers une v.a 7 gawssienne, centvée ol de mome
npémtenr de covsrumee que

K(X1,.) - E{K(X,))]

la v.a 7 peul s'éerire gous la forme

k
Z = ZZ,(’)()
j ?

On les Z; sutnent des lods normales condrées réduiles indépendandes.

150 (I converge en loi vers @ | ot Q suit une loi du x? & k-1 d.1

St de plus
) .
/ lz fe; P] dp < 00

52

alors, pour lonln > 1 :

aap | P([Sa()* < a) - P(Q <o)
o€t

< co(k ~ 1) x /[Z | e; Pldpn 172
3 2

ol ¢q sl une constanle universelle.

Dimonstration. La loi limite cst. nne conséguence directe du théoréme central
limite dans un espace de Hilbert, et dn fait que la transformation par nne
fonetion continue préserve Ia converpence en loi. §

8



Pour In vitesse de convergenee, on a appliqué le théortme de Sazonov (voir
appendice).

Remarque :
Si la loi commune des X; est. une probabilité v telle gn'il existe j € (2, k)
pour lequel £y soit p-intégrable et d'intégrale non nolle, alors

IS8 > 100 ps

en effer 1a loi forte des grands nombres permet de dire gne

ity ® /(',du /0, ps

Do

k

USal)[* =y @} = oo pa

)y 2

Nons ponvons maindenant constraire nn test hase sor S, (1),

1.2.2.2 Constrinction du test

On veat tester :
Hy : “nloi des X, est g7

contre Hy(F) @ “la loi des X est une probabilité » telle que /o,lht existe et

ext non mdle pour an moins un j € {2,--- k).
Nous avons v qne

Sons I, -
k
ISaCI* =9y 5, — xi_,
2
Soms )
k
I1Sa()|I* = n Zd?" — +00
i 2

D'od un test de la forme

k
~2
n n > w

Jj?



Soit ators e |0 T et w tel que P(Q > w) = «. Alors e fest de la forme e
dessugs est asymptotiquement de niveau ey,
De plus, gous Ihypothése nalle on a -

k
| (et 2:{1";,, >w) o= O1/Jn) (Proposition])
y 2
Reinargues

1. Considérons une partition { Ay, -+, Ax} de Etelle que p; — P(Aj) >0
ot le systdme orthonormal dans L) défini par

{fj —-,’J I/?]/tp _)_ 1.2. "\I

gni engendre un espace veetortel de dimension k et contenant les con.
stantes. Alors

2
152" = Z"
x 12
=El/np,- Zl"f (Xi) — npy
2 1 il

et Ia statistique atilisée dans Je test dn y?.

k
2. On dablit que le test n (‘lfn > w, converge 81 et seulement si
i 2

My =+ 45C et w, /1 —-s ).
Rappelons gqu'un test est dit. convergent 8i son niveau o, tend vers 0,
ef. an puissance p, (v) tend vers 1 pour tonte loi v de Valternative.

o = P12 () > wa

Ba(v) = DollISa()I* >

10



[.2.3 Cas on le noyau est de dimension finie qui varie
avee la taille de échantillon

1.2.3.1 Vitesse de convergence

On considére une snite de systémes orthonormaux (ej,, j > 1) dans L*(j1)
telle que ey, = 1, > 1.
Le noyan K, sera défini par :

kn
Ka(@.t) = Y ein(@)ejult) (7 ) € EX B n > 1
i

on

lim A, = inc

n - -0

ot ol pose

5ul) = VilE S KK - 1]

ot

n

- I > .
“jn = ;Zaj"(kt'% J ? 19 n Z 1

'y
On n le resultat :

Proposition 2. Soil s la loi des X; ef s0il Qy, une suite de v.a.r qui suivent
des lois du 2 dont les dégrés de libesté veapeetifs valent (ky, - 1). Aors

*n
wup | [P(] Sa < a) = P(Qn < )] IS colkn — 1)*/v/n / S les, [F i
nc! i-1

Démonstmiton. La prenve utilise le théordme de Znzonov.

Remnrques

11



1. Pour tester 'hiypotheése 11, "La loi des Xy est o on pent atiliser encore

un test <le Ia forme
-2
"Z"J" >y,

L'alternative (k) sera . par exemple , Vensemble des lois » telles
|
qu'il existe ane snite d'entiers j(n) ponr laquelle :

< inf | /t‘j(n).,,du j< 1o
11

2. Sieyp = ejom >0, j 2> 1 Paltemative sern Pensemble des lois 1 1elles
QUEe, POur au Ioms n j > 2, /r’,-du exisle ot soit non nulle.,

H,(k,) contient alors {ontes les Tois ( differente e 1) qui admet tent
une densité appartenant a L2 ().

1.2.3.2 Convergence du test
On suppose dans cette partie que :

rin = €5, J 2> 1, n > et que les ¢y sont imiformément hornés,

Ky = t00 0t

Km0

Alors on a la proposition sivante

Proposition 3. 1. Pour que le test converye | il est néerssaire ef suffisant,
que Uon aif

1y, - kg

v

—_— ) lw
el

o, /n - ()



2. 8l o [1((K,,) est Lelle que, pony 1 assez grand, on ol

. Wh
iof max | [ e;dv | > myf—
vell 2<j<ka n

ot moesl un enlier donné supéricur o {, alors la convergener de la
puissance rat uniforme sur [l dés que w, —> {00, De plus :

supyen | 1~ pa(7) |= O(1/mw,)

Démemstmtion. Voir (14| p 29-32. o

1.2.4 Cas d’un noyau fixe de dimension infinic

1.2.4.1 Les données dn probléme

On pawe
,('(J'. ’) - X A,‘(',’(J‘)l'_,(')
2 |
RV
M=o =LY A< (o
ot

V2L L2 2 A > 0

I8 (r;) fonnent. nn systéme orthonormal dans L2(je), et In convergence
de Yoo Ajes ® ey alien nu sens de L(p 60 p1)

Enfin, on suppose (ue

sup | ez} =M <oc
TEES2)

[.2.4.2 Vitesse de convergence

Proposition 4. a) St la lov des X; esl p1, alors :

13



1. La suste de v.a hilberltennes :
1 n
] - JYh ) 1 ) >_ I
Sn(.) ‘/ﬁ["?_IK( ) ] n

converye en Lot vers une v.a Z & valeurs dans L2(j1), goussienne, dont
Voptantenr de covariance el celni de IK(XG,.) = 1. Z admel une représen-
(afion de la forme :

7=y NZe50)
Jj 2

onles 75 sonl des poriables gonssiennes cenlites waduiles indépendantes.

2. (S admet une loi limite dont la fonrtion camef fristique eal :

| oo . :
(1) = W1 - 25 A2y) 1/

v 2 2 ~ 2
ASaON* - 1207 = 3 A2z
j')

Ng
supaent | [PUISAH* < ) - PYI1Z]* < o) |
. \2/3 "(")4
< kl’\r(n) + KQ.T/;;!-
on
. 2 V2
- _ ) 2 . - .
Ki= MO+
](2 = 3(101‘4
’\r(n) = Z /\3
jrin) ]
cl

lim r(n) — +oc

n-—-=1{00

14



b) Siles X suivent une los v telle que /rjdu extsle ol eat non nulle pour

auw moms un enfier § > 2, alors

v ?
[Sa (I - => 100, p.a

Démostmtion. Flle est baste sur utilisation dn théordme de Sazonov. Voir
(14] p 13.21. 9

Remarque :
Ia eonstruction du test est nnalogue A celle da eas préeédent.

1.2.4.3 Convergence du teat

Proposition 5. 1o (st défini par

ISa(I* > 10
el converyent si el seulement. a

uy,
W, —+ {20 ¢t — =10
1
Démonstrutson. Ou ntilise la proposition 4. On choisit r(n) de telle sofde que

lew devix inemnbres de Tinégalité tendent vers 0. Dans ces condifions :

g — 0 DY Z 7S t,| — 0 & w,, — {00

Pour I'étude de la pnissance. soit v € H,(A,), et soit ju > 2 tel que
/r md # (1

Comnmme

1S ()|)° < 10, = nX;nfx)-m < mw,

ON A ANSK]

PUISAOR € 1) < Pl1 dgon (< /22051

v “‘ﬂ
Si — = 0 on aura, pour n assez grand,
n

2 12
"i < ('}o’\Jn

n ~— m?

-

15



(i - U donnd). D'on

' hy 1 4y
PUSWOI? < 1) < Pl 1< L2y

m
"l - m -1
< / (I Ujon  ~ Uy, |>| Mn | m )
< M'I( m )2 I
u?ﬂ m - 1" n

par constquent p, (1) -—— 1.9
Remarnques

I utilisant In proposition 4. on voit que le nivean dn test tend vers ().
ot phis précistment que

r(m)?

)

vy = O(L/w, /\:(/:) 1

Par exemple, ponr

A = 03GT), v > 12,

r(n) = OMM*' Y et w, = O(n %'?u)
on obtient
p = ()(l/ngﬁ%)

Concernant. la puissance, on a 1 = 3, = O(1 /n).

1.3 Tests hilbertiens sous des hypothéses adja-
centes

I.3.1 Les données du probléme

Soit M une famille de probabilités sur (F, B), et yt € M, on 8'intéresse
n test

“Hy = 4 contre “Hi = M -4

16



Ponr celn, on g donne e saite v, € M ;n > 1 “ adjncente™ A g1 en
sens (i xera privisée nltérienrement.

Soif fgalement ({ Xm0+ y Xnms 7 2> 1) mne snite de stéquences de vari-
ahles aléatoires indépendantes et de oi v, définies sur V'espace probabilise

(QAD).

{4 comportement asymptotique de Sp(.) a6t 6tudié préeademment Jorsque
Ia loi des X5 est g2 onime oy fixe de la contre hypot hése.

Tei, on s'intéreseera A I'6tude des propriétés asymptotignes loeales an voisi-
nage de 'hypothase nulle.

1.3.2 Cas d’un noyau fixe de dimension finie k
1.3.2.1 Adjacence de v/,

1 st dite sedljncente A g gi e denx conditions stivantes sont vérifites :
Al

/ol / K (r. Ydvm — 1]

converge dawy Y, le song espace de B orthogonal A 1, avee

\/f-;lf l((I,.)lh/n -- ]l AL/ N || q ”2: AQ >

A2 : L'opératenr de comrianee de vy, noté T,

.. tonverge simplement
vers Uidentité de I, ¢’'ext a dlire :

V< jl <k I ()= f(')(',du,l - /(‘.v(l;/,, /r»)-du,, s By

ON 8, ¢ désigne le symbole de Kronecker.,

1.3.2.2 Loi limite de ||S,()|*

Proposition 6. Si Al ¢t A2 sont vénifites, alors on a :

n ”Q(Z"l(xv‘n)-‘“ -Z'fk(xin)) *C"* (Uy tey, U b))
v 1

17



O (Uy, -+ Ux) est un échantitlon de N(0,1), of (v),- -+ (1) est la limile de
V.. arec

Vi, = \/;(./‘(‘;(IU“, cen / erdvg)

rt pny la suile :
k
IS (P = Do 4 ny)?
71

snccessivenent les étapes simvantes :

1) Al et A2 implignent. la convergenee de C,, (matrice de varianees co-
variances de Uy = (Un, - -+ ,Usa)) vers .

2) Uy — U = (U, -, U)qui cst. un vectenr de matrice de covarianee |,

3) La convergence en loi se conserve par continuité,
Pour les détails, voir [18] p.7-8

Remarque :

1Sa()]? converge vers une loi dn ¥2 dicentrée A k degrés de libert &, dont. 1o
pammétre de déeenf rage vt

AL =|| o |I2= lim n || /K(I..)d!’n -1 ]
-~ 00 i

\]

1.3.2.3 Efficacité asymptotique du test

Soit & ¢|0, 1{. Sons Al et A2, In pnissance du test de nivenw asymptotique
n s'Gerit

Pa(k) = P(x"(k, ") > x3)
oN 2 ext défini par la relation

= Px*(k,0) > x7)

18



1.3.3 Comparaison avec le test de Neyman-Pearson

On se dotine ane suite de I)r()l)(’\h;[if(‘h' My de In forme
(l ' “y ) >
1y — M=) jt, 2
L3 ;)‘1 \/'7 l

on Gn ¢ ,1‘2(,‘) et e, I

Posons

n
iy 'y
’ = 1( ] I IY,- =
n E l ( .‘In( ") \/1-')
1
alors e test de Nevinan-Pearson est de |a forme

T, > log(ws,)
on eneore
1 iy Cn 9 ] . 2
—Ae'T, V- — > —|e- Hog(u,) 4 o,
71'.1 5 gail'l 7l',, ZICSRE A
on
) )
fgnll® -~ » 27

Lo test ext de nivenu asymptotique o ¢]0, 1| s

l .
lom = ;[r;'lng(m,,) t ||_q.,||1| -+ N, (1)

HANA &

PN, 1) > N,) =«

Si e --» ¢, Rlomx
1.
w, —+ exp|Nyy — 57)(:2|
Si In relation (1) est vérifibe, on pent chercher la puissance asymplotique du

test.

Sons Ia suite ('nltermatives, on a
1, . ¢
Slextog(wa) = - llgall’]l — N(0,1)

19



alors a puissance asymptotiqne est In limite de

I v
PN, 1) > = [ tog(mwa) = =2 [|ga|]’]
Y Y
on encore la limite de
«© .
PN, 1) > g ~ ;" llgall’]

La limite appartient. & j0,1].

Si g = e, elle vant aloms P(N(0,1) > N, - ).

Sien > 100, alors Ia puissance dn test asymptotique est égala A 1.
Remamue :

Lo test hilbertien de noyan fixe et de nivean asymptotigne o €0, 1| 8 nne

puissance asymptotigue (Sm vaut au plus P(y2(k, %) > x2)

(coei pomr ey = Lef [|ga| -—+ 4?). L effiencité asymptotique d'un tel test
want done

P(x*(k,y?) > x2)
PN@©O,1) > N,(0,1) -7)

Cas particulier pour & = 1. Commne x,, = Nyy2. il vient facilement

PUNL) = 4] > Napa(0, 1)
TOP(N@O, 1) > N, 1) - )

[.3.4 Cas d’un noyau variable de dimension finie

On se donne ici une fuite (K, n > 1) de noyaux définis positifs de mngs
respectifs ky,, c’est A dire :

kn
Z% )ein(w), (#.y) € B
i

ot ey = L

20



1.3.4.1 Loi limite de ||S,()|f*

Propasition 7. Sous les conditions sutvanles

1.
ko == 1o, of kM /n-—s )
2.
ka
n> ([ emlabivaa))? 1
i
9.
limaup | C,. - Ir, |k, <)
n-—loo
{
M—=sup sap | ejn(x) |< 100

2K 1<i<kn, n>1

alove on a

IS (" =

Vit N(0, 1)

Remarque :

1. Si Phypothdse 2) de la proposition ¢i dessus est reimplacée par :

k'l
n
9 p
7 2 et 1
alork on obtient

2
ISa()I” = K
V2k,
2. Nadnraya, dans [62], a obtenu la loi limite de la proposition 7 sons des
conditions plus fortes,

- NV
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1.3.4.2 Etude du test

Soit «r €]0,1].
Si

My = Ny 2k, 1 ky
avee P(N > N,) = o (N suit une N((,1)). Alors

v 2 g
PAISHOI > oa] = (2L > )

—> PN > N,| = o

Fo test st done de nivean asymptotigne a. et sa puissance asymptotigue
s'berit

PIN +U/V2> N,

Remnarque :
Si

Cn = L"tu/'i ot ”.‘]n”') i 'Y')
on 'on a posé

di, kM

a e

alors In pimissance asymptotique du test. de Neyman-Pearson de nivesu asymp-
totique e vaut 1, et done Uefficacité asymnptotique dn test hilbertien optimal
sern 6gale A sa puissance asymptotique, c'est A dire :

llg |l
=PIN+—=—=>N,
‘ [ \/5 l

on g, tend fortement vers ¢

[.3.5 Cas d’un noyau de dimension infinie

Dans cette partie, nous donnons les résultats aans démonstration, elles
sont trés technigues. Pour les détails, voir [17], p 8-20.
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1.3.5.1 Hypothéses et notations

Soit ({Xjae--+ v Xan}, 7> 1) une snite de séguences de variables aléa-
toires indépendantes et de méme loi. On g'interesse ici an comporteimment.
nsymptotique des statistiques ;

Saltra) = \/ﬂ[%Zk’(,\’.‘n.t) - /K(r..)du,,(:)]

ot
Sa() = \/;|'-‘l 3 K(Xin) - 1]
it
Sal) = Sulm + / It ))don(t)
oK' - K -1,

Lorgue la loi de (Xyp, - -, Xan) ost 227, on pose

N
’:)'n = ;;Zl')(./\i")
y )

Cin = frjdl/n

]\'(I,f) = Z /\)(’)(J‘)(’J(’)' (I,') € E2

10

ot

on (¢,), j > 0 st un systéme orthononnal de L2(ji) tel que ep = 1, et on
M1 YE20[ A > A > 1 E/\f < joo

Pocons également

b, = /l('(t,s)h(n)d;l(s)u,.(t)

=3 / eihdp / e;dva
i
ot h € L () tel que /(.’jhdﬂ # 0.

23



[.3.5.2 Proposition 8

Proposition 8. Sous les hypothéses sutyrantes :

1.
$ no
: 2 32—
n'l_’!"'mZ/\j(ﬁ/c)V" ;) =0
it
avee
' 0
2 2
Ajag <4 oo
it
2.

I /rf,-(’,(h/n ~ b 1,0 >1

n ' o

Y A< oo
Alvrs on

a)

ot 7 esl unc variable altatoire gauesienme & valenwrs dans L2(p), de

moyenne
E Ajores ()

iz

et d'opemieny de covariance K'ol('

b)
n Z /\j(‘f“ - ZA?(U)- 1 a5)?

521 jzl

Démnonstration. Voir [17) p 6-7. 1
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1.3.6 vitesse de convergence et efficacité du test
1.3.6.1 vitease de convergence

Proposition 8. Sous lez hypothéses de la proposilion 8, on a :
1SaQ)II* < al = Pl Z °< o |

supaens | P|
23 r
by 4 da)U ) 1 da—

n
i ro

rr(u) o Z ’\f(] ! ”j)2

Jor(n)al

Ta A
. v ]/2 3 /e _‘1/2 .r..g...
Ya = (/()A'l ()Z! /\)) /l(gnln )\/""

et les oy, sont les valewrs propyes de la malrice de varvance covarianee 1Dy,
de tevine gfnél.

(D)ig = /\iA_,-[/!’;C)-l!r/,, - /(',-du,,/('jdl/nl

Démongtration. Voir |17] p 10-18. §

1.3.6.2 Efficacité et optimalité asymptotique dn test

On obtient les résnltats snivants pour 1'6tude asymptotique.
1. Si

1S, — 1121
alors e test de région critigne
(ISaCHI* > )
ot de nivean asymptotique a a pour prussanee asymptotioie :
Pr(r) = PlIZIP > wa)
o w, est défini par

a= P|Z MU > 1w,

jz21



.S

‘ﬂ
v = (11 “‘-’7).11

V

on g, converge fiblement avee

||.‘ln||2 T 72
ot

snp | gal) F
rcl 3 , ”

e

nlor le test de Neyman-Pearson de g contre v, de nivenn asyinptotique
o a pour puissance DUy > N, - 9] o N, verific o = P{U, > N, ).
O en déddnit. alors que le test

ISa(I” > 20

a pour cfficacité asymptotique :
= 4?2 4
p[%? MU, + ) >,
)2

PlU; > N, -]

(o) =

Par ailleurs, les rtsultats obtenus par Gregory dans [47] periettent
d’avoir des tests asymptotiquement. optimanx. Ces tests optinmanx eor-
respondent aux noyanx de Ia forme

{,

: 9 4
K=11+-2 % S hexe,
ol ™ Nl ,Z; S

on Ay < | pour tout j > 2,

1.3.7 Efficacité asymptotique de BAHADUR
1.3.7.1 Définition

Définition 1. Soient (T,,) et (Vi) denz séquences de statistiques basées sur
n nbservalions, choistes pour Lester Uhypothése nulle de base I contre Uhy-
pothése allermnalive,

206



(O sappose que Ualternalioe el cnmetérisée par un pammétr 8 Lel gue ) = ),
il dans 1.

Notons par Ny(ce, 3,8) ln taddle de Uéchantillon nécessasre ¢ ln sépuenee (T,,)

pony ohtensr la puissance 1 el le miveau o pour la voleur allesnofyre du
pasnm e ().

Ny(ev, 1.68) esl défint de la méme facon pour la séquence (V).
Loeflicacsté avlative de la sequence (T,)) pav rapport d la sequence (V) est
éfinve par In quantilé

N" (“s /’| 0)

crv(oan 0y = G

la quantilé

lim ey (e, 3,6)
n-—co

i elle eriste est appelée : Bahadur asymptotic velative cfficiency “ ARE" (ef-
Jimeité asymplotique de BAHADUR). Pour les détails, voir [65] p10-11.

Fa fort, Ueflienctté asymplotique de Bahadur a é1¢ miswduile par Bahoduy

depaia [000) dans son article “Slochastic compasison of lests * dans Ann . Math. Salistirs
A, p2T6-295.

1.3.7.2 Hypothéses et notations

Les hypothases sont colles de 1351, o on a post

I" - z /\Jl’j bl I’J

30

K’ "k——l*z,\r‘/y\r (1)

j>1
} o
qupsnp](*, (7)) < +o00, |A;] — 0, et Z,\2 < 0o
1>1 r€E I
Posons
A(v) = ”/K'(Jr,_)d&/(r) , v €1

27



1.3.7.3 EfRcacité relative de Bahadur
n) Le test hilbertien

Proposition 10. La prale de Bahadur du Lest défint par
ISa (NI >

o=l donnée par

&) -

A/\(.;’)(l | O(1))

des que A(v) - 0.
Deésmonstration. Voir Nikitin [65] p 6-7 o 23. g

Rewinrqnes :
Si

r—(1 Yy h).

AV

hl< 1, hdy =10, ¢t Wdp >0
| / !

nlors on obtient
ct¥'(v) = S (—~—’\‘ )1(/ hejdp)?
S < /\1 J

par conséxpient | e meillenr noyau (dans le sens de Poptimalité dn test) de
In forine ci-dessus K' = K - 1 s'¢erit. :

h h
K,=—&——
S T TP

(voir Gregory section 1.3.6.1).
Par smite :

¥ w) =)
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b) L test de Neyman-Pearson
Ia pente de Bahadur ponr le test de Neymnn-Pearson est donnée par

O / (1% W)log(L -+ h)dy

{(voir Van der Vaart. [75] p.208).
alors eflicacité relative de Bahadur du test fonctionnel basé sur J<G est.

Bl
Bp(h) = 1Al
2/(1 I og(1 - h)dye

Notons que

lim En(h) =1
,,—0

Mo

Ce qui prouve eflicacité relative du test fonctionnel par rapport au test de
Nevman-Pearson,

1.4 Tests du y? généralisés

Dans cotte section, il #'agim de comparer un test hilbertien an test du y2,
La base orthonormale choisie est celle deg polynomes de Legendre en raison
de lenr simplicité de mise en ocuavre.
Ce test Hilbertion sera simplement. appelé “test de Legendre ™.

1.4.1 Tests hilbertiens

Nous gupposons ici que les variables aléatoires sont A valenrs dans un
intervalle D de longueur finie on infinie. Soit. 12 une probabilité sur 12, on se

propose de tester Plypothese H 1a loi des Xy est . ™. Comime au [.2.2. on
n;



D'on la statistigne de test

k
T, = "Z'i‘in -y

j-0

ot un test de région critigue T, > e, 00 ¢, est choisi de manidre convenable,
Remargue
Lo test du y2 correspond an choix d'un syxtéme de Ia forme

(B~ P, j= 00k

on les B forment une partition de I telle que m(13,) > 0 ponr towt .
Pour effectuer e test de Legendre, on cominenee par amener les observaljons
sur |-1,1] en posant

Y, = 2F(X;) =1, i=1,--.n

O T7 désigne Ia fonction de répartition de m supposée continge. Sous H, les
Y; smivent la loi nniforine U sur [-1,1].

Le systdme (o) est obtenn en ort honormalisant par rapporf. & U les polyndmes
I LR

On obtient. ponr tont j :
ey(r) = (14 2)2P(2), = € |-1.1]

on

A

B = Shaw

(2 -, re[-1.1)

Voiei les premidres fonctions e
('n(f) -1
elr) — Var
i
ea(r) = 5V5 (357 - 1)
ealr) = =/7(527 - 3r)
ca(r) = = (3521 - 3022 - 3)
en(x) = =V11{63z* — 702" 4- 15z)
re(r) = EM(mz“ ~ 3152* 1 10522 -- 5)

[l resste & examiner la question pratique.
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1.4.2 Choix des cellules dans les tests du y?

Des dtudes faites ont. iodifié les eritéres de choix des eellules dans le test
du ,\".
Sile choix des eellules &qumiprobables sous H est considéré comnme aequis,
c'est le nonthre de cellnles & choisir qui a &E enitigné par les antenrs tels gue
Best-Rayner (1981,1982,1985), Kallenberg (1985).
lls =0 wont rendns compte que le nombre k'=k {1 de cellnles assurant wne
honne puissance do test 6tait beauwconp plus petit que ne Findiguaient les
rgles nsuelles de Mann Wald (1942) et Kendal (1973) gni conseillent de
choisie k' de Vondre de n?/5,
[4= alternatives étant contaminantes ot contigulss, le nivean A 5% et n Gpal
A 0. BEST-RAYNER proposent. une rdgle du type snivant @ 2 <k'< 6. Si
In quene de I'alternative est ping faible gue celle de m, K voisin de 10 s les
quenes sont analognes, 15 < A < 20 si la gnene de Valternative est nettement.
plng lonrde. Dauns des conditions du meme genre la fonnule de Mann-Wald
donne ¥ = 23, La difference est done zensible, [ sinmlations dont nous
midons compte ici confirment In néeessité de choisir & petit pour avoir nn
lwm fest,

[.4.3 Choix du nombre de polyndmes dans le test de
lLegendre

Lo ehoix de ce nombre est 1ié au choix de la dimension dans In eonstruetion
de estimatenr de la densité par projection.
Danx [15], Hart. donne des méthodes pour le choix de ordre des coefficients
de Fourier intervenant dans 'estimation de la densité.
Fan pratique. on fait ane premidre shimlation pour détenniner un ordre de
prandene misonnable poar le nombre de polyndmes de Legendre entrant dans
In statistique T,,.
Pour des raisons de commadit 6, le probléme a 666 transpose snr D = 0, 1] en
considérant les F(x;) an liew des Y; définis an 1.4.1, e gqui pennet de prendre
en compte comme altermatives in certain nombre de lois Béta. Dans chaque
eas, i a M6 tire 1K) ¢chantillons et In puissance empirique a 6té ealenlée en
ponrcentage de rejets, Voict les résultatg obtenis pour un nivean a 5% ot
des tchantiflons de taille H). A la lecture de ce tableat, on constate que des
wleurs de K relativement faibles permettent dobtenir une bonne puissance.



Parnttres .
Nombre de Polynomes refenns
de B(r, s)

r 8 2 3 Z’) 6 7 8

0.5 0.5 137 88 87 01 92 03 97 100
)5 0,8 79 91 92 95 95 95 09 08
0.8 0.8 G 10 22 26 24 25 52 13

0.5 | 98 98 100 98 98 98 100 N0
0.8 | 26 23 24 22 21 19 HR 8l
| 1 1 9 6 8 8 7 30 3l
0,0 09 9 7 10 10 1l 11 38 37
1 0.8 20 20 28 27 20029 73
1 3 95 6 4+ 3 2 29 32

[.4.4 Comparaison empirique des tests de Legendre et
du y?

La comparaison des denx tests s'effectue dans les mémes conditions qne

préceédenument : enlenl des puissances empirigues an nivean 5% of avee des
echantillong de taille 50 on 100.
Compte tenn des résnltats preliminaires le nombre de cellnles varie de 2 A 1)
pour lo test dn 2 ot le nombre de polynoimes de LEGENDRE de 2 A 6. Nons
dommons en Appendice 2 des conrbes de pnissance ponr différentes hypot hoses
nlternatives 11,. Le nombre de cellnles (respectivement de polyndmes) st
cn abscisse ot les puigsances en pourcentage en ordonnée. [og conrbes de
puissanee dn test de LEGENDRE sont en traits pleins, celles du test du y?
sont en pointillés,

[l apparait clairement que le test de LECENDRE est perforinant of que
s mise en euvre o8t simple. Le choix du notmbree de polyndmes in'est pas un
probléme majenr car une valeur telle que k' = 5 assure une houne puissance
dans des cas trds varics,

La comparaison des denx tests montre la supériorité du le test. de LEGEN-
DRE lorsgne Ia variance est plus grande soug Ualternative que sons TE Dans
te ens contraire on pent considérer gque les deux tests sont an pire équivalents.

On trouvera au paragraphe LS ci-dessons en appendices, Je théoréme de
Sazonov et les courbes de pnissances pour differentes hypot hoses altermatives

Ha(cf [19] p.49-52).
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Apres avoir Gadi@ les tests hilsertiens ponr les wariables aléatoires in-
dépendantes, nons noug intéresserons an prochaim chapitre anx tests hilber-
tiens ponr les processus stationnaires et mélangeants. En effet, les wariables
altatoires dhudides sont le plus souvent correltes, 1l est done intéressant d'ex-
aminer comment les résaltats obtenng ci- dessus peuvent 8tre génémlisés an
eng des variables dépendantes,

1.5 Appendices

1.5.1 Appendice 1 : lc théoréme de Sazonov

Soit (Ua)a>y une suite de de v.a & valeurs dans 2%, indépendantes of de
intme loi o, centrées et admettant wan moment d'ordre 2. Soit C 1a classe de
convexes de % Enfin, soit ¢ = (fy.---,1,)) une partie finie de 7% 1elle gue
lest prodmits sealnires

(o) l--1,--- &

wient des roar non correlées. Alors

x
sup | Po(B) = N(B)| < t'ok"IZ pf"]n“/?. n>1
fHeo i 1

o I, désipne fa loi de
>

N est I Joi normale possédant les imémes moments d'ordre 1 et 2 que v, ot

EQ(Us 1) .
o1 on A posd pf” = (F(f:g] ” ;:1)1/) ) €2 -vl‘?-W"&\AﬁMJL AAne. u’\‘w‘b\.«)ﬁ /U\-hu/weﬂt_
2 14

Preuve du thtordme de Sazonov Voir (T1] p 208

Appendice 2 : Courbes de puissances pour dif-
. hypothéses alternatives Ha
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280 "\ 80 -
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20 20
10~ 104 . ‘
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34



100~
90 -
80 ~
70—
GOJ
S0
40— R
30 ’
204 /

10—

100
90

70—
60

50— o

401 /!
30 J
2004

1-0—‘ -

35

100 -
907

80 -J
70
60

H:N (0,1)
H, : N2
n=50

100

90
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100— 100
o ~—" 90—
20 . 'f"\‘ 80 .J """"" ‘i‘\\.
| 4N 70+ e
o PN 60—
7
50~ ,,' 50~
40~ J ‘ 40-
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04 | 20
101,’ 10~
rs trvJlrtrt1toJirmregeryTTmY v U F 7 17 | L AR ) {
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80 — ' 80 ~
70— 90+
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10 .-% T eee T 10 |
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90 - 90—’.{.:‘%,_._.
80 —~ T
‘701
60 -
50
40 40—
30— 30~
20 20
10+ 10—
rv v 7T 1T T 7 vV 3% % LENR) B BN SR IR NN ANND THEE SERA |
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H:UQ@©)) H:exp (1)
H, : BBTA (1,14) H, : exp (0.5)
nw= (00 n=350
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90 90 —
80 - 80 —
704 . 70 -~
60 S---r ' 60 -
50 50—
40~ ~-“~ 40= i i‘\
30 30 Y e
20— 20
104 10— : :
T 0 V| 1T 7 17T ¢ ¢ —-lﬂ,—]r',-m-'—q—-r-'
2 345 617 8 910 2345678 910
H:exp 0.5 H:exp (1)
He : I' (08.0,6) He : T 0SIA) .
n=350 n=30

37



Chapitre 11
ests hilbertiens pour un processus
stationnaire et mélangeant

I1.1. Introduction

Dang e chapitre, on 6tadie mite classe de tests basés sur des normes hilber-
tiennes pour nn processus strictement stationnaire o fortement mélangennt.
D lois Timites sont obtenues ainsi que des vitesses de convergence pii pré-
cisent e comportement asymptotique des statistiques atilisées et on établit
une condition suffisante ponr gu'nn test. de la elasse soit. convergent.

[+ résultats obtenus constitnent. une généralisation de ecux obtenns par
D. Boeqp dans [14]. [15]. [16], [17](cl.chapitre ). En effet, & partir des statis-
tiques fonctionnelles utilisant des variables aléatoires indépendantes, il a
ftabli gquelques résultats généraux relatifs A ces tests. Nous générahsons cer-
tains de ces résnltats an eas de processas strictement stationnaires of forte-
ment mélangeant dans le cas discret. Dans In section 2 de ce chapitre, nows
donnons des notations et hypot héses générales. Dans la section 3, nons &n-
diong Ia loi hwite de la statistique hilbertienne considérée dans le cas d'un
noyan de dimension k. La vitesse de convergence est abordée & la soetion 4,

Enfin. & In section 5, la construction et les propriétés asyptotiques dn test
sont Mudides,

II.2. Notations et hypothéses générales.

Soit (Xa,n> 1) un processus strictement. stationnaire et fortement mélangeant
défing sur P'espace probabilisé(€), A, P) A valeurs dans un espace mesurable
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Chapitre 11
Tests hilbertiens pour un processus
stationnaire et mélangeant

I1.1. Introduction

Dang e chapitre, on 6tadie mite classe de tests basés sur des normes hilher-
tiennes pour nn processus strictement stationnaire o fortement mélangennt.
D lois Timites sont obtenues ainsi que des vitesses de convergence (pii pré-
cisent e comportement asymptotique des statistiques atilisées et on établit
une condition suffisante ponr gu'nn test. de la elasse soit. convergent.

[+ résultats obtenus constitnent. une généralisation de ecux obtenns par
D. Boeqp dans [14]. [15]. [16], [17|(cl.chapitre ). En effet, & partir des statis-
tiques fonctionnelles utilisant des variables aléatoires indépendantes, il a
ftabli guelques résultats généraux relatifs A ces tests. Nous générahsons cer-
tains de ees résnltats an eas de processas strictement stationnaires of forte-
ment mélangeant dans le cas diseret. Dans In section 2 de ce chapitre, nons
donnons des notations et hypot héses générales. Dans la section 3, nons &n-
diong Ia loi hwite de la statistique hilbertienne considérée dans le cas d'un
noyan de dimension k. La vitesse de convergence est abordée & la soetion 4,

Enfin. & In section 5, la construction et les propriétés asyptotiques dn test
sont Mudides,

II.2. Notations et hypothéses générales.

Soit (Xa,n> 1) un processus strictement. stationnaire et fortement mélangeant
défing sur Pespace probabilisé(€), A, P) A valeurs dans un espace mesurable
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(15, 13).

Soit ¢ nne probabilite sur (£, ), on cherelie A éprouver 'hypot hose

Iy = 1a loi des X esto .

Pour ecla, on cotnmence par effectuer un lissage de b loi empirique A aide
d'un opératenr défini par un noyan K(cl. les hypothéses ot notations du
chapifre [ portant sur le noynuK ol on prend snceessivement. € de dimen-
sion fixe &, K de dimension &, et enlin ' de dimension infinie).

On considére la statistique A valeurs dans 12 (1) définie par :

Sn () = v [1‘ DoKX - 1]

Sons Hp, Ia statistique S, (1) définie ei-dessns est éale A :

Sn () - \/;; [’l‘n () - 14 “‘n ()” .
Fou offet,

Vie B E[Ta()] = F [E I((X,-,t)} ;
i
Or

E[Ta(t)] = / ZK(X. (%), sous Ho
Fi
=n [ K(x, )dp(x) (car les Xi sont de méme loi)
E

/,.K("")"l'(f) = (K(,0,1(.)) =1
Par suite E [Ta(t) | = n et done,

Sa(.) = %m(;) CE[Ta(.)]

1
=/n —E K(X;,.}) -1
n (X,) ]
L'ohjet de I'étude eonsiste N tester hypothése

Ho “1a loi commune des X; est g1 avoe Vj 22, | ejdge = 07 contre Phypothese

Hy @ “la loi commune des X; ost v, tel qu'il existe an moins un jy > 2 tel que
/(‘j" dv f(l ”,
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Rappelons maintenant 1a définition d'un processus strictement station-
naire ot o-fortement mélangeant.

Déﬂgi!-io: 8 :

Définition 2. (X,),, 5, cal dil ivictement staliovmatre, sila distyybulion des
recteurs altatoires Xon, Xy o0 X on 038 sndéperudante de e, ponr toul n
« N° (roir |45 pO1).

Définition 3. (X)), 5, o5t un processns fortement mélangeant, de coeflicient,
de antlangesmee o (on dit. encore o-forfement mélangeant) sl vérvifie :

Ve N° VACM VYBEMY,, |P(ANDB) - P(A) P(B)] < (n), o My désigne
la a-algtbry engendrte par Xy, Xy X of MY, eelle qus Uest par les vnr-

t'n

thlee altatoirrs Xy oo o el lim o (n) = 0 otho(n) est une suste décrmisante
N ——~ 0

de nombyvs vfels positifs ( voir |78 p. 156).

IL3. Loi limite de ||S,(.)||* dans le cas d’un
noyau de dimension finie k

I1.3.1. Loi limite de S, ( . )

A partirde S, (. ) =y/n [% XN:K(X,»,.) - 1]

on montre facilement que :

k n

. . . 1

Se(.)— E ag ey (. )on ay = - E e (X5)
)2 (]

k n
1
Clest-d-dire S, (. ) — — e (X e,( -
(-) Zz[\/ﬁz ,(m] ()
L recherche de la loi litmite se fera en plusicnrs étapes.

l n
1™ 6tape : on cherche 1a loi limite 1107_- Zej (Xy)
[ |

— 1 “
(Xn)nsy Ctant strictement stationnaire et o-fortement mélangeant alors les
(0; (Xa)) le sont également car les ¢ sont mesurables.
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Théoréme 1. Sous les hypothéses :

[)sp  wp e, (7)] = M< to0
ek j{e, b}

2) Zn(i) < 420
v 1
3) La loi des X; est poalors

a)Vi= 2o ki 142Y " Hey(Xi) e (X )] < 400
vl
) l L .
DIV =8, ky T"Zp, (X)) = Z~N(Da?)
i

—

onel= 1 | 22]9‘(:,-()"1)(!,'(/\'.,11)‘

v-1
Démonstration. (voir [3| p.172 ¢ t|30] p.440). =
2™ ¢tape . On cherche la foi limite du vecteor

S"l
0] " " 1 :
S, = o lon S,: = — e; (X5)
o Vi Z. !

Le theoréme de Cramer Wold, permet. de trouver la loi limite de S, .

Théortme de Cramer Wold :[10] p.49

Théoréme 2. Dans R* | la variable altatoire X, converge en loi vers la
varvable aléafotre X si el seulemnent st lonle combinaison linéasre des com-

posanics de X, converge en loi vers la combinaizon linéaire corvespondantc
des composantes de X .

I 'appliquant. A notre situation, il suflit. e montrer gque :

x k k
L c , .
L_S_2 t (ﬁ jE 1 e (X.-))jl - jE)t.,-Z,-, t; € R on Z; suit la loi normale

N((). nf) .
Dounons nous la variable aléatoire normale.
7
4= Z; {de matrice de covariance (a;;5) ek
E j' == 2| Tty k
7
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ponr j=j’, n

on v
pour j£ i oy ZC[# (Xa) ey (X ) 4o (X)) ey (X))l

posons 0 Y = (ay;)

)y (Xo )]

j=0. ot montrons qne :

_)-*-2.

] It k.
> (\/i > <x.->) SN 7t e R
Lo . 1 J Ly
j}_;'j l% Do (X.-)] VP L [JZ) ties (Xa)}

poeons Y, — Zt)c) (X;) , d'on

Zt [\ﬁ o,X)} \/_ZY

I est immédiat qne @ (Yo)asiest nn processus strictement stationnnire,
fortement mélangeant (ear Ia tribu engendrée par (X,) contient celle engen-
driwe par (6;(X,)) les e; étant mesurables),

Song Jes deux hypot hdses suivantes :
1) (Ya), uniformément borné.

Y o) < i

i
on pert appliquer le théortme 1 an processus (Yo )as1.

o Y, est uniformément. hornési ¢,(X,) l'est, en effet

k
) ﬁZIUIlq(X,.N <“Z|',| < {nmo
2 j2

(\I —ﬂqup qnp e (X)])

~

Z i) <+ (hyputlu‘so?nln Th¢ordme 1 ear (¢; (X,,)) est o-fortement

(I
inflangeant ),

IYal -

n

On a done ;



EEN , . :
W;Y' "_—_[‘—“NN((}.C)) avee ¢ = lim_ E[\/_ZY}
2 n k 2 2
< ) 1
(s g -l (Sa00)

i

k n 2“ n

- :lm{zt} (Z o (x‘)) 4 :—IE[Zt,t,- (Zc,.(x,-)) (Zo.j-(x,.))].
p 2 il 123 i Pl

Posons i

[ k n \
A - lll?, Yy (}:o,-(x.-)
N il /
I . a n
B - ;lf. Zt,t; (ch (X;)) (Z(‘f (X.))] :

Li/V’ il i

I (S !
AMors A = - [;',E (;"}(x«‘)) :l
= %Z;t? [Z. (¥e? (x.))] + 3 By (X 0 (X))

i/
Soit par stationnarité du processus (¢5(X,)u>1)-

A - Ee’ [1 " 2132“ E (c; ( ,)oj(xv*.))]
— —P,[Zt,t, (Z (X,)) (E e (X,))] En ntilisnnt. la stationnarité

i
(i processns (Xq), 5, de variables aléatoires, on ac:

B = Z'J"i' [2 - 1: - S(e (X)) o(Xu 1)) HE (o5 (Xy) ey (Ko ))I}

375 vl
D'on le thmn\mo 1 pormot d*éerire

FISI? = 142 Z a
ot a? = | »22&(0,- (X4) &(Xp41))

v-1

S0 (Xen | o

— J
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X
Par conséquent A —- Zt’ 2

h —: (o 7 "
i 2
D'antre part le processns (X, )o>1 e variables aléatoires réels est stricteinent
stationunaire, a-fortement m(‘lmlgmm ot ji-centré. Les 0(X,) étant nniformé-

ment bornés alors, on a : V_] =2,---, k.

- ZlE(o (X0) e (Xo )| < oo
zn(i) < tne =
v S 1B oy (X1) 0y (Kua )] < 40
v |
n 1
. n -
Par snite Y Bl (X)) o (KXo i) Ve (Xi)ey(Xo )l — ey
v l
wee oy Eb(o (X1) &5 (Xom)) + ZF(« (X)) e5(Xon1))
v}
d'on
n-1
n
3= ) 4ty [Z 5 (X0 05 (X)) B (05 (X1) 6i(Xu 1))
i/5 v
VI 2t
37y
On a done montré gue :
k
A . ﬂf ﬂ ot B — Et,t, AT
T T

On obtient nlt)}\

[\/_ZY] o —Zf 24 Y ity @ < koo

iy

(nrann()< loonlurnZ|E(o,(X )y (Xua))| < oo

ot ST (e (X a(Xen))* < oo
[ |

: I O c
Aprés avoir moutré que NG E Y; — N(0&?) , nous allons ehereher In lot
n
Pl

X
<
de in v.a, E tiZ;.
) 2



Zy
: ¥
Iava 2 —=| Z ftant nonnle Zt,»Z,— I"est nuissi
: -2
7x
{ef. Thtordime 7.4, p.67 de]39])

X k
d’on ij'/,j surt nne loi nortnale N ((), Var [ZQZ}})

;2 j 2
(puisque les Z; sont des v.a. centrées).

k k 2 k k
Var [Z s.,-z,] =B [Et,z,] =Y G EZ2 + ) bty FlZ7
j 2 j-2 j 2

L2 i77
BJ72] = a? ] =200k
!‘:[ 7))’,1]'] - ﬂ)j[. j.Yg’2.‘ P k.

k k

done Var [Et,.z,] = Zf:ﬂ)) 4 Zt;t,- i = 2,
j 2

) 2 3wy
n k
. . 1 c .
Do, on a bien, — E Y, —» E t;7;
\/ﬁ n -lro
it 52
k k
. . c ,
elest - A-dire E t,S” - t: 7.
A 37
j 2 32

Le théoréme de Cramer Wold nons permet alors d'nffinmer que
7y
c :
SI,. — 7 = 7))

Zy
o0 Z est une v.a. normale dans R¥! de moyenne nalle et de matrice de
PIPTER
ol b j=j

covariance ¥ définie par @ § = (a,.:) . on L
! (b)1=2,---.k {”ji'f"]#.?

i=20
Jdme étape ¢ on chierche la loi limite de S, ( . )

Théordme 3. Sous les hypothéses sutvanles :
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1) la 1ov X, est p

2)aup  sup |efr)| = M< 400
<k orfe )

J)Z ofi) < 15

alors o statistique S, (. ) tend en loi vers la variable aléatoire

I
- LZ,(*)( ).
) 2

Démonstration.
k n k n
Sal) ‘%Z ")(X-)(‘J( )_Z [%Z‘)(xl)]“)( )
. § 201 ) 2 [ ]
- S"‘j( )=e(S')

. L C . 2 .- 2
Lapplication g ext lindaire continne ||S, ()liag, = 1187 (e
La convergence en ol se conservant par continuité alors

k
Sal ) () @
) 2

11.3.2. Comportement asymptotique de ||S, ()|’

11.3.2.1. La loi des X; est

Proposition 11. Sous les conditions susvantes ;

[)sap  sup efz)) = M< 400
E (R k)

2) Y (i) < 420
, k
alors ||Sa( .} BN Q = Y. 7 o0 Q est une variable aléatoire dont la fone-
n-—o0 ) )
tion eamaclénistique st &gale & |dét(fy. — 2itz:)]“'/2’ I . désignant. ln ma-
trice unitérle R* -1

Démonstmfion. Démonstration :
I'application Su(.)— [|Sa( . )||* étant continue

, X

Alors (S, ()1 ;Q = ZZ? et on couclut en ntilisant Je théoréme 1 p.88
3 2

de(12] . g
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11.3.2.2. |n loi des X, est v .

Propaosition 12. /) si la loi de probahilité des X, est v telle qu'il enisie 3€
{ 2,--,k} pour lequel c; soil v-intégmble et d'intégmle non nulle.

2) Sisup  sup e (1) =M< too
e (e, k)

1) }-:\/n(i < 00
alors 13" (X, )= 25 Hes(X,) #0
vk ne

O

v 2 P
‘Sn()“ "__::“ 100

de plus |

Demonstyintion. Elle consiste A utiliser In loi forte des grands nombres dans
le ens des processus stationnaires (voir(48) p.18). a

11.4. Vitesse de convergence

L'¢twde de la vitesse de convergence se fera en considérant {es 3 eas sujv-
ants
1) le cas ot le noyan K est de dimension finie k
2) le cas o0 le noyan K est de dimension finie et varie en fonction de la taille
de I'echantillon
3) le ens on e noyan K est de dimension infinie.

[ étude de b vitesse de convergence congiste s obtenir des majorations de la
. » 4w 2 T
vitesse de convergence de In statistique [(S,(.)][° vers sa loi fimife.

I1.4.1. Cas du noyau de dimension k

. Lar résultal principal est. donné par le
Théoréme 4.
1} Si I loi des X ext p
2) silimsnp  ap Jo(x)| = My < 400
}

x€FjE(2. - k
3) 6 Va(i) < 00

>1
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pour n nssez grand. on a

t/4
» y l l o
chg). |,) [“‘Svl ()“2 S (‘2] -r [Q S 02||:() [W + () [T"‘;ﬂ(k 2)/2]

40 [n“/mu (n.‘”) a(k—‘l)/'ll

((2))

o Q est une vanable aléatoire dont la fonction earnetéristique est donnée

par [det (I, 2it 3] "2

Démonstration. Elle est assez techmique voir[41] p.41 & 68 ponr les détails, g

Corollaire 1. Sous les hypothéses du théoréme {; il exisle un ensemble de
sutles {(n, )} tel que quelle que soit la suite (b,) (lim b, = 1-00) appartenant
A (a,) tel que :

sup [ PAISa NN < a?f = PQ< atf| —» 0;

‘<_‘n Nn—-eo

plis précieément on a :

o [PISsN° < o) - PQ < af)] =
- ()[;;,—'ﬂf,-ll/4 / ()[ﬁhsf‘”/'} 4 ()[n"/”u(n'/‘)bf.k'w'] (3)

Remarque :
La snite (h,) existe | il snffit de prendre b, = log (24 n) ef le remplacer dans
(2) ponr obtenir e résultat.

Corollaire 2. Sous les hypotheses du théorome §
/) st b, = 1)'/4(’#—1)

2aan) —ap" ,a>0,0<p<tetn>l

Alora
1
sup [ PIIS,( I S @]~ PIQS ot = O (4)
gy k-1 k
ovy —inf( Pl Yy ), k>2.

11.4.2.Cas d’un noyau de dimension flnie k, qui varie
avece la taille de ’échantillon

. e résultat principal est le suivant :
Théoréme 5 .
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1} si la loi des X est pu
2) song les hypothdses
ayueN . sup  sup  |o(x)| = Mz < 1oo
x€E jE{2, - kan}

b) lim k, = +00 et lim 5-= 0
cee b PO

n n —+1 1

Pour n assez grand, on a :

) k-z 1/68 kﬁ 1/24
ap | P [||S,., ()H‘2 < (12] -r [HU“) < a’”.—() [,—r] 40 [nﬁ]
ar )

+-0) {ﬁ:a"“] -0 [(nn)k" v (n'/‘)] Ve
((5))

kn
on Uy, = Y Zje5( . ) avee Z; = N(0,07 )

i 2
Démonst:'ation. Il suffit. de réadapter Ja démonstration dn eas précédent an
cas on le noynan ext de dimension finte qui varnie avee [a taille de Péchantillon
(pour plus de détails voic[41] pp.73-80) =

Remarque.
On montre de mdine que, comme précédemment, il existe nne siite (h,) telle
que Tim by, = + 0o et sup [P [JIS.Of? € n?] = P[[IU P < 0?|] — 0
a<lt n-—co

n

Plns précisément, on montre le corollaire snivant

Corollaire 3. Sons les hypothdses du théortme 5, st en plus
1) by =log(2 +n), n>1

Qky =[] << 1/6

Dam)=ap” ,a>0,0<p< I/m,n>1

Alors

sup |I’[||S,,(.)||2 < a’J - l‘[||(/k_\||e < a"“ = ()ln"/4 log(2 -{-n)] (6)

a<big(£en)
/
on - — < 6 <0
6
Remarque :
D'antres choix de k, et b, peuvent btre faitg. Cependant le probléme de

l'optimalité de la vitesse de convergenee reste posé, puisque la convergence
e la vitesse de convergenee dépend de la suite (Iy,).
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I1.4.3. Cas o1 le noyau est de dimension infinie

poasons : Su(.) = %i:l}(()(.-,.) 1]
K(Xie) = 3 Aey(Xaey( )

U= 3 XN7,0(.0 ) v Z; ~ N((),n;z.)
;=2

Lo thtoréme ci-dessous doune la vitesse de convergenee de ||S, ()] vers

sa oy timite
Théordme 6
Les X tant de loi g, sioen plus
1) sup sup |e;(x)] ~ M< +x

wlF oy~

N —
2 \/n(i) <}

1~ 1 P

3 hm ky =t 2oavee lim = =)
n--ereo n—-riro N

Alors, il existe nne snite (bn) telle que by, = 4oc ot

4 P Sn-?<2'— 2<2=()g“/6»()[5§]/%}n]
o [P (IS G < o%) = P [fUll < w2)) ] o[ (22)

| 0["-':]‘" +O[AP] +O[AT] rol(b a4

(7)
o 2 12 1 — 2
o Ay, =)D A A= Y Aj-
jka J=ka i)
Démonstration. Elle se fait en trois ¢tapes, pour les détails voir|41] p.p.39-
LYS

On considére snecessivement le cas on le noyau K est. de dimension finie k |
puis le eas on Ja dimension varie avee 1a taille de Péchantillon k,,. of enfin le
cas o0 ln dinension est infinie.

14™ étape : K de dimension fixe k .
On étudie sup |P[||Sn(.)||? < a?) = P[||Us|I* < a?)|
ne
a) on adopte la démarche ntilisée par D. Bosq dans|13] et on pose alors gqne
S‘n = Y" +- Zq
on fait 'hypothese (C;) ponr toute la suite de cette partic.

ol



smp - sup |ey(x)] = My < oo

€k je{2.-- k)
o
2: \/u(i) < -0
=

1o

ot on pose

1
= (X)
Wl Bl = A2,
' ‘ E[ISWlI*] = A3,

%e.(xn

A? ot AL existent du fait de (Cy).
On fnit alors le regroupement suivant :
Soit h le plas grand entier tel que :

,.-,U Sl

L“’t S An.l( An,h
A2
Soit m la partie enticre (I(\.[—}

On pose :
Y| - \V] ‘+ """ * Wh
Y'I_' \Vhlmll'{'"‘ +W’)hlm

Yo Wenaima + .0 4 Wani-1ym
Y) ke

= Whor o 4+ Wy
7y = Wpyigmiorb oo+ Wanyom

7 = W.h.(.',-l)mu +- + wi(lum)
Z| -

7 - 0 si lin+Ih=n

Tl Wimeny i + o0+ W, sinon

I étant déterining par 'impossibilité de construire Yy, et 7y A a {ois sclon
le schéma Yy, Zy,--- , Yi, Zy, -+ tel que

H2



H{mih) < n < (D) (mh), ponr les détails des enlenls voir[15] p.p.42-47,
w2 . 2

or ||S n”}'- v “Sﬂ(-)“(,i(ﬂ)

done cv qui permettra de remplacer ||Sa ()1 par |[Yn 17|

b) on utilise ensnite les résultats 'Essen [38] p.p. 1-125 les ealenls sont asses,
techniques,

2hme étape : K de dimension k, .
On reprend la mtme démarche que préotdemment en posant. comme hy-
potheses @ en phs des conditions Cy . hypothdse Cy snivante :
sup  sup - Jey(x)] = Mo < 400
ke (20 k) \
K

litm k, = +oc. hinm — =10
n - o no—sico M)

(‘-) :

ot on cherche

sp [P[[IS, O < a?) - PUU I < a7

AFR!

kn
on S (L) - ﬁx ﬁj"(‘)-( )
-2

kn
U= 37,00 . )
=2

U |17 et e vaciable aléatoire dont la fonetion earactéristigne est donnée
par

ldet (T, - 20 350712
2 Hmp)2<5 ) Sk

3™ étape : K de dimension infinie.
a) introduction et notation.
On pose e

kn
Se.(.) — \/ﬁx,\,ﬁhoj(.); lim k, = | oc
) .) n— (00
k.,
Uy, = L/\‘)ZJ")( -)
12
(.. - l‘;AJZ)(‘)( . )
=

ot Sa(.) - ﬁ}:; AR _e,(.)
It on &tudie J‘ A
o [[PIS. O < o} = PIUIE < ] ]]

)



Ion pins des hypothéses Cy et Cy on suppose Cy réalisée
sup suplej(x)] = My < 400
Cq: x€l j>1 ~2
‘ YA <4
2!
) Finde de la vitesse de convergence,
H fant majorer ln quantitésiivante :

anp [PHIS. O < % = PLIUI® < )
T

Oninontre (ue : )
s [PLIS.CI < a7 = PIIUJN" < %)) <

Y

anp [PLISLOIP <1~ PSS 2] 1 [PISLOIF < ) = P10 <47
arR! A€

baup [PH[UGOI < 2] = PIUYE < o]
RERY
La recherche de la vitesse de convergence consistera & majorer les 3 quantités

ci-dessons, A savoir

sp [PISOI? < a2 = P[]ISu.|I? < a7,

Y8

p PSP < 8% = P||Us.[I” < a2, ot
sup | P[[[Us, OII” < 0?] = P[[|U]]* < 2|

acR!

Pour les détails des calenls, ils sont similaires & {41] p.p. 82-89. =

Remarques :

1) La guite (by) a été choisie de telle maniére gn'il y ait convergence dn test,

c’est -Addire soit {(ry) ) 'ensemble des suites telles gque gquelle que soit. Ja suite

(bn) Appartenant A cet. ensemble, on ait : sup |P 1Se()|2 < 2] = P[||Us.||* < a%l| — 0
a<hy,

2) 'ensemble des snites (a,) n'est pas vide, il snffit. de prendre par exemple
b — log(2 4n ). n> 1 ponr assurer le résnltat, en supposant bicn entendu
que

o0
x/\:n} < {00 ky et a(n) stant convenablement choiris.
i}

3) Exemples :

Corollaire 4. 1) Si la loi des X; est 1
2) sous les hypothéses suivantes :

- fup sap |e(x)] = M< 400
LN 3 4



-L/\’<l‘wo E/\' ? < o0

- L. -~/ '], U < j3 < 1/6 ou || désige la partie enlicre
/

o) —ap” ca>lheltp < =, n>|
n

Alors

sup |I’/||‘s()||Q <t - P < a®)| = O og(2+ )] 1 O [Af?] +0 [A f(‘]
A% ey (Zin)
((8))

< b <

'-\(\

o

Corullaire 5. Sous les hypothéses du corollaire § et si en plus Ay, = Of Ki /

’ n
ctAYy, = ()/r/

nlors

ap PSS < at = PIITIE < ]| = Ol log(2 + )] ((9))

Al (24n)

!
P = <bd <
o ﬂ

Remarque :
Les vitesses de convergence obtennies vont nons permettre d'établir quelques
rsnltats généranx relatifs & tonte me classe de tests dont le test dn x? est
nn ens particulier.

En effet, dmw fe cax ol le noyan est de diinension finie et 8 on pose
(x.t) = L P, Uy, (x) Lo (t) , (xt) €EEx Eon les A forment e k-partition

de E(p; = ;a(A,)) , on retronve le test du x? usuel, puisqne

& n 2
1S.()))? = 3y ;%)_ I:;leh(mi) - np,} (ef12.2)

j !
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IL.5. Construction et propriétés asymptotiques
du test

I1.5.1. Construction du test.
I1.5.1.1. Cas du noyau de dimension finie k

Nous allons tester 1'hypothdse Hg “La 1ot des X; est 47 contre hypothdse
H(k) “La loi des X; est une probabilité v telle que /o)- dy existe et est non

1"

nulle pour an moins un j dans {2,--- k}

sons Ho @ 1S = Q (Proposition 11) song 1 (k) : [P (O 2% +oc
(proposition 12) Alors le tegt. est de la forme :

k
112 A2 > wp.
in

j~2

Soit a €[(0L1] et w tels gue

k
PlQ > w| = o .On en déxdnit que le test 0 ﬁf est de nivean asymptotigue
=2 "
(4

11.56.1.2. Cas od le noyru est de dimension finie qui varie avec Ina
taille de ’échantillon k,

Pour tester I'hypothtse Hy I loi commune des X; est 7" on peut. utiliser
un test de la forme

k

~2
uE N> wo,
In

j=2

L'alternative H;(k,) sera 'enseinble des lois v tel que, pour an noins un
JE {2+, kal
¢; dv existe ct soit non mille. Hy(k,) contient alors toutes les lois (dif-

ferentes de p) et adincttant une densité appartenant. & L2(51) .



11.5.1.3. Cas dn noyau de dimension infinie

Pour tester hypothése @ % La loi des X; est g contre Phyvpot hise
Hh(A)

(0 1> Al > Aasi] >0 pourn> tet Y «\f < 170). “Laloi des X; est

n~2
v telle qn'il existe an moins un j> 2 t.q. /o,- dv existe et soit non nutle™, on

pent utifiser le test de région eritique |[Sa( . O)|[F > Wa.

11.5.2. Propriétés asymptotiques du test : convergence
du test

Rappelons qu'un test est convergent si son niveau ay, tend vers () o sa
prisance pa(r) tend vers 1 pour toute loi de 'alteruative,

11.5.2.1. Cas dun noyan de dimension finie k

K k
Si vy et le nivenn du test nd) ﬁ? > w, aloms n, = l’{nxﬁf > w,,:l .
" "
=2 j=?

Proposition 13. 1) Sous les hypothises :
i) sup snp |0,(r)| M< 400
’-rr e

h)/ )I/Ah(* f)/l e ()

- 00

r) "o/m n(u’”)b(k )/4 —_ )

n——0no

w, <b,
) "t
m
a0
£}

Alors le Lest nz n > w, est convergent.
Iads

2) Lla convergence de la puissaner est uniforne sur tout Ily C I (k) telle
qur :

2
o(l) = inf maa:” [/ojdul > ()

vellp 1€



A) Soit (11,) CTL (k) telle que :
1 ko 2
e;v|l Sy n >
CERVE U : } n

Alors ai a) cf b) aont vérififea, on a simudlonément v, —-30 el py (Vo) — 1.

Démonstration. 1) utilisant e corvllaire 1 on n
ap [PIQ>W,] = anl = O]l ‘.,,.]'“m[( )41y, ""] 4()[n”/'%(n.'ﬂ)bf.“'”/"

I)"m; sous les hypothéses ab et cona:
sup |, — P|Q < Wn“ - 0

w, Cliy

done si w, < by, [y, — P[Q < Wn][ — 0
sl oo
par suite ay —» 0 &=Hw, - &oo

, iy
Snppusons maintenant — — 0.
n

On va alors considérer v € Hy(k) et j = 2,--- k tel que a; = /e,-du # 0 on

v s donner nn entier m >1. )
Wo 07
Soit N(n,an) le plns petit entier tel que — < :21)()nr n >N(a;an) .

n
)

Cet entier existe pruisgue — -——» ().
n

1
s L1~ 1S M-l ln (l,'] ( m )“
[lu”‘ 0,| m Tl )l] a?t m-1/ "

5
- m-1 - m-1 1
A, - nil > — [n)|} =1 - P['uh - 4| < |n,|] = 1pa(v)

m n
Im(27) Gtant I puissance dar test.

On déduit aloes : .

Eln —-a; m \*
1 l)n(l’)§ [a’“ 4 )] ( ])
l‘: [R" - ll-"]
R

a,

3072 x 24 x M1 12 Tl x
done 1 pa(v)< = ( n ) E
f -1/ |
done 1 pa(v) — 0, ’on le résnltat ann(m(r(!.

< HT2XP M S Jal) x —1; (cf [20] p.99),
il

2} Pour n assez grand on a
Y _ d(11,)

] m?
En se servant de la démonstration précédente ol en remplagant a?par 4(H,)

r
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nlors
72 x 2 x Mt/ m
aip [1-pa ()] < 3 (
1y H°(H,)
done o aup|l-pa(r))— 0
100y
d'on la convergence aniforme annoneée.

3) Soit jo € {2.--- k} telque| [e; dig|? = ;{(PJHSJ;[ l/“j"”uP
2

k
pour n> | 1(;‘_1)2:2 [/n,(lv,,] >w, .

4 o
) Y Val(i) x l) -— 0
il e n==ico

-]

don
2
e; dv

n t‘ / 1 2>wn__>wn< |:~/ Jo "':l
— o,dv — = — < Y
tk-1) 5 | A I n = 4

W, _/“Jn(h/"

— < I——— (ici on a pris n=2)

n 2

En remplagant alors a; par /ojadun et 1 par 2 dans la démonstration de 1)

onn e o

3072 x 28 x MAY (i)
()< P2 0
i (va)l< w2 (Hy) o
Sous a), b), ¢) , w, —» 400, alo a, — (0 ®
Remarques

- w, .
1) Tos conditions : w, — 400 et — —0 sont néeessaires pour assurer la

n
comvergence du test inais ne sont pas suffisantes.

3072 x 2* x Y\ Ja(i)
21 pr,) < 2!

2
wa

1
done 1-p(v,) = O =
n
Ce qui nous permet. d’avoir 18 vitesse de convergenee du test.

11.5.2.2. Cas ol le noyau est de dimension finie qui varie avec la
taille de 1'échantillon.

k x
St ar, est. le nivenu du test n) | ﬁ'a > w, alom a, =P [nZﬁ? > wn}.
n 2 L »

= =2



Proposition 14. Sous les conditions

I) a)ncNe, aup qnp le;(r)] = My < +00
O AN

h)L aff) < +x

a2
2) a (’L‘) B2y

! ‘"b,
by (=) b
) (k’) 0
c)er (n'/Y) (nby) = —s 0
1, <b,

B) ¢ M T T

k
Alors le test n) ?1’2 > w, esl convergendt.
IE

Démonstration. Elle utilise le théoréme 6 et 'existence de la suite (by,)
annonete plus haut, |

Proposition 15. Sous {'hypothése | de la proposition 14
1) Soit Hy C N (kq} telle que, ponr Lol entier n assez grand

. My
inf sup
vElly j- 0. ka n

ot m csl un entier donnésupérieur & [ | alors la convergenee de la puissance
est uniforme sur Il dés que uy, — +00 , plus précisément, on a :
2) Sott (v, ) Cll(ky) et 3o € N Lol que

mxp [f-patv)] = al"{?
/ e;du

0lors pu(v) — 1 dés que w, —> +00

1) o, élant le nivenn du lest oy, = ()[;l;.:‘i]

r*,dv‘ >m

I
n

2m

Démonstration. Pour 1) et 2) la démonstration eat analogue a celle de
In Propesition 14 .

3) a, = I’[nLa > w,‘] = P[uZnn > w_] < z"P [?\2 > -—w—"—l

j=2 n
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E [ ]
-~ Wn in
o P“H"‘l "\ n(k, - l)] < Wn ks
1 > .
D [n'] < yv (1 t 8M'fi§1n(l))nkﬂ
Par suite

‘Q'[lﬁ’*l >\t - )\ (1 MY o )) ki

D'on Je rsultat,

11.5.2.3. Cas du noyau de dimension infinie

00 [y =]
. - - -~92
r, étant le nivean dn test "L"?n >y, alors v, = P [nLnln > m,,]

snup sup lej(r)| = M< +oo
Propasition 18. Sons Uhypothése :{ <k ¢

S Va(i) < 100

St en plue ;

s\ 1/

1) (5) W — 0
143 n——s | 0O
1\

2 —_ bk" — )

) (&) # .=

3) by forxntt) — 0

uo

i) ,‘x',\,’ < {oo;el )L/\)o, < 400

iy <ba
5) Yo 120
a0
)
alors le Lest nLa = ||5n ()|| > w, esl convergent
)=t

Démonstration. On ntilise le Théortime 6,
Sous les mmhtlmm 1) 2) 3) 4) 5) on a alors :
sup \n,. - P [||L“ > w,,] — 0

-, O, — (O
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par suite o, -—» ()

car
We - D0

Soit 1 €H (A,) et soit jp > 2 tel que /o)-nclu = ajo # 0.

Commie ||Sa()]|* < wp nlors |lAjn a  <w

Ion =
don P [||S,,()||z < "’n] <P |:|ann’ < i_nl

10
Comme — — 0, on aura pour n nssez grand
n
2,2
" A /\
0"
- < __ﬂ_za(m >1)
n m

on obtient alors

P 1ISaOI)* < wa] < Pl:‘ﬁ’m ag] > m-1 \“;.Jj\
4
P[lﬁ,", - a)-nl > El |4 ‘;|] P [“1 - "jn] ( m )4.

m m-1i
~ ! l
Ol p.r) <P [l“w\ > :‘“ |nm|]

car P|||S.,(.)H2 < mﬂ\ =1 pa(v)
(n en d&dnit alors :

oy e el oy

”jn m-1

or [u' - n)n] <3072x 2 XM‘L\/(V(l x — (cf [30] p.99),

3072 x 2! x M4 m 0, e
a;, (m-l) X ,%1 (i) x n_2

1
par consdguent. 1 - po(v) 0, d'on le résulial annoneé. =
n— tao

Remarquies
1) La convergence de la puissance du test est uniforme sur tout 1, € Hy(A,)

tel (pre
/ Oj(h/

2) (1 - pa(v)) = 0()

veily

done 1 - pa(v) <

2

8(Hg) = inf max > ()

vella  j>2
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: X 1 ,
La vitesse de comvergencee de la puissance dn test est O(—;) mais cette vitesse

dépend des a5 qui sont donnés par 8 = fe,de .

3) dnns les conditions du Corollaire 5 | on obtient.

1 2

Y Enfin, d'une maniére générale il se pose le probléine de Poptimalité asymp-
totique du test (i vient d'¢tre constrait.

Aprds avoir 6hiudié In convergence du test constrit le chapitre suivant sera
consacré A Papplication sur un autoregressif d'ordre un.
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Chapitre III
Tests du x? Généralisé
Application au processus autoregressif

IT11.1. Introduction

Une manidre naturelle de construiee un test, d'adéguation consiste A ntiliser
nun estunatenr de 1a loi dont. on teste 'ajustement. Le ealend de la distance de
la loi présumdée A son estimée permet d'apprécier la validité de 'hypot hése
de départ. Ainsi, le c6lehre test du x? est fondé gur nn estiiatenr ¢lémen-
taire de W densité @ Phistogramme des frégences. Or il est. hien connne gue les
estimatenry lisses de In densiténpprochent la lot des observations beanconp
micux e histogramme. Au chapitre préofalent, sons certaines conditions

2y
de régularité nons avons montré (1IL3.1 ) que S, 2= | : | on 2 est
Zy,
une variable aléatoire normale daus R*' de moyenne nulle et de inntrice de
awarianoe Y. Toute une classe de tests a 6t6 construite, ainsi ne la con-
vergenee de oes tests 6tiudiée an chapitre précédent. Iei. il 8'agira d'estimer
les él4ments de la matrice de variance covariance ) | ct de faire des simn-
lationx sne un antoregressif d'ordre un afin de faire un test statistique de
I'hypothése : les observations suivent une loi fixée notée par g Ainsi, A la
section 2, les éléments de Ja matrice Y sont estimés. L'approxiation de Ia loi
limite de W statistique ||S, ()])? est &tudiée A la section 3. A la section 4, les
simulations sout indiguées.



I11.2. EStimation de Z = (”jj')2gj,j’5k

111.2.1 Hypothéses et notations

Nonsg supposerons p()nr tonte Ia snite que In matrice Y ost définie posi-
tive, La matrice 37 = (0),; gk Sera désormais notée par 32 = (75),; <,
Festimation de ) revient A cstimer les él&nents (731)2;5.1<h- Noug allons nous
inspirer des résultats de Carbon[30] pp 25-30 et Ignaceolo|51] pp 5-15 pour

Festimnt i(m (lm parnmot res.

Posons my(v) = B(Y;Ya) o0 Yy = (X;).

Par stat mnnanM du veetenr Y = (Y, Ya). il vient que:

cov (YY) = cov(Y, Y, ) ef pour chague Glément on a -

‘(YI)Y\I) = ].‘(Yt) vt l) d'on ”)I(v) = r(YiJ v H I)

De plus Péaalité ay(-v) = E(Yqg Yy oa) = E(Y;Ya) = ay(v).

Posant v — 1--1,

on ()htu‘nt ﬂj,(l-l) E(YyYa) et o[- (- 1)] = ai(i-1), aussi il est possi-

ble d'Gmire oy = L ap(v).

v -2

Par la suite supponsons L [ap(v)| < -t-0o pour j1 = 2.k (ce qui est réalisé

v=-12

dés que Y a(i) < +o0o (ef Chapitre V).
i>2

Soit I, une snite de nombres réels pour n € N* telle que I, < n et lim 1,

n'-— l oo
n

= lim — = +o00.
n—rieol,

Considérons I'estimation classique de la covariance croisée du processus sta-
tionnaire bivarié (Yy;Yo)ierz definit par

- 1
Fa(v) = — VlZ'Y‘JYH,,, ponr 0 < v <,

aa(v) =a( - v)pour -1, <v <O
Cet estimatenr ost sans biais, si Efa;(v)] = oy(v).

In
Nous pouvons définir un estimatenr de ay(v) par: 5 = 3~ w,o(v)a,(v) on

vr -l

In fonction poids w, est donnée par :

wa(v) = ( - %) " (%) Lvicin) (V)
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nvee 1) satisfaigant leg couditions snivantes :

n(0)=1
[n(x)| < B pour |x} <1(B>1)
1 (x) = 1 (~x)

de plug 5 est continne en 0.

111.2.2 Estimation

Avee les hypothéses et notations ci-dessng, on a les résultats snivants(cf
[31] pp 12-14) -
Propositionl7 :

L estimateur a;; est asymptotiquement. sans bisis.

Propositionls :
Ponr j ot 1 fixf, posons
Zev =YYy — ap(v) pour 0€v<], et
2 Yiev;j Yo - a(=v) pour —1; <v< 0.
Si pour tout t € |1, n| et tout v € [=1,, 1| il existe dewx constantes C; et Cy
telles gue

(7] < Cret |2,] < Cq

n- 1,

alors pour tout entier g, € |1, | et tout e >0 ona:

2
P aup [au(v) — ap(v)] > e| < 4(1 +2L) exp [— %q.,]
<t 8¢

o (e Ean((252])

ponr tont v. on ¢ = max (Cy, Cy).
De plus, si

. ) n-—l,
“Jﬂlllmln exp (—ay,) = nﬁllllml“qn" ([ o }) =0 (11)

ot nest une constante dépendant de g ot ¢,

lors 3(v) 2 ay(v).

n—s oo
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Si. pour tont € > 0;

);{4(1 +20,) exp [—E—Qq,,]

- 82

+22(1 1 21,) (\/@) n (Y (["2;:“])} < 400

(12)

plors a(v) 5 ay(v).
n—e oo

Propositionl9 :

Sons les hypotheéses de la proposition 18, ponr n suffisamiment grand. pour

- In
tout entier ( € |:1‘ n - ] ct pour tout £ > O on a:
Pla; —aul >e) <400 +21)exp | - e I
b - " 32¢2132 (1 4. 21,)?

+22(1 + 21,) ( 14 M) G ([nz:hl“]) (13)

on ¢ = max(C;, C3).
Si. dle plns

. _ G _ ; n-— |, _
,..!3.".‘,,0‘“ m(p( A 1:) = n_l_l}l'lm(l.,) X ([ o }) =0 (14)

on A est nne constante dépendant. de g, ¢ ot I3;
»
Rlors @ N ;. Si,
n— 6o

. e? Un
3 {4 (1 + 2} exp [’ 32¢2B2 (1 + zl.‘)’}

i (i B (22l <
LD

M-
n— 00

alors a;
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Si. pour tout £ > 0);

2
> {-1 (1 +21,) exp [~ %qn]

| i ({1755 <

(12)

i n\' ”jl(\')'

nlors a5 (v)
B oo

Propaosition!y :

Song les hiypothdses de I proposition 1%, pour n suflissiomnent geand. pour

a -\,

tout entier q, € [I‘ T et ponr tout ¢ >0 on

@ <A1 2 a b
17l > el <00 ")oxl,["f‘?ﬁ’”’(l |'z|..)’l (13)
22014 ) (\/1 l M) o ([_'D
€ 2]

o ¢ = max(Cy. Cy).

SiLode plns
lm A, exp (A%) = _“_{"'m(ln)% nt? ([%%]) =1 (14

ne-soMQ

o A est une constante dépendant de g, ¢ et B

~ N .
“I(\L\' "il —_— ﬂi]. S]‘
n -— lro

2
s ‘ 3 ‘lll
A1 +21,) ¢ - —_ ‘
).,J { ( )"Xl) |: 32(\)[;2 (I +- 2‘..)2

£22(1 4 2,) <\/1 | 8‘;'3(16-!-'2'..)),,“,. (["2-‘—1 ID

~ P
alors a4 gy,
N (O
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Démonstiation : Voir [51] pp 12-14.

an) < pgton < p<l
Corollaire 6 : S lhanTon ) <y~ %
Gob o0 2y< i<
nlors les coneditions (14) sont vérifices ot In convergence en probabilitéde a;
vers my en déconle,
a(n) < nfavee >0
Corollaire 7 : Si n’on ) <y < %

A
ot 2y << il—’zl

nlors e conditions (14) sont vérifites ot In convergence en probabilii6s'en
st

REMARQUE : Nous obtenons done un estiimatenr consistant de ay pour

tont j et L On pose Y7 — (ﬁj‘)?(“(k.

II1.3. Approximation de la loi limite de |[S(.)||

liL.3.1. Loi limite de |[S.(.)||° en fonction des valeurs
propres de )

La matrice Y étant définic positive alors ses valeurs propres que nous
noterons par Ay sont telles gne @ ponr tout j € {20-- .k} , Ay >0 Nons
obtenong le résaitltat sutvant -

Proposition20) :
Soms les conditions de Ia proposition J1, Y7 étant définie positive @ Alors
k
SO e 3 A
1S5 (M " "“)l; /\)")‘
on Jes vl Vi~ N(O.1) et gont indépendant es,
Démonstration. Flle est analogue 2 celle domée dons |45 po11-130 Tas

wlenrs propres A; 6tant inconnues pour la réalisation de In simmlation wons
—~—
les estimons A partir de 1amatrice Y .
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111.3.2. Estimation des valeurs propres Aj; j=2,---,k

Nous utiliserons les résnltats de [22] p102-104 pour Festimation des A,
120 kL Ony Glablit que si Cest nnopératear de covarinnee et (G, son
estimnatenre empiriqne; Ay j> 1 les valeurs propres de C e'est-A-dire
C(vy) = Ajvyo o { vy j21) est i systdine orthonortunl constitné par les
vectenrs propres de C: alors Ay, j21 qui sont des estimat eurs empirignes de
A 1> 1 sont donnés par : C(v,,) = Ajavja, 121 Lk Aj )21 sont done Jes
wlenrs propres de C, associfes aux veetenrs propres vy, 12> 1, qui constituent

nn svstdme orthonormal. On montre en particulier que i Ay, > Ay > 2 >
Arn > 0= Ah1n = Anioa == - alors, pour les opératenrs compacts, on n :
-“'”I"’\jn ’\jl < “Cn -

)~

Nong appliguons l*o:i:(snltms A notre situntion. Fn eflet nous trmvaillons dans
R* ' et fewmatrices 35 et )7 sont bornées (ponr tons 1.+ 2,--- kio? < 10
etlay] < 100, @ ot 3'; sont des ertimatenrs convergents de ay, of n;’- ), on
pent done ntiliser les résultats de [22].

Désignons par Aj: j=2.-- - .k les valenrs propres de lnontrice Y L comme
Y est supposte Mtre définie positive alors ses valenrs propres sont toufes
pesitives (pt/)l\lr tons jj' — 2, -« kA >0) . Soient Ajn - 200 k les valenrs
propres de 3" (z“ étant cymétrigue ses wleurs propres sont réelles). Par

ailleurs. on n montré (e Xn ni‘:o X done. par continmiitéd;, "-_-E:“ A
J7 2. ket X est positive A partic d'un certain rang aléatoire (p.s).

111.3.3. Approximation de la loi limite de [|S,(.)||*

Y., ttant symétrigue, elle cst dingonalisable et est semblable A In matrice
D, définie par :

Am O o 0 Ay 0 o)

]"n - ") /\_1" . _BL'.‘; D - 0 z\;\
: - . . . () n-—q E .. . -.' ()
0 0 n | T W

Remarquons qued ” est semblable A D.
Pacons maintenant = pour tont j = 2. -+ ki ponr tont n>1: A3, ~ max(0.4,)

il



Onn AL, ) " ':“ Aj ot ponr tont > 1 A7 >0 done

,\;" Hn ... 0 A O e 0

]"); ) ‘) AA"" S : r n. ,) i () A“
: .0 no-oeeo Y |
0 0 /\;m .- 0 A\

-y . - . N . N AN 2
Nong ntiliserons es estimatenrs A pour approgimer 1aloj limite de [1Sa ()]]°-
Proposition2l.

Sons les conditions des propositions 11 et 19 e si )7 est définie positive,
X k

nlors ) A U "Ny AU onles Uy, j=2. -+ k swivent des lois normales
y 2 nommae 2

centries pedisites ot indépendantes.

k
' Mhiseme A° 0N, (=2 .. N B AL
Démonstiution. Poisene Ay s A; ponr tout j=2.-. - k alom% )«)"l R

¥
. 2
).‘A’(}) * '
j 2
Renmrgne
De la proposition ci-dessns on déduit done gue pour wassez graned o

~ k

inble léntoire U2 —~ 3 A7 11?2 : N Arement B ovand

wrinble aléatoire U L) ALLUS approxime presque sirement 1 variable
J

k .
nleatoire Y7 AU gquiest In loi Tanite de [|S, ()]
)y 2

U? sera ntiliste dans les similations pour tester Phypothese nulle 1.

IT1.4. Simulation

I11.4.1. Introduction

On v etadiger une sinmlation sor un atorégressif d'ordre 1. On pose done
Xy = pXo v terlpl < 1. (€05 1me snite de wnriables aléatoires ind/pendantes
ot tquidistribnées de 1oi normale N(0,1). On constrait an éechantillon de 1aille
n dn processng en appelant ponr chague t une varinble altatoire g, générée par
1n sous-programmmne ot en atilisant. Péquation ci-desgus ponr Xg donné. Nons
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—~
avons choisi des wleurs de p pour géuérer le processus (X5, - Ta matree y
ftant fonetion du systéme orthogonal considért, nons avons choisi ponr les
enlenls Te systéme orthonormal constitué par les polyndmes de Legendre. A
partir de 5_\:“‘ on obtient les valeurs propres A, ot par snite X7 j=2,--- k. ce
qui perinettrn d'avoir l’j,f on fonction de k. Pour effect uer e test de Legendre
on commence par amener les olwervations sur [-1.1] en posant 0 Y, = 2F(X;)

=12 -1 O0 F désigne In fonetion de vépartition de In loi des X;. Sous
o lex Y, suivent Ia loi uniforme U sur [-1.1] (of. chapitre I paragraphe 4).

111.4.2. Test d’hypothdse

Notre test dadéquation serac tester Hy @ “p — 07 ¢'est- ) dire gque le pro-
cosany (X)) est ganssion N(O.1) et les syariables aléatoires sont indépendantes
contre [ @ “p 7 07, Jo processus (X)) est constitudde variables aléatoires (¢

pendantes. On va considérer des eas en choisissant des valenrs de p comme
st

p=0,20; p=050; p=0,70
)= -0'2”. P = —0,5”, N=- 0,70

On se donne v le risqque de premicre espéee. Cette donnée permet de
détenminer la région de rejet. de Phypothése nalle Ty 0 “p = 07 . Cette région
eritique est donnée par, sons Ty 0 {(xye %) 2 [Sa (O > o) o wy est

k k
(3 TR M N —p N S 2 w Iy >y, s . 2
déterminé par a = P13 ALUR > wq | puisque ponr nassez grand, 3 AU
P2 j 2
K
approxime presque strement 1a wrinble aléatoire ) ,\Jl'f aqni ot Ia loi lnite
i 2
de [ISo()1]7 - Si B est In puissance du test. on a s A =P, |1S.()]]° > wn| on
veltly:sp# N,
Nous prisentons ici, les prnisaanees empirigques du test obtennes comme pour-
cendage de rejet sur m= 1000 simnlations. 1os tableanx ci-dessons donnent

les puissances empirigues ponr 1000 simniations, en faisant varier n et p ot
pour @ =H%.

Las colomes représenfent

-k In ditension du noyan K

A2 test de Pearson pour es ohservations fortement mélangeant s,
- x%ind : test de Pearson ponr des obgervations indépendnntes.
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Adeg s test avee les polynomes de Legendre pour des obsenations fortement
mélangeant ex,

legindd @ test avee les polynomes de Legendre ponr des observations indépen-
dnntes,

Lax tnbleanx 3.1 A 3.8 sont présentés en nppendice,

Dians tous les tnbleanx, les valenrs en gras indignent 1a puissance Ta plus
prnande lorsgque kK change, pour avoir une modification sure le choix de k.

On constate de manidre généeale, pour k fixé le test de Legendre o une pois-
<ance empinigoe ping geande gue le test de Pearson.

Ponr des vidlenrs pogitives de p, on observe que Ia puissance inaximale du test
de Logendre est obtenne pour des k plus petites gue celle da test de Pearson.

I11.4.3. Appendice : ‘Tableaux des puissances empiriques
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TABLEAU 3.1 : Puissances empiriques pour p— 0,2 etn ~ 100

k e ind fep legind
2 10| T es | 93 | 18
3 89 | os 83 | 106
4 g1 | 82 V12 99
5 84 B | .65 10.1 __
6 78 69 65 | 103
7 74 82 62 104
8 62 67 62 96
9 62 13 | s9 104
n 6 1.6 53 10.2

TABLEAU 3.2 : Puissances empiniques pour p=-02etn — 100

W i o ieging
S X S I X RN IV X 2O PR * R
LA B89 Ay 80 ] A2
1 _ (88 38 V1Nl 3
5 74 42 73 13

7 6.7 39 68 | 57

R s | 37 68 61

9 6.0 40 1 354 5.5 .

10 6.1 44 | 42 52
TABLEAU 3.3 : Puissanccs empifiques pourp =02 etn ~50

k o] Afind leg legind

12.1 712 138 99

2
I 123 8.4 142 %9
4 125 1.1 12.2 S 98
S o | 128 8 1.8 .97

6 109 14 10.7 9

7 ) 10.2 64 9.9 86

8 102 8.2 9.1 1 86
g 6.9 81 8.4
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TABLEAU 3.4 : Puissances empiriques pourp=~ 02 et n — 250

] Al [ e ~ legind |
. 89 18 | e
LA

|3 ~ 8.6
6.1 7.4 a9 | 91
52 74 49 93
5.3 e A8 L B9 ]

1 x ind teg legind
T - 2 R 1 T N T
_ I‘M _ 2_(_).\7_ __I?._S_ 1 49
__}5.61_“__ . .'}0.5 ) (6.5 . ‘ 4().§.
___lf_i_.()___ 1 .. 318 N 16 o 482 )
188
3 32 v 14 | 473
133 1.4 ) 123 47.1 B
% N ERURE: > SE I § B 417

. : . I, ’

1 lind leg legind
SR B | X 1.1 336
i 21.0 12 30.1 308
} 20.3 1.7 299 353
. _19.7 12.7 27.1 338
. 20.4 12.9 249 350
. 19.2 15.0 | 227 | 343
_ 17.8 14.6 21.7 35.0
oo 18] 6.5 S 7 S F o S
182 118 183 35.6
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TABLEAU 3.7 : Puissances empiriques pour p= 0.7 ctn —100

Yind

255 107
299 (747
295 | 168 |
R
329 |88
327 _ . 196
(332 . 807
33 793

912

begind

91.2

436 | 9s
3 | 93
398 927

343 920 _
35 LK
307 | 918

TABLEAU 1.8 : Puissances cmpiriques pour p~ <07 ¢ctn - 100

1 chilind leg legind
418 | 3| me | 821
544 .. A6 _ | __ 698 . 801
L5093 Lo sar | M2 . 848
609 _..514 696 | 835
SRA | 599 | 6RO | 854

608 610 | 662 | 819
604 630 631 | _ga..}_ L
59.6 63.2 609 i §3.Z_____

S_f{.l 63.7 578 g4.1
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CHAPITRE IV
Tests Banachiques : le cas de C[0,1]

[V.1. Introduction

Soit {X,.n> 1) une suite de variables aléatoires indépendantes et de im@me
lod P>y, définies sur Uespace probabilise (€2, A, P)et & valenrs dans [0.1] mmi
de < tribn borélienne 3.

Soit pune probabilité s (0, 1], B). On se propose de tester hvpothose
Pyl
Boxey n dtndie une elnsse de tests hastés sur des normes hilberiennes. Nons
Hndiecrons el un test hanachique associé & la nonne uniforme de Cl0.1].

Dans la section 2 de ce chapitre nous donnons les notations, La loi Timite

de Tn @intistique S, (L) est étadite A I section 3. A In section 4 nons dodions
e nivenn du test.

IV.2. Notations et définitions

Considérons ey, &y, -+, ¢x; k> 2 une base orthononnale de Fg. souns
espaee de dimension finie de L2(p). On snppose que les e5(.) sont continnes
sar [0, 1] et que o) = u(,_”‘ [ noyan reproduisant de Pespace B engendnt
par oLy, L e notée K(x, t) est donné par (of. Chapitre 1)

k
K(x.t) — Zo}(x)c,(t) on (x. t) € {0, 1] x |0.1].

PR |
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Définissons 1a statistigue S, (1) par :

k

1 n
Sa(t) = VY g e5(t) on &y, = =Y (X et t € [0,1]
i)

n
] 2

Nons allons chercher Ia loi limite de S,.(.).

IV.3. Loi limite de S,,(.)

Lo résndtat principal v nong 8tre fourni par le ‘Théordme de Jain et Mar-
cus [54] 10,220, que nous appligerons A nos hypotlidses

Theordime 7 Théorde de Jain et Marens

Soit (Yo())nes nune suite de variables aléatoines indépendantes et de
mhine loi délinies sar (€2, A, ) A valenr dans C(T) o T o<t un espace com-
pact it de s distanee .

On fait les hypothdses suivmntes

N EYO)] = 0.8 Y21 <1 .t

2) 11 existe nue wriable aléatoire véeelle M telle que B)M?[- 1 e et
Y (w. 8) = Yi(w, )] < M{w)d(s, t), weQ:s teT

alors i (T, d) verific ta condition

h 1/2
[3)] Vit sup /0 (Iog m) de =0

h—el e,
ol m st une pobabilité sur T et B(t, e) = {s: d(x 1) < g}

o a

| — c
-_—— Y' — pl
\/ﬁ: + 7,

on 7 est une variable aléatoire gaussienne centrée & valeurs dana C('1).

Démonstration. Voir |54]1).220.221. Dans les chapitres précédents, nons
AVONS vh que

S() = VA |33 KK -—1]
- & 'i:lK(X;,.) ; 1]
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nous allons alors montrer que le théortime ci-dessug &appligue aux wrinbles
nleatonrs

( K(Xi..) 11> 1) dés que les e sont. lipschitziennes.

En eflet, on n :

IK(Xi(w). &) 1 - K{Xy(w). t) 1 1] — [K(Xj(w). &) - K(‘( Yo )|
< M(w)fs o] |(1.1|)

ear si Jes e, sont lipschitziennes, on obtient

k
KX (w). &) K(Xy(w). 1)} = z%(\,(xl)((e,(s) --»0,(1.))‘
]

or ¢y 2 Ly, done

[K(Xi(w). 5) — K(Xi(w). )] -

k
L (XO)ley( “'j(t))‘

y 2
k
< L
M; —supje;| < o ear les e; sont lipschitziennes done continues o
ey (5) - ey ()] < djfs =t
k
Définiseons la constante M par : M = ,}_;de,-.

1) ot 2) sont par conséquent vérifics,

Panr vérifier I condition 3). on choisit m 6égale & la mesure de Lobesgue
. h | 1/2
sur [0, 1) et on considdre snp (Ing m—"(.—,T) de
et o ks

on a alors
mB(te)] — ¢ sie<t <1 -
m{B(te)] > /2 sinon

d'on

h 1 1/2 h 2 1/2
:li(:‘p”/o (}"E b "“"]]) de < /o (lug;) e

ponr hassez petit, ) < e <h log-z- > 1.
€
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on n

h B 1/2 h .
/ (hvg E) e < / (]ng E) de
n £ Jn €
h 2
o / (lnp\—) de — llog?2 - hlogh 1 h
J oo €

Itlog2  hlogh i h “(l
N

h

ot par simile

don Iy vorification de I condition 3).
I theoréme 7 <appligue done A notre sitnation, d'on e

Théorémne 8

Sans les conditions sivantes @ 1) les variables altatoires (X )iy sout de idme
foi. indépendantes ¢ centrées,
2) Les o remit lipsehitziennes.

1 n‘ r
nlors : S.(1) = Vu [-}JK(X;..) - I] - 72()
;0

on 7(.) ext une varinble aléat oire & valenrs dans CJ0L1] définie par le processis
gnssien cenf res de méme opérmtenr de comrinnes

que K(X,.) - 1.

Remarque
' apératenr de covarinanee de Ja varinble 7 est défine par -

EI(K(X1. 8)- 1)(K(Xy, t)-1)]

Ce qui donne apres un simple ealenl K(s, t)-1: pour

(,4) € 10,1] x |0, 1].

Par aillenrs S,(.) = [i} [-ﬁ.}"_j]o,(x,.)] r‘)(.)]

,‘.
e I . .
ot TLO,(X,)—~ Y;.) = 20 -+ k (Théordme central limite),
Tk
Laa Y, sont normales, centrées, rixdnites et indépendnnt es. Par constquent :

k
c ~ e . . .
Sa(l) - = YoY505(.) ((on ntilise I continité du produit sealaire).
j 2
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A cange de Panaeite do ln hnite oy »

k

(8) — ZY,—(‘,'(S) on s € |0, 1]

] 2

Fn considérant In norme nniforie, on i

170l = sap [2()] = sup }JY

a 0,11 we 10,1}

I1V.4. Etude du niveau du test

1V.4.1. Introduction
Sait v e [0 N[ tel que P|||Z]| > C.] — «

On peat afors constriire i test de eégion eritique {(xy. <. )
de nivenn asymptotigue .

La recherche de e conduit d In détermination de Ia loi de ||Z)] = sap |Z(s)].
w101}

Cette loi est tres difficile A expliciter, nos recherche hibliographignes ne nons
ont pas perinig de résondre la gqnestion. Certaing antenrs comme MCA Lifshits
dang [60] proposent des minorations devr | nong allons done adapler ses r6
sultats A notre procesass,

t> )

Y

Mais examninons d'abond un exemple, en considérant que les ¢; sont nni-
formément bomés.

1V.4.2. Majoration de a avec sup «mp le;(x)] --D < 400
8€ F j

k 1 1 k
121 = |3 Vyes ()] < 32 (Yl ()] < DY Y.

Pocons alors X — I)L [Y;], par snite
a-P|7| > C. <P|X> C,l.

Un enlent teehmigue ¢ni utilise les fonetions earnctéristignes donne, en désig-
nant par fy la fonction densité de X.

17

< X et done
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k- 1)
f(x) = - exp .

I)\/’br(k ) (1 : 5';)

On dédmt nlors :

X,
' o .,
PIX > ] —/ (o (x)dx — 1 / [ (x)dx.
C.a

L (x)

o —

V2m
I)\/(k 1) (I 2—;)

SiFy désigne Ia fonetion de répartition de X, on obtient
PIX > ] =t F(C,) et commne e <PIX > C,]. aloms

0 < IN(C)

IV.4.3. Cas on le systéme orthonormal est 1a base trigonométrique

Nous supposong (ne fa base orthonormale ¢, ¢y - - oy de Fespace
Fa ¢ Ta(pe) est coustituée de fonctions trigonométrignes

)
k k
V(72(x)) = E {X“q(s)} =1 DI HHON ;Y}'Y)"(‘)‘(ﬂ)(!)“(ﬁ)]
. ;2 i75
or I(Y,Y,) = 0si) # 1 (indépendance des Y; qui sont contrées), done
X
V (Z(s)) = x!‘l[Y:‘f(»?(s)] k=1 D'on V(Z(x)) = constante.
y 2

On utilise alors les résultats de MLA. Lifshits dans [59] en les adaptant 3
notee processis pour chercher le comportement de

gl

M2 Cl=p {.‘m]) |7(s)] > (.‘..}

w0,

1V.4.3.1. hypothdres et notations

Nons reprenons ich les données ot hypothéses générales de |6 p.p. 177-
178,

Soit (T.p) nn espree métrigue,

DéRBnition 5 :

Un sous-ensengble A de T est appelé e-distinguable si p(s)> g pour tons
points & ot t distinets de AL

B2



Notations :
- On note par M(t.g) le plus grand nombre possible d’éléments dang un sons-
rnsemble de T g-distingnable,

Fxemple :
si'T, - {1ydg, -0 ) estoun sous-ensemble maximal de T e-distingnnble,
alors M) — n et pour tont iZj .onn:p(tit,) >e.
A quantite 15(°F.e) = log M('T.e) est appelee I eapneité mérigue de Fespaee
T

1V.4.3.2. Quelgnes résultats préliminaires

Noug donnons maintenant quelgnes résnltats teehnignes gue nons ol ilis-
erons par la snife :

Théoreme 9 60| p. 193 : borne inférienre de Swdakov.

Soit (Xt € T) un processus gnnssien eentré el g > 0, alors

1D [m.,)x.] > 2 25 ML) BT, €)' x ¢ (16)
te 1’
o)
0,645 1 <n <23
v (n) { 272 - (log n) T2 gin > 24 amn

Démonstration,
Voir (60| p.193-194.

Théoréme 10 {60] p.195

Soit (Xi. t € T} un processug ganssien centré de variance constante a2 > (),
Pour tout t ¢ T, V(X,) = a?

alors. pourr @ Ronac:

L L=%(/n — ¢ ()
- 2

P |:m|pX, >r

e

(18)



t X2
on d(t) - / exp (~7)1Ix

2 1 > 1/2
g (r) - -"‘“l‘{" (f{; | g%—) ryen[M(te))eo P—(;i)] } (19)

(o Tonction » ant délinie nug Théorédme Y.

Démonst ration : voir [60] p.195-196

Application :
qui est notre eas d'étnde.
Si(Xe e (001 est i processns pganssien tel que les denx conditions saiv.
antes soient remplies

1

V(X,) = (VI e [0,1] (20)

2) ponr tons € et t vérifiant la comdition |s - t| < g ( donné) on o

Wy~ 17 <E[X, - X0 < A< (21

alors M-A Lifshits montre dans [39) p.197 que : l’[ gup Xy > r] >, AV
1elo,n

2
o, = r""‘/""('xp(—%) (22)

Noug appliquerons ce dernier résultat & notre processns ().

On montrera tout d'abord gue le processus 7°(s) que nons définirons ci-
dersons vérifie les conditions (20) et (21).

1V.4.3.3. Minoration de P | sup |Z(8)| > C,

ac(0,1]

On a montré que, avee la base trigonométrigne V(Z(x)) = k - 1, "o :

v[ ‘ﬂ(l___lZ(s)] =]
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Posons Z(8) — ﬁﬁ(s)
V(77 ()Y = 1 (d'oir hypothase (20) vérilite par 7°(s)).

Par sillenrs, u\l(nlnns E[Z 8)-2°(1) l

B2 ()70 = —L | V2 (05(3) = e5(€))?]
1 _k- . EIY, Y (e5(s) = (1)) (05 (8) = e(1)].
i’i
Comme les Yj sont indépendantes, centrées et réduites, alors
k
A7 ()2 (t)]? - l,z, 05(8) = o5 (k)% (23)

Pour Ay fixe, munfmm qn‘(m pent tronver a C R el gque :
a2 - < }_J ei(8) — ¢, (k) avee D < A< 1.
[es fonetions e, (‘tnnt mutmnm. on it que :

k .
inf 37 () (5) - e5(A)? existe pour (s.t) € [0,1]x]0,1).
) 2

st
st < A
Soit A cette quantité, alom il sullit de prendre a tel que :
2
A< —
(k I)‘s)Il

done (21) est verifice ponr 7°(s).

Fin constéquence, nous ponvons appliguer (22) an processns 7,'(<)
Planp Z°(x) > y| <P[sup|Z(x)] > 1| nlors

PlanpZ(s) > 1] > oy == Planp|2'(5)] > 7] > oy nvee

) t/23 ?

exp | - T

" 5

Or

I r
Plsnp (Z(&)] > r] =P |ant 2(s)| > —
r
= P |sup|Z’(s)] >
plZ'(s)] \/ﬁ]

Ce gni downe, en notant par i Je nivesn dar test :

=D lanp|Z(&)| > C,l >, (24)



k-1 2

1V.4.4. Cas on les ¢; sont lipschiziennes

Nous {nisons 'hypothése Jipsehtzienne pour utiliser wun résultat annoneé
par Fernigque en 1964 of démontré par Marens eu 1970 (|57 p.219 220)

ci-dlessons.
Lemme 1 {57] p.2)9.
Soit (Xt ¢ [0, 1]) vn processus normal avee
V(Xa) —a? ~0) (25)
telle que

FiXe X <Cls " o-3<2 (26)

Alors, il existe une constante Cy > O dépendant mignement de 3 1al
(quee ponr tont x. on n

(‘)X‘) \ X"
}‘ ¢ X > < l 1 h_i____ —oexp | - L ¢
[.2'2’;; ' ‘] ' 'x"( C )*2“"( 3,,2) (27)

Si nows snuppasons que les ¢ cont Lipsehtzienues, alors
Vi=2 ---k;
Ty > 01 ey(x) — ()] < dy |x -t done [ei(x) - o;(1)]? < & |x — t)?
Vérifions alom les hypothéses du Jemmie précilent. & notre processng 7(<).

k k
V|Z(0)] - V!XY,(‘,(()) = 3 ed(0)
Jj 2 j 2
Commerey # W j=2.--k,alors:

k

V[Z(0)] = Z(:;‘.’(()) =a? d'on (25).

1-2

De mbme;

B - 20 = 33 Iofs) - o0
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, k R ‘
par suite F“.|7,(5)-'/,(t)‘) < Xd)’ |« - t)’

y 2
x
(0 - N2 (e
prenons ( >-4l|’ ('se
y 2

on obtient alors B(Z()-2(0]2 < Cls 1]
Il sathit de prendre ;3 - 2 ot (26) est vérilice,
On pent done appligner (27) en remarguant gne -
P sp 2(8) > €| <Plsup|Z(s)] > €] < 2P|snpZ(s) > €]
te'a,
on nalors o = PJIZ]] > Da] =Plsup [2(x)] > D,
clost Adire

Cal)? 1)?2

n < Bexp (—%) bexp | ———— (28)
| &Y e2(0)

3 2

on {JIZ)] > D,,} désigne I réyrion eritique da test de nivean o,

Conclusion

Pour In recherche du nivenn de test, nons avons examiné {rois cus gni sont
on fa des ens assez particuliers,

On w'a done pas pi obtenir la valenr exacte du nivean do test compte
tenu du fait que ln déenmination de ta loi de 7 w'a pas 616 possible, Clest
un problame (rés difficile et dang la littérture Ggalement ce probléme reste
onvert. [e probléme a été abordé de maniére générale par des majorations
ON IOt IoNS,

Ultéricnrement nous nous st éresserons & PMatilisation da Théoréme de
Slepian-Sehilfli suivant :

Soit X — (X1, Xo. §---. X)) et Y = (Y),Yy, §---, Y,) denx processus
gaussiens coentrés, tels gue

1) Pourtout i = 1,2, §---, n; V(X;) = V(Y;))

2) Pour tont i # j; E[XX;| <E|Y;Y;]

alors, ponr tont r€ R, on s :
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Plsup X; > ] 2> Z[sup Y; > 1

Dans notre cans ; N
Cos (260, 2400) = BIZ(970) | = SSei(e)ir)
)

Nons espérons wltéricurement. faire d'anfres approches pour 'étnde des
tests Banachigues : le eas de C|0, 1] par Putilisation du théordme de SLEPTAN-
SCHLAFLI ei-dessms. 1] s'agira alors de tronver nu processus ganssien dont
In covnrianee r(s.4) ne dépend gue de [s - | cest-a-dire pour obt enic un pro-

k
cessng stationnaire an secotrd ordre de telle sorte gue @ ) aj(s) ej(t) < r(s.a),
1 ?

dans ce eas on ponrrait obtenir une meilleare approximation du nivean
dnrest,

Un nutre problame important A étudier serait. le cas o le noynu K est de
dimension ifinie,

ol



CHAPITRE V Tests de non-influence

V.1 Introduction et hypothéses générales

V.1.1 Iutroduction

I estimation of les tests non paramdrigues pour la fonetion de régression
tant pour nn processns & femps confinm gne diseret ont. 6 Gadics por de
nombreux anteurs. Plnsieurs méthodes ant 666 atilisées dont celle du naya,
colle des <bries orthogonales ot celle des inoindres enrrés,

Box ef Watson ont éndié dans [25,26]. In rolmstesse du test de régression
par rapport A la non normalité. Liestimation du parameétre de décentrage
dans les tests de régression a M6 examinée par Bertrawd (51 Yatchew | 78]
n Ghudié les tests non paramétrignes de régression basts sar la méthode des
moindres earrés,

J. D0 Hart s étudie dans son livee " Nonparametrie smoot hing and Iack of fit
tests” [19] comment une vaniable Y se comporte si etle est fonction dhme antre
wriable d& enniniste . La relation entre z ef Y g'exprimant par Y = (1) ¢,
r désignnnt In fonetion de régression, € le terme d'errenr et z ¢tant Ia vari-
able déterministe. 11 considdre une séric (7, 1), - .., (0, #a) qni contiont une
information «ur In fonction v et & partir de ces données, diverses conjeciires
on estimations de r sont effectnées.

Pnr 1a snite Hart et Hart et al. ont développé des tests sons plusicurs alterna-
tives portant sir la régression, on peut. citer panm d’autres; des tests pour In
régression simple ot la régrossion multiple [1], comparant. les puissances de a
combinaison de phikieurs moddles & partir des gsimulations. Dans (59] Lee et
Hart atilisent les fonctions trigonométriques pour estimer 1 et donnent des
iéthodes pour choisir Fordre dex coefficients de Fourier.

Dang ce travail nous nous intéressons & une régression de la forme Y —
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r{(X) t £ o0 X est une varinble aléatoire, pour tester 'hypot hése de non-
inflnence Iy 2 r(x) = C on C est une constante,

Aprds avoir défini Vestimatenr de r(x) et In statistigne dn test, nons Gudions
dans In denxidme Section le test ponr les obgervations indépendantes. Le cas
des observations correlées ost tmité dans la Section 3. Les simalations appa-
raissent A la Section 4.

Considdérong les couples de van (X)) avee | <5 < ono définies sur
le méme espace probabilisé (Q, A P) ot & walenms dans Uespace mesuré (IS x
R. B3 x iy, % A) o0 v est une mesure a-linie sur 2 et A la mesure de Lebeggne,
On suppase que Ies X; sont de méme lot connue g On snppose Ggalement
aue les (X5, Y;) gsont de meme loi pour lagnelle existe la densit6f.

Soit f(x,y) In densité commune des (X;,15). On soppose de plns Pex-
istence de () - /_uf(f.;/)cly ot d'ume fonetion de régrescion » de ¥ opar

rapport N X défime par

o)
r(r) = E(Y|XN — )= { f() sif #0

E(Y) sinon

On v considérer r(z) = E(Y|X = 7) dans le mdele Y = r(X) t e
(modele de régression altatoire) ot on se propose de tester Vhypot hése Hy -
r(r) = C on C est une constante.

Sans perte de généralité, nons prenons C = 0 (si C est conme) phisque ¢'est
possible dappliguer le test aux olservations ¥; — C en considérant le modele
Y -C=r(X)te

De plus s ro(x) est une fonetion spéeifliée on peut. utiliser Je test anssi pour

Ihypothdse Hy @ r(z) = C + ro(x) en applignant le test. aux observations
},. - (7 - To(X.).

. b
On suppose qne v € LA(p). done r(z) s'6erit r(z) = 3 bye;(2) avee les
j 0

coefficients de Fourier b; = (r,eg) = /r(m)(‘j(:r)(l;l(:r).

90



V.1.2 Estimation de r(x)

Ponr k entier positif fixé, considérons un systdme orthonormal {eg, e, ..., ey}
nwvee ey = 1L dans Fi, qni engendre le sons espace, de dimension & | 1.
Erestimateur de la fonction de régression par pmjw:t 1on sor §5 est défing par ;

ra (X, Y :r) =1, (7) Z”“ () (29)
jO
on i»,,, .- "1 0¥ 6, (XL) est Festimatenr empinique sans binis du coefficient de
v
Foner by
o Ty
h, ~ /r r)r-(r)«lp(r) - /I;‘(Y|,\' = ) ei(r)dp(r)
CEE(YVIN = 5)ey(0)) - E(Yes (X))
ear on n IZ{(Y X) - F:(F}(Y,\'L\'))

- n
0 ona by, — -"; M
1

X)) . On olwerve gue ponr

V.1.3 Définition de la statistique du test

Ponr tester Phypothdse Iy« “r(2) = (7, considérons 1a distaner d(r,,, 0) =
lira  Of dans L2(s1) entre la fonction de régression estimée of eolle i est
vraie sons Ily. on ||-]| est 1a norme dans L2(ge).

Fn considérant 1a statistigue hilhertienne

n, - \/;rn
et <a nonne dang Li(p). || ]| = /n||rall. on &

k
[Rall* = n S 02,

50
Alors Je test associé A I, rejette Hy pour de grandes valewrs de || 17,1
On veat tester Phypothese Hg @ “r(z) = (7 pour tout. z contre 1y 2 “r(xr) #
ce g est &quivalent, en considémnt. les cocfficients de Fourier, A
Ho: by =0Vj >0
I 3 >0:6#0
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Fn effet nons considérons 'hypothése alternative Hy(R) @ “r(2) # 0 acec r
telle quil existe un j € {0, 1,... (&} pour lequel by # 0.

Dang toute la suite nons adopterons les notations suivantes :
pour chaque j définissons les v, réelles centrées

Di; — Y5 (XG) - (Ve (X)) 1 <d<n

ol posons

n’ '/')S‘,.,J - n '”Z 1y — Vi (i;)'n ' ”;)-
P

consiléronus Gealement 1os veetenrs

n 1% Sun iy by
n '?g, - : oV : - : vn(B, - b)
0 \/QSnk 'i"m ”k

ot pour | <5 < n

Dy
]).‘ =
Dy
& -
ot In combinaison linénire V; = 37 ¢; D;; =c''Dy avee
i o

c= (cav... )T € RE'1.

V.2 Cas des observations indépendantes

V.2.1 Comportement asymptotique de || 12,[|
s théortmes suivants nons donnent les lois Jimites de Ia statistique
koo 2
I11])* = "Z (hj,, b,-)
5 0

sons I'hypothose 1y @y # 0 (theordmne 12). ot de la statistique ||[Ry]]° sous
hypothése nulle (théoréme 13).
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Théoréme 12
Sons Il on a

|2 -5 0

o 1wl € pour fonetion earactéristiome () = [det (fey 2503 1
Uodisignant Innadirice avee les Aements définis par

o~ B(Viry (X)) - byl Vier(X0) - i) (30)
ot iy designe la iatrice identigne d'ordre & 1.

Démonstration. 1 appheation da Théortpe Clentral Limiite dans e eas mni-
tionrié A Insnite (D)) 2520, 00 les D, sonf de e Toi of indépendantes (iid},
nons pennet d'éerire

"

Vi (Ba - b) =1 1S B Z N (0,7)

o 3 a Velement oy = (D Dy) = FE(|Yie; (X)) - bl [Yied X)) - B])

I'n atilisant Ia conseryntion de 1n convergence en Toi par continnité, on a

1(Bn ~ W) Iy (B~ b) -5 21,7

pour Jes formes guiadratiques.
Pour conclure it suffit de remarguer gue

k
oy ~ 2 -
n(Ba- 0) Ly (By-b) =0y (h,,, ..r,,-) Al

)

Z e \Z — () ot dutiliser le théordme 1 de Barm (4] p. 88).
Q

Théordme 13
Soms Hy : “r = (" et wi E(V2|X5) = v, o0 v st une constante non nulle, on a
2
”Rﬂ” - 'YQ
on Qrl,,
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Démonsimtion. Sous [y les coeflicients de Fonrier sont égmix 8 26ro, ¢'est -
Adire b = (0. Done A partir de In démonstration du théordme préetdent on
n

NRAN2 = o B 1 B, 5 270002
De plus Ia formmie (H)) devient

IS (}".2/’_,-(,\’,—)/',(,\'.'))
=B (E(YV2IN)e (X)) (X))

ot avee Incondition £(Y2|X5) = 4 on trouve

Ty = 0 sij #1
" CE (X)) = sij—=1

crest-A-dire 3 =yl .
Alors ZT 1\ Z = }:; 0 (U,—)2 = Q. puisque Aj = v sont les wlenrs pro-
pres de 57 et les van Uy ~ N (0, 1) sont indépendnntes. g

Les théordmes suivants donnent. les vitesses de convergenee vers les lois
Binites.

Théoréme 14

Sona les conditions du théoréme 12, posons

An =sup|P(JRLP < 1) - P(Q <1
(€

Si FE (II[),'||") = M < 0o et ¥ st définic positive alors

on rg ost une constante universelle et les A; sont. les valeurs propres de B .

Démonstration. Observons qne

A, = sap |P(\/1—1(B,.—l))§n)wl’(Z<1f)|

uERH !
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n
et rappelons que /m (B, - b) = n~Y23"D,. Aloms on peat appliguer e
1]

thtordme de Sazonov (voir Appendice T chapitre 1) anx v.a D)0 8 valeurs
dans R did, centrées, avee I méme matrice de varinneecovarinnee que Z.
Si nous prenons conne (to.ty, ... .te) 1a base des veetems propres unitaires
de 3 des produits sealaires (D;, t5) <ont des vaal eielles non corréiées puaisgue

E (D, t;) (Dy, ) = €] 5t = ] (At) — Ao

on Ay st la anleur propre associée & t.Par le théoreme de Sazonov. on trostve

k
B < eafl 4 1) S
i 0
avee
o_ _E(D)) EQDIE) A
s N 232 3/? T2
[ ({Dy. )]} A g

Pour conchire il suffit de remarguer gue

j a2

—t )

) nmin A,
“"}(k

[ |
Théoréme 15

Sons les conditions dn théordme 13, posons

An =sup | PR < 1) - P(Q < 1)
tex
SiE (|D,|‘1) < oo pour chaqgue j alors

) N -1/2
A, S‘OF‘YITEE(ID‘I ) n

jia

ol rg st une constante universelle,

95



Démonstration. Calgnant Ia démonstration du théGoréme 14 on voit que la
base des vectenm propres (o, 1y, ..., 1) de 3 coineide avee la base canonique
de R les prodiits sealaires (Dy, t5) sont les vaa, réelles non corrtlées D;;
ot lex vrleurs propres A i sont tontes égales A -y,

|

Théoréme 16

Sons Iy 2 “r(r) # 0 avee v tel quil existe wn 3 € {0, 1.0k} pour loquel
b; /0. ona

W ® ™ o

Désnonstyation. 1)'apras I loi forte des grands nombres on a

)n Z ’1’)( ‘ g ‘ y'!"'j(‘\.!'))

neee by # 0 (en considérant le j tel (|n(~ b; 7 0).

e pn »e
Done b;n S h) ot par conséquent n L h)" Sroe. 8

V.2.2 Construction et consistence du test
Ce qui précade permet de dire que si o €]0, 1] tel gue
Plyxi,,>mw) =«

. . e 2
on pent alors constraire un test de region eritigne {(J,‘], e Ta) Rall” > m}
de mvean asyiptotique o et, sous 'hypot hdse nmlle, on a

Z bz 1) -

Comme la constante y est inconnne, pour 'utilisation du test on Pestimem
par Ia mayenne empirigue

=0 (n."/'z)

k
. 1 . 2,2
il e D DN Z Z Yoo,
Tk n(l + 1)
i o ;] 0v-1
Rappetons que le test de rogion eritique [RL)? > wy, ost eonsistent si on n

simulianément
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n) o, - ]‘(unnn'z > ".") .j_a ().
I ﬂn('!) - P(”nﬂ”) > "'n) "-" 1‘ G 111

Lo lemme suivant est ntilisé dans la prenve du théoréme sur In consistence,

Lemme 2

Pour tout 9 > 0l existe une fonction de régression vy € [ (k) telle que

k
<y By <.

3 0
Démonstration. Pour 3 > 0 donné, prenons sy (o) — bey(x) dans H (k)

. <k . .
chosissant 0 < by < /3, alors L}. ,,oh)’. —-M <y

Las theordme suivant donne leg conditions néeesanires ot snflisantes ponr
In consistence da test,

Théoréme 17

La test de region critige ||[Ra|” > w, st consistent par rapport & 1, (k) si
of senlement s

",
W, —+ 00 et — = ()
fl-+r0 11 n—-o0

Démonstintion. L'affirmation du théordme est &puivalente anx trois points
Snitants

by - v ) 4=5 wy, - 00,

2.5 20> B (n) = L

3 fr) v 1= =,

Alors prouvons les trois implications,

. D)’apr le théoréme 15 on a

jorg = P (e > wy)] = O(n='?), done a, — 0 8i et seulement & w, —
00.

2. Selon 71\ (k) flexiste nn j € {0, 1,... Kk}, soit jo, telquedy = F(Ye; (X)) #

0. Soient un entier > 1 et N(by ,1n) le plug petit entier tol gque
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2
wa W
— < =% ponr n > N(b; . m).
n o om?
Comme

1Bl < vn — Zn <2 [fn] < (/220
j o n
n Pl
pour n > N(h, ;m)ona |by,| < - don
b [ .
h-’"n ’ | > |")“I i )""i 2 .’llul o "W I’)lll‘ ﬂ__”’_ .

Alors ponr n > N(b; ,m)

1 - i’ﬂ(r;) =P (“Rn”‘l < m,,) <p (|Z”m h) N I”jn| m - })
' "

2
E ( ) Var (5)-0,,) m?

hal* (251" (e D
< 1 E (D%)‘n) m?

“n U}n (m - 1)t

h;

Jon - b ia

Done 1~ 3,(r) — 0 pour n - o0o.
, ) ) .
3. On va supposer gque — - {1 Aloms ils existent 3 > 0 ot une partie
n
e w
infinie Ny C N tels (que — > 5 pour n € Ny,
n

Considérons v € I (k) tel que O < xf 0 1)? < 1. dont Vexistence est
assurée d'aprés le Lenne 2.
La conditiou I, (r1) - 1 donve pour n € N,

k
P (ZT’ v) <P (Zb’ S"—) 0 (31)
y 0

D'autre part (voir ln preuve du théordme 16)

k

‘b," 24 Zh <

30
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('on

X ol x
X - -, ~ 2 2
, E I.fﬂ S ,) < I) E; ("7" - h)) < ', ’ Lb) ';- ﬂ:'\ ]
) 0 PR ;o

ce qut st contradictoire,

Remargne  Tes resultats obtenns ici sont similnires A conx de Bos dans

(14] page 25,

V.3 Cas des observations corrélées

Pour toute la snite nons suppozons avoir des observtions engendres
par T processus (X Y )eq qmi est o-mélangeant avee ponr corflicient de
mdlangeance ayy.

Lemme 3

Soit (X)), un processug a-inélangeant. [0 (1. B) - (F.By) mie appli-
ention mesnrable. S1 Yy = f(N(). Te processus (Y7),., tst o-mélnngeant nvee
vy (n) Cax(n) V- 1,2, -,

Corollaire 8

Ny Lesovans D),y sout a-mélangeant pour chigue j lixé avee ap (n) <
vy (). priisue cCest possible décrive Dy = (X)) avee £ mesarable.
b) Les v V)osont o-mélangeant nvee oy-(n) < ayxy(n). puisgne ¢'est
k

possible d'6erire Vi = 37 e (X)) = g(XG ¥;) avee g mésomble,
y O

V.3.1 Comportement asymptotique de ||R,||*

Nons donnons ici nn théordme général de type Tikhomirov [76] (voir Ap-
pendice. théoréine 24) que nong utiliserons dans les démoust entjons snivantes.

Soit ((Xy),-7 " procesaus centré, stationnaire, a-mélangeant et § valeurs
dnns R¥ done: X = (Xqy,..., Xa)". Considérons I somme S, — 30 | X,
ta combinaison linéaire V; = X; avee ¢ = (¢,... ,cx)7 € R* et U'ensemble

des conditions sutvantes :



(A) E(Nal2'*Y) < o pour by > 0:
(B) I( V2'%) < a0 pour 8y > 0 (on it que 35 A):

(C)  a?>0ona?=EWVI) 1 2Y. BWV) = Y E(W).
' 2 i o

Théoréme 18

Souis tes conditions (3} (C). posons

A, s

ur Y

I (“n Il')S,,“'Z < u) - 1’(“2”7 - u)|

v 7o M (0032)0 o0 lnomatriee 35 est définie pay
Ay = FXGXG) EY O E(X, X)) 1Y BN, X (32)
i) 1 2

Alors o a

i) s ay(n) = On: 12 H0O '6)/"’) ponr 3 > 1L alors 1] existe une constant e
v, telle qne A, < 9yn’ %g::R
i) st ay(n) = O(¢™™) pour B> 1, alors il existe noe constante v, telle
que A, < 'y,zu’% log''?,
avee 4 = n]u(hx‘ﬁ‘,).
De plug,

k
728" Szt = S a2 (33)
)

o les van, Uy ~ N(0.1) =ont indépendnntes et /\'j les mlenrs propres de la
matriee 3.

Dimonsimtion. Examinons les détails senlement powr 1a 1), comme la di) se
démontre de nirntdre similaire,

Avee les notations ot es conditions ci-dessns, on pent appliquer le thidcoréme
de Tikhomirov A ta snite (V). Ingquelle est centrée ot & valeurs réelles par
deinition, a-mélangeant par le corollaire 6b et stationnaire,

Alors il existe nne coustante -y, telle gue

r (u"“ZV; < f,) - P(N, <1)

[

R ROZA Y
sup <mn eI (34)
teR
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o N, o N0, s, puisque a’ < ~x (voir remarue en Appendiee A ee
chapitie).
Mnix

n
ZV, o !‘g,\‘” by l‘kl\‘u { --- ' 4'1.\-,,| { - I 1'k.\',,k
[T |

-'4‘,2“_:.\‘.-1 [ BRI !‘ki‘/\'ik
i1 i

Done Ve ¢ RX
TS -E0 N0, )
ot st a2 = ¢7Ye, on 3 oest la matrice de variance-covnrianee du veetear Z,
dtfinie strictement positive paree que a2 > 0 par la condition (C). an » nuss
T8, L N(0.6T5) (35)
(*"‘Sn "E‘* 7.

2

11 reste A voir que 72 = ¢! avee 3 symétrigque,

Counne nons avons appliqué le thtortme de Tikhomirov aix Vi, on na? =
E(W) + 23 BV,
[
Maix
E(V\V))=FE ([(;;-Xl] |¢'TX|]1‘)
= F ("X, X?lr) =c'E (X|X;r) ¢

= 4:"‘5).,-(:
et de In mdéme fagcon
E(VV) = e"%ie

ononapost Ny = F (X.X"") et Yoy =F (X.»X;").
On observe que E(VV,) = E(ViW)). alors que 3 = 31
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Done

) 3] g ¢]
a? =y |.§ :,-'53,.-{- ¥ E :“’51,.,-
v 2 v 2

Sl BT PRI PR It
[ t 2
- ‘.‘;"\:“
Alors I'élément général de 3 st
(a e} o
mp = B (NG N Y E(NGXa) b Y E (X, X) (36)
v 2 s 2

ot oy ooy,

Par (35) en appliquant Ie eritére de Cramer Wold on a

n 25, L 2~ NS (37)

Ia convergenee en |oi se conserve par continuité ot done ponr les forimes
nuadratiques on a

n SRS, S 72T
De plus
n 'S LS, — ||n"'/25.,||2
ot
k k
T 2 2 2.2
ZThZ =Y AU =Y AN
Jj1 J1
on AJ? > 0 sont les valeurs propres de ¥ oot les v, Uy ~ V(0 1) sont. indépen-

dantes.

Par mpport A 1a vitesse de convergence, nous avons
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anpy, o | (n RTS, <) - P(N, <1
I ’i‘ ( ) (Na )l
S TIPS |l‘ (r"' [n '/""S“] < z') r (:-"‘Z < u”
—-q n ‘J' 1/').3" 2 < 2 I l// ? < 2 ‘
s 1 ([l o <o) (e ) <o)

'b? .

S|P (fln S < ) (0 < %)
= sup,ea [P0 WS,,”) < 112) P (1Z))7 < n?)

n

2
. LN
ol on a post 1t — “—")
R
D'apres (34) on o Pexistence dune constante y, ponr laquelle Finépalité et
e

£y = D)

An < yyn” 4T (38)

Remargne
Lo erittre de Cramer Wold n donné Ia relation (37) quui Aablit 1n convergenee
dans RE,

V.3.1.1 Loi limite de || R,.]]?
Les théordmes suivants nons donunent les lois limites de la statistigue
TV k g 2
“Rn”) - ny (I),,, - bj) sous Vhypothése Iy - r(x) # 0 (théordme 19)
y 0

ot de 1n statistique du test [112,][2 sons Phypothése nulle (théordme 20).
Dans les denx eas donnons des mégalités (i caractérisent ja convergence

de In statistique cousidérée A sa distribution limite.

Considérons I'ensemnble des cowditions suivantes :

(A) I [|I)U|Q'A"] < oo pour by >0,

(II) l‘,‘( V‘IQIM') < nO pour 6‘/ > 0

. o ) o
()Y a?>0omat= BV 423 EVV) = Y BV,
2 i ~ne
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Théoréme 19

Sous les conditions (B) (C). posons

A, = 8up
ucR

P (IR < u) = P (WIF < )|

k

avee U = Y AUje;, on A;I- sont les valenrs propres de In matrice Yo dé{inie
par 79
= E(Dybu) 1 Y E(DyDa) Y E(D;D0) (39)
i 2 2

of les v Uy ~ N(0,1) sont indépendantes, on o e

i) s gy (n) = O OO0 houe B> 1 alors il existe nne constante

“5'!’.!)
v, telle gue Ay, < yyn AT

i) st ayy(n) = O ™) pour A > 1, alors il existe une constante 4, telle

que A, < y,n” 3 log''?,

avee = max(dy, dy).
De plus,

k
2
1 L 2yr2
|7 = e (40)
j 0
Démonstralion. 1l soffit d'appliquer e théordme 18 anx v, Dy A valeurs
dans R¥* ', g
Remamgne

. ‘ . 2 I3
Comme les v.oa, Uf ~ x? sont indépendantes, Ia v.a, {U]1° n ponr fonetion

caractéristique () = [dot (I, y — 20T)]7 72, cest-adire I Toi x? généraliste
avee un degrt de liberté(voir [4]).

En partienlarisant le théordme préeddent nons obienons le coinportement
asymptotique de {{12,]]? sons Phiypothese nlle.

Théoreéme 20
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V.3.1.2 Estimation de la matrice de variance-covariance

Lo distnbmtion asymptotique dans e théordtme 19 (sinsi que dans Je
théoréme 20) dépend des walenrs propres ,\? de 1o matriee inconnue 35 66
ments (39). Par conséquent il est néeessaire d'estimer les dlements de cetie
matrice pouar obtenir Pestimation de ses valenrs propres.
fntrodhiisons d'abord

ﬂ)';(l.') - I‘?(’)ﬂ, [),\') .

Par In stationnarité des Dy ona Cov(Dg, D,) —Cov(Dy. 1)y ,) et pour ehagne
emient r ( ’)(],'I),.]) - I ( I.)U'I)'; ,.J) done

aale) = E (DD )
e plos Fogalite

au(=v) = E(DyDivy) = E(DyoyDy) = my (1)
ot satisfhite.

Eu posant v = 1 — 1 on obtient a2 = 1) = E(DyiDy) ot aj (-(1 1)) =
ap (i - 1); anssi, i) est possible d'6erire

‘o
ajr = Z ai(r) .
¢ -co
I’ar n snite nous supposons que
«
Y AW <oe gl =k (13)
(I
o N . . o <gqn . N . n
Soit 7, nne snite d'entiers positifs vecifinnt £, <z ot lim £, = hm — = .

e O n-200 n

Nons congidérons Nestiinateur elassigne de In covnrinnee croisée da processas

stationmaire biarié (D, Dy), .,

n -1

au(r) = Z De; Dy vy pour 0 < v < 7
't
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ol

(1) = oy (--v) pour - £, < <),

+ - H ~ N 1 M ) N o s —
Cet estimatenr est sans binis, puisque B (a;(0)) = a;(v).
Nons ponvons définir nn estimatenr ponr e par

tn

a = Z wy (1) 5(v)

v [

ol les pords sont

(1) = [1 %] " [%ﬂ] Mgoqery (1)

avee g vérifiant o conditions snivant es

() -1
In{r)) < M ponr |z] <1 (M > 1)
ar) = n( )

De plns il fant pie y(r) <oil continne en 2 = (),

Nons domnons des résnltats annlogies & eenx ohtenns par Igunceolo {51)
pages 58 on les ¥V = 5(X5) = F{e, (X)) sont remplacées par les Dy —
Yie (X)) - E(Yie;(X0)).

Proposition 22
[e<timatenr @) st asymptotiquement sans binis,
Proposition 23
Pour j et 1 {ixés, soient
Zny = DyiDyioy = a(v) pour 0 <wv </,

ot

Z!:‘. - 1)( .,.‘)'1)'_, - ﬂﬂ(" 1') ponr - ?,, <»<0
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St pour tout £ (1 <1 < n) et pour toul » (| < £,) ik existent by et by tels
Qe

| Zeel < Iy ct |71 < b

n—1,
5 et pourtont £ >0

alors ponr tout entier ¢, € [l\
2

P osap {ap(r) ~op(m)] > e | <420 1 1) exp ( -——,;q.,) (44)
fe17 1., 8h*

AN -,
M(IP o ' - n
2220 1 1) (' ! 5) P ([ 24 ])

pour tont oot b max(hy, ).
De plns s

. [q
lim £, exp( -aq,) -0 of Yim £ ([1'2 —‘) -~ 0. (1h)

n

o a ext une constante dépendant de e ot b, nlors

v

. 1
",:(") S ”.N(")~
pendant gue g pour tont £ >0

2 N A A P
DORIC N 1)(-Xp(-§‘ﬁq") 222 1 1) (1 | —6-’) ot | [" D < x

n \ _‘Z‘Iﬂ

{46)
nlors

. I
ayu(v) -—» a5 (v).
Proposition 24
Sous les suppositions de la proposition 21, pour » assez grand, ponr toul

. 17
entier 4, € 11,

- In

2

et pour tont £ > (0

52 tn
I, T - il . < n T : - :
(I~ il > €) < 4(2n 4 ‘)”‘1'( A2 M2 (2, -+ l)') 0

8hA /2 1
- 22(20 4 1) [1 P B e 1)] 4,,,4.(I" "])
[3 2‘101
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ot b max{h . Iy).
De plys st

. -1,
<3i'.],l\ £ X ( A;{—}:) =0 ot nlmgo P g ([nlz% }) -0, (48)

o A et nne constante dépendant de g, M et b, alors

.o
ajp —=» Ojf,

pendant ue si pour tont £ > 0

X“{l(‘zf,. | l)vxp(--m%%‘-ﬁu—,}f—,,u) [
b22(20, 1 1) |1t B (20, 1)]"’,;,,”([!{;5?])} < o
(49)

alors

N pa.
ﬂj, 4 ﬂﬂ.

Corollaire 9

Sinn) < pavec 0 < p <l by ~a”avee 0 <y < 1/2¢t gy ~ 0
avee 2y < 3 < 1 alors les conditions (48) sont vérifices ef 45 converge en
probabilitévers ;.

Siam) < n*avecd >0 fy ~ 0 avee ) <y < 28/(46 - 7) ot g ~ 1P
wee 2y < 3 < (A~ y)/(1 4 8) aloms les conditions (48) sont vérilices ot &
converge en probabilité vers ay).

Corollajre 11

Sin(n) <exp(-=rn) avee 7 > 0, by ~ nT avee ) <y < 1/2 ¢t g, ~ 0"
avee 2y < 3 < 1 alom les couditions (48) sont. vérifices ot &5 converge on
probahilité vers o 5.

Nous ohtenong ainsi un estimatear consistent de aryy pour chague j et 1, Done,

< ye Al R -~
onn ¥, "eson g, - (730) 1< s1ck 1+ PRE TAPpOTL A Ia convergence pour
chaque composante. Copendant, afom gne ¥ est définie pritive, il est. possihle
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que 3, ne le soit pas. Pour obtenir ine inatrice d'estimateurs définie positive,
NONS POSONY

inf ¢'%,c
llell<t

(o= I -
no 0

nvee € € RYY et 7 une constante positive convenablement choisie,
Définissonsg 1a nouvelle matriee

52 = Bat Colit

Propaosition 25

-
A\l

[‘.K
‘n

v 3.

Démonstmtion. Pour prouver que L) est définie positive il sulfit de démon-
trer que In forme quadratique ' ¥ ¢ est strictement positive ponr un vecteur
de norne un.

Soit ¢ € R* avee |[efl =T ona:

Ia matrice est définie positive et 3!

e =" (}’:,. +Coles ,) c
—c"Snet (el
— et
> ()

parce que dans le eas on €' 55 ¢ < 0, I définition de ¢, entraine --¢’ ¥ c <
Cn'
sie € R* tol que [ef| < Toonnc:

|c')_‘.,,c - c've

- |c"' (>L) cl < ||5?:,,>,;‘

el < ||, - 5 (50)

IR &) pB
Comme k est fini, 3, ~-» 35 entmaine gne

koo
e 3= 55 ) ey 0
y Vi
et par (50) on a
e M eTSie uniforiément par mpport A c,
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P

posons fo(e) = ¢ Ync et f(c) = €7 Yie: done nons avons f,(c) Y5 f(e) mifor-
mément par rapport A . Or, ponr tont 1 il existe e, tel que fr(e,) = inf fo(c)

et nnssi il existe ¢y tel que f(ep) = inf f(c).

I} faut prouver gne f(cq) ---+f(e).

Cornme ((ea) < f(cq) et pour nassez grand [ (e,) < f(en)te. onn f(en)- fa(e,) <e
poir noassez geand,

De Inomtme facon f(eq) < f(eg) ot ponr n onssez grand f,(eq) < {cy) | €.
donnent f(cn) - fo(c,) < € pour n assez grand.

Par suite ponr {ont € > 0 el ponr n assey, grand on o | fa(e,) - flco)| < €.

Do plus feq) =~ 0 paree gque Ja matrice 35 est. définie postive of done

inf ¢ Ve ™ inf ¢ Ye -0
fleli<t el

‘lﬂ

Par conségnence ¢, - v 0 ot alors 35

L.

AN |

!t_“"”‘“lﬁ‘

. 22 - .
Par continuité, pour les valenrs propres A0 de Yo on obtient

2 pa g
Aja =7 Ay

ot il vient

k k
YU LS A

jo joo

vy . . . 2T ~k 2 ‘ .
Alors on pent untiliser la distribmtion de U? = L,’ . Aj"U)-) COMNE APProxi-

wation de Ta distribution de [|[1#,4][* conune eas particulier) pniseue

RIS

R,

<

|

/

R,

r (| 2§ u) - r(uy’ <u)\—|
P (oI <y - P (02 < u)‘} S0,

[y}

1]



It

i

<

il

r < u) - P (172 < -u)

< Rn

i

(]

2 .
< u) - l’(||U||) < u)‘
s |1’ (||U||z <uy-pr (02 < u)\

V.3.2 Construction et consistence du test
C'e gui préeeede permet de dive que si o €0, 1] tel que
k
’ T y*2yy2 —
] L,\’- Uj>m = (v
D)
on peut alors constrnire un test de region ('rifiqll(‘{ (21, - o) ||R,,||) > m}
de nivean asymptotique o.

Comte nons avons vin e paragraphe V.3.1.2 pour appliquer le test on peat
ntiliser In distribution de la v.a. U2, obtenne avee les valenrs propres ostimées,

Pour obtenir la consistance du test faisons une hypothose sopplément aire
A 'ensemble (A) (C) du parngraphie V.3.1.1, ¢'est-a-dire :

(D aup s max Ve () = M < oo,
| ‘S"Ln:rclh‘“fj{kl s )

I théortme auivant donne les conditions nécessaires ef suflikantes ponr
In consistence du test.

Théordme 22

Sons les conditions () (D) et si

Zn'(i) < 90, (51)

i1

ot (f) sont les coeflicients de mélangeanee pour es vl YVie;(XG), e test
de réyrion critique {||R.,|I2 > w} st consistent par rapport & [y (k) € ef
senlement si

",

W ~ % 00 o — - + ()
l - oo 1 a o



Démonstmtion. [allimnation du théordme est Gpuivalente anx (rois points
shivants

Looary -3 D &=> w, -y oC,
"y,

23 (i) < oot = B(r) o 1.
n
3oAL(r) 1= 20 g,
n

Alors pronvons les trois implicntions,

1) Ponr n v ||U*))* = jzkjo/\;‘zx'f ona P (U > m,) < % ,):) ,\;? qui
tend vern z6ro sioof senloment si w,, — 0.
D'apres i) du Théordie 20 on a o, — P([|U‘I|2 > w,)| < 'y‘n‘%m
done v, - O tend vers z6ro 8§ o seulement si w, — 0.
Ce que nong avons également si on considere i) dn Théoréme 20,

2) Selon Hy(k)ilexistenn j € {0, 1. K} soit jy telquedy = B(Ye; (X)) #
0. Soient un entier m > 1 et N(b;_ m) le plus petit entier tel que

,'I" "f
~= < =% powr > N(b; ).
n m "

Comme

k
9 ~2 ", ~ wy,
” ’?ﬂ“ < "y, —» Zl)in < ';'— > l)j"”| —;’
3 n
- el 1
pour n > N(b; ;m) ona [ha| < -—— d’on
™
~ ~ [ m 1
Byn - bl 2 |bje) = [Bian| > (o] = ’)J;' — bl e
Alors ponr n > N(h, ,m)
D
2 sl m- 1
l /fn(r,) = P (”Rﬂ” S ll)n) <_ l hjnﬂ —-- "jn 2 ,i))“| 1_”

Djan == by,

) E( 2) ~ Var (f),-,,,,) n?

pul (=20 B et
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\Majorons Vs\r(ﬂ,nn). en posant 12(5) =Cov(Yie;o (X)), Yie,(Xea)).

Var () = Vi (}:m,v)) (- 1Yo

™ <m0

<t ro 2“2"*(’ }

n--1
<l HHO)| -+ sw’zn‘(i)}

L i
on dans la dernidre majoration nous avons appligué Vinégalité(voir (38])

1Cov (Y., Y| € 4[]l Nelloo 2(2) anx voa. Yie;(X;) borntes par hy-
pothése,

Done V- 3 (ry) =» O pour n ~» oo.
w, ) o
3) On va supposer que — - 0. Alors existent 9 > 0 ¢l ane partic infinie
n
u:
Ny C N tels qne — > gy pour n ¢ Ny
7

k
Considérons ¢ € (k) tel gne ) < }_:b;z. < . dont Pexistence est
)y O
assurée d'apres le Lemime 2.

L condition 3 (ry) -+ 1 donne pour n € N,

(Zl)m < 1)) <Pr (Z by, < "—") .:“U. (5

y 0 ) 0

Dantre part (voir Ia prenve du théoréme 21)

d'o

k k
(Z by < ’l) <P (Z (T - I)‘j) <n- ZI)';) R 1

j 0

ce gnt est contradictoire,
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V.4 SIMULATIONS

V.4.1 INTRODUCTION

Des rtsnltats de quelgues simulations sont. présentés pour Fhypothdse de
normalité Hy 2 X, ~ N0, 1) avee une taille déchantillon n=100 ¢t nn niveau
nsemptotique . Noug avons simulé A partir d'nn procesgus ant oregressif
dordre TAR(L) par la relation :

JY' - ILY'_] i€

o 7, pst it ganssion avee
Vie) = (1 - p?)V(,\',)

ot le parn™ re dCantocorrélation p prend ane valenr fixe précisée dans chague
ens,

V.4.2 NIVEAU EMPIRIQUE

Dang e paragraphe, nous présentons les résnliats relatifs an mivean em-
piricpie, obteni comme poureentage de rejets sar le nombre de simmbions.
Nons avons simmlé des données & partir d'une loi normale standard on d'nne
exponeiticlle ot nous avons testé Hy en atilisant soit la loi limite obfenne
dnns te cadre Lid.(voir T8 ot T pour I base dn x? of In base de Legen-
dre), soit la loi limite dans le cadre a-mélangeant (T¢- ot 13) ponr les denx
syxtémes congidérts ot pour k variables; k= 2,....10.

V.4.2.1 ’{n : 1\’] ~ N((), 1)

. Dans co cas, nons avons offectué in=1000 shinulations ot Jes tableanx
5.1-5.4 donuent leg pourcentages de rejet pour différentes valenrs dn nivean

nominal e (0=1% |, 3%, 5%, 10% ). Pour chaque tableau la valeur de p ext
fixce,

Dang le but de voir ce qui se passe en atilisant les tests pour le eadre i,
sur dest données correlées, nos avons effectué Je test ansst avee Ia lor himnite
dn eas ii.d..

On pent obeerver gue, ponr une corrélation positive p = 0.5(voir le tahlennd.1),
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Fhypothdse de normalité et rejetée (res sonvent pay les fests 777 of 779 alors
qne Ty et T se comportent miecnx. Pour une corrélntion faible{voir tablenn
3.2). e test Ty semble dtre Je meillenr en géuéral, méme si Péeart west pas
i< important. La corrélation négative montre an comportement différent
ponr les diverses valeonrs de o ef, ponr k>7, les tests T, T TH semblent
presque quivalent par rapport an nivean emnpirique.

V.4.2.2 Hy: X, ~ FErp(l)

. Pour ce cas, nons avons effectue =200 simulations dans le eas d'une
corrélation positive p==(0.5(voir tablennan 5.5) et p==0.2(voir (nblean 5.6). On
peat voir, ici aussi, quiune corrélation positive de type AR(1) avee p=0.5
mutne les tests pour des observidions indépendantes A rejeter 'hypot hdse
mille trés somvent, pour tont nivenn o, Lorsque Ia corvélation est modénie,
Ia difference de comportement entre les tests de type “Laid.” ef les tests pour
des obsersmtions corrtlées diminne. On peut anssi diire que, en gonéeal, 717,
présente un nivem empirigque plus proche gue Tee o on nivean o fixé.

V.4.3 PUISSANCE EMPIRIQUE
V.4.3.1 II() : J\-l ~ N(U. ’)

- les tableanx suivnnts(tablen 5.7-5.12) donnent les pnissances empirigues
che test pour Hy @ X~N(0,1) contre 1Ty © X;~N(j.0?), obtennes comme pour-
centage de rejet. sur in=1000 simulations. Des &ehiantillons de taille n=1(X)
sont tirés A partir de In loi sous Hy, qui est précisée dans cliague tablean. De
phug | différentes wleurs de p et de o sont utilisées.

Dang tous les tableanx, les valenrs en grns indiguent. In puissance la plus
grande lorsgne k change, pour avoir tout. de snite une indieation sur le choix
de k.

[ premiére alternative considerte est I @ N(0,0%) avee a%= 25716, dont
les résuliats des simulations sont dang le tablean 5.7. On peut voir gque. pour
k fixé, Ty, a une pusance empirigne phns grande gne 7 pratiquement fon-
jonrs. La puissance de Ty, est plus grande ponr k=2 ¢t olle déeroit lorsqgue k
agmente.

Ponr des corrélations positives, le tablean 5.8 montre les puissances em-
piriques pour alternative 71y :N(0,62) avee a2-0.5-: a4? /2 ot a?=2~2a4?/2.
a0 =1 indignant la variance sous .
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lel aussi Ty, nune priissanee plus grande que 7o, soit dans le eas d'une vari-
anee plus petite (que 10 soit dans le eas d'ie yrianee plag grnude que 1.
Relativement & k, nons remarquons gue la passanee maximale de 7Y est
obtenme ponr des k phis petites gque celles de 7.

Ponr s faire ane idée de n fonetion puissance du test lorsque a? elisnge(et
done I'nlternative change), on pent voir les graphiques dans le tablean 5.9 ot
3.10, 0N nons avons considért des sitnations infermédinires avee k -4 of k=5,
1 tablean H.11 donne les resultata des simnlations pour Pallernative /) -
N(p.1) mvee =2 ot a2=0.5, ponr differentes valenrs de p et o La valenr
k=2 donne, preseqie tonjours, la puissanee empirigue maxitnnle ot pour 775,
soit pory Te-, 1) se comporte mienx que 7o Mais on pent observer gue In
ditferenee entre les deux pitissanees p'est pas tres importante,

Enfin, nows avons combiné les denx alternatives préeidentes, en considérant
Hy 2 N(jra?) nvee =05 ot a2 =25/16. 1 & tahlean 5.12 mont re des puissances
e Ty presque tonjonrs supérienres A celles de 74+ mmis ek anssi les denx testy
<ol presgquie Gpivmlents,

Ou peut dire que pour me altermative avee le parmndtre de location de la
loi normale different de zero, le test Te: a nn bon coportenwnt.; alors (e, si
I'nlternative change pour le paramétre d'échelle, 73, se comporfe inienx,
Dans e tablean 5.13 sont. présentées les puissances empingques obtenues
avee 200 simudations dex &chantillons ppour n=100 A partir Jd'un proces-
sus AR(T) nvee p=0.2 on le henit ost contaminé, Plus préciséinent ¢, 2~
{1 - )N 1) 4 AN(0;0.04). Pour tout degré de contamination, il n'y a pas
bhennconp de difference entre les puissances empiriques de 75, et T, On peit.
observer que, Jorsque Ia containation auginente, ln puissance s'aceroft anssi.

V.4.3.2 Iy : Xy~ Erp(])

. 1% lois altematives considértes dans ce cas cont obtennes en variant. le
parnmétre AL Pour chague cas noos avons tiré mi—200 éclinntillons de taille
n=100. Dans les tableaux 5.14-5.10, les puissatices empiriques sont présent 6es
ausst pour A=-1 (Ha) pour p fixé ot done on pent live les résultats sur chagne
colonne lorsgque A change. On ne peut pas dire dang ce eas, qu'il v o nne
supériorité nette de Ty, sur Tee soit. ponr p=0.2 soit pour p={).5.

117



V.5 APPENDICE

V.5.1 APPENDICE1 :Théorémes limites pour un pro-
cessus -mdélangeant

Théordme 23

[Davydov, 1968] Soit (X, )z un provessus centit, stationnaire, n-mtlangeant
n

ot A valeurs réelles et considérons a somme S, = Y X,

[ |
SiE(

N |2'“) <~ pour d > 0 et

~o

Zn(n)ﬁ‘ < oc (1)

n-\

nlors In série Y. E(No.X;) converge absohicinent avee somme a2 > () ot

Yy ~ro

nVar (é) r a? (2)
7] " o

Démonstmtion. Voir le théortme 1.5 p.34 dans Bosq {21]. 8

Nous donnons ici dang nn 2eul théordme les résultats pour nn processus
a-mélangeant présent & dans Particle de Tikhomirov (1980) (74]. en ane ver-
sion ndaptée ponr nous (similaire & celle présentée dans [37) p.48).

Théoréme 21
[Tikhomirov, 1980 Soit (X, )7 un processus contré, stationnaire, a-mélangeant ¢f

A valeurs réelles. Posons

An = sup|P (w28, < #) - P(N, < 1)]
teR

ol N, ~ N(0,a%).
Si E| Xy |< 0o pour 8 > 0 ct i a2 > 0. on n

i) st a(n) = O OOH/EY Laue B > 1 alom il existe une constante

8(A-1
K telle que A, < ki il :
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i) sia(n) = Of ) pour 3 > |, alor il existe une constante ky telle que
A, < K.zn‘% lugl“’.

Démonstration. Voir les théordmes 1ot 2 de article original [75]. n

Remargue
s vitesses de décrotssance des coeflicients de mélangeance dans e théordine

et elesssus impliquent b condition (1) et done on n

= BN F2) 0 E(XWX) < .
v 2

Remargue
I somme a2 pent Mre z6ro, mais ponr nn processns stationnaire, contré,
o mélangeant avee E(X2) < ac, Bradley [28] donne nne condition néeessaire
ol suflisante poir que 72 > 0 2 gous Phypothdse 3 0 | E(XaX,) [< o la
somme a? st finie et a2 > 0 si et seulement si Var(S,,) T

e

V.5.2 APPENDICE2 :TABLEAUX :Niveau empirique-
Puissance empirique

119



TABLEAU 5.1 : Niveau empirique ; données simulées par un AR (1) paussien avec

p=0.5

k 7( . L -I-( nd 7-1' T,{M
e Niveau a = 1% e

2 46 128 73 327

3 54 14.9 58 314

4 4.6 16.0 49 338

5 49 16.7 4.4 33.1

6 4.3 16.7 4.1 34.1

7 4.1 16.1 34 337

8 3.3 16.3 27 35.0

9 35 16.5 2.0 34.5

0 34 156 | 27 336

. e Niveawg=3%

2 10,1 213 15.3 431

3 10.0 253 13.0 41.7

4 1.0 245 12.9 449

5 1.0 253 1.3 439

6 10.4 24.9 98 44,1

7 9.8 25.7 9.2 434

8 99 249 93 433

9 9.5 24. 8.5 438

w_ ] 9.0 239 9 | 431 i}

e Niveau a = 5% i

2 14.0 274 219 490

3 16 8 30.2 19.0 480

4 15.2 301 19.3 50.9

< 16.3 327 17.9 50.0

6 159 30.6 17.5 492

7 15.3 314 15.9 494

8 15.6 30.6 14.6 50.0

9 150 305 13.5 496

LU 146 39 1133 | 483

_ e Niveaw @=10%

2 242 352 33.0 583

3 26.2 392 30.9 58.1

4 25.2 389 330 59.1

5 278 416 315 59.2

6 27.1 414 310 58.9

7 26.2 40.6 28.6 579

8 26.7 40 8 28.0 576

9 26.1 392 265 57.1
10 26.9 40.1 256 | 58.0
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TABLEAU 8.2 : Niveau empirique . données simulées par un AR (1) gaussicn avec

1 70.2

k 7, 7™ 7, (i
e e Niveava=t%

2 2.7 34 35 42

3 3 29 2.5 2.9

4 2.3 25 1.9 33

S 1.9 19 2.0 3.0

6 1S 2.0 1.5 29

7 1.6 23 1.3 29

R 15 1.5 0.9 3.0

9 0.9 1.4 0.8 2.7

0 Il L b5 08 1 .32
o Niveau @ =3% o

2 83 74 6.2 7.5

3 6.9 6.0 6.0 7.5

4 5.7 6.3 5.3 7.7

5 5.1 5.4 5.0 6.9

6 48 54 4.1 6.2

7 45 5.0 37 6.1

8 46 44 3.5 59

9 3 3.8 2.6 5.6

10 3 | as 21 6.0

_ .. . Nvewa=5% o

2 s 99 9.0 10.5

3 98 8 R 8.6 10.1

4 8.8 9.2 R.S 1.2

S 9.2 9.1 79 10.9

6 78 92 7.8 (0.1

7 7. 7.7 72 9.4

8 6.9 7.9 6.8 9.3

9 51 6.6 54 8.8

_____ 0 |59 7.4 55 | 83

i mpe - Niveawa=10%___

2 17.6 16.5 159 16.0

3 17.4 14.0 159 17.4

4 16.7 14.8 172 16.4

5 17.2 15.1 15.7 174

6 16.5 15.7 16.2 18.2

7 14.4 133 15.0 17.3

8 15.4 14.2 14.3 16.6

9 12.9 12.6 14.3 15.4

10 o35 126 131 .10
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TABLEAU 5.3 - Niveau empirique ; données simulées par un AR (1) gaussien

122

avec p—-02
k 7, 18 7, T
e o Niveawa=1% R
2 35 0.4 3.6 1.0
3 2.5 0.8 2.1 0.8
4 1.6 0.6 1.9 0.8
s 1.6 0.4 1.2 0.9
6 1.6 1.0 N 1.0
7 1.2 0.5 0.3 1.2
R 1.0 0.7 0.2 1.1
9 .1 0.6 0.1 1.0
10 0.5 06 0.2 0.8
i Niveawa@=3% _
2 7.1 20 6.8 2.7
3 6.1 2.1 S8 2.3
4 62 16 5.0 2.5
5 5.3 2.5 4.6 33
6 59 2.8 32 35
7 43 2.6 29 37
8 29 25 25 3.6
9 2.7 2.4 22 32
0 3 22 U = R R =
e Niveau a = 5% _
2 10.4 3s 9.8 4.0
3 1.1 3.6 92 3.9
4 9.1 41 88 37
S 89 48 79 40
6 92 4.4 7.1 5.2
7 7.0 42 6.3 5.7
8 59 41 55 6.0
9 5.6 3R 47 6.0
10 49 3.8 44 5.2
o Niveau a = 10%
2 18.0 1.5 169 74
3 17.4 9.2 16.8 8.1
4 16.9 84 16.8 8.8
b 16.4 9.1 15.5 87
6 16.1 95 154 9.0
7 17.4 9.4 15.0 9.8
8 14.3 9.0 14.3 10.3
9 13.0 73 13.6 11.2
10 e A L 123 107




TABLEAU 5.4 : Niveau empirique . données simulées par un AR (1) gaussicn avec

p —05
K T, I T 7
g Nveava=1%
2 & 8 1.9 17.6 19.5
A 8.4 39 14.6 16.8
4 9.1 5.1 12.1 20.6
5 75 4.6 9.9 19.9
6 6.6 6.1 R.2 217
7 6.6 59 7.0 208
8 5.6 7.8 5.4 25
9 59 7.2 5.0 216
| 48 7.7 34 | 235 |
. e e Niveaw a=3% - _ o
2 16.5 48 26.9 27.5
3 17.8 79 24.1 25.6
4 17.1 93 233 29.9
h) 15.6 103 20.5 282
6 16.4 13.1 7.9 29.7
7 14.4 13.7 159 295
] (s.5 14.6 5.3 303
9 144 13.3 13.4 30.7
W | 120 41 | w27 | n3
e Niveau a = 5% o
2 216 7.8 325 332
3 22.1 1.6 316 30.0
4 228 14.9 29.1 35.3
§ 217 159 28.2 33.3
6 22 16.3 26.3 353
7 211 19.3 29 34.1
8 211 19.6 22.0 355
9 19.0 1822 209 35.5
0 | 182 17.8 193 | 35.6
o Niveau a = 10% . ]
2 289 15.5 443 417
3 320 200 429 393
4 34.7 23.0 409 435
5 N6 24.7 39.3 424
6 34.5 25.6 38.1 433
7 34.3 252 36.8 435
R 342 26.4 346 44.4
9 333 272 34.1 43.0
o | _ 318 249 340 44.4
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TABLEAU S.5 : Niveau empirique ; données simulées par un AR (1) exponenticlle

avec p — 0.5
k T " 7, "
e Nveawwag=t%
2 7.5 14.5 70 21.5
} 45 15.0 6.0 215
4 3s 16.5 5.5 22.0
5 40 17.5 4.5 225
§) 4.0 15.0 3.0 20.0
7 15 (S.0 25 21.0
R 2.0 13.0 25 20.0
9 1.5 12.0 25 17.0
S | s 1.5 25 | 165
i Niveaue=3%
2 12.5 24.5 13.0 29.0
R} 9.5 29.0 10.5 320
4 9.5 295 9.0 335
5 6.0 26.5 8.0 33.0
6 6.5 255 50 335
7 6.5 250 45 320
R §.S5 23.0 5.0 30.5
9 45 22.0 5.5 30.0
o | ss 22.5 SO | 285
e Niveau a = 5% _
2 145 32.0 16.0 33.0
3 12.0 335 {3.5 36.5
4 11.0 340 12.5 38.0
5 1.5 36.0 11.0 39.5
6 9.0 36.0 10.0 41.0
7 80 34.5 9.0 390
8 7.5 31.0 7.5 38.5
9 7.0 30.5 75 36.5
10 6.0 27.5 85 | 36.5
- Niveau a = 10% L
2 215 385 23.0 415
3 22.5 44.5 22.0 46.5
4 19.5 43.0 25 47.0
5 22.0 45.5 18.5 52.5
6 15.0 46.0 17.5 490
7 18.0 440 16.5 490
R 15.0 47.5 16.0 480
9 14.0 40.0 17.5 47§
o M35 | 385 | 165 | 450
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TABLEAU S.6 : Niveau empirique ; données simulées par un AR (1) exponentielle

aveec p =0.2
k 1. 7. 7, "
e Niveau a =1%
2 3.5 4.0 2.0 45
3 2.0 2.5 2.0 3.5
4 1.5 2.0 3.5 3.0
s 1.5 2.5 2.5 4.0
6 0.5 2.0 2.0 45
7 3.0 2.5 2.0 4.5
R 1.5 2.0 2.0 3.5
9 05 2.5 1.0 3.0
10 5 _Jl.._.20 LS. 2 S
iy _Niveas a=3% _
2 R0 9.5 7.0 10.0
3 5.0 6.5 5.5 8.5
4 4.5 5.5 5.5 8.0
5 5.5 6.5 5.0 7.5
6 35 6.0 4.5 7.0
7 4.0 5.5 3s 6.5
8 3.0 4.5 35 6.0
9 3.5 5.5 3.0 6.0
0. 35 5.0 1 35 L __ 585
. Niveau a = 5%
2 9.5 (1.0 9.5 12.5
3 8.0 11.0 9.0 12.0
4 6.0 75 9.0 12.0
5 8.0 75 8.0 9.5
6 7.0 10.0 8.0 10.0
7 6.5 6.5 6.5 8.5
8 6.5 R.S 5.5 7.5
9 6.0 8.5 4.0 6.5
10 S - RS VU A SO B X | .65
o — . Nivawa=10% I
2 15.0 14.0 19.0 24.0
3 18.0 18.5 15.0 17.5
4 13.5 13.0 15.0 17.5
5 14.0 12.5 14.0 16.0
6 16.0 15.5 13.5 15.0
7 145 16.0 14.0 15.0
8 13.0 16.0 14.0 13.5
9 14.5 17.5 1.5 13.5
o 15.0 13.0 135 13.0
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TABLEAU 5.7 : Puissances empirigues pour Hy : N (0.1) contre H, : N [0\ 2%5)

o a=1% | _a=3% a=5% a=10%
P k Ly 7, T T T 1, T, T,
05 |2 198 |41.6 (275 547 |348 |6i.4 |458 |73
3 214|348 329 496 (392 [565 (498 |683
4 226 314|345 |480 (427 [564 (546 686
s 201|268 361 428 (433 [532 |64 |663
6 195 223 (329 400 |422 (497 |%6.7 |66.2
7 181 (204 (339 [369 [407 [469 |ss8 (637
R 178|170 (327 344|413 |449 |61 |60.5
9 173|146 (308 [319 |40 [426 |[s65 582
10 [1s1__[135 294 (383 1393|392 [546_ [588
02 |2 169 (478 (276 623 334 695 445|800
3 206 1373|329 (539 (392 (617 |[524 |727
4 208 (385 (344 [541 [428 636 |s64 [772
5 200 (321|346 479 436|586 |578 |73
6 200 {290 |36 (461 [434 |565 [s79 |76
7 275|235 (330 411 (426 (516 (579 699
8 165 (216 {338 401 (440 [506 593 |685
9 165 (170 (310 [350 [410 [577 [s67 |65
) 10 {153 _[154 1302 (328 1407 [460 568 |64.3
02 |2 95 |328 [I1R2 (%04 (257 (%07 (373|728
3 128 (319 (217 (382 (318 [480 [450 [649
4 131 (377 (261|450 (336 (560 [465 [722
5 13.7 (225 (246 (385 (328 |[s08 [488 |66
6 129 (220 (240 [420 (323 |[527 |[s527 |68
7 126 (177 (255 (369 (349 [467 |si1 [647
8 129 172|264 351 353 (460 507 |65.1
9 109 [146 (258 (314 (387 |428 (s34 [623
1o 105|136 223 (300 (351 |416  |518  |61.0
05 |2 720 [17.27 (130 [314 |179 |408 |99 |s7.6
3 77 |15 152 (229 (229 (316 (359 |487
4 84 135 [179 (276 [246 (373 (382 |556
§ R6 142 (189 241 253 [326 410 |s14
6 85 |11 (184 (247 (254 (339 [435 (537
7 90 |90 (189 (219 (267 (312 |43 495
8 8.1 |85 (186 [212 (268 (308 (437 |194
9 73 |76 (174|183 (250 (290 |434 464
oot (723 13 fi170 [179 1261|289  |a42  |454 |
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TABLEAU 8.8 : Puissances empiriques pour Hy : N (0,1) contre H, : N (0,0.5)
et H,: N(0,2)

——— i — . et e e e o

e |_e=1% a=3% | __a=5%__ | a=10% _
» k R 1, T, 1 7, I 7,
N e 07=0S5
0.2 2 439 |925 |580 (966 655 (978 [763 993
3 S54  |878 (731 [944 |610 968 [R79 986
4 6.5 835 [754 (934 |81.7 960 (899 (986
5 520 (795 (745 |911 [R28  |948 [913 |98
6 494 |742 729 1897 (822 932 |91.6 |9Ro0
7 441 |683 |6R6 (866 (792 (918 |e09 [971
R 410|625 |660 [829 783 1903 913 |96.7
9 364|569 (623 (794 761 877 |885 (955
10 313|524 |SRR (753|709 |854 [R74 |953
!o_s 2 222 (744 (459 |66.8 S48 (885 [67.1 |94.0
; 3 40.1 |626 (561 (784 663 |R53 |792 |91.4
4 401|583  [5%9.6 (801 [70.0 [848 [R14 (915
5 414  |557 (591 (828 704 [828 [RI6 (905
6 388 |514 [s81 (828 693 (813 (835 [89.5
7 359 491 |568 |81.0 |674 (795 (817 893
8 332 456 [55.1 (803 [6R2 |769 [83.7 |8R.]
9 29.1 427 [532 |779 |672 |753 (822 (867
o0 __[254 (395 504 (767 632 |739 |796 |R6.2
v o 02 :2 I
0.2 2 202 {733 (329 (876 (436 [91.8 [597 [964
3 209 |57.5 |488 |75.7 |SR7 |844 [745 |93
4 359 (708 (550 (871 |654 (919 (78R |96.8
5 41.0 |592 |604 [79.5 |708 |876 |R3.1 (957
6 417 |646 1624 (821 (722 |903 |R24 (967
7 422 |558 (618 758 (734 |RS2 |RS3 [952
8 429 |556 (639 [77.7 [73.7 |87.1 |Rs6 [959
9 408 (473 (622 (743 (729 [825 [R64 (936
.. |10 (414 |488 1632 (741 733 |836 (869 937
0.5 2 130 (471 237 |67.4 (311 |77.8 [457 |882
3 186 (283 (316 504 |422 (634 (603 812
4 213|407 (375 |66.8 |495 [772 |655 [89.5
5 230 |305 (407 (553 |S1.7 |697 |694 [85.3
6 229 337 (418 (610 |S48 (737 |724 |874
7 241|272 [449 (527 |57 |664 |743 [83.7
] 248 (279 (445 |539 |582 (661 [762 840
9 238 230 (455 (487 |58.8 (634 |762 [826
10 1226|237 453 |50.0_ [S85 [640 (778 [821
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TABLEAU 5.9 : Puissances empiriques (p = 0.2,@ = 5%)pour H, : N (0.1) contre

o N [0,02]

R | S
T I
81.7 96
8.8 8.5
336 56
654 919

N SO

TABLEAU 5.10 : Puissances cmpinques (p=0.5,a = 5%) pour 11, : N (0,1) contre

0.5

25/16

lh:N[O,azJ

ek (kTS) i
T, T, 1. T,
70 B8 70.4 82.8
5.2 19.3 16.3 17.9
24.6 373 25.3 326
49.5 71.2 51.7 697
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TABLEAU S.11 : Puissances empiriques pour o : N (0.1) contre 11, : N (0.5.1)

o loa=1% | e=3% |  _a=5% a=10% ___
r k 7, T, I, T I, T, I, 7,
05 |2 993 |998 (999 (999 [100.0 [100.0 |100.0 |100.0
3 98.1  [98.1 (997 (997 |100.6 999 |100.0 |100.0
4 9.8 (944 (995 (994 (999 [998 |100.0 |100.0
5 951|896 (994 |983 (999 (996 | 100.0 |100.0
6 924 |847 |989 (970 (997 (994 (999 |100.0
7 R82 (804 |979 (957 (99 (992 |100.0 |100.0
8 840 (733 (972 (929 |987 (980 [998 |[998
9 806 (679 (938 (903 (979 (967 997 |996
101770 1624 1937|880 |97.8 1955 |996_ (994
02 |2 97.1 [9R6 [989 (99.6 993 (998 (998" [99.9
3 952 (973 [99.2 (994 996 (997 [092 [99.9
4 953 955 (991 |989 997 (995 [100.0 [99.9
s 926 (917 [981 [983 [99.0 (993 (9097 [99.9
6 894 (873 (974 (972 |988 (989 [999 |[998
7 856 (825 (960 (959 |983 [984 996 |994
8 822|784  |933 (933 (969 (974 [994 |99
9 808 735 (929 (912 (970 (956 (996 |99
10 777|673 928 (885 959|932 (991 [989
02 |2 854 (893 (932 (956 [959 9727 (979 |oss
3 854 (848 (932 (943 957 (965 |og0 [983
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TABLEAU 5.12 : Puissances cmpiriques pour Hy @ N (0,1) contre H, . N [0.5,2%6J

o

02

= |

15

’ﬁ&'vJNg

a=1% a=3% a=5% | a=10%
LSS S O S S RPN S LV
76.1 91.8 86.6 96.2 9.8 98.0 9.0 99.2
TR.8 88.0 90.0 95.3 9318 96.9 9.4 99.0
795 |8R3 1900 [950 |94t 967 |97.6 (990
79.2 839 897 919 94.4 95.9 973 98.6
771 (830 [897  [932 (944 [961 974  |oR2
778  |7190 [#06 [929 o3y |9s4 |07 [o78
76.6 771 88.4 912 929 954 9.9 97.6
78R 722 8% § 9.7 927 919 969 97.4
750 _ (690|977 1877|919 1926 [972 _ |97.0
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02
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TABLEAU 8.13 : Puissances empiriques pour 1y : N (0,1) contre H, tel que

£, ~(1 - SIN(0.1) + 8N(0,0.04) avee p=0.2

—O@\Ia\ubul\)r—-ON\J@M&&AI\)'—‘COO\IQ\‘J'&'MN—\Dx\)ON'J!.wa,’(‘i

A Ta=% [ as% a=5% | “a=10%
N P 7 P P A
15 35 (60 [55 [ns [0 [200 |215
10 (15 |40 |50 |os |95 |20 |190
10 (05 |45 |65 |05  |120 [210 |18
00 |05 |55 |60 (90 |95 [195 [195
15105 |30 |40 |75 |75 |135 |60
10 (60 |40 |20 |65 |65 [140 |140
10 {05 (35 (35 |55 [ss5  [135 |140
00 |05 |25 (33 (55 |60 [145 |30

S(00_ 05 120 (25 |45 _ |60 (135__ |120
10 |45 |55 (88 |10 [130 |88 |260
30 (45 (85 [75 140 [115 [250 [250
20 (15 |75 |75 [130 [140 [255 |30%
10 25 |50 |60 [100 [135 [215 |300
0 (1o (55 |70 125 |90 [245 |[265
1o (10 |60 |50 |95 o0 [240 [270
05 (05 (35 |45 |85 (85 [230 [240
05 |00 |45 (35 |80 |75  [220 |210

(0.0 100 (25 |30 |60 |65 210 _[195
40  [60 190 [185 (305 [275 |s3.5 [455
45 |60 I8R5 [165 (275 [260 [455 |430
35 |45 140 [19.5 260 (290 [160 |54.8
20 (25 155|185 [255 [275 |490 |515
25 35 120 [170 [240 [29.0 [485 |495
25 |35 |140 [145 (295 [275 [460 |480
30 (25 [100 |10 (210 (245 |465 |465
20 10 (145 |no 225 250 |425 445
20 (10 (80 [100 |21.0 260 |450 |440
195 (2485 [485 [420 |[63.0 [525 (880 [700
200 (240 (370 (400 (470 [515 |695 695
150 (215 (410 [455 |[590 [e00 [875 [810
145 (215 (430 [445 |615 [s570 (820 [810
150 (185 (390 (415 (570 (61.0 |[845 [845
140 [165 (350 [410 [530 [600 [825 |850
150 (135 [380 (385 (590 (595 |835 |86.0
125 (135 (325 (360 (535 575 (835 [86.0

_J12s 135 1330 (375 [s50 565 (820 [87.0
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TABLEAU S.14 : Puissances empiriques pour Hy : Exp(!) contre Hj I-pr(,{) avee

=02
N | a=1%_ | a=3% _a=5% _a=10%
2 k 7, 7, 5 T I T, I 7,
0.5 2 |o4s [oR0  |970° 995 |900 |ioma |o90  |700.
1 040 990 (985 1000 (990 [1000 (995 | 1000
4 055 [oRs |98S  |100.0 (995 [1000 |100.0 |100.0
5 %5 [975 [990 [1000 (995 |1000 |100.0 |100.0
6 976 965 (990 |1000 (990 |100.0 |100.0 |100.0
7 0s0 |955% 980 (900 |995 [100.0 |1000 |100.0
8 o45 |o4s 095 (985 (995  |1000 |100.0 |100.0
9 030 |925 [995 (990 |1000 995 [1000 |too0
I M5 (910|990 (975 _ |100.0 (995 [100.0 | 100.0
075 |2 345 (360 [435 490 (500 1878 630 |T2&
1 300 330 (400 |48  [475  |s35  [630 |66
4 05 |325  |41s (480  |4Rs  |s7s5  |615  |6o0
s 295|305 |40  |440 |460 |sas  [s75  |ess
6 265 |265 [385 [425 470 |s0o0 [c00 |50
7 245|230 [400 [a15  |4s0 470 |s60 635
R 205 (210  [310 (405 [435 480 |sss |00
0 260 [17.0 |40 [365 |450 450 |s55  |s0s
_j1e 180 135|315 (315|400  [455 |55 |57
] 2 18 2.0 8.0 70 9.5 95 150 | 19.0
3 20 2.0 5.0 $5 8.0 9.0 80 |150
A 1s 38 A5 55 6.0 9.0 135|150
5 1.5 258 55 5.0 8.0 8.0 140  |14.0
6 0.5 20 as 45 70 8.0 160 135
7 10 2.0 4.0 35 6.5 6.5 145|140
R 1.5 20 .0 25 6.5 5. 135|140
9 0.9 1.0 15 10 6.0 4.0 s (1S
N 10 _ s |18 (3s |35 |85 |so 150|130
12s |2 18. 3.0 (298 (380 (370 (425 450 |sx0
1 140 160 (280 (290 (345 375|468 |51
A 1os  12s 225 (220 320 |30 |420  |480
s 6 S 9.5 195 (205 275 |200 [415 |4ss
6 Q.0 6.5 185 [175  [260 [250 [38S5  |440
7 75 5.0 160 (160 260 [230 [165 |410
8 55 5 145  |130  [18s  [235  [3ss |48
) 5.0 5.0 150 [145 |20 |215 |0 [370
A L X AS 175 [MOo___119s (210 (325|355
18 2 685 1705 780 (RS0 [81.5 (890  [800 |98
3 25 |610  |760 |780 805 |R40 |R9& |92 ¢
4 435|510 710 |705 |795 800 |880 |900
5 470 |430 675 |695 |7185 |70 |8s0 |88
6 390 [380 |645 [62.5 |748 |730 865 |900
390 325 610 |s85 |720 (710 (870 |65
280 (295 580 (505 (715 655 (865 |850
9 285 260 520 [495 (650 |615 (835 [83is
110|255 25.0 485 J470__ [525_ 1600 |750  [96.5
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TABLEAU .18 : Puissances empiriques pour [y : Exp(1) contre 1, : ixp(4) avec

p=05
. | oe=1% | a=3%_ | a=5% | _a=10%
L e |t 1 o n ln T no Ty,
0s 2 74.0 7685 875 91.0 928 94.8 96 () 98.5
3 74.0 73.0 R6.5 88.5 9.5 91.0 AN 06 S
4 72.5 6R.0 840 R6.S !9 () 92.0 RATM 95.8
\ 73.0 670 f30 R30 N0 93.0 26.5 96.0
6 695 62.5 830 810 R7.S 90.0 935§ 97.0
? 675 57.0 84.0 790 f8.5 870 04§ 9.0
K 6580 56.0 82§ 74.0 89.0 B8S.S 94.0 95.5
9 655 [s4s [835 |720 [885 |825 |oso  |940
_..J1o __|eas_ |s20 |835 |710 (880 |785 |oas |o3p
075 |2 190 (198 298 (330 |365 |380 |4R0  |sko0
3 17.5 13.5 270 270 32.8 345 A4S 518
4 17.0 11.0 200 235 16.0 338 455 48 5
b} 12.0 10.5 240 21.0 i5.s 290 470 46.0
6 12.0 95 21.0 (8.5 3358 255 478 450
? 11.0 7.5 215 18.0 31.5 255 46.5 410
8 10.5 8.5 20.5 16.5 29.0 230 49 8 3958
9 9.0 7.9 2100|185 (305  [230 |440 365
1o R0 Jes  [190 _|15s 265|230 |420 _ |3690
| 2 7.5 7.5 12.8 3.0 148 16.0 215 210
1 45 6.0 95 105 (120 135 (225|220
A 35 55 9 9 1o 125 198|225
S 4.0 45 60 8.0 (s (110 (220  [1Rs
6 40 10 6.5 5.0 9.0 10.0 1S.0 17.5
7 35 25 6.5 45 80 9.0 180 (165
R 2.0 2.0 55 50 75 75 150 [16.0
9 15 25 45 5.5 70 75 140|178
oo flo s s 55 (so |60 |85 135 |16s
125 |2 175 (2385 [270  |330 340 |41.5 |475 (%3¢
3 150 (155 (245  [280 285 (365 |420 |49
A 100 (140 (205 [245 (270 320 |405  [470
\ 135§ 13.5 210 22.0 275 28.5 41.5 425
6 100 125 (190 [210  [255 285 |380 |43
7 RS 125 (175 (205 [255 265 |17s  |430
8 9.0 s (180 [200 240 [265 (350  |405
9 6.5 10.0 170 17.5 230 25§ 38.0 394
Lol Jes__ |85 170|160 [220 |225 |30 _ |370 |
[ 2 46 .8 8.5 £9.0 68.0 65.5 74.0 76.8 80.0
3 425 46.5 56.0 625 66.5 68.5 AR 780
4 150 40.0 535 62.0 62.0 64.5 72.5 75.5
5 RO (355 |20 [s5as  [610 |640 705 |73
6 330 330 470 825 57.0 60.5 705 725
7 255 (300 495 (480 [610 [$90 |720 (710
8 275|285  |440 (450 |55 |570 |690 |69
9 250 260 40.0 405 548 54.0 6RO 205
10__ 1250|225 [375 315 525|490  |695  |680 |
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Chapitre V1
Test non paramétrique de la densité
marginale d’un processus stationnaire
a temps continu

VI.1. Introduction

L’estiiwateur non paramétrique de la densité a ét¢ ctndic¢ par de nombrenx
auteurs ([31], [74], [80], [4], [34] euntre autres).
Plusieurs méthodes ont. été utilisées dont celle du novan. celle des ondelettos.
et estiniation par séries orthogonales.
Cette demnidre a d'abord été discutée par Cencsov(1962) ot plus tard par
Schwart~(1967), Watson(1969). Bosq(1970) pour des variables aléatoires in-
dépendantes, puis Ahmad(1979) pour des variables aléatoires dépendantes.

Frenay (2001) a étudié P'estimation par des fonctions orthogonales d'un pro-
cessus stationnaire fortement mélangeant a temps continu, Ce cas a été étudi¢
par Delecroix(1980) dans le cadre plus géuéral des d-séquences.

Dans le présent travail, nous rappelons tout. d’abord quelques résultats sur
Pestimateur de la densité marginale d’un processus a temps continn par pro-
jection orthogonale obtenus dans [40], ensuite nous étudicrons des tests d’hy-
pothases portant sur la deusité marginale de ce processus. Le plan de la suite
du chapitre secra le suivant : les dounées dn probléme sonl abordées dans
la section 2. A la section 3, la densité f est estimée. Les tests hypothéses
sont envisagés i la section 4. A la section 5, on ¢tudic la vitesse de cou-
vergence en montrant que nons pouvons appliquer les resultats obtenus an
chapitrell(section 4) a Pestimateur de la densité e, enfin on aborde la con-
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vergence du test & la section 6.

VI.2.Les données du probléme

Soit (X, t € [0,7]), T > 1 uu processns strictement stationnaire a
temps continu ot a-nclangeant défini st un espace probabilisé(Q, A, ) a
valewrs dans un espace mesurable (£, B). ot E est U'espace des obsavations,
B une tribu sur B, et soit gz une probabilitésar (F,B). Rappelons que la
x—mélangeant a ¢té définie an chapitre I
Soit L?(p) Pespace de Hilbert séparable dont nue base orthonormale est don-
née par eg, ..., ey, ..., avec g = 1, et Jes ¢;, j > 0 des applications mesurables.
On suppose également que la densité marginale commune des X, est f.

Soit P une famille de wnesures de probabilicés sur (£, B) dominte par 2, et v
un élément de P. On suppose que f est la densstéde v par rapport & gy, i.c:

dv

f=-— p—pos
du

ot f € L*(p), espace vectoriel muni du produit scalaire suivant :
< h,g>= /h,_qd,a, h,g € L)

Soit H = L*(E, B, v), et Hy,. le sous espace de H engendrépar les fonctions
CJ’, _} = 0,.1;.

Comme précédement (chapll), le probléine est: de tester Phypothése Hy ™
La loi des X, est 4" coutre Vhypotheése ;0 7 La lol des X, est v # u”.
Du point de vue pratique, on est amené a tester 'hypothcse Hy @ 7" f=1" contre
Hy, :f# 1
Rappelons d'abord guelques résultass contenns dans [40] sur Pestiipation de
f.

V1.3. Estimation de f

f ¢tant de carré infégrabie, peut étre développte en série de la forme :

[ o]
——

f—z Uy
J |
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ol

uj; = /f(:_.,(l;z

On désire estimer par projection la fouction inconnne I sar un sous espace
B, de L*(12) de dimension finie ky quit varie avee T
L'estimntear de f est donné par

Ky,
fr(x) = Z&ﬂ-ej ()
3=0
avee
lim kpr =+
= 00
et
"
1 .
? 6’)‘ (X;)dt = ayy

Plusicurs types de convergence seront examninés, I'esthmateur obtenn sera
utilisé pour les tests d’hypothdses.

VI1.3.1. Convergence en moyenne quadratique
Théoréme 25

Sous les conditions suivantes :

- fost continue et f € H
- a(u) € L'(A) et

2
Ky
T T—

supjsorer | €j(z) (= C < {x
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Alors :
1.

Elfr(z) = [ — 1 w0 0 (53)

c.ad, fr(z) converge en moyenne qualratigue vers {(x)

2. De plus, si il existe r>2 tel que

Loo
[ Z ajjz ~ If..'ff'"

7 kg
ct si
hp = .
alors
B fr(z) — f(2))* = o|T"F) (54)
Démonstration

1)

Elfr(z) — Ha))? = Elfr(a) — E(fr(e))]* + [E[f(2)] - f(2))?

Apres un calcul rapide, on obtient (ue :
} ; |

Jopr

E[f,(JJ)] e Z"J‘-.i(‘”)

J-y

d’o0 fr(z) est un estimateur sans biais de la projection de la densite ()
sur le sous espace Hy, ct donc fT(l) ¢st un estimateur asymptotiquement
sans biais de f(z).

Par suite,
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[Blfr(z)] = f(2)] 9~ 100 0 (55)

Elfr(z) — E[fr(£)]]? = var fr(z E[S‘ (ay - Elay])e; ()]

{ = E ayp -—B[a_,/ e] () +2 E E ciecon(Qyp. ary) (56)
0<)<I<kyr
ey
= E e'j-var(&ﬂ')—k'z E E ejecov(a gy agr)
X 3=0 0<)<I<ky

Nous allons d’abord majorer var(a,r) puis cou{(a,r arr).

o

war(ar) = var 2 .eA (2)dt]
2 T 7

0

Le theoréme de Fubini pernict d’éerire

var(a,r) = cov(e(ag), ep(a,) Wsd!
7 Y

l

Nous allons appliquer U'inégalité de Billingsley ¢t la majoration de la
fonction «¢,, nous obtenons alors :

- ]. s
var(ajr) < ﬁ4(:2 / (|t = s|)dsdt (57)

i0,71*

d¢ | a(u)du (68)



1

cov (&, arr) < [var (@yr)var (ar))?

On a alors

e

| :
o @y, @) < =4e | ala)du 59
J - T

0

En insérant (57) et (59) daps (55), on a

v )
<
T
T / v(u)du + 2 Z Z ¢yt 4( / v(u)du
9 o 0<j <I<ks
S
var [ﬁf(.) ] 24( —-—/(v(u)du 4 et " t(u)(lu
\ 10 )

En utilisant le fait que &7 > 1 et que o (v) ost jatégrable, on a finalement. :

var [ fT(x)] =0 [ﬁ] (60)

d’ou (55) et (60) entrainent (53).
2) Si maintenant nous SuppoOSONs

. 2
LZ u._.i:| .’:-.'}.:;f.' r

=1 by
1

et 51 nous prenons ky =77 | alors
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Lo 2
\Elfr(@)] - f=)]* <o [’ > “z] Selhy)t
Par conséquent

2
] +O [k =0 |7 »

x

k?

-~

Elfr(=)] - @) = 0 [

S|

Ce gqui donne (54)

Proposition 26
Si feHcts
ez} [ el +4)77

avec 0 < vy < 1/2, ont ¢ est une constante. Alors il existe nie constante A telle
que powur tout. T et tout 7 < L on ait

=2y

Vifr(e)] < AlZE—ad + K a(r)] (61)
ol
(/'r'_r
()'.i = ‘S?L])ogs;;.,.‘ng_'tg'/' E'{ / ((zj(X_q) - E((.‘j(k/,,.>))(l,{}2
"
Démonstration

)
-

var(fr(z)] = E [Z[fzﬂ — E(dﬂ')]ej(l‘):l
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Nous utiliserons 'inégalitéde Holder appliquée aux sommes.

var|fy(z)] < E[(Li e (x)) (Fif”.u' —f (1'1;/-)]2])]

j=0 7 0
¢ (62)
kg K,
< (%446 (1 e = B (@ )Jz)

Posons ¢ = ¢;(z,) — E [e;(2.)]
On a:

E [Wﬂ =0, h‘ljl_pSl;l]) N<2e(14+)7" ol E [(,’)Z,J < 4+

d’onr
, ) -
- v - ’ .
var(fr(2)] < A5 (1 +;j)-2’) L |- / ldsf*
b0 FEAL

4]

ALY Ky
< l;_u /gp’(ls

J'

\

En utilisant le résultat de Leblanc[39] page 35 4 savoir :

Lemme 4 : Soit (X;) un processus wmesurable a valeurs réelles,
localement intégrable, & temps continu, tel que pour tout s, | X <
B, E(z,) =0 et E(X?) < +oc.

Pour p € {2,+], il existe une constante D telle que pour tout T

positif, B et r < 3 :

T P
/X,,ds <D (Z)

T
0

gaufo 2(rBY""% + (rBY (T> (1)
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[

Lrt

o= sup E / X,ds
0<LgT
L

On obtient en tenant compte de (62)

. S kB k(T by 2
var|fr(z)] < *D—m= 3o 320 + (L) " Th0 (7)
e
' (64)
._1_-'2’/ .
< D( .ITQ o ke (1)

En posant C?D = A dans (64), on obtient (61).

Remarque :
La condition

[ ej(@) |< (1 +5)77
n’est pas irréalisable.
En effet, si la base orthonormale est constituée des fonctions d’Her-

mite, on a

ey(2) |< c](l +,j)_l/l2

sur R, pour tout j.
Pour les fonctions trigonométriques, on a

ei(z) |< ¢,

sur [—II,II], ot ¢, est une constante
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V1.3.2. Convergence presque sare

Théoréme 26
Soit f € H.
- Si
T .
by = lo_qT)‘

avec r> 2, et si 02 < ¢7, 00 ¢ est une constante.
- Si
afe) <" u>0
( respectivement «(u) < cya™!) avec
7r 4 6 — Oy
2r~ 4 {j;

l<a<

(respectivement « > 1), ¢, ¢y étant des constantes, alors

1 T ez
” r(x) — E(f1(: —rp—ioo O p.5(6
l()gm(T)(lagT) [fl (L) (/I(_L'))] ) J 5( ..))
ou m>1

2. Si de plus

[a e}

DR

3 kel
alors

: T y=3myy ; (x)| — 4y
m 10gT) T [fr(x) = [fr(z)) ) oo 0 p.5(60)

Déonstration . Voir [40] p 59-62. §

Remarque : le théoréme précédent permet ainsi d’établir la con-
vergence presque sire de lestirmnateur f;.
Apres avoir donné ces quelques éléments, abordons maintenant

les test d’hypothése.
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VI.4. Tests d’hypothéses

Rappelons qu’on veut tester I’hypothése //, : »” La loi des X,
est 4” (ou encore ” f, densité commune des X, est 1) contre ’hy-
pothése Hy : ” La loi des X, n’est pas p” (ou encore f# 1).

Dans cette partie, nous supposons T entier et nous poserons T = »,
n>1 (ky devient k, et f,(z) devient j:,,(n:)

VI1.4.1. La loi des X, est p
VI1.4.1.1. Préliminaires

Comme précédemment, on pose

f= Z e,

Jjz20

aj:/ijdﬂ

avec nos nouvelles notations, on a :

kn
fu(2) = Z Aty (L)
1=0
ou
R
Qjn = ;/e,()&t)dt.
0

C’est a dire encore

1 n ;.
. / o5 (X.)dt:
i=1 7

7
posons

1

Y/ = / e;(X,)dt

1~1
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donc
L on
1
I — J
Ajy = — E }/1
n £
2]

(X,) étant un processus strictement stationnaire et les
alors les (¢;(X,)) le sont également. Par conséquent :

(Y7 )iz1 = (/ (Xo)dt),s

est strictement stationnaire et mélangecant.
Sous ’hypothése nulle, a;, est centré pour j > 1.
En effet

EY?) = Bl [ (X

En appliquant Fubini, on a :

t

BV = [ Eles(Xokt

0

et sous Hy on obtient :

Ele;(X,)) = / Lesdpp = 0, 5> 1
par suite,

ElY)] =0, 5>

VI.4.1.2. Loi limite de /g, = /nY”, 5 > 1

3 ] n
—j . .
Yn == > Y
1
n £
' l
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(X1)eei0,1n) €tant un processus strictement stationnaire et n—1nélangeant
alors le processus stationnaire (Y7),.), qui est une fonction mesurable
de (X,) est également -mélangeant, ¢t on a

Yy, S (YX(Z-), V1 Z 1

ou o désigne le coéfficient de mélangeance.
Proposition 27
(Y7);»1 étant un processus réel, centré stationnaire tel que

— si Pour tout v > 0, on a

~supE|| Y7 |*7] < 4+

oy =L
——Zayj(z)'v“ < 40C
>
Alors

1. La série ) ... cou(Y?,Y?) converge absolument et sa limite
vaut o3, avec

0;2. = Z cou(Y],Y7?) (67)
IEN*
de plus
nV[?i] — a3 (G8)

2. Si en plus on a
ay(m) <am™

ou a est une constante positive cc /1 > 2—,)’, alors

lim \/nY3 -5 N; ~ N(0,07) (69)

= 1-00
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Déonstration . Elle est similaire & celles dans [20] p 34-36 et [69] p.7 et 64.

En considérant notre preessus (Y7 );>, il suffit de reéerire la démnonstra-

tion en remplacant (X, )iz par (Y )is), avec
i

W=/MMW

i)

Remarque :

o o
ai = Z cou(Y?, Y2) = cou(Y?,Y/) + Z cou(Y?, YP)
i=1 -2

mmwmﬁ:vwﬁ=vvqamq
"0

= £|(Y7)’]

On a classiquement

1o
V(Y]j) = //lflm(e.-,-(Xt),e,—(X_Q))dtds
0 70

Alors

i
r

]
con(Y?, Y?) = E'[/(fj(X,,)ilt / ¢, (X )ds|
4 ,

i1

1o
=//(;(iu(cj(Xt),(-:j(X“))dt(l.s'
0 -1

= E[Y{Y]]
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VI.4.1.3. Loi limite de n || 1 — f, ||
La loi des X, étant u (hypothése Hy), alors

”j =z /I.Bjd/l = b,‘) 0-

Tester ’hypothése ”la loi des X, est ;. revient a tester ’hypothése,
comme nous Yavons indiqué plus haut : “=1",

D’ou la recherche du comportement de 7 |) 1 - fu | vers sa loi limite
en terme de recherche de la vitesse de convergence.

}\:M

b= fulz)=1- z&,,.cj(r)

5--0

mais ¢y = 1, et ap, = 1—1‘/](& = 1, par suite
0

N

1 — falz) = Z&_,,,ej(x)
o1

donc

ku

n|| 1= fo IP=) (Vi)

2=l

Nous supposons maintenant que i, = & est fixé,

Loi limite de S, Posons

ayy
a
S,=vn| ™

dgn
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et

}A”I!
v | 7
y ¥
Posons aussi
Ay = ==,

k
Vi=) G =Y,

G2 )
on

Ot = (Cis"‘a ‘L:) < mk

Proposition 28
Sous les hypothéses de la proposition 27, on a

Sy =+ N = (Ny, ... Np)!

Vi=1,..k N, ~ N(0,0%)

et de matrice de variance covariance ) donnée par

Z = (a5 )15 sk

+oo
Z = (Z“(’”(Ylja Y icgek

v=1

c’est A dire

o=y con(Y!, V)

v -l
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Déonstration . Elle est similaire & celle dans [45] p 11-13 on ¢;(X;) cst rem-

2

placé par Y7 = /Cj(XL)dt ]

i1
k 5
Loi limite de Y (1/nd;n)% k fixé
j=1

Proposition 29
Sous les hypothéses de la proposition 27, alors

[18a() IP= 3 _(Van)® — @ (70)

dont la fonction caractéristique est donnée par

bo(t) = det(l — 2t Z)—l/z

ou I, désigne l'identité de R* et 5 la matrice de covariance définie
ci dessus.

Déonstration . On utilise le fait que la convergence en loi s¢ conserve par
continuité et le théoreme 1 p88 de [4]. §

Remarque :
Cas ou k est fonction de la taille de ’échantillon (& = 4,,)

k'l
nllt— fa [|2= Z(\/;éju)yy limi &y, = 400
21

La dimension dépend de n, nous ne chercherons donc pas la loi
limite de » || 1 — £, ||, mais nous chercherons plutét & majorer la
quantité

sup | Pln || 1~ fu |P< a?) = PlQ. < ¥ (71)

o€ER?

ol (J, est une variable aléatoire dont la fonction caractéristique est
donnée par

(Z)Qn(t) = [det(]kn - 21:7‘,2,,)]"/3
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on [, est la matrice identitédans R* ct

T = (755 155750,

k.
On utilise le fait que si k est fixe la v.a Y (\/n4a,,)? converge en loi
1
vers la v.a Q, ce qui permet d’avoir la forme de la loi de (,.

VI1.4.2. La loi des X, est v # pu

Nous sommes donc dans ’hypotheése 17,

k

w1 = il S (otiga)?

g--t

. BN
avjn - U,j = ;Z(KJ — (L]')
(BN

Proposition 30

Si la loi des X, est v telle qu’il existe un j € 1,2...k, pour lequel ¢;

soit v~-intégrable et / e;dv # 0, alors

n|| 1= fa [P35 o0 (72)

Déonstration. . Le processus (¢;(X,)) étant stationnaire ct a-nélangeant , il
est donc ergodique (Bradley p 172).

On peut alors appliquer la loi forte des grands nombres pour les processus,
il vient :

a]n pa Ly

et par continuité

kn
E a2

n aj" _’p_.q‘ +00
i=~]



Remarque : construction du test.

Pour tester I’hypothése Hj : “La loi des X, est 4 contre I’hypothése
H; : “ La loi des X, est v # 1, la proposition 30 permet d’affirmer
qu’on peut utiliser un test de région critique de la forme

VI.5. Etude de la vitesse de convergence

Les résultats que nous avons obtenus dans[41] p 76-79 peunvent
s’appliquer au processus (Y/)is;.

En effet les hypothéses portant sur le processus ¢;(X;) dans la
proposition 6 de [41] p 79 A vérifier par le processus (Y/);s, sont
les suivantes :

1. La loi des X, est u
2. Les (Y7)i> sont uniformément bornés

3. Une condition sur la mélangeance et la dimension 4.

Seul le 2¢ point est & vérifier, puisque les points 1 et 3 sont des
hypothéses que nous pouvons nous donner. ‘
Si le processus €;(X,) est uniformément borné, alors (Y7);5; lest

également.
En effet

sup | Y [< M
IeE, jé{l,-.,kn}

(ot M = supsup | ¢;(z) |).

2 B3
On a donc
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Proposition 31
1. Si la loi des X, est p
2. Si le processus ¢;(X,) est uniformément borné

3. si

XD
Z (i) < 00
i=)

4, Si
lim &, = +x
nH—> 0O
et
A
lm 2 =0

n—-+4co 7}
alors, pour n assez grand, on a

supacir | P 1|1 = fo [2< a? - P[] Uk, () < a?) |

.6 6
= O[(22) 5] 4 O[(a™2)72] 4 O Ya"] + Of(na)*em' )

ou
K,
Uk, () = Z Njes (1), Ny~ N(0,0%)
t. 1

Déonstration . Voir [41] p 76-79. Il suffit de ranplacer les e;(X,) par Y7, avec
(Y?),en constituant nun processus stationuaire et mélangeant, ot on obtient
le résultat g

Corollaire 12 :
Sous les hypothéses de la proposition 31, si en plus

1.

ko = [nf), 0 < B <1/6
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an) =ap”, a>0, p<l/u, n>1
alors
sup | Pl || 1= full’< @® = Pll| Uk, () IIP< &®) | (73)
a<log(2+n)
= On®*log(2 + n))

ou —1/6 < b <.

Remarque :

On a choisit a<log(2+n) pour assurer la convergence vers 0 de

sup | Pl || 1= fu I'S o) = P{I Ui, () |°S o]

VI.6. Convergence du test
Dans la construction du test nous avons posé
o = Pl (1~ fy > w,]
ol ¢, est le niveau du test
Proposition 32
1. Si (e;(X,)) est uniformément borné.
2. 8i ) a(i) <40
Alors

5
=3

Wy

ay = O (74)



Déonstralion .

ay = Pl || L = fu |[*> wy

k’h
= P[Z [1,;” >, /11
-

or

ola?, )2
] < F[“Jn] ”kn

nk, Wy,

Wy,

P ajn |>

Comme

n

. 1
Uy = — ./(J ()i

¥-

~
™

On applique P'inégalitéde Billingsley 1p 157 ¢t on obtient

< (1+8A1° 7))
18" __( + ;(1(1) "

donc

L‘2
ay = O[—=
Wn
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Remarque :

Dans cette partie, on retrouve les résultats pour un processus a
temps discret obtenus au chapitre II. Corollaire 13

Sou les hypotheéses du corollaire 12

| an — P[)| U, () ||*> wy| |= (.)[116/‘1109(2 + n)] (75)

on —-1/6<é<0.

Aprés ces quelques résultats obtenus pour un processus a temps
continu (¢ € [0,T]) avec [T] = n, n € IN*; on pourrait généraliser au
cas ou T n’est plus entier.

On pose T =nf avec [T|=n (T > 1).
De [T)<T<(T|]+1,ontireque: 1< <2
Et

s 7

. L
UJ'T = T /CJ(AYL)dt

0

nyd
1
{ = ;‘)‘B/('J(Xt)df
0

iB

1 "

"= G-1p

Y? introduit précédemment devient

1

i3
vosg [ et

G-13
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et donc,

L’étude réalisée ci-dessus peut donc facilement s’appliquer a (1;,/..



Conclusion Générale

Il ressort de la synthése faite sur les tests hilbertiens dans le cas

des variables aléatoires indépendantes que bcaucoup de résultats
ont été obtenus qui permettent de montrer 'efficacité asympto-
tique et optimalité des tests construits.
Ainsi la loi limite de la statistique de test pour les hypothéses ad-
jacentes a ’hypothése nulle a été étudié de méme que les propiétés
asymptotiques locales au voisinage de ’hypothése nulle. On déduit
des résultats relatifs A ’éfficacité asymptotique de ces tests ainsi
que des critéres pour qu’un test soit asymptotiquement optirnal.

L’introduction de la pente de Bahadur dans les tests hilbertiens

a permis de prouver ’efficacité relative du test fonctionnel par rap-
port au test de Neyman-Pearson.
Des considérations théoriques montrent que l'utilisation des sys-
témes orthogonaux lisses permettent de construire des tests plus
efficaces que le test usuel. Les simulations réalisées(p.p 32-35) con-
firment cette idée. L'étude des tests hilberticns a donc permis de
montrer leur supériorité par rapport au test du v* usuel. Le prati-
cien aura donc avantage i utiliser ces tests.

Notre tentative de généralisation de certains de ces résultats au
cas des processus stationnaires tout en donnant des résultats nou-
veaux pose le probléme de 'optimalité des tests que nous avons
construits. Une piste de recherche serait donc 'examen des con-
ditions nécessaire et suffisante de convergence du test, car pour
certains cas de noyau, nous n’avons obtenu que des conditions suff-
isantes de convergence, ceci & cause de ’introduction des suites (),)
qui réalisent la convergence du test.

En ce qui concerne les tests fonctionnels dans un espace de Ba-
nach, les résultats obtenus appellent des généralisations au cas de
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noyaux de dimensions infinies, de méme que le probléme de la loi
k

de sup Z;e;(t)| est posé. Cela ne nous a pas permis de trouver la

1€i0.1] |55
valeur dil niveau du test. Nous espérons y revenir ultérieurement.

Pour le test de non-influence, les deux cas examinés, c’est-a-
dire 1 cas les variables aléatoires (X,.Y;)i<i<n sont dépendantes;
2*m¢ cas les v.a. (X;,Yi)ici<n sont indépendantes nous ont permis
de montrer que le test construit est consistant. Les simulations
réalisées donnent les régions critiques du test «r(z) = 0 »contre
« r(z) # 0 » en fonction de la dimension & du noyau. Il serait
intéressant d’envisager de tester a la fois la loi de X et r(2) = 0,
car dans notre étude nous avons supposé que la loi de X qui est p
est connue et I'hypothése Hy a porté sur « r(2) = 0 ». La double
hypothése sera ainsi présentée par :

P, =u

Hj =
r(z) =0

Ce qui nécessitera la recherche de la loi du couple ( |[S, ||°, |[ R
). Nous espérons y revenir.
Pour I'étude des tests non paramétriques de la densité marginale
aprés avoir obtenu ces quelques résultats, on peut envisager consid-
érer un processus (X, € [0, T]) qui est observé aux temps 6,,, 26, ..., "6,
ou b, -0 quand n —» +co et T =T, = nbd, - +c0 quand n — +0o.

On réalise en fait une discrétisation des observations et on ob-
tient X5, X2, , ., Xus, -

a,retY; deviennent donc respectivement 4,ctY;” donnés par

’ ndp

-1 1
aﬂ: E /(ﬁj(Xt)dt
0

75,

1 =
= né“ 2—; / (,‘j (Xt)df

\ “1 a1,
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1Oy
"4 '1
vi-w [ etxoar
" (i=1)on

C’est a dire encore

1 n
a 1/
= — E Y7
71 4
1=)

L’étude des lois limites des statistiques introduites ci-dessus
ainsi que la vitesse de convergence sont assez délicates du fait de
Pintroduction de 6,,. Nous espérons y revenir.

Enfin, des simulations sur un autoregressif pourront étre envis-
agées ultérieurement a partir des résultats obtenus & la proposition
29 ; ce qui nécessitera 'estimation de la matrice ) .

161



Bibliographie

[1] Aerts M., G. Claseskens, J.D. Hart. Testing lack of fit in mul-
tiple regression. Biometrika 87 (2000), n° 2 p.405-424.

[2] Abhmad I.A. Strong consistency of density estimation by orthog-
onal series methods for dependent variables with applications.
Ann. Inst. Stat. Math., 31 p.279-288 (1979).

[3] Anderson T.W. The statistical Analysis of time series J.Willey,
New-York (1971).

[4] Barra J.R. Notions fondamentales de statistique mathématique,
Dunod, Paris (1971).

(5] Bertaud M. Estimation du parametre de décentrage dans les
tests de regression, Metron 42 (1984) n° 1-2; p.27-34.

[6] Best D.J. and J.C.W. Rayner. Are two classes enough for the x*
goodness of fit test 7 Statistica Neelandica, 35 p.157-163 (1981).

(7] Best D.J. and J.C.W. Rayner. The choice of class probabilities
and number classes for simple x? goodness of fit test.Sankhya
(1981).

(8] Best D.J. and J.C.W. Rayner. Uniformity testing when alter-
natives have low order. Sankhya (1982)

(9] Bickel P.J., M.Rosenblatt.On some global measure of the devi-
ations of density function estimates. Ann. Statist. p 1071-1095
(1973)

[10] Billingsley P. Convergence of Probability 1neasures . J.Wiley,
New-York (1968)

[11] Billingsley P. Convergence of Probability measures, seconde
Edition. J. Wiley, New-York (1999)

163



[12] Blacher R. A new-Chi-squared independence test. Rapp. Rech.
N° 512, IMAG (Grenoble) (1985)

[13] Bosq D. Inégalités de Berstein pour les processus stationnaires
et mélangeants. Applications C.R.A.S.; A t.281, p.1095-1098.
(1975).

[14] Bosq D. Tests d’ajustement hilbertiens. Publications UER
Mathématiques Pures et Appliquées. Lille I n° 125 p.1-39
(1978).

(15] Bosq D. Tests hilbertiens et tests du x?;C.R.A.S. , A. t.286
p.946-948, (1978).

(18] Bosq D. Sur une classe de tests qui contient le test du x>
Publication de I'L.S.U.P. Volume 25 Fasc.1-2. (1980)

[17] Bosq D. Comportement asymptotique de tests hilbertiens de
dimension infinie sous des hypothéses adjacentes. Publ.IRMA
~ Lille I, Vol 3, fasc.6, p.1-22 (1981).

(18] Bosq D. Lois limites et efficacité assymptotique des tests
hilbertiens de dirnension finie sous des hypothéses adjacentes.
Statistiques et Analyse des données Vol.8, n° 1 p.1-40 (1983).

[19] Bosq D. Tests du x? Généralisés. Comparaison avec le test du
x* classique. Rev. Stat. Appli. Vol 27, n° 1 p.43-52 (1989)

[20] Bosq D. Nonparametric statistics for stochastic processes-
Lecture notes in statistics. Springer Verlag Berlin/New-York
(1996)

[21] Bosq D. Nonparametric statistic for stochastic processus. Sec-
ond ed. Springer Verlag, New-York - Estimation and Prediction
(1998).

[22] Bosq D. Linear processes in function spaces-Theory and appli-
cations. Lecture note in statistics n® 1149.Springer- Verlag New-
York (2000)

[23] Bosq D. Functional tests of fit. Goodness of fit tests and model
validity. Statistics of Industry and Technology. Birkhiduser
Boston (2002)

[24] Bosq D. et J.P. Lecoutre. Théorie de ]’estimation fonctionnelle.
Economie et Statistique avancée. Economica (1987)

164



[25] Box D.E.P. and Watson G.S., Robustness to non-normality of
regression tests Biometrica 49 p.93-106 (1962)

[26] Box D.E.P. and Watson G.S. Corrigenda : “ Robustness to
non-normality of regression tests” Biomtrica 52 (1965)

[27] Bradley R.C. Basic properties of strong mixing conditions.
Dependence in probability and statistics (Obserwolfach, 1985),
Birkhéduser Boston, Boston, M.A. 1986, p.165-192.

[28] Bradley R.C. On quantiles and the central limit question for
strongly mixing sequences, J. theor. Proba. 10 (1977) n° 2 p.507-
555, dedicated to Murray Rosenblatt.

[29] Carbon M. Sur 'estimation asymptotique d’une classe de
parameétre fonctionnels pour un processus stationnaire. Thése
3&me cycle Lille I (1982) ]

[30] Carbon M. Inégalités de grandes déviations dans les proces-
sus — Application 4 ]’estimation fonctionnelle. Doctorat — Univ.
Paris 6. (1988)

[31] Centsov. Estimation of an unknown density function from ob-
servations. Soviet. Math. 3 p.1559-1562 (1962)

[32] Csaki E. A relation between chungs and strassen’s law of iter-
ated logarithm. Z. Wahr. Verw. Geb.Springer Verlag (1980)

[33] Davydov. Y. A Convergence of distributions generated by sta-
tionary stochastic processes. Theor. Proba. Appl. 13, 691-696
(1968)

[34] Delecroix M. Sur 'estimation des densités d’un processus sta-
tionnaire & temps continu. Publ. Inst. Stat. Univ. Paris 6 (1-2)
p.17-40 (1980)

(35] Diebolt J., Posse P. On the density of the maximum of smooth
Gaussian processes. Ann. Prob. Vol. 24 n° 3 p.1104-1129 (1996).

[36] Doob J.L. Stochastic processes. Wiley, New-York. (1967)

[37] Doukhan P. Mixing properties and examples. Springer-Verlag,
New-York (1994)

[38] Essen C.G. Fourier analysis of distribution functions. Acta.
Math. 77, pp.1-125 (1945)

[39] Fourgeaud C. and Fuchs A. Statistique. Dunod (1967)

165



[40] Frenay A. Sur l'estimation de la densité marginale d’un pro-
cessus & temps continu par projection orthogonale. Pub. Inst.
Stat. Univ. Paris — Vol 45 n°l p.53-92 (2001)

[41] Gadiaga D. Sur une classe de tests qui contient le test du x? le
cas d’un processus stationnaire. Thése 3¢me cycle Lille 1. (1982)

[42] Gadiaga D. Tests hilbertiens et test du x> pour un processus
stationnaire et mélangeant . CRAS t.296 p.171-174. (1983)

[43] Gadiaga D. Tests hilbertiens pour un processus stationnaire
et mélangeant. Preprint, soumis 2 la revue de I'LS.U.P. (2002)

[44] Gadiaga D. Tests du x? Généralisés. Application aau proces-
sus autoregressif. Preprint, soumis a la revue de Statistique Ap-
pliquée. (2002)

(45] Gadiaga D. et Ignaccolo R. Tests de non influence. Preprint -
L.S.T.A . Université Paris 6. (2002)

[46] Gregory G. Large sample theory for U-statistics and test of
fit. Ann. Stat., Vol. 5 n° 1 p.110-123 (1977)

[47] Gregory G. On efficiency and optimality of quadratic tests.
Ann. Stat. Vol.8 n° 1 p.116-131 (1980)

[48] Grenander U. and Rosenblatt R. Statistical analysis of sta-
tionary time series Wiley, New-York (1957)

[49] Hart J.D. Nonparametric smoothing and lack-of-fit tests.
Springer Verlag, New-York (1997)

[50] Ibragimov I.A. and Linnik I.U. Independent and stationary
sequences of random variables. Noukea, Moscow (1965).

[561] Ignaccolo R. Goodness of fit test for dependent observations
Prépublication, (2002)

[52] Ignaccolo R. Tests d’ajustement fonctionnels par des observa-
tions correlées. Thése de Doctorat présentée A ’univ Paris6 et
univ Milan.Nov 2002.

[53] lzraelewitch , Laffite J., Larault Z., Roubert B. Le test du x?
et le test de Legendre Projet ISUP — Paris 6 (1988)

[64] N.C. Jain, M.B.Marcus : Central limit theorem for
C(S)—valued random variables. J funct.anal.19, 216-231 (1975).

166



[55] Kallenberg W.CC.N., Oosteerhoof J., Schiever B.F.S. The
number of classes in chi-squared goodness of fit test. JASA 80,
n® 392 p.959-968 (1985).

[56] Kendal M.G.The advanced theory of statistics. Vol.2 Charles
Griffin, Londres (1973)

[57] Leadbetter M.R., Georg Lindgren, Holger Rootzen. Extremes
and related properties of random sequences and processes.
Springer Series in Statistics. Springer Verlag (1983)

[58] Leblanc F. Estimation par ondelettes de la densité marginale
d’un processus stochastique. Publ. Paris — (1995)

[69] Lee G. and Hart J.D. Model selection criteria with data depen-
dent penalty, with applications to data driven. Neyman smooth
tests. J. Nonparametric. Stat., 12 n° 5 p.683-707 (2000)

[60] Lifshits M.A. Gaussian random functions mathematics and its
applications. Kluwer Academic Publishers (1995)

[61] Mann H.B. and Wald A. On the choice of class intervals in
the application of the chi-squared test. Ann. Match. Stat., 13
p.306-317 (1942).

[62] Nadaraja E.A. A quadratic measure of the deviation of a den-
sity estimation. Theo. Prob. Appli. 21 p.843-850 (1976)

[63] Neveu I. Bases mathématiques du calcul des probabilités.
Masson et Cie (1970)

[64] Neveu J. Processus aléatoires gaussiens. Presses de |’Univer-
sité de Montréal Canada (1968)

(65] Neyman J. Smooth test for goodness of fit. Skandd, Aktman,
20 p.119-128 (1937)

[66] Y.Nikitin. Asymptotic efficiency of non parametric tests. Cam-
bridge Univ. Press (1995)

[67] Pearson K. On the criterion that a given system of deviations
from the probable in the case of correlated system of variables
is such that it can be reasonably supposed to have arisen form
random sampling. Philosophical magazine, series 5, 50, p.157-
175 (1900).

[68] Riesz et Nagy Lecons d’analyse fonctionnelle. Gauthier Villars
(1955)

167



[69] Rio E. Théorie asymptotique des processus faiblement dépen-
dants. Springer Verlag — Berlin (2000)

[70] Rosenblatt M. A central limit theorem and a strong rnixing
condition. Proceeding Vol 42 p.42-47 (1956)

[71] Roussas G. Contiguity of Probability measures. Canbridge
Univ. Press (1978)

[72] Sazonov V.V, On the multidimensional Central Limit Theo-
rem. Shankhya A., 30 p.192-204 (1968)

[73] Sazonov V.V. On W2 criterion. Shankhya A., 30 p.205-210
(1968)

[74] Schwartz S.C. Estimation of probability density by a orthog-
onal series. Ann. Math. Stat. 38 p.1261-1265 (1967)

[75] Shiryaev A.N. Probability. Springer-Verlag New-York (1996)

[76] Tikhomirov A.N. Convergence rate in the central limit theo-
rem for weakly dependent randomvariables. Theeor. Veroyat-
nost Primenen, 25 n° 4 p.800-818 (1980)

[77] Van der Vaart A.W. Asymptotic statistics. Cambridge Univ.
Press (1998)

(78] Yakchew A.J. Nonparametric regression tests based on least
squares. Econometric theor. 8 n° 4 p.435-451 (1992)

[79] Walter Ph. The central limit problem for the mixing sequences
of random variables Z. Wahr. Verw. Geb. P.155-171 (1969)

(80] Watson G.S. Density estimation by orthogonal series. Ann.
Math. Stat. 40 p.1496-1498 (1969).

168



Annexe :
Curriculum Vitae

169



CURRICULUM VITAE

Dembo GADIAGA Statisticien/Probabiliste

3‘311\!.‘

s  Docteur cycle en mathémaiiques appliquées
Option probabilités statistiques

» Maitre assistant de mathématiques appliquées :
UFR/SEG et UFR/SEA(Département de mathématique

et Informatique) Université de Ouagadougou

Date de naissance : 1950 a Thiou, province du Yatcnga

Nationalité : Burkinabe.

Ftudes secondaires

-1964 4 1972

Dipléme : Baccalauréat de I’Enseignement du 2™ degré (BAC C) mention

assez bien, Juin 1972

Etudes universitaires

-1972 4 1974 : Université de Niamey, République du Niger
Dipldme : DUESS Mathématiques et Physiques (M-P) mention assez bien.
-1974 4 1982 : Université de Lille [ - France
Diplome
1982 Thése de Doctorat 3°™ cycle
option probabilités statistiques

mention trés honorable.

Associations scientifigues
e Membre du CEDRES.UFR/SEG - Université de Quagadougou.
o Directeur Adjoint du CEDRES (Centre d’Etude, de Documentation, de Recherches
Economiques et Sociales) 1983 a 1986.
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o Secrétaire Général de la CIERRA : Conférence des Institutions d’Enseignement ct
de Recherche Economique en Afrique de 1987 4 1989,

» Membre de la Société Frangaise de Statistique.

Travaux scientifiques
1) sur le plan mathématigues

a) Publications
- Lois et estimations du spectre en Jutn 1978
Mémoire de DEA Université Lille .
- Sur une classe de tests qui contient le test du x': le cas d’un processus
stationnaire/ Octobre 1982.
These de 3°™ cycle — Université Lille L.
- Tests hilbertiens et test du %> pour un processus stationnaire et mélangeant.

CRAS 1.296 p.171-174.

b) Publications en cours.

- Tests hilbertiens pour un processus stationnaire et mélangeant, prepnint,
soumis a la revue de L’.S.U.P. —Juin 2002.

-Tests du x2 Généralisés : applications au processus autorégressif, preprint,
soumis a la revue de Statistique Appliquée. Institut Henri Poincaré (I.H.P.) Juillet 2002.

- Tests de non influence, en collaboration avec R.lgnaccolo, preprint L.S. T A,

c¢) Ouvrage didactique.

Statistiques appliquées : Inférence statistique. Introduction aux modéles
linéaires a une équation.

Cours de statistiques intégré a la formation des économistes. Ouvrage destiné
2&11\[:

aux étudiants du

Edité par le CEDRES - Université de Ouagadougou — Aout 1987.

cycle.

2) monographie — Recherche appliquée en Economie.

Travaux de recherche réalisés sur le terrain par des enquétes.
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Les artisans ruraux formés de la boucle de la Volta Noire : impact socio-
économique en collaboration avec Thiombiano. Edité par le CEDRES -

Université de Ouagadougou -Septembre §983.

Problématique de Développement des Indusltries rurales @ quelques dludes de
cas au Burkina Faso. tn collaboration avec T.H. Kaboré. Edité par {¢ CEDRIES

-Université de OQuagadougou- Juin 1990

Missions d'enseignement invilées

Mission d’enseignement AUPELF (Association des Université€s Partiellement
ou Entiérement de Langue frangaise) a ['Université du Benin, Cotonou
(LN.E.). Cours aux éléves Ingénieurs Statisticiens Economistes porlant sur I¢
processus stochastique en temps discret. Juillet 1990

Mission d’enseignement de |’Association des Universités partiellement ou
entiérement de langue frangaise. (AUPELF) Université du Bénin. Cotonou.
Cours aux éléves Ingénieurs Statisticiens Economistes portant sur le processus

stochastique en temps discret. Février 1991.

Expérience professionnelle — Responsabilités admnistratives.

- & partir de 1979, assistant de Mathématiques appliquées a I"ESSEC.
Université de Ouagadougou :

- Chef du département : analyse économique ¢t technique quantitative, de
1982 4 1983.

- Responsable de la Cellule Techmque quantitative: statistique,
mathématique, économétrie, a partir d’octobre 1983,

- Directeur Adjoint du CEDRES de 1983 a 1986. (Centse d'Etude de Documentation

ct de Recherches Economiques ¢l sociale)

- Directeur de ’ESSEC de 1986 a 1988. (Ecolc Supénicur des Scicnees Economiques)

- Secrétaire Générale de la CIEREA. (Confirence des tnsuitutions d Enscignement ¢l de
Reehercehe Economique ¢n Afrique)

- Vice Doyen aux affaires académiques (VDA) FASEG (Faculic des Scicnees
Economiques et dec Gestion), 1997-200().

- Participation a la réalisation du projet — conservation des eaux, des sols, et
agroforesterie CES/AGF — Ftude de base — 1989, projet exécuté par la
SEPIA (Société d’Etudes de Projets d’ Investissement en Afrique).
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- Participation & la réalisation d’une étude portant sur le projections des
populations au Burkina de 1990 a 2005, élude réalisée par la SEPIA.

- Membre d équipes de recherches dans le cadre du CEDRES: projets
portant sur :

. artisanat rural dans la boucle de la Volta Noire, 18 mois (1981-1982)

. technologies villageoises de 19852 1991.

. CEDRES/AGRISK sur le probléme de sécurité alimentaire au Burkina de
1985 a 1990.

Gestion des usages conflictuels des ressources en eau au Burkina. 1999-

2000

Séminaires el conférences Internationaux invités.

Novembre 1982 | participation a la conférence organisée par le PNUD et I’'ONED sur
la promotion de I’Industrie en Afrique, a Brazzaville.

Juillet 1984, séminaire International en Analyse fonctionnelle (Institut de Recherche
en mathématique appliguée) organisé par I'IRMA — Université Nationale de Cote
d’lvoire, Abidjan.

Février 1986, 1 conférence des institutions d’enseignement et de  recherche en
Sciences Economiques d’Afrigue — 10°™ anniversaire dv CEDRES a Ouagadougou
suivi d’un colloque des Economustes.

Avril 1987, 2°™ conférence des Institutions d’enseignement et de recherche en
Sciences Economiques d’Afrique-10°™ anniversaire du CEDRES 4 Ouagadougou
suivi d’un colloque des Economistes

Février] 988, Niamey, Séminaire organisé par la CIEREA sur I’intégration africaine,
cas de la CEDEAO.

Avri) 1988, séminaire sur la promotion de I’expertise nationale et le rdle des cadres a
Berlin Ouest : séminaire organisé par la Banque Mondiale. Allemagne de I’Ouest.
Septembre 1994, atelier pour la mise en «uvre des programmes d’enseignement du
PTC} (Programme de troisiéme cycle inter-universitaire a Bengerville (cote d’lvoire).
9-12 mars 1996 — 9“™ conférence de la CIEREA a Dakar.

11 au 13 mars 1998 Atelier sur I’harmonisation des programmes des 17 et 2™ cycle

universitaires par le PTCI a Abidjan.
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