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Résumé

Aprés avoir rappelé quelques définitions et notations de bases, nous présentons des mots
finis sturmiens, des mots centraux et des palindromes sturmiens. Nous introduisons ensuite
les fonctions d’énumération des palindromes sturmiens, des mots centraux et des mots finis
sturmiens. Pour leurs études nous utilisons la fonction "indicateur d’Euler" ¢ bien connue

en théorie des nombres. Enfin nous présentons les propriétés combinatoires des palindromes
sturmiens.
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Introduction

Les mots sturmiens ont été largement étudiés pour leurs importances théoriques et leurs
applications dans divers domaines de la science. Par définition les mots sturmiens sont des
mots non ultimement périodiques et ayant une fonction de complexité minimale. Les mots
sturmiens possédent aussi quelques caractérisations géometriques remarquables (cutting se-
quences, mechanical words). Pour plus de détails sur ces mots voir les livres [1, 2].

Des travaux comme ceux de De Luca ont porté sur les mots sturmiens & travers I’étude
de leurs facteurs palindromiques. Un palindrome est un mot fini qui est identique en le lisant
de gauche a droite que de droite & gauche.

Les palindromes jouent un réle essentiel dans la structure des mots sturmiens. En effet,
Droubay et Pirillo prouvent dans [7] qu'un mot infini est sturmien si et seulement si, il a
exactement un facteur palindromique de longueur n si n pair, et deux de longueur n sinon.
Il est montré dans [12] par De Luca et Mignosi que Iensemble des préfixes palindromiques
de tous les mots sturmiens standards coincide avec I'ensemble des mots centraux. Les mots
centraux sont les mots binaires ayant deux périodes p et q qui sont premiéres entre elles et de
longueur p + ¢ — 2. En particulier, un mot central w est un mot tel que wab et wba peuvent
étre factorisés en un produit de deux palindromes. De plus, I'ensemble des facteurs de tous
les mots sturmiens finis est égal & 'ensemble des facteurs de tous les mots centraux.

Notre travail est structuré de la maniére suivante. Au chapitre 1 nous donnons d’abord
quelques définitions et notations, ensuite des propriétés de bases, enfin nous présentons des
mots sturmiens, plus particuliérement des palindromes sturmiens.

Au chapitre 2 nous introduisons la notion de fonction d’énumération pour les mots cen-
traux, palindromiques sturmiens et les mots sturmiens finis. Ensuite nous donnons des résul-
tats sur ces fonctions. La fonction "indicateur d’Euler” est introduite a cet effet pour facilité
les calculs.

Au chapitre 3, nous étudions les propriétés des palindromes sturmiens et quelques rela-
tions entre les paramétres R,,, K, et m,, désignant respectivement le plus petit entier pour
lequel w n’admet pas de facteur spécial a droite, la longueur de plus court suffixe non répété
dans w et la période minimale de w.



Chapitre 1
Généralités

1.1 Définitions et notations

Nous introduisons quelques définitions et notations que nous utiliserons dans toute la
suite du travail. On se donne un ensemble & deux éléments A = {a,b}. L’ensemble A est
appelé alphabet et ses éléments, des lettres. Un mot sur A est une suite finie ou infinie de
lettres de A. La suite vide se définit comme le mot vide; on le note ¢.

On désigne par A* 'ensemble de tous les mots finis sur A. On munit A* de 'opération binaire
appelée concaténation et notée ".". La concaténation est évidement associative et admet le
mot vide € comme élément neutre.

(A*,.,e) a ainsi une structure de monoide et on l'appelle le monoide libre engendré par A.
L’ensemble de tous les mots finis non vides se note AT (AT = A* — {&}).

Pour tout mot fini non vide w sur A, il existe n > 1 tel que w = a;as...qa,, avec a; € A,
1 € i < n. Dentier n est appelé la longueur de w, et il est noté |w|. Par convention, la
longueur du mot vide ¢ est 0.

Soit w € A*, a € A. On désigne par |w|, le nombre d’occurrences de la lettre a dans w.

On désigne par alph{w) 'ensemble des lettres qui composent w.

Définition 1.1.1. Soit w et u deuz mots fizés sur A. On dit que u est un facteur de w s1, il
existe deur mots r et s tels que w = rus. Sir =€ (resp. s =€), on dit que u est un préfize
(resp. un suffize) de w.

St w # u, alors on dit que u est un facteur propre de w.

Siu est un facteur de w, on dit aussi que w est une extension de u.

L’ensemble des facteurs de w se note Fact(w). Pour tout X C A*, on pose :
Fact(X) = U Fact(w).

weX

Définition 1.1.2. Soit w un mot fini sur A et v un facteur de w. On dit que u est médian
si, 1l existe des mots r, s tels que w = rus, avec |r| = |s|.

Exemple 1.1.1. Les mots aba, aabaa et baabab sont respectivement des facteurs médians
des mots babab, babaabaaaab et ababbaababbbba.



Définition 1.1.3. Soit w un mot fini sur A et u un facteur de w. On dit que u est une
frontiére s, il est a la fois un préfize et un suffize de w.

Exemple 1.1.2. Les mots ab, bba et abba sont respectivement des facteurs frontiéres des
mots abaab, bbaababba et abbabbaaabba.

Définition 1.1.4. Soit w = ajas- - ay, avec a; € A, 1 < i < n, un mot fini non vide sur A.
On dit que w est périodique si, 1l existe un entier strictement positif p tel que a;+p = a;, pour
tout i € [1,n — p|.

L’entier p est alors appelé une période de w.

Par convention le mot vide £ est périodique.

Définition 1.1.5. Soit w = a1ay- -+ a,, avec a; € A, 1 <1< n, un mot fini périodique sur
A. On appelle période minimale de w, la plus petite des périodes de w. On la note 7.

Par convention 7, = 1.

Exemple 1.1.3. La période minimale du mot abaaba est 3. En effet, il est périodique et ses
périodes sont 3 et 5.

Définition 1.1.6. Soit w un mot fini non vide. On appelle ordre de w, 'unique entier positif
k tel que w = 252", o0 |2| = 7y et |2'| < T, avec 2,2 deuz mots finis donnés.

Définition 1.1.7. Soit un mot fini w = ajay---a,, avec a; € A, 1 < i < n. On appelle
image miroir de w le mot W = G,0n_1...01.

Exemple 1.1.4. Les images miroirs des mots a, ab, abb et ababaab sont respectivement a,
ba, bba et baababa.

Si w = w alors w est dit palindrome. L’ensemble des palindromes sur 'alphabet A se note
PAL.
Exemple 1.1.5. Les mots "ici", "t6t" et "elle" sont des palindromes en frangais.

Remarque 1.1.1. Si un mot fini non vide w = a1ay - an, avec a; € A, 1 <1 < n est un
palindrome alors on a :
Vié€e [I,TL], a; = Qnii—ji-

Un mot infini z est une suite infinie de lettres, i.e. x = ayay -+, avec a; € A, pour tout
¢ > 1. Un facteur d’un mot infini z est soit le mot vide € soit un bloc fini u de lettres consé-
cutives dans z : u = a;---a;, avec ¢ < j. En particulier si 7 = 1, alors u est un préfixe de z.
Un suffixe de  est un mot infini y tel que = soit de la forme z = uy, ot u € A*.

On désigne par Fact(z) 'ensemble des facteurs de z.

Définition 1.1.8. Soit u un facteur d’un mot infini x. On dit que u est :

1. spécial & droite (resp. spécial & gauche) de x si, ua et ub (resp. au et bu) sont aussi des
facteurs de x.



2. bispécial si, il est & la fois spécial & droite et & gauche.

Définition 1.1.9. On appelle mot fini sturmien standard tout mot d’une suite (8n)n>0 de
mots définie par récurrence comme suit :

S = b, s1=a et Sp+1 = Szn—lsn_l,
0l (dn)n>0 est une suite d’entiers telle que dy > 0 et dy, > 0 pour n > 0.

Une telle suite (s,,)n>o converge vers un mot infini s (souvent noté c,).

Exemple 1.1.6. Si on prend d,, = 1, pour tout n > 0, on obtient le fameux mot de Fibonacci
dont les premiéres lettres sont : fib = abaababaabab... .

On désigne par Stand, 'ensemble de tous les mots finis sturmiens standards.

1.2 Mots centraux

Définition 1.2.1. Un mot fini non vide w est dit central si, il a deuz périodes p et q telles
que pged(p,q) =1 et |w| =p+q— 2.

Par convention le mot vide ¢ est central. Les mots centraux sont définis sur un alphabet
binaire. L’ensemble de tous les mots centraux sur A est désigné par PER.

Exemple 1.2.1. Les mots aba, abaaba, abaabaaba et abaababaaba sont centraux, les couples
de périodes (p; q) associés étant respectivement (2;3), (3;5), (3;8) et (5;8).

Proposition 1.2.1. [2, 12] L’ensemble PER coincide avec l'ensemble des préfives palindro-
miques de tous les mots finis sturmiens standards.

Définition 1.2.2. Un mot fini non vide w sur A a la propriété de Robinson (R) si, w est
une lettre ou il existe des palindromes p,q,r tels que :
w=pqg=rry, aecx Yy etx,y € A.

On désigne par %, 'ensemble de tous les mots finis ayant la propriété de Robinson (R).

Théoréme 1.2.1. [4] Un mot fini non vide w est sturmien standard si et seulement si, il est
une lettre ou il existe des palindromes p,q,r tels que :

w=rzy =pq, o {z,y} = {a,b}, z #y.
De plus, si q # €, alors la factorisation w = pq est unique.

Autrement dit, tout mot fini sturmien standard satisfait la propriété de Robinson (R). On
a [’égalité suivante :

Stand = X..

Proposition 1.2.2. [12/
w € PER <= wab,wba € ¥. (1.1)



Propriété 1.2.1.
Stand = AU PER{ab, ba}. (1.2)

Cette propriété est obtenue par A. De Luca dans [11] et se démontre de la maniére sui-
vante.

Preuve : Soit w € A*. Alors w € Stand équivaut & w est une lettre ou il existe des
palindromes p, g, 7 tels que w = pq = ray, avec x # y et x,y € {a, b}, en vertu du Théoréme
1.2.1. Si w = rxy alors r est central en tant que préfixe palindromique d’un mot standard w.
Ainsi,

w € Stand <= w € AU PER{ab, ba}.
O

De la propriété précédente, on déduit que tout mot fini sturmien standard qui n’est pas
une lettre est obtenu en ajoutant ab ou ba a un mot central. Réciproquement, en effacant les
deux derniéres lettres d’un mot fini sturmien standard qui n’est pas une lettre, on obtient un
mot central.

Lemme 1.2.1. [8] Soit w € PER tel que Card(alph(w)) > 1. Alors on a les propriétés
suvantes :

1. w peut étre uniquement représenté par :
w = PzyQ = QyaP, avec z,y firés dans A, x #y et P, € PAL.
De plus, pged(p,q) = 1, o p=|P|+2 et ¢ = |Q|+ 2. Cette représentation s’appelle la
représentation canonique de w.

2. 8i |P| < |Q|, alors Q est le plus long suffize et préfize palindromique propre de w.

3. Le mot fini sturmien standard s = way a la période minimale m, = m,, avec w, =
|P| + 2.

4. Si |P| 4+ 1 < |Q|, alors il existe un unique couple d’entiers (k,r) tels que k > 0,
0<r<m, et Q= (Pxy)*U, avec |U| =r. Donc w = (Pzy)*'U.

Proposition 1.2.3. Un mot w est central sur A si et seulement si, w est une puissance
d’une seule lettre de A ou satisfait ['équation :

w = wyabwy = wybaw,, avec w;,wy € PAL. (1.3)

De plus, dans ce dernier cas, wy,wys € PER, p = |wi| +2 et ¢ = |wy| + 2 sont deux périodes
de w telles que pged(p,q) = 1, et m, = min{p, ¢}.

Preuve : =) Supposons que w est un mot central sur A. Raisonnons sur Card(alph(w)).
e Cas 1 : Card(alph{w)) = 0. Alors w = £ qui est une puissance de n’importe quelle lettre.
o Cas 2 : Card(alph{w)) = 1. Alors w est une puissance d’une seule lettre de A. On peut
supposer sans perte de généralité que w est une puissance de a. Ainsi il existe n > 0 tel que
w=a"
e Cas 3 : Card(alph(w)) > 1. Alors en utilisant le Lemme 1.2.1, on a les égalités (1.3).
Donc w est une puissance d'une seule lettre de A ou satisfait les égalités (1.3).



<=) Supposons que w est une puissance d’une seule lettre de A ou satisfait les égalités

(1.3) et montrons qu'il est central. Il nous suffit pour cela de montrer que wab, wba € X
d’aprés la Proposition 1.2.2 .
e Supposons que w est une puissance d’une seule lettre de A. Alors, il existe n > 1 tel que
w=a"ouw="b". Or a"ab=a""'h € X et b"ba = b""'a € X. Donc w € PER.
e Supposons que w = wiabw, = wybaw;. En faisant la concaténation de w avec ba et ab, on
obtient :

wba = wiabwyba = wi(abwqba), ot wy, abweba € PAL.

wab = wybaw,ab = we(bawab), ot wo, bawab € PAL.
Ainsi wab, wba € ¥. Donc w est central. O

1.3 Mots sturmiens

Définition 1.3.1. Soit z un mot infini sur A. On appelle fonction de complexité de x que
lon note pg, Uapplication de N dans N qui @ tout n associe le nombre de facteurs distincts
de x de longueur n.

Définition 1.3.2. On dit qu’un mot infini z est sturmien si,sa fonction de complerité vérifie
pe(n) =n+1, pour tout n > 0.

Définition 1.3.3. Soit w un mot fini sur A. On dit que w est sturmien fini si, 1l eriste un
mot infini sturmien x tel que w € Fact(z).

On désigne par St 'ensemble de tous les mots finis sturmiens.

Proposition 1.3.1. [14] Soit £ un mot infini sturmien. Alors x contient :
(i) les facteurs ab et ba,
(i4) un et un seul des facteurs aa et bb.

Théoréme 1.3.1. [7] Un mot infini binaire x est sturmien si et seulement si, pour tout
n > 0, z posséde un unique facteur spécial a droite de longueur n.

Théoréme 1.3.2. [7] Un mot infini est sturmien si et seulement si, il posséde exactement un
facteur palindromique de longueur n si n pair, et devx facteurs palindromiques de longueur
n sInon.

La limite s d’une suite de mots sturmiens standards (s ),>0 €st un mot sturmien.

Exemple 1.3.1.

Le mot infini sturmien le plus connu est le mot de Fibonacci. Nous présentons ci-dessous
deux méthodes pour le construire :

— en tant que point fixe du morphisme ¢, défini par :

p: A*— A"
av+—> ab
br— a.



— comme limite de la suite (s, ),>0 définie par :

So=b,81=a

Spi1 = SpSp—1, pour tout n > 1.

Ainsi, fib= lim s, = ¢“(a) = abaababaabaababaababa - - - .
n—+00
Proposition 1.3.2. [2] Pour tout mot infini sturmien, il existe un mot infini sturmien stan-
dard ayant le méme ensemble de facteurs.

Propriété 1.3.1. Nous avons les égalités suwantes :
St = Fact(Stand) = Fact(X) = Fact(PER).

La preuve de cette propriété que 'on retrouve dans [7] est donnée par :

Preuve : Nous allons montrer que St = Fact(Stand). L’inclusion Fact(Stand) C St est
évidente. Vérifions l'inclusion St C Fact(Stand). Soit w € St. Alors il existe un mot infini
sturmien standard z tel que w € Fact(z). Ainsi w € Fact(Stand). O

1.4 Palindromes sturmiens

Les palindromes sturmiens sont par définition les facteurs finis palindromiques des mots
finis sturmiens. Son ensemble est noté StNPAL. On a U'inclusion suivante PER C StNPAL.
Cette inclusion est stricte car il existe des palindromes sturmiens non centraux.

Exemple 1.4.1. Les mots aaaaa, bbbbb aabaa, bbabb, ababa et baaab sont des palindromes
sturmiens.

Théoréme 1.4.1. Tout facteur palindromique d’un mot sturmien standard c, est un facteur
médian d’un préfize palindromique de c.

Ce résultat est obtenu par A. de Luca dans [8]. La preuve utilise un argument de A. Carpi
3] et est basée sur les résultats suivants.

Proposition 1.4.1. [2/ Soit x un mot infini sturmien. Si w est un facteur de x alors, W est
ausst un facteur de x. De plus, si x est standard alors w est un facteur spécial o droite de x
si et seulement si, W est un préfive de .

Corollaire 1.4.1. [2] Un facteur palindromique d’un mot infini sturmien standard x est
spécial & droite si et seulement si, il est un préfire palindromique de x.

Nous procédons maintenant a la démonstration du Théoréme 1.4.1 .

Preuve : Soit ¢, un mot sturmien standard tel que ¢, = Auz, ol u est un palindrome
qui n’est pas un facteur médian d’aucun préfixe palindromique de ¢,, A € A* de longueur
minimale. Puisque u n’est pas un préfixe de c,, nous avons |A| > 1. Ainsi nous pouvons
prendre sans perte de généralité A = X'a avec A" un mot donné. Maintenant soit z la pre-
miére lettre de x, alors £ = zz pour un certain mot z’. Supposons d’abord que z = a, alors
on a ¢, = Az = \ auaz .



Le palindrome aua n’est pas un facteur médian d’un préfixe palindromique de c,, sinon u le
serait aussi. Mais ¢, = X auaz’, avec |\'| < |A| est absurde car A est de longueur minimale.
Donc z = b. Ainsi aub et bua = aub sont des facteurs de c,, d’aprés la Proposition 1.4.1 . Par
suite le palindrome u est un facteur bispécial de c¢,, donc spécial & droite. A I’aide du Corol-
laire 1.4.1, on déduit que u est un préfixe palindromique de c,, ce qui contredit I’hypothése.
O

Une conséquence de ce théoréme est un résultat plus général de X. Droubay, J. Justin, et
G. Pirillo [6].

Corollaire 1.4.2. Un mot fini non vide est un palindrome sturmien si et seulement si, il est
un facteur médian d’un mot central.

Preuve : =) Supposons que u est un palindrome sturmien, i.e. u € St N PAL. Ainsi
u € St et u € PAL. Comme u € St alors u est un facteur sturmien standard, puisque
St = Fact(Stand). Le mot u étant un facteur palindromique d’un mot sturmien standard, en
vertu du Théoréme 1.4.1, on déduit qu’il est un facteur médian d’un préfixe palindromique
d’un mot sturmien standard de ¢,. Donc u est un facteur médian d’un mot central, puisque
'ensemble des préfixes palindromiques des mots sturmiens standards coincide avec ’ensemble
des mots centraux.

<=) Supposons que u est un facteur médian d’un mot central w. Nous allons montrer
que u € StN PAL.
Comme u est médian de w alors w = rus, avec |r| = |s|. Le mot w étant central alors w
est un palindrome. Donc w = W et alors rus = 3u7. D'otu = U et u € PAL. Ailnsi, u €
StN PAL. O



Chapitre 2

Fonctions d’énumeération

2.1 Introduction

La notion de fonction d’énumération a été introduite dans le livre de Lothaire paru en
1983. Cette fonction permet de compter le nombre de facteurs d’une longueur fixée et vérifiant
une propriété donnée.

Dans cette section nous introduisons quelques fonctions spécifiques. Il s’agit des fonctions
d’énumération g(n), h(n) et st(n) que nous développerons dans la suite.

L’indicateur d’Euler est la fonction arithmétique, qui & tout entier naturel n non nul associe
le nombre d’entiers compris entre 1 et n (inclus) et premiers avec n. On la note ¢(n). Par

exemple ¢(10) = Card({1,3,7,9}) = 4.

2.2 Définitions et propriétés de bases

Définition 2.2.1. La fonction "indicateur d’Euler” ¢(n) est définie comme suit :
(2) o(1) =1,
(i1) ¢(pg) = pd(q) ou d(pq) = (p — 1)é(q), avec p premier et g > 1.

Propriété 2.2.1. La fonction "indicateur d’Euler” ¢(n) vérifie :
(1) ¢(1) = 9(2) =1,

(2) ¢(n) est multiplicative, i.e. pour tout ny,ny € N* tel que pcgd(ny,ng) = 1, on a ¢(ny x
ng) = ¢(n1) x ¢(ny),

(3) Pour tout entier naturelp premier etk > 1, ¢(p*) = p* 1 (p - 1),

(4) ¢(n) = nH , pour tout n > 0,

pln

(5) Pour toutn > 0, d(2n) = ¢(n) si n impair et $(2n) = 24(n) sin pair.

Lemme 2.2.1. Pour toutn > 1, on a :

¢(n) >

n® st n impair
27en” sinon

avec o = logy 2 = 0,6309... .

Preuve : o Sin =1, on a clairement ¢(1) = 1 et donc ¢(1) > 1.



e Sin > 1, alors en faisant la décomposition en produit de facteurs premiers de n, on
obtient :

n=phpk . pkr avec pp < py < py <. <pret k> 1.

r ;— 1
D’aprés la Propriété 2.2.1, ona : ¢(n) =n H P :

i=1 t

Nous distinguons deux cas suivant la parité de n.
Cas 1 : n impair. Alors on a p; > 3 et n > 3" d’aprés la décomposition ci-dessus.
=1 2
>z
; 3
En faisant le produit membre & membre de ces inégalités, on obtient :

el (2
g pi Z<3)
=1 2\"
anPz’ Zn<§>

wnaf)

Puisque p; > 3 et p; — 1 > 2. On vérifie que, P

De plus, on a n > 3". D'oit loggn > .
Ainsi,

In(n)
n.e in3

% (In2—In3)

— . elnmx(E3-1)

in2
7.3

n.elogg 2xIn(n)

xIn(n)

n

— elog3 2xIn(n)

_ nlog32
=n".
D’ot,
o(n) > n”.
Cas 2 : n pair. Ainsi n = 2m, avec k > 1 et m impair. En vertu de la Propri¢té 2.2.1, on
a:

b(n) = o(2m)
= 2 g(m)

n
= 2'“"%(%), car m= g



Puisque m est impair, du Cas 1 on a :

(%)2 ()

Ainsi,

2 2—(k—1)(a-—1) X 27w p@

>07% xn®  cgqr 2-(k-Dle1) 5
D’ou, pour tout n > 1, on a le résultat. A

Théoréme 2.2.1. Soit w un mot fini non vide. Les relations suivantes sont équivalentes
(i) w € PER,

(i1) awd et bwa € St,

(iii) awa, awb, bwa et bwb € St.

Théoréme 2.2.2. Soit w un mot fini non vide sturmien. Si wa et wb sont des mots Stur-
miens, alors il existe une lettre x € A tels que zwa et xwb soient sturmiens.

Les preuves des Théoréme 2.2.1 et 2.2.2 que V'on retrouve dans [12] sont longues et fasti-
dieuses.

Proposition 2.2.1. Soit w € A* un palindrome. Si wa et wb sont sturmiens, alors w est un
mot central.

Preuve : Soit w € A* un palindrome tel que wa et wb € St. D’aprés le Théoréme 2.2.1,
il existe une lettre z € A telle que zwa et zwb € St. Sans perte de généralité prenons z = b.
Nous savons que bwa = awb € St, d’aprés la Proposition 1.4.1. Ainsi awb et bwa € St. Donc
w € PER d’aprés le Théoréme 2.2.1. H

Lemme 2.2.2. Soit w un mot fini non vide dans St N PAL. St w n'est pas central, alors il
existe une unique lettre x € A telle que xwz soit sturmien.

Preuve : Supposons que w ¢ PER. Par hypothése w € St N PAL équivaut & w € St et
w € PAL.
Comme w € St, alors il est spécial & droite. Donc wa et wb € St. D’aprés la Proposition
2.2.1 w est central, ce qui est absurde. Le mot w € St N PAL est un facteur médian propre
d’un mot central en vertu du Corollaire 1.4.1. Ainsi, il existe une unique lettre z € A telle
que rwz € St. (1

2.3 Fonction d’énumération g(n)

Définition 2.3.1. La fonction d’énumération des palindromes sturmiens est définie par :

g:N— N
n+— g(n) = Card(St N PALN A™).



Théoréme 2.3.1. [11] Pour tout n > 1, le nombre g(n) de palindromes sturmiens de lon-

gueur n est donné par :

gln) =1+ Y é(n—2i),

i=0
ot ¢ est la fonction indicateur d’Euler.

On a de maniére équivalente, pour tout n >0 :

g(2n) =1+ f:gb(?i) et g2n+1)=1+ Zn: ¢(2i+ 1).

1=0

Proposition 2.3.1. Pour tout n >0, on a :
g(2n — 1) = g(4dn) — 2¢(2n) + 2.

Preuve : A 'aide du Theéoréme 2.3.1 et de la Propriété 2.2.1, on a :

gldn) =1+ Z (20
=1+ ) 2+ Y (2)

1<2n 1<2n
1 pair 1 impair
=1+2) 6()+ > 4li).
1<2n 1<2n
i pair 1 impair

Si i est pair alors il existe k € N* | i = 2&k.
Si ¢ est impair alors il existe k € N | i =2k + 1.
Ainsi

gldn) =142 i)+ Y 6()

1<2n 1<2n
i pair 1 impair
n n—1
=1+2) ¢(2k)+ ) o(2k+1)
k=1 k=0
n—1 n
=14 d2k+1)+2) _ 6(2k).
k=0 k=1

n n—1

Or 2" ¢(2k) = 2(g(2n) - 1) et g(2n—1) =1+ ¢(2k+1).

' k=1 k=0
Par suite

g(dn) = g(2n — 1) +2¢(2n) — 2.
D’ou
g(2n — 1) = g(4n) — 2¢(2n) + 2.

(2.1)



. , 1
Proposition 2.3.2. Soit § = ———— avec a =log32 > 0. Pour toutn >0, on a :

2(a+1)
g2n+1) > (2-8) + B(2n + 1) (2.2)
et
g(2n) > ntte, (2.3)

a+1

Preuve : ¢ Montrons (2.2). Pour tout n > 0, on a:
n

gn+1)=1+ Zqﬁ(?k + 1), d’aprés le Théoréme 2.3.1.

k=0
Puisque 2k + 1 est impair, d’aprés le Lemme 2.2.1, on a :

62k +1) > (2k+1)°

n

o2k +1) > (Qk +1)®
k=0

=

;‘»Il

1+ 62k+1) 214+ (2k+1)

==
I
=}

gn+1) 21+ (2k+1)°
k=0

>1+1+) (2k+1)°
k=1

>2+4) (2k+1)°
k=1

Par ailleurs, on a :

En:(% +1)% 2 /On(Qsc +1)%dz = {2(0[1_}— 3 (22 + 1)a+1}

k=1

Ainsi, en posant S = on obtient :

1
20 +1)

Z (2k +1)% > B(2n + 1)+ — 3.
k=

Donc
g2n+1)> (2-8)+ B(2n+1)*".
D’ou (2.2).



¢ Montrons (2.3). On a aussi :

g(2n) =1+ (2k).

Puisque 2k est pair, d’aprés le Lemme 2.2.1,0ona:

¢(2k) 2 27%(2k)% = k*

Y o2k =) ke
k=1 k=1

Y ek 2 14 Y ke
k=1 k=1

g(2n) > 1+ k.
k=1

Par ailleurs, on a :

Ainsi,

g(2n) > 1+ notl, O

a+1

2.4 Fonction d’énumération h(n)
Définition 2.4.1. La fonction d’énumération des mots centrauz est définie par :

h:N—N
n+— h(n) = Card(PERN A™).

Lemme 2.4.1. [12] Pour tout n > 0,
Card(PERNA™) = ¢(n + 2).

Définition 2.4.2. On définit f : N — N la fonction donnée pour tout n > 0, par :

f(2n)=1+w et f@Cn+1)=2+n(n+1).

Dans le tableau suivant nous listons les valeurs des fonctions ¢, f et h pour 0 <n < 13.



0 1 1 1 7 14 14 )
1 2 2 2 8 10 11 4
2 2 2 2 9 20 22 10
3 4 4 4 10 14 16 4
4 4 4 2 11 ] 30 32 12
5 8 8 6 121 18 22 6
6 6 | 7 | 4 |13 42| 44 | 8

Du tableau, on voit que g(n) < f(n) pour tout 0 < n < 13.

2.5 Fonction d’énumération st(n)
Définition 2.5.1. La fonction d’énumération des mots finis sturmiens est donnée par :

st :N—N
n+— st(n) = Card(St N A™).

Définition 2.5.2. On appelle différence finie premiére de st, la fonction s définie par :
s(k) = st(k + 1) — st(k), pour tout k € N.

En fait la fonction s donne le nombre de facteurs sturmiens spéciaux & droite de longueur
donnée.

Théoréme 2.5.1. [12] Pour tout k > 0,
s(k+1) —s(k)=o(k+2).
Une conséquence de ce théoréme est le résultat suivant que l'on retrouve dans [11].

Corollaire 2.5.1. Pour tout k > 0,

k+1

s(h) = > 60)

Preuve : En vertu du Théoréme 2.5.1, on a pour tout ¢ > 0,

s(i+1)—s(i) = (i +2).



En passant a la somme on obtient :

k+1

= _Z 20

Théoréme 2.5.2. Pour tout n > 0, le nombre st(n) de mots finis sturmiens est donné par
la formule sutvante :
Hn) =14 (n—i+1)¢(i)
i=1

Preuve : Par définition de la fonction s, on a :

Ainsi,
n—1
st(n) = st(0) + Z s(k)
n k:o k+1
=1 303600, car s() = (1)

k=1 =1 =1
On va maintenant calculer cette somme en fixant k.
k=1 o(1)
k=2 o(1) + 6(2)
k=3 ¢(1) + 6(2) + ¢(3)
k=4 o(1) + 0(2) + 8(3) + ¢(4)



F=n=1  9(1)+0(2)+6(3)+ - +o(n—1)
k=n B(1) + 0(2) + 9(3) + -+ 6(n — 1) + B(n).

En faisant la somme, on obtient :
S=np(l)+(n—-1)0(2)+(n—=2)p(3)+---+(n—n+2)¢p(n—1)+(n—n+1)¢(n)
= i(n — i+ 1)e(i).
Dot B
st(n) =1+ En:(n — i+ 1)é(i).
i=1 D

2.6  Relations entre les fonctions d’énumération g(n), h(n)
et st(n)
Notation : Soit f : N — R* une fonction positive, on note Q( f) 'ensemble
{g:N—R"|3c>0,ngeN, Vn>ng: g(n) >cx f(n)}.

Q(f) représente 'ensemble des fonctions qui croissent au moins vite que f.

Proposition 2.6.1. Pour tout n > 0 on a le résultat suivant :
g(n) € Q(n'").
Preuve : D’aprés la Proposition 2.3.2, on a :

a+1

g(2n) > 1+ n

o+

De méme,

vV IV IV IV IV

!
c Xxn*, avec ¢ =f>0.

En posant C' = min(c, ¢ ), on obtient pour tout n > 0,

g(n) > Cn*1,



> o .
Proposition 2.6.2. La fonction 2 vérifie :
g

lim M = (.
n—r+00 g(n)

Preuve : Rappelons que h(n) = ¢(n+2) <n+ 1.
De méme, on a g(n) € Q(n>*!). Ce qui équivaut a l'existence d’une constante strictement
positive C tel que g(n) > C x n**h,

Ainsi,
1 1
< .
g(n) = C x nott
D’ou,
h(n)  n+1
g(n) = Cpetl’
h
ﬁ étant positive et a > 0, on déduit lim —L@— = (. ]
g n—+o0 g(n)

Lemme 2.6.1. Pour toutn >0, on a :

st(n) € Q(n**?).

Preuve : Nous avons st(n) =1+ Z(n — i+ 1)¢(i). Nous distinguons deux cas.
i=1

Cas 1 : i est pair. Alors on a ¢(i) > 27%“. Ainsi

(n—i+1)é(6) > (n—i+1)27%

n

Y (n+1-1d)ei) > Z(n +1—9)27e

1=1

1+ f:(n +1-9)¢p(i) > 1+ zn:(n +1—14)27%

1=1

stn) > 1+27%(n+1)) i* =27
=1

i=1
Par ailleurs, on a :

n n 1 n n+1 1
Sz [leten gt a Vet [t e ey
i=1 0 a+tl i=1 0 at?




1
t >1 2—a +1 X a+1_2~a>< 1 a+2
st(n) 2 14 (n+1) a+1n a+2(n+)
> 27 1) % atl _g-a 1)a+2
>27%(n+1) a+1n (n+1)
1 1 n+ 1 a+l
> 2« 1)not! — X
220 {a—kl a+2 ( n ) }
1 1 1 a+1
> 27%(n+ 1)n**! - , car nr >1
a+1 o+2 n
a+2 - 1 1
> Mxn*, avec M=2"%Xx —
a+1l o432

Cas 2 : i est impair. Alors ¢(i) > i*. Par suite

(n+1—1)6(i) > (n+1— )i

Y+ 1-d)gli) > Y (n+1—i)"
i=1

i=1
n

stin) > 1+ (n+ 1)iia _Zia+1

i=1 =1

1 1 a+l _ 1a+2
214 et et = s nt 1)
1
> 1 at+tl - 1a+2
_a+1(n+ n a+2(n+ )
1 1 [+ 1\
> 1 a+1 .
2 (ntLn {a—kl oz+2< n ) }
1 1
> -l a+1 _
_(n+ )n {a-kl a+2}
, a2 / 1 1
> M xn*™, avee M = — .
a+1l a+2

Dans tous les cas, il existe C > 0 tel que st(n) > Cn®*2. Par conséquent,

st(n) € Q(n°+).

Proposition 2.6.3. On a :
g(n)

lim = 0.

n—oo st(n)

Preuve : De la définition de la fonction g, on a g(n) < 14 ®(n), on

n) =) (i)



Il est montré dans [13] qu'il existe Cy > 0 tel que ®(n) < C) x n?

Par suite,

g(n) <14 C; x n?
< maz(1,C + 1) x n?

< Cy xn?, avec Cy = maz(1,Cy +1).

En vertu du Lemme 2.6.1, il existe C3 > 0 tel que st(n) > C3 x n®*2,

< ! .
st(n) = C3 x not?

Par suite,

Ainsi,

On en déduit que :

2.7 Conclusion

La fonction d’Euler intervient dans I’étude des fonctions d’énumération introduites dans
ce chapitre. Plus précisement, elle permet d’obtenir des formulations exactes puis des mi-
norations utiles de ces fonctions. Ainsi, on conclut quant a I'importance théorique de ces

fonctions.



Chapitre 3

Propriétés combinatoires des
palindromes sturmiens

Nous avons vu au chapitre 1, qu’un palindrome sturmien est un facteur médian d’un
mot central. Dans ce chapitre, nous présentons plus de résultats concernant les palindromes
sturmiens. Nous fixons toujours Palphabet A = {q, b}.

3.1 Structures des palindromes sturmiens

Proposition 3.1.1. [8] Un mot w a une période p < |w| si et seulement si, il existe des mots
u,v,s € A* tels que w = us = sv, avec |u| = |v| =p.

Lemme 3.1.1. Un palindrome w € A* a une période p < |w| si et seulement si, il a un
préfize et un suffize palindromique de longueur |w| — p.

Preuve : Soit un palindrome w € A*. Supposons que w a une période p < |w|. Ce qui
équivaut a dire qu'il existe des mots u, v, s € A* tels que w = us = sv, avec |u| = [v] =pen
vertu de la Proposition 3.1.1 . Nous allons montrer que s est un palindrome.

Comme w € PAL alors w = w et us = us = 3u. Dol s = 5 et s € PAL. De plus
|| = Jwl| = [u] = |w] — |p|. N

Proposition 3.1.2. Un palindrome w € A* de période minimale m,, > 1 peut étre uniquement
représenté comme suit :
W = W1 TYWp = WelyTWy,

avec T,y € A, wy le plus long suffize palindromique propre de w et |wizy| = my.
Le mot w n’est pas central si et seulement si, soit wy ¢ PAL soit w = (wyzz)*w, ot k > 1
est 'ordre de w.

Preuve : Puisque 7, > 1, d’aprés le Lemme 3.1.1, w peut se factoriser de maniére unique
sous la forme w = wyzyw, ol wy est le plus long suffixe palindromique propre de w; z,y € A
et My, = [wizyl.

Comme w € PAL, nous pouvons écrire w = wyZywy = WolyTw;.
Le mot w est central si et seulement si, wy, € PAL et x # y, d’aprés la Proposition 1.2.2.
Ainsi pour que w ne soit pas central il faut que l'on ait w, ¢ PAL ou z = y. Dans le cas ou



T = Yy nous pouvons écrire w = w;TTWy = WoTTw;. Le mot w est de longueur m, + g — 2,
avec ses deux périodes :

Tw = |wzz| et  ¢=|wyza| (3.1)

Ainsi w n’étant pas central, alors d = pgced(m,, q) > 1. Puisque |w| > 7, + ¢ — d, d’aprés le
théoréme de Fine et Wilf (voir [15]) d est une période de w. Comme d < 7, et d période de
w alors par minimalité de 7, on a d = 7. Par suite, il existe k > 1 tel que q¢ = k.

Par conséquent, wyzz = (wi1z2)* et w = wyzrw, = (WizT)*W,. O

Exemple 3.1.1.
— Considérons le mot u = abaababababaaba dans St N PAL. Le mot u se factorise comme
suit :
u = (abaabab)ab(abaaba),

avec abaaba le plus long suffixe palindromique propre de u. Comme abaabab ¢ PAL
alors u ¢ PER.
— Considérons v = abbabbabba dans St N PAL. La factorisation de v selon la Proposition
3.1.2 est :
v = (a)bb(abbabba) = (abb)’a.

Ainsi v ¢ PER.

Lemme 3.1.2. Soit w € A*. Si w = wizyws = WyysWy, avec wy le plus long suffize palin-
dromique propre de w et z,y € A, alors w' = ywy a la période minimale T, = Ty-

Preuve : Supposons que w = w\Zyw; = WyyzWy, avec wq le plus long suffixe (resp.
préfixe) palindromique propre de w et z,y € A. Alors d’aprés la Proposition 3.1.2, m, =
lwyzy|.

Comme w = ywy = yw,Tyw,y, alors le mot yw,y est le plus long préfixe palindromique
propre de w’ car w; ’est pour w. En vertu de la Proposition 3.1.2, on déduit que T, = |[ywizl.
Ainsi 7y = [ywz| = Jwizy| = Ty Dol 7, = Ty O

Lemme 3.1.3. Soit w € PER tel que w = wizyw, = wayzw,, avec |wy| > |wy| et {z,y} =
A.

Le mot v = ywy a la période minimale m, = T, tandis que v = zwr = zurzywet a la
période minimale Ty = |w| — 7y, + 2.

Preuve : Supposons que w = wizywy = weyzw; € PER, avec |wy| > |wy|. Plus précise-
ment wy est le plus long suffixe palindromique de w et {z,y} = A.
e Pour v = ywy, on a 7, = 7, selon le Lemme 3.1.2.
o Pour v' = zwz = zwoyzw iz alors zwyz est le plus long suffixe palindromique propre de
v'. D’aprés le Lemme 3.1.1, le mot v’ a la période |zwsyy|. Ainsi 7y = |zwyy| = |wy| + 2. Or
lw| = [wy| + 2 +|ws|. Donc |wy| = |w| — 7. D’odt 7y = |w| — 7, + 2. O

N’
Ty

Soit w un palindrome sturmien non central, i.e. w € (StN PAL) — PER. On désigne par
u le plus court mot dans PER dont w est facteur médian et par v le plus long facteur médian
de w dans PER.
Par exemple pour le palindrome sturmien non central w = baaabaaad, on a : u = aqwaa et
v = aaabaaa.



Théoréme 3.1.1. Soitw € (StNPAL)—PER. Avec les notations précédentes, on a T, = .
De plus, soit m, = m, soit m, = |v] —m, + 2.

Preuve : Soit w € (StNPAL)— PER, u et v satisfaisant les notations précédentes. Nous
raisonnons sur 7,,.

e Supposons que 7, = 1. Alors v est puissance d’une lettre de A. Ainsi, il existe une lettre
z et un entier n > 1 tels que v = z", avec |v| = n > 1. Etant donné que v est un facteur
médian de w, alors il existe v; € Fact(w) et y € A tels que v; = yvy = yz"y. D'aprés la
Proposition 3.1.2, on a m,, = [yz"| =n+ 1= |v| - 7, + 2.
Maintenant considérons la suite (v;)o<;<, définie par :

Vg =v, U] =9yvy et v; =xy;_1x pour i > 2.

En faisant varier ¢ € [2, 7], on obtient :

v; = xz—lymnylﬂ—l

— (xi—lyxn—iH)(xi—lyxi—l).

Observons que v, = " lyz"yz" ! est central (voir Proposition 1.2.3). Alorsona m, =n+1
Comme u est le plus court mot central dont w est un facteur médian alors les v; pour ¢ < n ne
sont pas centraux. Donc, w € {vo, Up, e ,vn_l}‘ Or par construction my, = m,, =+ = Ty, _, -
Donc m, =m 1 <n—1. Parsuite 7y, =7, =n+1=|v| - m, + 2.

¢ Supposons maintenant que m, > 1. En utilisant la Proposition 1.2.2, on a v = wyzyw, =
woyTwy, avec wy,wy € PER, x,y € A, x # y. Supposons de plus que |wy| > |w;|. Alors
Ty = |wi| + 2. Comme v est un facteur médian de w, il existe v; € Fact{w) et z une lettre
tels que v; = zvz. Ona z=you z = z.
e Cas 1: 2=1y. on a les égalités suivantes :

v = Yy
= Yur1TYyway
Uy = TV T
= YW TYWYT
= (zyw1)(zywryz).

Posons w; = pypg -+ i, 1 < j < k et considérons la suite (v;);>3 définie par la récurrence :

Ui = Plk—i+3Vi—1Pk—i+3-



Ainsi,
U3 = PrUaDyi
= (Pezyp1p2 -+ Pi—1) (PETYWL YT )
V4 = Pk—1V3Pk—1

= (Dk—1PkTYDPID2 * * * Ph—2) (Dk— 1 DETY WY T Dk P—1)

Ug+2 = P1Uk+1P1
=D1P2 " DkVaPkPr—-1" "1
=DP1D2 " PeIYP1P2 * PR TYWYTPrPr—1 "+ * P1
= W1 ZYW1TYWYTWT .

Comme wy € PER, alors il est un palindrome. Par suite, on a les égalités,

Ukt = WITYW LY WYL W]
= (wy)zy(wiywoyzwn )
= (wizywyyzw; )yz(wy ),
car wiTyws = Woyzrwi. D'apres la Proposition 1.2.2, on déduit que vp1o € PER. Posons

U= vk et w=1;, 1 <i<k+2 Notons que dans ce cas les v; sont les seuls palindromes
sturmiens non centraux. On a m, = |wizy| = |wy| + 2 = m, = 7, en vertu de la Proposition

3.1.2.
e(Cas2:z=1z

V] = TUT
= TWoYTULT
U2 = yu1y
= YTWoYTW LY
= (yzws)(yrwi2y).

Posons wy = q1¢2 - - qx, 1 < j < k et considérons la suite (v;);>3 définie par la récurrence :

Vi = Qk—i+3Vi—1Gk—i+3-
Ainsi,
U3 = qkVU24k
= (qkyq1q2 * * - Gh—1) (QRTYWITY G, )
V4 = Q—-1V3qk-1

= (%-1%3137(]1(12 T Qk—z)(Qk—1q/c33yw1$kaQk—1)

Vk+2 = G1Vk+141
=q1492 QUK Q-1 -1

= Q192 QRYTN1q2 - GrTYWI XYk Q1 - * * 1
= WYy T WoYyT W1 TYWy.



Comme wy; € PER, alors il est un palindrome. Par suite,

Uk42 = WYTW2yTW1 TYWs
= (wq)yz(woyzwiTyws)
= (woyzwizyws)zy(we), car WayTw; = W TYWs.

A Taide de la Proposition 1.2.2, on déduit que vo € PER. Posons u = Upso €6 W = v,
1 <1 < k+2. Notons que dans ce cas les v; sont les seuls palindromes sturmiens non centraux.
Par la Proposition 3.1.2, on a m, = 7, = |wayz| = |we| + 2 = m, = |v| — 7, + 2. O

Exemple 3.1.2.
— Considérons le mot w = baaabaaab dans (St N PAL) — PER. En suivant les notations
du Théoréme 3.1.1, on a :
v = aaabaaa, v, = w et u = v3 = aabaaabaaabaa = (aa)ba{aabaaabaa) = (aabaaabaa)ab(aa).
Ainsi, 7, =7, =7, = 4.
— Considérons le mot w = babbbbab dans (St N PAL) — PER et posons :
v = bbbb, vo = w et u = vy = bbbabbbbabbb = (bbb)ab(bbbabbb) = (bbbabbb)ba(bbb). Ainsi,

Ty =Ty =5 =|v] —m + 2.

3.2  Quelques relations entre les paramétres R, K, et m,

Notation : Pour tout mot fini non vide w sur A, on désigne par :

1. R, le plus petit entier k£ tel que w n’admet pas de facteur spécial a droite de longueur
k.

2. K, la longueur du plus court suffixe non répété dans w.

Par convention, on pose R. = K. = 0.

Exemple 3.2.1.
— Pour le mot w = babb, on a R, = 2 et K,, = 2.
— Pour le mot w = baaaab, on a R, = 4 et K, = 2.
— Pour le mot w = babaaaaabba, on a R, =5 et K,, = 3.

Théoréme 3.2.1. Soit w € A* un palindrome avec 7, > 1. Alors w est central si et seulement
si, son préfize de longueur m, — 2 est un facteur spécial a droite de w.

Pour la preuve de ce théoréme nous avons besoin du lemme suivant dont la preuve se
trouve dans [9].

Lemme 3.2.1. Soit w un mot fini non vide sur A. On a |w| > Ry + Ky, €t Ty > Ry + 1.
De plus, on a les relations suivantes :

o simy = Ry, +1, alors |w| = Ry, + K,

e si|w| = Ry + Ky, alors pour tout n, il existe au plus un facteur spécial o droite de w de
longueur n.



Nous procédons a la preuve du Théoréme 3.2.1.

Preuve : Soit w € A* un palindrome avec m, > 1. Supposons que w est central. Alors
d’aprés la Proposition 3.1.2, on a w; € PAL et z # y. Si ces deux conditions sont sa-
tisfaites alors w = wyzyws, et w; est prolongeable & droite par z dans w. De méme on a
w = welyzw,) = (wyzy)ws. Donc wy est une frontriere de w. Par suite w, est aussi une
frontiére de wy. Et comme wy se prolonge & droite en y il en est de méme pour w,. Ainsi w,
est spécial & droite dans w.

Réciproquement supposons que le préfixe de longueur 7, — 2 de w, w; est un facteur
spécial a droite. Nous devons montrer que w; € PAL et x # y.

e Montrons que w; € PAL. Par hypothése, on a w = wixyw, = wyyawy, avec T,y € A, we
le plus long suffixe palindromique propre de w et m,, = |wyzy| = |wi|+2. D’ou |wy| = mp — 2.
Comme w; est spécial a droite, alors |w;| < R, — 1. Du fait que |w;| = m, — 2, on obtient
7w — 2 < R, — 1. Par suite 7, < R, + 1. On a aussi m, > R, + 1, d’aprés le Lemme 3.2.1.
Ainsi, m, = R, + 1. Donc |w| = Ry, + K.
Le mot Wy est répété dans w, car w; est spécial a droite. Par suite [w7| < K, — 1. Ce qui
implique que 7, — 2 < K, — 1. Ainsi,

lw| = Ry + K,
>y — 14+ m—1
> 2my, — 2.

o Si |w| = 2w, — 2, alors |ws| = |wy| = T, — 2. En effet, comme |w| = |wy| + [wa| +2
et |wi| = my, — 2, alors 27, — 2 = 2my, — 2+ |wg| + 2. Ainsi |wy| = 7, — 2 = |wy|. Puisque
wr, Wo sont tous des préfixes de w, alors w, = wy. Dot wy € PAL

e Si |w| > 2m, — 2, alors on vérifie que |ws| > |w;|. Ainsi, wy est un préfixe de
wy. Par suite, w = wyzywizu avec u € A*. Le facteur wyzyw,z est un préfixe de w et
yw; € Fact(w). Comme w, est spécial a droite alors wyy € Fact(w). Puisque yw; n'est pas
un préfixe de w, alors il existe z € A tel que zwyy € Fact(w). On a 2 # y car sinon yw,
serait spécial a droite de longueur 7, — 1 = R,,, ce qui contredirait la définition de R,,. Donc
z=z. Ainsi on a zwy € Fact(w). Comme ywz, zuy € Fact(w) et w un palindrome, alors
TWyy, Yz € Fact(w). Ainsi Wy est spécial a droite. D’aprés le Lemme 3.2.1, on a wy = wy,
i.e. w; € PAL.

e Montrons que z # y. Nous procédons par contradiction en supposant que z = y. D’apreés
la Proposition 3.1.2, on a w = (wyzx)*w;, k > 1. Comme w, est spécial & droite, alors il
existe une lettre z # x telle que wyz € Fact(w). Donc 2z = y.
Du fait que w € PAL,on a :

w = (wzz)*uw

= yjlxxwlxx W TN TT Wy

k.fois

Comme wyy € Fact(w), alors wyy = zw, et w,y = vyxz0,y, avec vy un préfixe de w; et vy
un suffixe de wy. On sait que |wi| = |wiy| — 1. Ainsi w; = vyyovy, a € A,



o Le cas wyy = zw; est impossible. En effet, comme w; € PAL, on a why = 7w,
équivaut & yw; = wyx, ce qui est impossible car w; commence par z et se termine par y.
o Le cas w1y = vzzvyy équivaut a wy = vozzv;. Comme w; € PAL, alors on a :

YL TV = VI YUy,
Ainsi z # y. Donc w est central. O

Exemple 3.2.2.

— Considérons le mot u = baab dans St N PAL. On a 7, = 3 et son préfixe de longueur
7, — 2 =1, n’est pas spécial & droite. Donc u ¢ PER.

— Considérons le mot v = ababbaba dans StNPAL. On a m, = 5 et son préfixe de longueur
T, — 2 = 3, n’est pas spécial a droite. Donc v ¢ PER.

— Considérons le mot v' = abaaba dans StNPAL. Onam, = 3 et son préfixe de longueur
T, — 2 =1, est spécial & droite. Donc v' € PER.

— Considérons le mot w = bababaababab dans St PAL. On a m, = 7 et son préfixe de
longueur 7, — 2 = 5, n’est pas spécial a droite. Donc w ¢ PER.

Proposition 3.2.1. Soit w € A*. S§i m, = Ry + 1, alors w est sturmien.

Preuve : Soit w € A* tel que 7, = R, + 1.

e Casl1:m =1 Alors R, =0, i.e. tout facteur de longueur n > 0 de w est spécial &
droite. Ainsi en vertu du Théoréme 1.3.1, w est sturmien.

e Cas 2 : 7, > 1. Alors m, = R, +1 > 1. Par définition de R,,, w admet un facteur s
de longueur R, — 1 spécial a droite. Or R, — 1 = 1, — 2. Donc |s| = 1, — 2.
Par suite sa,sb € Fact(w). Par ailleurs sa et sb ne peuvent pas étre & la fois suffixes de w,
car ils ont la méme longueur. Supposons que sa n’est pas un suffixe de w. Alors soit saa €
Fact(w) soit sab € Fact(w). Comme |saal = |sab| = m,, ces deux possibilités impliquent,
respectivement :
w € Fact((saa)*) ou w € Fact((sab)*). (3.2)

Nous montrons d’abord que w € Fact((saa)*).Par contradiction supposons que w € Fact((saa)*).
Alors on peut écrire w = r(saa)*t avec 7 un suffixe de saa, t un préfixe de saa et k > 0 un
entier. Puisque sb est un facteur de w, il est aussi un facteur de saas. Comme sb # sa, alors

il existe deux mots u,v € A* et = une lettre tels que saas = uxsbv. Les mots u et v sont res-
pectivement un préfixe et un suffixe de s, et |u| +|v| = |saas|— |zsb| = 2|s|+2—|s| -2 = |5|.
Donc s = uv et vaau = zuvb. Mais c’est une contradiction, car |vaaul|, > |zuvbl,.

Donc w € Fact((sab)*). Nous allons montrer que s est central pour obtenir son caractére
sturmien. Le facteur sb de w est aussi un facteur de sabs. Puisque sb # sa, il existe deux mots
u,v € A* et une lettre = tels que sabs = uzsbv. Comme précédement, on a |u| + |v| = |5
pour que s = uv. Ainsi vabu = ruvb. On a x = a. Donc

i

vabu = auwvb. (3.3)

e y = £, on obtient va = av, pour que s =v € a* C PER.
e v = ¢, on obtient de méme ub = bu, pour que s = u € b* C PER.

P



e u,v # ¢, alors de (3.4), on déduit que u se termine par b et v commence par a. Par
suite il existe des mots u',v" € A* tels que u =u'bet v = av'.
Ainsi, s = uv = u'bav = v'abu’ et donc s € PER, en vertu de la Proposition 1.2.2 . U

La réciproque de la proposition précédente n’est pas en général vraie. Cependant, le
résultat est vrai pour les palindromes sturmiens comme le montre le théoréme suivant.

Théoréme 3.2.2. Un palindrome w € A* est sturmien si et seulement si, 7, = R, + 1.

Preuve : <) Supposons que 7, = R,,+1. Alors w est sturmien par la Proposition 3.2.1.
=) Supposons que w est un palindrome sturmien.

e Cas1:m, = 1. Alors R, = 0. Par le Lemme 3.2.1, on déduit w admet au plus un
facteur spécial & droite de longueur n > 0.

e Cas 2 : m, > 1. Supposons que w € PER. Alors son préfixe de longueur m,, — 2 est

spécial a droite d’aprés le Théoréme 3.2.1.
Supposons maintenant que w n’est pas dans PER. Alors avec les notations du Théoréme
3.1.1, nous désignons par u le plus court mot central dont w est un facteur médian et par v
le plus long facteur médian central de w. Comme v € PER alors il existe une lettre = et un
entier n > 1 tels que v = 2" ou v = V1YV = VoYV ; T, Y € A, T # 1y, v1,v9 € PER, avec
T, = |12yl

e Pour v = z", en vertu du Théoréme 3.1.1, on a 7, = |v| + 1 = n + 1. Puisque
v est médian, alors yvy = yz"y = yrz" 'y = yz"'zy € Fact(w), donc 2" est un facteur
spécial a droite de longueur n — 1 = 1, — 2.

o Pour v = vizyvy = vayavy; T,y € A, © # y, v1,v9 € PER, avec m, = |vizyl.
Alors, on a 7, = m, ou 7, = |v| — 7, + 2, d’aprés le Théoréme 3.1.1 .
En vertu du Théoréme 3.2.1. O

Exemple 3.2.3.
— Considérons le mot v = ababaa n’appartenant pas & PAL. Ona 1, = 5 et R, = 4.
On remarque que 7, = R, + 1. Ainsi il est sturmien. Cependant v = aabab € St, on a
T, =5>3=R,+1.
— Considérons le mot w = abba dans PALN St. On a 7, = 3 et R, = 2. On remarque
que 7, = R, + 1. Donc w est sturmien.
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