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Résumé

Dans ce travail, il s’agira d’abord de faire un rappel sur quelques notions d’action de groupe
et un rappel d’algebre non associative. Nous généralisons ensuite le procédé de gamétisation
introduit dans (7] en utilisant une combinaison linéaire quelconque d’une algébre pondérée et de
son algebre gamétique associée : une telle combinaison est appelée homogamétisation. Qutre la
donnée d’une condition de la pondérabilité de '’homogamétisation, on introduit le groupe des
opérateurs d’homogamétisation sur lequel sont définies deux actions agissant sur les classes d’al-
gebres pondérées et la K-algebre libre K(X) des polynémes a variables dans X = {z,,...,z,}.
Quant aux algebres définies par une identité, on établit que cette propriété se préserve sous 'ac-
tion du groupe des opérateurs d’homogamétisation sur I’algebre et son identité. Enfin, on aborde
la notion d’invariance et d’invariance universelie par homogamétisation, puis nous terminons par
la mise en place d’une méthode de construction explicite des éléments de K(X) invariants ou

invariants universels pour cette action du groupe.



Introduction

Dans ce travail, K désigne un corps commutatif de caractéristique différente de 2 et les K-
algébres considérées ne sont pas nécessairement associatives, ni commutatives. On dit qu'une
algébre A est pondérable par w, si w est un morphisme de K-algébres non identiquement nul de
A dans K. Le couple (A,w) est alors appelé algebre pondérée.

La notion de gamétisation d’une K-algébhre commutative pondérée a été définie dans (8] en
utilisant la structure sous-jacente de ’algébre gamétique associée. Ce procédé s’étend sans modi-
fication aux algebres pondérées non commutatives. Etant données ¥ € K* et w une pondération
sur A, la gamétisée au taux de 1 — v de (A, w) est I'algebre A,, obtenue de A en substituant son

produit originel par le produit

1—7

(zy)y = yry + {w(z)y + w(y)z),

pour tous z,y € A.

[’étude des algébres pondérées définies par les identités non homogenes se rapporte a celle
des identités plus simples & travers la gamétisation. On définit dans [8] la notion d'identités inva-
riantes et invariantes universelles par gamétisation. Toutes ces identités sont rendues explicites
dans (7] pour le cas des algébres non associatives ou non commutatives.

Dans ce travail, nous utilisons les travaux de C.Mallol et de R.Varro proposés dans [6] pour
généraliser ce procédé de gamétisation. Cette généralisation appelée homogamétisation, est in-
troduite suite a la gamétisation et permet a cet effet, de bénéficier des résultats analogues avec
moins d’hypotheses. Ainsi, partant d’une algebre pondérée (A,w) qui n’est ni commutative ni
associative, on effectue une combinaison linéaire non nécessairement convexe de A avec son al-
gebre gamétique associée. Une telle combinaison est appelée homogamétisation. Une fois une
homogamétisation obtenue, rzous établissons une condition nécessaire et suffisante d’existence
d’une pondération sur cette derniere.

Le groupe H des opérateurs d’homogamétisation est ensuite introduit, puis on définit des

opérations de ce groupe sur les classes d’algeébres pondérées et sur la K-algeébre K{X) des po-



lynomes & variables dans X = {z1, 29, ..., 2, }. Ces opérations ne sont autres que des actions du
groupe H.

Enfin, on restreint la notion de stabilisateur sous H en introduisant la notion d’invariance
et d’invariance universelle par homogamétisation. On termine en montrant que les polynémes
invariants universels par homogamétisation sont exactement les invariants universels par gamé-
tisation. Ces derniers sont utilisés pour retrouver la forme explicite des orbites et les polynémes

invariants par homogamétisation.



Chapitre 1
Déﬁnitions et résultats de base

Dans ce chapitre, il s'agit du rappel de quelques définitions et résultats.

1.1 Action de groupe

Définition 1.1.1. Soient G un groupe et X un ensemble. On dit que G agit (& gauche) sur X,

si il existe une application de G x X — X, {g,z) — gz telle que,

(1) Vglag2 € Ga Vz € X, gl(gQ‘T) = (glg2)‘7’.a
(ii) Vz € X, ez = z ol e représente le neutre de G.

Si G agit sur X, on dit que X est un G-ensemble.
Soient X un G-ensemble et z un élément de X.
Définition 1.1.2. On appelle orbite de z, ’ensemble G - ¢ défini par :
G-z ={gz,9 € G}.
On définit sur X une relation d’équivalence ~ par :
Ve,ye X, z~y < y€G- 1.
Pour la relation ~ ainsi définie, la classe d’un élément = de X est donnée par z =G - z.

Remarque 1.1.3. Si X est de cardinal fini alors il existe une famille finie {z, ..., z,} d’ééments

de X telle qu'on ait I’égalité ci-dessous :

X = Z |G - z;| ou |X| et |G - z;] représentent respectivement le cardinal de X et de G - ;.

Cette égalité est appelée formule des classes de ’action de G.



Définition 1.1.4. Soit = un élément de X. On appelle stabilisateur de z, le sous-ensemble de

G noté Stab(z) et défini par :
Stab(z) = {g € G/ gz = z}.

Remarque 1.1.5. Le stabilisateur d’un élément est un sous-groupe de G.

1.2 Algebres non associatives

Définition 1.2.1. On appelle anneau tout ensemble non vide A muni de deux lois de composition
interne : une addition :

AxA— A (z,y)— z+y,

et une multiplication :

AxA— A (z,9) — zy,

telles que (A, +) est un groupe abélien et la multiplication est distributive par rapport a I’addi-
tion.

L’anneau est dit commutatif (respectivement associatif) si la multiplication est commuta-
tive{respectivement associative).

L’anneau est dit unitaire si la multiplication admet un élément neutre.

Définition 1.2.2. Soit K un corps commutatif. Un ensemble non vide A est appelé K-algebre
si A est muni d’une structure de K-espace vectoriel et d’une application bilinéaire : A x A —
A, (z,y) — zy. La K-algébre A est alors munie d’une structure d’anneau sous-jacente. Les
propriétés de commutativité et associativité d’une K-algebre A sont équivalentes a celles de
sa structure sous-jacente. Elle est dite non commutative (respectivement non associative) si sa
structure sous-jacente n’est pas nécessairement commutative (respectivement associative). Si la

structure sous-jacente est unitaire alors 1'algebre est dite unitaire.

Exemple 1.2.3. (1) La multiplication des polynémes fait du R-espace vectoriel (R{X ], +, 0>
des polyndmes a une indéterminée, une R-algebre commutative, associative et de dimension
infinie.

(i1) Si n est un entier naturel, alors la multiplication matricielle fait du R-espace vectoriel
(.Mn(R), =+, o) des matrices carrées d’ordre n, une R-algebre associative, non commutative

et de dimension finie n?.



Définition 1.2.4. Soient A une K-algebre, n un nombre entier naturel et (e;)1<i<, une famille
d’éléments de A. On dit que la famille (¢;)1<i<, est une base de A si elle est une base pour sa
structure de K-espace vectoriel.

Si (i)1<i<n est une base de la K-algebre A alors pour tous 1 < 4,7 < n, il existe une unique

famille (/\ff)) dans K telle que :

1<k<n

n

eie; =Y /\ff)ek (1.2.1)
k=1

Les scalaires /\f-Jl.), /\EJQ-), o /\E;) sont appelés constantes de structure de A et la relation (1.2.1) est

appelée la table de multiplication de A.
Remarque 1.2.5. Une K-algebre peut étre définie par la donnée de sa table de multiplication.
Comme exemple, considérons la K-algébre A de dimension 3 et {u,v,w} une base de A telle

qu’on ait la table de multiplication consignée dans le tableau ci-apres :

*luw | v |w

U w w v

v|—w v 1Uu

w| v | —-u|Uu

A travers le tableau on a : uv = —vu et v*u = wu = —uw = —uu?. Ainsi, 'algébre A que définit

cette table de multiplication est non commutative, et non associative.

Définition 1.2.6. Soient A une K-algebre et z,y,2 € A. Alors on définit les opérateurs com-

mutateur et associateur respectivement par [z,y] = zy — yz et (z,y,2) = (zy)z — z(y2).

Remarque 1.2.7. Le commutateur est bilinéaire et ’associateur est trilinéaire. Une K-algebre
A est commutative si tous les commutateurs sont nuls. De méme on a Passociativité si tous les

associateurs sont nuls.

Définition 1.2.8. Une K-algebre A est dite de Jordan si pour tous z,y appartenant & A, on a :

[SL‘, y] =0
(z,y,2%) =0

Soit @ un élément d’une K-algébre A.
Définition 1.2.9. Onpose R, : A— A, z— zaet L, : A— A, x — az. Les applications

R, et L, sont respectivement appelées multiplication & droite par a et multiplication a gauche

par a.



Remarque 1.2.10. (i) Si A est commutative alors 17, = L, pour tout a € A.

(ii) Si A est associative alors pour tous entier i € Net a € Aona R, = Ry et L = L.

Pour des raisons de non commutativité et de non associativité on n’a pas nécessairement
22z = z2? pour tout z € A. On posera donc 3 = 22z ou 1° = z2? selon le cas. Ainsi, on

introduit (cf [11]) la notion de puissances principales a droite et puissances principales & gauche.

Définition 1.2.11. Soient A une K-algebre et = un élément de A. On définit les puissances
principales & droite de z par z! = z et 2! = z*z puis les puissances principales 4 gauche par
1z = ¢ et ¥tz = z2¥. Ces deux notions coincident sous I'hypothése de la commutativité ou de
’associativité.
Définition 1.2.12. Une algébre A est dite a puissances associatives si pour tout € A et pour
tous 7, j appartenant & N*, ziz? = '+,

La notion d’algébres pondérées a été introduite grace aux travaux de I.M.H Etherington

(cf [3]). Son développement fait partie de I'étude des algébres non associatives, notamment les

algébres génétiques, les algebres train et les algébres de Bernstein (cf [5],[12]).

Définition 1.2.13. Soit A une K-algebre. On appelle pondération ou fonction poids sur A toute
forme linéaire non nulle w : A — K telle que pour tous z,y € A, w(zy) = w(z)w(y). La paire
(A,w) est alors appelée algébre pondérée.

Pour tout élément = de A, le scalaire w(z) est appelé le poids de z.

Remarque 1.2.14. En général il n'y a pas unicité de la fonction poids. En effet, soit 1a K-algébre

de dimension 2, de base {u,v} et définie par la table de multiplication suivante :

On considere les applications linéaires w et w’ définies respectivement par
w(u) =1 et w(v) =0,

W'(u) =0etw'(v)=1.

Les applications w et w’ sont deux pondérations distinctes sur A.

En effet, w et w’ sout distinctes par définition. Soient a,d, o, 3 € K. Posons z = au + bv et

y = au+ Bv. Alors on a :

w(zy) = w[(au + bv)(au + Bv)] = wlaau® + bBv?) = aa = w(z)w(y).



De méme on a
W' (zy) = W'](au + bv)(ou + Bv)] = w'(aau® + bBv*) = b = w'(z)w'(y).
Les applications w et w’ sont donc des pondérations de A.

Remarque 1.2.15. Pour toute fonction poids sur A, il existe dans A un élément de poids 1.
En effet, si w est une pondération alors il existe 2o € A tel que w{zg) # 0. Par suite 1'élément

¢ = w(zy) xy est de poids 1.

Proposition 1.2.16. Soient (A,w) une algébre pondérée et c un élément de poids 1. Alors A se

décompose comme suit :

A=Kc®kerw.
Cette décomposition de A est connue sous le nom de " décomposition de Lévi’.

Démonstration. En effet, pour tout € A, on a (z — w(z)c) € kerw. De méme w(z)c appartient
a Kcet z=w(z)c+ (z —w(z)c). Ce qui conduit a I'égalité A = K¢ + kerw.

Soit £ € Kc + kerw tel que z = 0. Soient Ac et u les traces respectives de = sur Kc et
kerw. Alors on a A = w(z) = 0. Par suite on a u = & = 0. Ce qui achéve la preuve de cette

proposition. O

Théoréme 1.2.17. Soit A une K -algébre munie d’une pondération notée w. Alors, w est l'unique
pondération sur A dés que son noyau est nil, c’est d dire pour tout x € kerw, il existe un entier

n € N* tel que z" = 0.

Démonstration. Solent w et w’ deux pondérations et x appartenant au noyau de w. Supposons
que le noyau de w est nil. Alors il existe n € N* tel que 2" = 0. On obtient w'{z) = 0 car
w'(z™) = Ww'(z)". Ainsi kerw C kerw'. De méme si z € ker /', alors de la décomposition de Lévi on
a T = w(z)c+xo, avec o € kerw. Le fait que z € kerw' et kerw C kerw’, alors on a w(z)w’(c) = 0.
par suite w(z) = 0 car si I'on suppose w'(c) = 0, w’ sera identiquement nulle sur A. Ainsi, on a

I’égalité kerw = kerw'. Soit & présent z € A \ kerw. Comme z? — w(z)z € kerw = kerw’, alors

ona:
0 = W'(@*—wlz))
- (D) (z) - w(z)
= w'(z) - w(z) puisque w'(z) # 0.

Ce qui traduit I'égalité w = w'. O



On définit la notion de K-algébres train sur la classe des K-algébres pondérées.

Définition 1.2.18. Eant donnée une K-algébre pondérée (A,w), A est dite K-algebre train de
rang n si, il existe des scalaires 41,79 - - - Yo—1 appartenant a K tels que pour tout z appartenant
a A,

" 4+ mw(@)z" 4 - pw{n) = 0.
Le polynéme P = z" + yjz" ! + - -- + v,_17 est appelé polyndme train associé a 'identité. Ses

racines dans une extension convenable de K sont appelées racines train principales.
La proposition suivant se déduit du théoréme précédent.

Proposition 1.2.19. Toute K-algébre train posséde une unique pondération.

1.3 Décomposition de Peirce

La décomposition de Peirce concerne la classe des K-algebres pondérées admettant un élément

idempotent.

Définition 1.3.1. Soit e un élément non nul de A. Alors e est dit idempotent s'il vérifie e? = e.

Proposition 1.3.2. Soit (A,w) une K-algebre pondérée. Alors tout élément idempotent de A
est de poids 0 ou 1.

Démonstration. Soit e un élément idempotent de A, alors on a, e = e. En appliquant w & cette
égalité, on obtient w(e)? — w(e) = w(e)(1 — wle)) = 0. Par suite w(e) = 1 ou w(e) = 0. O
Soit A une K-algébre associative admettant un élément idempotent noté e. Si X est un

sous-ensemble de A alors on pose :

Xe = {ze/z € X},

eX = {ex/z € X},

X{(1—e)={z~ze/z € X},

(1-¢)X ={z—ex/z € X},

Aij = {z € Alex = iz, ze = jx}, pour tout (i,5) € {0,1}%. On note z;; un éément de

Ay

Remarque 1.3.3. On a les égalités ci-dessous :
Aq = ede, Aig = eA(l —e), Ap = (1 —e)Ae, et Agp = (1 —e)A(1 —e).



Proposition 1.3.4. (i) Si X est un sous-espace vectoriel de A, alors les ensembles, Xe,
eX,X(1—¢€) et (1—-e)X, le sont.
(ii) Si X est un idéal de A d droite, alors eX et (1 —e)X sont des idéauz de A a droite.
(i) Si X est un idéal de A a gauche, alors Xe et X(1 — e) sont des idéaux de A a gauche.

(i) Ona :
A=chAedeA(l—-e)D(l—e)Aed (1 —e)A(l —¢) (1.3.2)

Démonstration.

(i) Ces ensembles sont non vides dés que X l'est. Soient a € K, x et y deux éléments de eX.
Alors il existe z/,y € X tels que z et y s'écrivent respectivement z = ex’, y = ey’. Ainsi, on a
T+ ay = e(z'+ ay’). Comme X est un sous-espace vectoriel de A alors 2’ + ay’ appartient a X.
Par suite z + ay appartient a eX. D’ou eX est un sous-espace vectoriel de 4. Par analogie on

vérifie que Xe, X(1 —e) et (1 — €)X sont des sous-espace vectoriel de A.

(ii) Soient a € A et € eX. Alors z s’écrit £ = ex’ avec ' € X. X étant un idéal de A & droite
alors za = (ex')a = e(2'a) € eX, d’ou (eX)A C eX. En vertu du (i), eX est un sous-groupe de
A. Par conséquent eX est un idéal de A a droite. De fagon analogue, on vérifie que (1 —e)A est
un idéal de A a droite.

(iii) On procéde de la méme maniére qu’en (ii).

(iv) Pour tout z appartenant & A, on a : £ = exe + (ex — exe) + (ze — exe) + (z — ex — Te + exe).
On a donc A=eAe+eA(l—e)+ (1 —e)de+ (1 —e)A(l —e).

Posons z; = exe, 219 = (ex — exe), zo1 = (ze — exe), oo = (T — ex — ze + exe). Soit T €
eAe +eA(l ~e) + (1 — e)Ae + (1 — e)A(1 — ¢) tel que z soit nul. z;; étant la trace de z sur
A;; alors z s’écrit T = z11 + T19 + Zo1 + Too- En effectuant exe, on obtient z;; = 0. De 71, = 0,

le produit ez donne z,9 = 0. Et ainsi de suite on obtient zo; = 0 et 2oy = 0. Par conséquent

A=ceAe®eA(l—e)® (1 —e)Ae D (1 —e)A(l —e). O
En plus de la décomposition de A donnée en (1.3.2) on a,
A=Aed A(l —¢) (1.3.3)

et A=ed@(l-e)A (1.3.4)

Les décompositions en (1.3.3) et (1.3.4) sont respectivement appelées décomposition de Peirce &
droite, décomposition de Peirce a gauche de A suivant Iidempotent e. Celle en (1.3.2) est appelée

décomposition de Peirce suivant I’idempotent e.



Propriété 1.3.5. Le dictionnaire des produits des composantes de Peirce est donné par l'en-

semble des relations du systeme suivant :

AijAn C A
AijAl*jl =0

avec i, j,k,1 € {0,1}.

Démonstration. La K-algébre A étant associative, alors tous les associateurs sont nuls. On a :
€, Zij, L) = 0 .
(€, 2ij, ) avec i, 7, k,l € {0,1} et z;; € Aij, T € Ani-
(xija Tty e) =0
Du systeme, il vient que e{z;;2y) = ix;;zx et (2;;21)e = lz;;2. D’ol l'inclusion.
On a de plus (z,e,2r) = 0. Ainsi (j — k)z;;z; = 0. En prenant ¥ = 1 — j, on obtient
O

ZijZ - = 0.

La décomposition de Peirce s’étend aux K-algebres commutatives & puissances associatives
et aux K-algebres de Jordan. Soit A une K-algebre a puissances associatives admettant un
idempotent e. Alors la décomposition de Peirce suivant I'idempotent e est la suivante : A =
Ai(e) ® Ayja(e) @ Ag(e), ot Aj(e) est le sous-espace vectoriel de A associé a la valeur propre A.

Le dictionnaire des produits des composantes de Peirce de cette décomposition est donné par :
A3(e) C Ax(e) avec X € {0,1},
Ai1ja(e)Ax(e) C Ayjale) @ Ar_y(e), avec X € {0,1},
Ao(e)Ai(e) = 0,
A2 y(e) C Ag(e) © A (e).

Si A est de Jordan et admettant un idempotent e alors dans sa décomposition de Peirce suivant

I'idempotent e on a le dictionnaire ci dessous :
A%(e) C Ax(e) avec ) € {0,1},
Ai1/2(e)Ax(e) C Ayjofe) avec A € {0, 1},
Ao(e)Ar{e) =0,

A%N{e) C Ao(e) & Asle).



Chapitre 2

Mélanges d’algebres et

homogamétisation d’algebres pondérées

2.1 M¢élanges d’algebres

Dans [10] Rees définit la notion de combinaison linéaire d’algebres. Soient A un K-espace
vectoriel et A(A) la famille des K-algebres définies sur le K-espace vectoriel A. Notons (zy)y le

produit de la K-algebre U. Les applications suivantes :
A{A) x A(A) — A4), U, V) —U+V : (zy)uss = (zy)u + (zy)8, VZ,y € A

et

K x A(A) — A(4), (a,U) — old : (zy)ou = a(zy)y, YT,y € A, a € K

font de A{A) un K —espace vectoriel. Et ainsi se dégage la notion de combinaison linéaire d’al-

gébres.

Définition 2.1.1. On appelle combinaison linéaire d’algebres toute écriture de la forme
n

Y aild; avec a; € K, U; € A(A).

i=1

n
Définition 2.1.2. (i) Soit Zaiui une combinaison linéaire d’algebres. La combinaison est

=1

n
dite convexe si Z o; = 1.
=1

{ii) On appelle mélange d’algebres, toute combinaison convexe d’algébres & coefficients réels

positifs.



Définition 2.1.3. Soit (A, w) une K-algebre pondérée. A est dite algebre gamétique si le produit
vérifie

1
5@y +w(y)z), v,y € A.

(By:9

2.2 Gamétisation d’algebres pondérées

Daus {7], les auteurs définissent la notion de gamnétisation d’algébres pondérées. La gamé-
tisation est un outil permettant de simplifier 'étude de certaines families classiques d’algebres
pondérées (cf [2]).

Définition 2.2.1. Soient {A,w) une K-algebre pondérée et v un scalaire non nul de K. On
appelle algebre gamétisée de (A,w) au taux de 1 — v et notée A,, I'espace vectoriel A muni du
produit résultant du mélange convexe entre le produit originel et le produit gamétique donné

par la pondération. On définit ce produit par
1—n
(xy), = yzy + = (w(:c)y + w(y):c) Vz,y € A
On dit que A, est obtenue par gamétisation au taux de 1 — v de A.

Remarque 2.2.2. (i) L’application w est aussi une pondération sur A,.

(ii) Ona A; = A et Ap est algébre gamétique. Le cas Ay n’a pas d’intérét car on perd toute

I'information du produit originel de ’algebre. Ce dernier cas sera donc dorénavant exclu.

Proposition 2.2.3. Soit (A,)yex- la famille des gamétisées de (A,w). Etant donnés n € N,

01,y On € K et 1,y 1 € K™, Ualgébre U =) 0,(A,,) est munie du produit

=1

(29) = (= Yoo, = [y + 513 0u(1 ~ )] (wlely + )

1=1 1=1
n

EtenplusU =) a; Ay, est une gamétisée de (A, w) si et seulement si la combinaison Y a;(A,,)
=1 =1
est conveze. l

Démonstration. Soient z,y € A. Alors

(ey)y = ilaxzy)%

= ; az(’\/ziliy - _2 i (w(:n)y + w(y)a:))
= [Zanz}xy + %[iai(l ’}i)J (w‘(x)y + w(y) )



n
Supposons que U est une combinaison convexe. Alors Z a; = 1 et ceci entraine que
i=1

Zai(l —%)=1- Zam. Par suite I est la gamétisée au taux de 1 — Z a;7y; de A.

i=1 i=1 i=1
Réciproquement si U est une gamétisée de A alors

1= omi=) a{l—)
i=1 i=1

n
= Zai - Z Q7%
i=1 i=1

n
Par suite, Y a; = 1. Ce qui traduit la convexité de la combinaison. 0

i=1
Proposition 2.2.4. (a) A, = A si et seulement si A est gamétique ou y = 1.

(b) Pour tous v, 8 appartenant ¢ K*, (A7)5 = (Aé)'y = Ass.

Démonstration. (a) A, = A si et seulement si pour tous z,y € A, (zy), = zy : ceci est équivalent
1—

a l'égalité vry + T’y (w(a:)y + w(y)a:) = gy, pour tous z,y € A. D’'oll A, = A si et seulement

si pour tous z,y € A,

(1-7) [my - %(w(a:)y + w(y)m)} =0, Vz,y € A.

Cette égalité est vérifiée si et seulement si v =1 ou A est gamétique.

(b) Pour tous z,y € A

((a:y).,)é = (zy), + l;f(w(z)y + w(y)z)
1—76
2

= 78(zy) + (w(z)y + w(y)z).
Dot (Ay), = Ay = (AJ)V. 0

Au-dela de la gamétisation, on définit la notion d’homogamétisation qui est une vue plus

générale que la gamétisation.

2.3 Homogamétisation d’algebres pondérées

Le terme homogamétisation est issu de la fusion de deux termes : homothétie et gamétisation.
Comme la gamétisation, ’homogamétisation repose aussi sur la classe des K-algébres pondérées.

Elle est une généralisation de la gamétisation.



Définition 2.3.1. Pour tous 0,7 € K on considére le produit (...)(,,r) défini par,
T
Ax A—, (2,9) — (@Y)n = 02y + 5 (w(@)y + w(y)z).
On définit l'algébre A(, ;) comme étant I'espace A muni du produit (...).r)-

Proposition 2.3.2. (i) La famille des K -algébres {A(U,T); 0,71 €K } est stable par combinai-

son linéaire.

(i) Pour o #0 et 0 +7 =1, A5 correspond d la gamétsation au tau de 1 — 0.

Démonstration. Soient a, 3,0.7,0',7 € K. Alors on a :
(i)

( aA(G,T)+ﬂA(o/,TI) Q. (6,1’) QA(GI,.,J)

= aoay + az(wle)y + w(y)a) + Bo'zy + B (w(e)y +w(y)a)

at + 37’

T (w(a)y + w(y)e)

= (ao + fo’)zy +

(Ilfy) (ao+B0' , ar+B7')’
AiDSi, OLA(U,—;-) + ,BA(U/’T/) = A(a0+ﬂ0’ ar+BT!)

(ii) Pouro #OQeto+7=1 ona:

O

Si ¢ = 0, on perd toute I'information du produit originel de I’algebre. C’est pourquoi doré-
navant on impose que ¢ soit non nul; dans ce cas ¢ + 7 = 1 correspond & la gamétisation de A

au taux de 1 — ¢ et en particulier pour 0 =1, 7=0o0n a A, ;) = A.
Proposition 2.3.3. Si o # 1 alors A, ;) = A si et seulement si 0 +7 =1 et A est gamétigue.

Démonstration. Soient 0,7 € K. Alors Ay, ) = A si et seulement si pour tous z,y € A,
(2Y)(0,r) = zy. D’ont

~ (w(@)y + w(y)z) = 0. (*)

(6 —Dzy+ 5



Si A est gamétique et ¢ + 7 =1 alors on a :

T /
(0 — Dzy + 3 (w(z)y +wly)z) = (0 — V)zy + 72y
=Qcarog—1=—7.

D’oti () et par suite Ay = A.
Pour A,y = A on a (x). Aprés avoir appliqué w a (), il vient que,
(0,7)
(¢ +7 - Dw(zy) =0. ()

Comme w est une pondération alors il existe ¢ € A tel que w(c) = 1. Ainsi en faisant z =y =¢
dans (x*) on obtient 0 + 7 = 1.

En remplagant 7 par 1 — ¢ dans () on a,

(=1 [oy = 5 @@y +o()2)| =0

Comme ¢ — 1 # 0 alors A est gamétique. O

Proposition 2.3.4. Le produit de A, ;) est obtenu par combinaison linéaire d'au plus deuz

gamétisées de A.

Démonstration. Si o+ 7 =1 alors A, correspond a la gamétisée A,.
Sinon, soient v, ¥ € K* tels que v # v et A,, A, les gamétisées respectives. Résolvons
I'équation A, -y = aA, + A, d’inconnues a, 3 dans K. Alors pour tous z,y appartenant a A

on a:

Apr) = ahy + Ay < (2Y) (o) = alzy), + Blzy)y

> ozy + %(w(m)y +w(y)z) =

(@74 87)ay+ 5 [all =) + 51~ 7)) (wlzly +wlv)e)

ay+pY =0

Déterminons «, § en imposant (sys)
all-y)+B(1—9)=r.



Alors :

B=—(0-av)
(sys) <= 17
afl =)+ 7(0 —ay)(1-7)=7
1
5=?(0—a‘r)
— (/
Y=
a 7 =7——(1-7)
(=1 1 1
<::>a—w+l(7 )Uetﬁz—l(a—afy):r’y_*_(fy / Jo
Y= gl T

O

La loi multiplicative de A, ;) peut étre interprétée comme une composition du produit de A

par une application linéaire. En effet, on a le résultat suivant.

Proposition 2.3.5. La loi de A est obtenue,
(i) Soit en composant par une homothétie de rapport o la différence de A et de son algébre

gamétique associée si 0+ 7 = 0.

(1) Soit en composant la loi de A par une gamétisation au tau de n sutvie
o+ T
d’une homothétie de rapport o +7 sion a o+ 7 # 0.
Démonstration.
: 1 1
(i) Pourc +7=0, ona a(a:y - E(w(x)y + w(y)x)) =o0zy — ai(w(x)y + w(y)x)
1
=ory + Ti(w(a:)y + w(y)x)

= (2Y) (.-

(ii) Pourc+ 7 #0ona:

_—

i

(a+7)((1— T )at:y+1

) (W@ +wy)e)) = oay + 2 (w(e)y + wi)e)

= (xy)(a,r)-

Remarque 2.3.6. On a (A, .))? C kerw si et seulement si ¢ + 7 = 0. En effet,

(A(U,T))Q C kerw <= w((my)(a,T)) =0;Vr,y€ A

< (o+T)w(zy) =0; Vr,y € A



Puisque w est une pondération, il existe c € A tel que w(c) = 1. En faisant £ = y = ¢ on obtient
o+7=0.
La proposition suivante nous donne une condition suffisante d’existence d’une pondération

sur A(a,r)-
Proposition 2.3.7. Sio + 7 # 0 alors A, ;) est pondérable.

Démonstration. En fait, pour o + 7 # 0, 'application ' définie par w' = (o + 7)w est K-linéaire
et non nul. Pour tous z,y € A,
w{(29)o,n) = (0 + 7)(ow(zy) + Tw(zy))
= (o + 7){{o + m)w(zy))
= (o + 7)ula)(o + ()
=u'(z)w'{y) Vz,y € A.

Ainsi, on conclut que w’ est une pondération sur A, ). O

A travers I'exemple suivant, on montre que la condition ¢ + 7 # 0 dans la proposition

précédente est essentielle.

Exemple 2.3.8. Soit la K-algébre A de dimension 2, de base {e1, es} et définie par la table de
multiplication suivante : ef =e + eg,eg = 0 et e;ey = ege; = aep avec a € K. L'application
K-linéaire w telle que w(e;) = 1,w(ey) = 0 est une pondération sur A. Considérons 1’algébre

pondérée (A,w) et 'homogamétisée A, _,). Alors dans A, ) on a:
2 2 0
(€1)(0,-) = 0e1 — “2‘(“’(61)61 +w(er)er) = oey,
a
(€5)0,-0) = O€3 — -2—-(w(62)62 + w(eg)ez) = 0.
Supposons & présent que A(,,—,) possede une pondération notée 7. Alors on a, 7(e;) = 7(ez) = 0.

En effet, on a m(e2) = 7(0) = 0 et donc 7 (ey) = 0. Et m{e;)? = on(ey) = 0. Par suite ’application

7 est identiquement nulle et ceci est contradictoire car 7 est une pondération sur A¢, ).

Pour des raisons de pondérabilité, nous considérons dans la suite les algebres A, ) telles que

o+ 71#0.

Définition 2.3.9. Soient (A, w) une K-algebre pondérée et (0,7) € K* x K telle que o +7 # 0.

On appelle homogamétisée de rapport (o,7) de A le K-espace vectoriel A muni du produit,

(@,9) = (@y)om) = 72y + S{w(2ly +w(y)o).



Elle correspond exactement & I'algebre A, ). On dit que A, ) est obtenue par homogamétisation

de A.

Remarque 2.3.10. L’application w(, ;) = (¢ +7)w est une pondération sur A, . Elle vérifie la
relation suivante dite croisée : pour tous z,y € A, W) (2y) = w((2Y)(s,r)). En effet, pour tous

T,y €A,

—

[ Al
(@) ) = wlozy + S(w()y +w(y)a)

= ow(zy) + Tw(zy)

Concernant I’homogamétisation on a les résultats suivants donnant quelques propriétés pré-

visibles sur A, ), les connaissant sur A.

Proposition 2.3.11. (a) L’ensemble des idempotents de A et l’ensemble des idempotents de
Ao,y sont homothétiques.
(b) L’ensemble des automorphismes de A et celui des automorphismes de A, ry laissant inva-
riantes les pondérations sont égaux.

(c) Si A admet une décomposition de Peirce par rapport d un idempotent de poids 1, alors cette

décomposition et la structure algébrique associée sont conservées par homogamétisation.

Démonstration. (a) On sait qu’un idempotent est de poids 0 ou 1 {<f Proposition 1.3.2). Notons
Ip;(\) 'ensemble des idempotents de A de poids i.
Considérons les applications suivantes : p1 : Ip1(A) — Ip1{Ar)), e— (0 +7) teet

v: Ipg(A) — Ipo(Apry), € — o7 le.
Les applications u et v sont bien définies et bijectives. En effet pour e) € Ip,(A), eg € Ipo(A)
ona:

2

((0 + T)_lel) = (0 +7)"*(0e; 4 Teq)

(0,7)

=(o+7)7"er.

D’ott (o +7) "¢ est idempotent de poids 1 de A, -). Par suite (6+7) e appartient a Ip, (A((,,T)).

On a de méme :

(0—160),%0,7) = 0—2060

=0 ey Dot 07 leg € Ipo(Agony).



Ceci assure en fait qu’elles sont bien définies.

Soient e, ¢’ appartenant & Ip;(A) tels que pu(e) = p(e’). Alors (o + 7)7'(e — €') = 0. Par suite
e = ¢. Par conséquent y est injective.

Vérifions que 1 surjective.

Soit = € Ip;(A,,r). Posons e; = (0 + 7)z.

Comme = € Ipi (A7), alors 27, ) = & et wr)(z) = 1. Ainsi 22 = (0 +7) 7'z et w(er) = 1.
Par suite, e;e; = (0 +7)%z? = (0 + 7)z = ¢;. D’oll e; est idempotent appartenant a Ip;(A). Par
conséquent y est bijective.

De facon analogue on parvient a la méme conclusion sur v.

Conclusion : le (a) est une conséquence des deux bijections y et v.

(b) Soit f un automorphisme de A. Alors vérifions que f est un automorphisme de A, ).

L’application f est nécessairement K-linéaire de A(s,r) — A(o,r). Pour tous z,y appartenant

aAona:

_—

I{(@y)om) = of(xy) + 5(0(@)f (1) + ) f(2))
= 0f(2)f () + 5 ((2)[¥) + w(¥) f(z))

P4

= {f(z)f(y))(o,-)- Par suite, f est un automorphisme de A ).

De méme si f est un automorphisme de A alors pour tous z,y € A,

£ 9)0m) = (F@S ) iorm = 0T @ 1) + S@@) ) + 0@ @) (rx3)

De la linéarité de f on a,

I{(@y)iom) = o flay) + (@@ W) + o)/ @). (15 5%)

On obtient 1'égalité o(f(zy) — f(z)f(y)) = 0 de (x x xx) — (x * x). Comme ¢ # 0 alors f(zy) =
f(z)f(y). Par conséquent f est un automorphisme de A.

On sait que pour tout automorphisme f de A r) On & : Wy 0 f = Wier) <= (0 + T)wo
f=(0+4+T)w < w = wo f. Par suite les automorphismes de A, ) laissant invariantes les
pondérations sont les automorphismes de A laissant invariantes les pondérations.

(c) Comme w4,y = (04 7)w alors ker w = kerw, 7). Soit e un idempotent de poids 1 et A une
T

2)1:. Posons é,

valeur propre de L. Alors pour tout z € kerw -y, (ex)(s,r) = o€z + %x = (oA +
Iidempotent de A, ;) associé & e & travers . Onaé= (0 +7)7 e et :

fa
A+ —
o +2

o+T

(62)(o,r) = z d’ou I'égalité

1 N . OA+
{as €Al ex = )\ys'f = Iz € A/ (Ex)(ory = Az 00 A = = }



Par analogie, si A est une valeur propre de R,, alors on a pour tout z € kerw,

-
(2€)(5,r) = OTE+ ~—)a:

= 2, puis on obtient I’égalité sivante :
o+T

oA+
cAlze=X ry=42€ A/ (28)sr = AT 00X = .
{a: / ze x} {x (0,r)/ (T€)(o.r) T ol o¥7 |

NGRS
p—

Par conséquent les composantes de la de décomposition de Peirce se conservent par homogamé-

tisation. La conservation de la structure algébrique s'explique par 1’égalité

(2Y)(o,r) = oy, pour tous z,y € kerw, r).



Chapitre 3

Action du groupe des opérateurs

d’homogamétisation sur K (X)

Dans [8], les auteurs définissent les opérateurs de gamétisation et le groupe des opérateurs

de gamétisation. Ils définissent également une action de ce groupe sur la K-algebre libre K(X).

3.1 Groupe des opérateurs de gamétisation

Définition 3.1.1. Etant donnés un scalaire non nul 7 et 2 la classe des algébres pondérées, on
appelle opérateur de gamétisation au taux de 1 — +, I'application I, définie par :

I[:Q—Q (4w)— (4,,w).

Proposition 3.1.2. L'ensemble I' = {I".,,v € K*} muni de la loi de composition des applications
a une structure de groupe abélien et est isomorphe a K*.

Le couple (', o) est alors appelé groupe des opérateurs de gamétisation.

Démonstration. De la Proposition 2.2.4 on a : I'y = Idg, et pour tous 7,0 € K*, T, oIy =

F5 o F,y = F’75‘ 0
Remarque 3.1.3. On retrouve les résultats énoncés dans (8] en posant O, =T';_,,.

Le groupe I" des opérateurs de gamétisation est une vue particuliere de celui des opérateurs

d’homogameétisation.



3.2 Groupe des opérateurs d’homogamétisation

La classe des K-algebres obtenues par homogamétisation de A est stable par homogamétisa-
tion. A cet effet on énonce les deux propositions suivantes afin de définir le groupe des opérateurs

d’homogamétisation.

Proposition 3.2.1. Pour tous o,0’,7 et 7' appartenant a K, on a
(Awn) 1 1y = Aiootairiior )=o)
Démonstration. En effet, pour tous z,y appartenant A on a :

T

,<(:cy)(g,7)) o = o' ((2Y) (o) + = (Won) ()Y + Wior) (Y)T)

2o

=oo'Ty + 5(0’7 + o7 + 77 ) (w(z)y + w(y)z)

1
=o00'zy + 5 (0 + 7)o" +7) - 00 ){w(z)y + w(y)z)
= (xy)(aa’,(a+7)(o’+‘r’)—Ua’)'

]

Proposition 3.2.2. L'ensemble H = K* x K\{{a, —«@) : @ € K} muni du produit x défini par,
(o,7) % (0',7") = (00', (0 + T)(0" + T') — 00"), a une structure de groupe abélien. On notera le

produit (o,7) x (', 7") par (o,7){d’,7") si cela ne préte a aucune confusion.

Démonstration. Nous procédons par la vérification des propriétés d’un groupe abélien.

Pour tous (0, 7),{c’,7') € Hona (o, 7)x(c’,7") € H. Sinon, on obtiendrait (¢+7)(¢’'+7")—00’ =
—o0’. Par suite 0 = -7 ou ¢’ = —7': ceci est absurde.

Pour I'associativité et la commutativié, on se donne 3 éléments (o, 7), (o/, 7') et (u,v) de H.

Ona:

(o, 7)o", 7)), v) = (00", (0 + 7)(0" + 7') — 00") (1, )
= ((00)u, (0 + 7)(0" + 7)1 +v) = (00"))
a(0'n), (0 +7){(0"+ 7) (1 + v)) = o(0'u))
)

!

(
= (o,7)(0'n, (0" + )+ v) =o'
(



La commutativité est héritée du corps.

Vérifions P'existence d’un élément neutre. Notous douc (o', 7’) le neutre s’il en existe. Alors on a
pour tout (0,7) € H,

=1 o =1
Comme ¢ # 0 alors on a . Par suite . On vérifie
™o+71)=0 T'=0caro+7#0
sans difficulté que (1,0) représente le neutre.

Pour vérifier I'inversibilité, moutrous que pour tout (o, 7) appartenant a H, I'équation (o, 7)(u, v) =

(1,0) d’inconnue (u,v) admet une solution dans H. Soit (o, 7) € H. Alors on a :

(@ 7)) = (1,0) &= (o', (0" + 7Y+ v) = o'pt) = (1,0)

opn=1
— H

(c+7)p+v)—ou=0

p=o0"

o
p=o1
— 1 1 T
B ——=———=—0Yo+7)lr,
ot+T 0o o(o+T1)

Dot (0,7)7 1 = (u,v) = (a‘l, —o Yo + T)_IT).

Définition 3.2.3. Le groupe (H,*) est appelé groupe des opérateurs d’homogamétisation.
Le groupe (H,x) ainsi défini agit sur la classe des K-algébres pondérées. Etant donnée la

classe des algébres pondérées (), 'homogamétisation est exprimée comme action du groupe H
sur ) a travers 'application

HxQ—Q, ((0,7),(4w)) — (6,7)(Aw) = (Apgsr) Wiom )-

Proposition 3.2.4. Soit n € N*. Alors pour tout ((0;, 7;))1<i<n € H™ on q,

k=1 k=1

kli[l(ﬂksﬂc) = (ﬁ %, ﬁ(ak +7) — ki[lok)



n
De plus H(Uk, T)A = A si et seulement si l'une des conditions suivantes est vérifiée :
k=1

(a) H(fk H (ok +7¢) =1,
k=1

(b) H or # 1 avec [[(ox +7%) =1 et A est gamétique.
k=1 k=1

Démonstration. Procédons par une récurrence sur n :
Pourn=1ona: (0,7) = (o (0.7’)—0)
m m
Supposons H(ok, TE) = H Ok, H(Uk + 7%) H ok) pour tout m < m. Vérifious a 'ordre
k=1 k= k=1

k=1
supérieur.

n n n
Un+177n+1 H(Uk,/k (Un+laTn+l (H 0k+ 'k H )

n n n
= (0n+1 H Ok, (0n+1 + Tn+1) H(Uk + Tk) — On4l H Uk)
k=1 k=1 k=1

II:::

n+l n+l n+l
(Hdk,n Uk+lk HO’k>
k=1 k=1
n+1l

= H(Uka"_k)-
k=1

Posons ¢ = H o et T= H(Uk + 7). Alors on a :
k=1 k=1
(H , [T{ox + ) H ) —0)et

k=1 k=1
ﬁ ,Te)A=(0,7=0)A = Air-0).
ST o # 1, alors de la Proposition 2.3.3, A(;-—,) = A si et seulement si on a (b) c’est & dire
o #1,7=1et Aest gamétique.

Sio=1et Ayr-q) = A, alors pour tous z,y € Aon a
T—0
(0= oy + T (wlaly +w(p)a) =0 ()

En appliquant w & (e) il vient que, pour tous z,y € A, (7—1)w(zy) = 0, et par suite 7 = 1. (a) est

alors vérifié. Réciproquement si (a) est vérifié on obtient directement I'égalité A, o) = A. O

Outre ’action du groupe H des opérateurs d’homogamétisation sur §2, on définit une deuxiéme
p [w] b

action de H sur la K- algeébre libre K(X).

3.3 Action du groupe H sur K{X)

Les définitions suivantes sont données dans [13] par K.A.Zhevlakov et ses collaborateurs.



Définition 3.3.1. Soit X = {z1,2s,...,2,} un alphabet de cardinal n. Alors on note M(X)
le magma engendré par X et K(X) la K-algébre libre non nécessairement commutative et non
nécessairement associative de M(X). La longueur d'un monéme w € M(X) est appelée le degré
de w et est noté |w|. Pour tout z; € X on dénote par |w/|; le degré de w en z; : c’est le nombre

d’occurrence de z;.

Définition 3.3.2. Soit f = i1, opwy avec wy, -+ ,w, € M(X); a1, - ,a, € K*. Le degré
de f est défini par maz{|wi|,1 < k < m} et pour tout z; € X le degré de f en x;

est défini par maz{|wg|;, 1 <k < m}.

Pour tout entier d on désigne par My{X), 'ensemble des mondmes de degré d et par K (X )4
le sous-espace vectoriel de K (X) engendré par My{X). On note ¢, la dimension de K(X)4 sur
K et wg; un élément de My(X). La famille (wg;)1<i<c, est alors une base canonique de K{X),.

Le lemme suivant est énoncé dans [6]. Il nous donne une formule explicite pour le calcul de

la dimension de K({X),.

Lemme 3.3.3.

— d!
l

— (3.3.1)
p14pat-tpn=d D1 Dn:

1/ 2d—2
Pour toutd € N*, ¢; = —(
d\ d-1
Définition 3.3.4. (i) Soient (A,w) une K-algébre pondérée et f = Yi* | agxwi un polyndéme de

K({X). On dira que le polynéme f est une w-identité ou que A vérifie I'identité f si

m
Zﬁkw(al)ml_'w"'l o w(ag )Mkl (0 - Jay) =0, Yay, - 0, € A (3.3.2)
k=1

(1) Une algebre vérifiant uie telle identité est dite w-polyndmiale. Le polyndme de plus haut
degré de f est appelé polyndme directeur de I'identité. Mais lorsque le polynome directeur est
un monome, I'identité est dite w-mondmiale.

(71) Le polyndme f est dit homogene si pour tous 1 <k <met z; € X on a |f|; = |wkl;.

(iv) Une K-algebre A est dite définie ou caractérisée par une identité f si A vérifie l'identité f et
ne vérifie pas uue autre identité dont le degré ou le nombre de mondéme du polyndme directeur

est moins que celui de f.
On donne quelques exemples d’algebres classiques w-mondémiales.

Exemple 3.3.5. (i) Toute K-algébre train (A,w) de degré n de polyndéme train P vérifie

I'identité P. Le mondome directeur de 'identité est w = z™.



(ii) Les algébres gamétiques, les algebres de Bernstein et les algebres d’Etherington sont toutes
w-mondmiales. Ces classes d’algébres sont respectivement caractérisées par z* —w(zr)z = 0,
2)2 2,2 _ 2\2 3,
()" —w(z)’z® =0 et (2°)° — w(z)’z = 0.

Proposition 3.3.6. (i) Si A vérifie lidentité f = i@kwk, alors f(1) =0 avec
1=(1,-,1) e K™ <
(ii) Si Card(K) > max{|fl|:, ®; € X} (c’est a dire que K est suffisamment grand pour
linéariser f), alors Ualgébre A vérifie Uidentité f si et seulement si

flyr, - ,yn) = 0 pour tous yy,- -~ ,yn € A, tous de poids 1.

Démonstration. (i) 1l suffit de prendre a; = ¢ Vi = 1,--- ,n avec ¢ un élément de poids 1 de A.
m

On obtient alors Z 6,w(c,--- ,c) = 0. En appliquant w & cette derniére égalité, il résulte

k=1
m
que L O, =0
k=1

(i3) Sil’algebre A vérifie U'identité f alors f(y,- - ,yn) = 0 pour tous y1,- -+ ,y, € A de poids
1.
Supposons que f(yi, -+ ,¥n) = 0 pour tous y;,---,y, € A, tous de poids 1. L’iden-
tité est alors vérifiée pour toute famille y;,--- ,y, de poids 1 de A. Soient & présent
-+ ,Yn € A\ kerw. On sait que pour tout w appartenant a M(X), w(yy,--+ ,¥,) =
u(y'""l : y'“"") (w(yl)‘lyl,--- ,w(yn)"lyn). En remplagant w(yi, - - , yn) dans le membre
de gauche de I'identité (3.3.2) on a pour tous ¥y, ,y, € A,
S Bpw(yy )Ml ...w(yn)lfln—lu'klnw(ylwkll : y|wk|n) (w(yl)‘lyl, e ,w(yn)—lyn) =
( . y'f|“)f.(w(y1)‘ly1, o w(yn) yn) = 0. On étend le résultats & kerw. En effet,
siy=(y1, - ,y,) appartient & A", alors de la décomposition de Lévi on a y; = a; + b;
avec a; € A\ kerw et b; € kerw.
0

Définition 3.3.7. On définit action du groupe H sur l'algébre K (X) par,
H x K(X) — K(X), ((0,7), f) — (0,7)f notée f(s,r) et défini par,
Vz; € X, (€:)(6,r) = %i, €t pour tous f,g € K{X),

(af + 9)o;r) = @fior) + Gor) Y € K,

g / T
(f9)om = prarips (\f)(a,,—) (9)(0,1)) + m(f(o,r)(ﬂ)g(o,r) + g(o,T)(]l)f(o,T))
oul=(1,.,1)€ K"

Proposition 3.3.8. Pour tout f € K(X) et pour tout A € K*, fooar) = fior)



Démonstration. Comme pour tous f,g € K(X) et pour tout « € K on a (af + g)iur) =
a f(o.r) + 9(o,r), alors il nous suffit de faire la vérification pour les mondmes. A cet effet raisonnons
par récurrence sur le degré des monbémes.

Si w est un mondme de degré 1 c'est a dire w = z; € X alors on a,

Wing ar) = (iEi)(Aa,Ar)
= (Z:)(o,7)

= w(dﬂ’) )

Supposons que la proposition est vérifiée pour tout monoéme de degré inférieur ou égale a n.
Soit & présent w un mondme de degré n + 1. Alors il existe deux mondmes u et v de degré au

plus n tels qu’on ait w = uwv. Par suite,

Ao AT

oNT) T N7 .~ T g OAT 1 T OAT 1 AT
Wooan) = 35 ) Lo o) + Mo+ 1) (U(A 20 (D)0 ar) T Vo (1)taos ))

ag T
= i denven o (0.0 (D)Viom) + o) (1)tgom))

= (uv)(,,,r)

= W(o,r)-

Le résultat suivant fourni une légere facilité pour les calculs de l'action du groupe H sur

K({X).
Proposition 3.3.9. Pour tous w € M(X) et f € K(X) ona:
wemy(1) =w(l) =1 et fom@)=Ff1) ot 1=(1,..,1) € K"

Démonstration. Montrons d’abord que pour tout w € M(X), wr) (1) = w(l) = 1.

L’égalité w(1) = 1 est vraie par définition de M(X). Vérifions par récurrence sur le degré d de
w € M(X) que w)(1) = w(l).

Sid=1alors il existe z; € X tel que w = z;. Et par suite w( ) (1) = (i), (1) = 1.
Supposons 'égalité vraie pour tout élément de degré inférieure ou égale a d. Soit w un monéme

de degré d 4+ 1. On sait que w s’écrire sous la forme w = uv avec u,v de degré au plus d. On a



donc :

o (1) = o (Doton (1) + 55 (o (Dt (1) + o) (Do (1)
- u(a T)(]l)U(U,T)(]l)
= u(1)v(1)
= w(l)

3

On définit sur H un relation d’équivalence R liée a Paction du groupe. Etant donnés (g, T)

et (y,8) appartenant & H, (o, 7)R(7,d) si et seulement si fi, ) = f(y,4 pour tout f € K{X).

Proposition 3.3.10. Si la structure sous-jacente de K{(X) est intégre alors la classe d’équiva-

lence d’un élément (o, 7) appartenant @ H est donnée par, (o,7) = {()\a, M), €K *}.

Démonstration. De la Proposition 3.3.8 on a 'inclusion (o,7) D {()\a, AT, AEK *}.

Soient (y,0) € (0,7) et f le polynéme non nul de degré 1 défini par f = z; — z,. Alors de
la Proposition 3.3.9 on a f,-)(1) = f,,5 = 0 car f(1) = 0. Ainsi, on obtient —i— f(QU 0 =
o+7 "

i f(‘?w-). Comme f est de degré 1 alors f,;) = f = f,,5. De 'hypothése d’intégrité sur

y+9

K(X), ona = 1 Dot l'existence d’un scalaire X tel quey=Agety+0=Ao+7).
o+17 Y49

Ainsi 7 = M. Par suite (v,0) = (Ao, A7). D’ou (0,7) C {(Aa, AT), A € K*}. Par conséquent

(0,7) = {()\a, AT), A€ K*}. 0

Remarque 3.3.11. Considérons 'algebre K{X)¢ = K(X) ® Kc qui est obtenue par adjonction
d’un élément c tel que > =0, cf = fe= f, Vf € K{X).
On simplifie les calculs de ’action du groupe H sur K{X) en définissant sur K{X)¢ le produit,

1 T T
frg= oo +7) (Uf+ §f(]1)c) (09 + 59(1)C>-



La restriction du produit * & K(X) coincide avec I’homogamétisation du produit : c’est & dire

pour tous f, g appartenant & K(X) on a,
(f9)om =Ff*g

Ainsi de la Proposition 3.3.9 on en déduit que,

1
( _
\fg)(a,T)— o(o + )( 7+ f( ))(Ugar)'f' g(]l))
Exemple 3.3.12. Nous calculons f, ;) & travers le produit * avec f = (zy)(uv). On a :

fion = (@)w0))
= ( )(G(wy)
e P

o
~—
T

Q

I~

<

)or) +

[\Dlﬂ

c} X [UiT(mH— %c) (01)4.— %c) -+ %c]

q

+
q o9
S

o
N——
TN

Q

<

+

o+ 7'

0.3

(04 71)3

= (zy)(uv) + ((y)u+ (zy)v + z(uv) + y(uv))

%ot )

+ - +u ) ! (.TU + + yu ! 'b)
h V)T C v + YU

7.2

+ -
o+ 1)

aT
4(o + 1)
(z+y+uto).

Les deux résultats suivants établissent un lien entre les actions du groupe H sur une algebre

pondérée (A,w) et les identités vérifiées par A.

Proposition 3.3.13. Pour tout w € M(X) et pour toute famille ay, ..., a, d’éléments de A on

a)
w(w(al, ey an)(w)) = (o + T)iw!_lw(al)lw”...w(an)lwl".

Démonstration. De la relation wi, ;) = (¢ + 7)w on a,

(.4)(((11, cery an)(o,‘r)) = (0 + 7‘)_1(.4)(6’1-) ((11, T an)(o,‘r)

=(oc+7)

=(0+7)" 1((0+ L (al)lwh) Cove X ((0 + T)'wl"w(an)|w|")
— (o + T)_l(o n T)(iw|1+~--+|w.n)w(a1)|wh X« X w(a,)n

— (7)o ) ) o)

= (0 +7)WDy(a))Wh . .. w(a, )l



Proposition 3.3.14. Pour tout f € K(X) et pour toute famille ay, - -- ,a, d’éléments de (A,w)

telle que w(a;) =1 ona :
(f(al, oo an))(a,r) = (U + T)m—lf(a,r)(ala ey Qn).

Démonstration. Vérifions d’abord le résultat pour les mondmnes w € M(X) : c’est a dire que
(w(ay, ..., an)) (o) = (0 + T)'wl‘lw(U,T)(al, ...y @y). Pour ce faire procédons par récurrence sur le
degré d de w.

La vérification est immédiate pour d = 1.

Supposons que I'hypothése est vraie pour tout monéme de degré k& < d.

Soit donc w € Mgy (X). Alors il existe u,v € M(X) de degré au plus d tels qu'on ait w =
uv, |u] + |v| = d+ 1. Ainsi en posant a = (ay, ag, ..., a,), pour toute famille (ay, as, ..., a,) € A",

on a de '’homogameétisation,

= (u(a)v(a))

= au(a)(m)v(a)(m) + g {w (u(a)(m))v(a)(m) +w (v(a)(a,,.))u(a)(m)] .

(wla)

(a,7) (o,7)

De la Proposition 3.3.13 on a,
T uw
(w(a))(m) = ou(a)(s,n(a)(or) + 5[(0 + 'r)

De I’hypothése de récurrence on a,

(w(a))(m) =(0+ T)IUHM—Z’ (au(m)(a)v(w)(a) +

= (0 + 1) (L (@)oo @) 4 5 : (#7)(0) + van(a)))

o+7 2(c +7)
— (g 4 Aul+l-1( T _ T ,
=(o+7) ( T3 e (@Uen{a) + o1 7) (v(D)or)(@) + u(1)v. (a)))

car de la Proposition 3.3.9 on a u(1) = v(1) = 1. D’ou

(w(a))(a,r) - (U + T)'u,Hv,—l(uv)(U,T)(a)

=(o+ T)d(w)(w)(a).

Si f =) 6wy ol by,...0, € K* ,wi,..,w, € M(X). Alors pour tout a = (a5, as, ..., an)
k=1
appartenant a A", on a

m
(f(a)) =) ka(gif)(al)ml_'w"h w(,,,T)(an)|f|"_|w‘°i"(wk(a))(,,,,,).

Or on a, w(a,r)(ai) =0+ T, !f|1 +--- 4 |fln = |f|a Iwk|1 AR |'wk|n = |wk|~
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Corollaire 3.3.15. Si A vérifie Uidentité f alors Ay, 1y vérifie Uidentité fi, ).

Démonstration. Soit A une Algebre vérifiant une identité f. Alors on a pour toute famille

(ai)lgsn d’éléments de A on a

m
Z ka(al)!fll_‘wkll “ e w(an)lfln—‘lwklﬂrluk(al’ v e ’an) = 0.
k=1

En particulier pour toute famille (a;);<i<n d’éléments de poids (¢ +7)—1 de A on a
m
> b0 + )Wy (ay, - a,) = 0.
k=1

Par suite, on obtient de la Proposition précédente 1’égalité

gk(o- + T)—'f'+|wk|(0‘ + T)—I'UJkH'l (wk)(O’,T)(alﬁ veny an) - 0-

NE

o
Il
—

D’ou

m
f(m,_)(al, cery an) = Z Bk(wk)(m)(al, cony (ln) =0
k=1

En remarquant qu'un élément de poids (o + 7)7! de (A,w) est un élément de poids 1 de

(A(U,T),w@,f)) et d’apres la Proposition 3.3.6, ‘(A(U,T),w(ax,.)) vérifie I'identité fi, 1. O



Chapitre 4
Invariance par homogamétisation

Dans [7] C.Mallol et R.Varro abordent I’aspect invariance par gamétisation. Ceci est un aspect
particulier de I'invariance par homogamétisation. Dans ce chapitre on donnera d’abord quelques
éléments d’invariance par gamétisation avant de traiter le cas généralisé qui est d’invariance par

homogamétisation.

4.1 Invariance par gamétisation

Définition 4.1.1. Soit f un polynéme de K(X). On dit que le polynéme f est :
(¢) Invariant sous I, ou I'-invariant, si v # 1 et f, = A1 f,

(i1) Invariant universel ou I'-invariant, si f est I',-invariant pour tout v € K*.

Proposition 4.1.2. (1) Si f est T',-invariant et A vérifie Uidentité f alors A vérifie Uidentité

fy-

(i) Si f est I'y-invariant alors pour tout A € K, A\f est T'.,-invariant.

Démonstration. (i) Soit f un polynoéme I',-invariant appartenant a K(X) tel que A vérifie
I'identité f. Alors pour toute famille (y;);<i<, d’éléments de poids 1 de A, ona f(y, -+ ,y.) = 0.
Soit f,{y1,- - ,¥n) = 0. D’aprés la Proposition 3.3.6, A vérifie I'identité f,.

(1) 11 est claire que pour tout A appartenant K*, Af, = v*=1\f dés que f, = y/1-1f. a

Proposition 4.1.3. Soient f et g deuz polynomes vérifiant f(1) = g(1) = 0. Si les deux
polyndmes f et g sont I -invariants alors fg et f — % f le sont. Si de plus f et g sont de méme

degré alors pour tous scalaires a, 5, af + B9 est aussi I'.,-invariant.



Démonstration. Soient deux polyndmes f et g I',-invariants vérifiant f(1) = g(1) = 0. Alors on

a (f9)y = 1fy9, = Y/1Hl-1fg = YM9i=1fg. fg est donc I',-invariants.

De méme, (zf — éf)v =zvfy + 1-va7 - %fw =(zfy - %fW) = ’Yifi(fcf - %f)
Bt si |f] = lgl, on a (af +Bg)y = afy + Bgy = V1" (af + By). 0

4.2 Invariance par homogamétisation

Définition 4.2.1. Soit f un polynéme de K{X). On dit f est :

3 i i e s . g fl-1
(i) (o, 7)-invariant par homogamétisation si f(,,) = ( — 7)| | f

(¢¢) invariant universel par homogamétisation s'il est (o, 7)-invariant pour tout {o,7) € H.
Remarque 4.2.2. (i) Tout polyndéme f de K(X) est {o,0)-invariaut. En effet pour tout
w € M(X) on a par définition w(,0) = w. D'l fi,0) = f pour tout f € K(X).
i) La (0,1 — o)-invariance par homogamétisation coinccide avec la T', — invariance par ga-
i) La (0,1 o homogameétisati necid W T —i : par g
métisation telle que définie dans [7].
(iii) Pour tout f € K(X), si f est (o, 7)-invariant alors pour tout A € K, Af est (0,1 — o)-

invariant. Il est immédiat que Af est invariant universel des que f lest.

Proposition 4.2.3. (a) §i f € K(X) est (0,7)-invariant alors pour tout (p,v) € H, fi,.)
est (o, 7)-invariant.

b) Soit (0;,7;)1<i<n une famille d’élément de H. Si f € K(X) est (05, ;)-invariant pour tout

n n n
1 <i<mn, alors f est (H g;, H(ai +7;) - H ai)—invam'ant.

i=1 i=1 i=1

o

. . . . . fl-1
Démonstration. (a) Si f est (o, 7)-invariant alors, fi, ) = ( )i | f et pour tout

o+T
(p,v)€Hona:




(b) Pour n = 2,

09 lfi-1
(01,1)(02, ) f = (01,71)<02+,I_2) |

( 09 )m—l(al,n)f

02+’/'2

0102 [fl-1
(orimdoremy) 7

Supposons que la relation est vraie jusqu’a I’ordre n et f est (0n+1, Tn+1)-invariant. Posons

n
(Haz, H o; + 1) — Ha,-) : alors on a,
i=1 i=1

(01, Tl)(027 7—2)'--(011) Tn)(0n+17 Tn+1)(f) = (07 T)(0n+1a Tn+1)(f)
( O00n41 )Ifl—lf
(0 + 7)(Ont1 + Tnt1)

n+1 n+1 n+1
Ainsi f est ( H i, H(ai +7) — H al-)-invariant.
=1 =1 i=1

4

Propriétés 4.2.4. Soient f et g deux polynémes dans K(X) (o, 7)-invariants par homogaméti-

sation. Alors les polynémes suivants sont (o, 7)-invariants sous les conditions énoncées.

(a) fg,si7f(1) =T1g(1) =10,

(b) af + Bg, si f et g ont le méme degré,

(¢) hf - %h(]l)f, fh— %h(]l)f, pour tout h € K(X), |h|=1et 7f(1) =

Démonstration.
o
(CL) (fg)(a,f) = e ((f)(U,T)(g)(O’,T)> 2_(0—_*__)(.][(6 ‘r)( )g(c,'r) + g(U,T)(]l)f(U,T))
- - i - ((£)t0:r)(9)0m) car de la Proposition 3.3.9 fsr)(1) = f(1) =0
o o \Ifl-1 g \lgl-1
Co4T <0+7') f(0+r> J
o \Ifl+gl-1
N <o + ’r> /9
g \Ifgl-1
—(0+T) fg.

(b)) On a:

(af + :Bg)(o’,T) = af(O’,T) + fBg(a,‘r)
o RNTES! g \lgl-1
4
a(o‘ + 7) f ' /6(0' + ',-) g

- (2 T)'f'_l(af + Bg) car |f] = g|.




( ) (hf_ 1h( )f) (o1} — ? ((f)(U,T)(h)(UT)) 5 4 (f(UT)(]l)h’(U,T)+h(67’)(ﬂ)f(67'))
o+T 2(0 + 1)
- _h(]l)f(ar)
o ISl T o \IfI-1 1, o \lf-1
:(U+T)fhf 2(c + )(g-{—’/‘) h(ﬂ)f—§(0+7-) M1)f
car 7f(1) =0
1£1
Do 4 - 30 = ()03 ) s
= (2 1(hf——h( 1)f) car [h| = 1 et |fA] - |A] = |f].
o+T7

On désigne par @ la partie du corps K isomorphe au semi-corps Q.

Lemme 4.2.5. Pour tout entier d > 2 et tou? wy; € Md(X) on a,

0d2 Cd—1 1

o \d-1
(wai)or) = (a+7) Wa; + (—W > a1 Wa 1y + Z WZPM 0, T )W j

ot Ag—1,; € Q4 et Py ; est un élément du semi-anneau des polynomes Q+[X1 , Xo.

Démonstration. Pour la preuve nous procédons par récurrence sur le degré d.

Dansle casd =2 on a

(2385 o) = —— 25 + =—— (i + ;)
5 o+7 2o+ 1)

. Supposons la relation vraie pour tout w € M(X). Soit wgy1; € Mgp1(X). Alors il existe
Wrp € M (X) et wsq € Ms(X) tels que wyt1; = wrpw,q avec r,s > 2et r+s=d+ 1.

Sous 'action de (o, 7), d’apres de la Proposition 3.3.9 et ’hypothese de récurrence on a :

(wd,i)(a,r) = (wr,pws,q)(a,r)

g T

= o+ 7_(wr,q)(a,v'))(ws,q)(a,‘r) + m ((wr,q)(a,T)) + (ws,q)(a,r))
g ag r—1 Cr-1

- o+T (0-{—7) Wrp + 701 (g 47)1 Z/\T 1,jWr— 1J+Z(0+T r—1 ZPM(U T W5 | X
g s—1 Cs-1

{(0_{_7-) ws’ s 12/\3 1,jWs— IJ+L +T)s 1ZPkJ(U T)wk]:I

r—27_ Cr-1 r;2 1

F CL

T ag r—1 g

T Wrp+ 77— 2 AW+ ) ——— ) Pijlo7 wk,}
2 G 7) A )’—1; T k-l(o+f)r—1]; A 71k

o+ T

Cs—-1

[ g s—1 Ck
+2(0+7) _(a+7) Wag + o+ 7)s" 121)‘3 1jWs- 1’]+; (o +7)8 1;1)’%]'(0’7)1”‘3»1]'




En développant les deux premiers crochets on obtient

d cd
(wd—l-l,i)(a,‘r) = (0_ j_ T) W1, d Z /\d]U/dj + Z )d L PA] g, T)wk:] g

ifl-1
Corollaire 4.2.6. Si f, est le polynéme directeur de f € K(X) alors ( ) fn est celus

de f/o ).

o+ 7

Démonstration. Si f est un monome alors ce cas est traité directement par le lemme. En utilisant

la linéarité de I’action du groupe, on étend la preuve des monémes aux polynémes. O

Le résultat suivant énonce une propriété de conservation autre que celles citées dans le cha-

pitre 2.

Proposition 4.2.7. Si une K-algébre A est définie par une identité alors cette caractérisation

est conservée par homogamétisation.
La preuve de cette proposition repose sur le résultat ci-dessous.

Proposition 4.2.8. Soit A une algébre. Alors les assertions suivantes sont équivalentes.
(1) A est une K-algébre définie par une identité f,
(1) A¢o,r) est définie par lidentité fiq r).

Pour la preuve nous utilisons principalement les deux corollaires 3.3.15 et 4.2.6.

Démonstration. Supposons que A, ;) est définie par l'identité f, ). Alors du Corollaire

3.3.15, A vérifie I'identité f par homogamétisation inverse.

Soit A une algebre définie par une identité f. Alors en vertu du Corollaire 3.3.15, A, 5
vérifie I'identité f, ).

Supposons que A, ;) vérifie une autre identité g dont le degré ou le nombre de monémes
du polynéme dlrecteur est inférieur a celui de f. Alors toujours du Corollaire 3.3.15, A
vérifie l'identité g5 -)-1. Cecl est contradictoire car d’aprés le Corolaire 4.2.6, g et gg.r)-1

ont le méme polynéme directeur a constante multiplicative pres.
0

Nous abordons a présent la derniére partie du chapitre. Elle a pour objectif la détermination

explicite des polynémes invariants universels.



4.3 Eléments de K(X) et invariance

La détermination des polynémes invariants universels et invariants par homogamétisation

utilise celle des polynomes invariants par gamétisation a travers les deux résultats suivants :

Proposition 4.3.1. Si f est invariant universel par gamétisation, les assertions suivantes sont
équivalentes :

(1) f est invariant universel par homogamétisation,

(i) f est (0, 0)-invariant pour o € K*,

(iii) f est (1,1)-invariant.

Démonstration. Supposons que (i) est vérifiée. Alors on obtient (i7) de la définition de 1'univer-
selle invariance.

En prenant A = 07! dans la Proposition 3.3.8 on obtient f,, = fa,1). D’ol I'équivalence
(61) <= (3).

Supposons que (i7) est vérifiée. Alors pour avoir (i) faisons la remarque suivante :

+7 o+ 2 2
pour tout (o,7) € H ona (0,7) = (02 T§09 T)(UET’I_UET)

o+7T 0+ Ty, . . . . .
5 g J-invariant. Comme f est invariant universel par gamé-

20
1- )-invariant.
oc+T

 De I'hypothése (i) f est (
( 20

\o+7
Ainsi de la proposition 4.2.3 f est (g, 7)-invariant. Ce qui permet d’obtenir (i7) = (). La preuve

tisation alors f est

s'achéve en remarquant que 'implication (i) = (i) est triviale. O

Proposition 4.3.2. Pour qu’un polynéme f soit (o, T)-invariant par homogamétisation, il faut

et 1l suffit gue f soit (

, )-z‘nvam’ant par homogamétisation.
o+7 0o+T

Démonstration. Pour ce faire, la Proposition 3.3.8 nous suffit. En effet en prenant A = n on
o+ T
obtient 1’égalité
< o .. TR
for) = foopr) = fup ot (p,v) = (0 =iy 7)' Ceci établit ’équivalence. ]

Le théoreme suivant est une conséquence immédiate des deux résultats précédents.

Théoréme 4.3.3. Les polynomes de K{X) invariants universels par homogamétisation sont les

invariants universels par gamétisation.

Démonstration. Par définition tout élément invariant universel par homogamétisation est aussi

invariant universel par gamétisation.



. ’ Id . . . Id . . . . ]‘ ]‘ . .
Soit f un élément invariant universel par gamétisation. Alors f est particulier (5, 6)-1nva,r1a,nt.

D’aprés la Proposition 4.3.2, f est (1, 1)-invariant et d’apres la proposition 4.3.1, f est invariant

universel par homogamétisation. O

Dans [7], C.Mallol et R.Varro montrent que pour tout entier d > 2 et pour tout polyndme
fa € K{X), il existe a homothétie prés, un unique polynéme invariant universel par gamétisation

et admettant f; pour polyndme directeur.

Définition 4.3.4. Les polynémes invariants universels par gamétisation sont obtenus a partir
de la donnée de leurs polynomes directeurs en appiiquant sur ceux-ci deux opérateurs C et S
respectivement appelés condensation et substitution. Soit Y = {Pz;, z¥; p > 1, 1 <i < n}. Ces

opérateurs sont définis sur la base canonique de M(X) de la fagon suivante :
C : M(X) — M(Y)

qui a tout mondme w € M{X) y remplace les successions du type L? (z;) par ?z;, celles du type

RP (z;) par z; et laisse inchangés les autres cas;
S MY NX — K(X),

tel que,

1 1
S(ziz;) = ziz; — 5%i = 5%

S(a?) = (Re, — 5id)" (0 ~22), 500:) = (L, ~ 5id) (a2 ~ ),

1
S(wz;) = (Rz,. - Eid)S(w), S(ziw) = (in - %zd)S(w) pour tout w € M{Y)\ X.

A travers ces applications on montre que chaque polyndme invariant universel par gaméti-
sation, est engendré par la donnée d’un polynéme qui joue le role de polynéme directeur de

I'invariant. Ces polynomes de degré 1 sont les Az; (A € K*) et ceux de degré 2 de polyndme
cd

directeur fy = Z a;wg; sont les A Y4, ;. SC(wg;). Ainsi les polyndmes invariants universels de
i=1

polynéme f(z,y) = z%(zy) — z(z%y) sont obtenus par application de cette méthode a partir du

développement de
(2 — :v)(:vy - %z - %y) — (Lz - %zd) ((Ry - %zd) (z® — a*))

Soit donc
1 1 1 1
Ao (ay) — 2(a’y) + 5(%0) - 5a* = 227+ 20).



Les polynomes invariants universels obtenus en prenant pour polyndmes directeurs, les éléments
de la base canonique de M(X) forment une base de M(X) trés pratique. On pourra donc ex-
primer un polynoéme de K (X) dans cette base.

Notons que {wy; k> 1, 1 <1 < ¢} est la base canonique de K(X). Posons

[—

. { z; k
Wk,i =
SC(wk,i) si k Z 2.

Comme précédemment vu, les polynémes 1, ; sont invariants universels de polynoémes directeurs
wy; et donc de méme degré. Ainsi, B = {w; k > 1, 1 < ¢ < ¢} est aussi une base de K (X).

On se servira du résultat suivant pour exprimer les polynémes wy; dans la base B.

Proposition 4.3.5. Soient k > 1, 1 <1 <c¢y. Alors wy; = BC(wy;) o
B :M— K(X)

est le morphisme de magma défini par :

k=0 \ ;=0 k
p—2 p—k~2 1 k +

o= ( '2"( J ))SU‘” ) 4o (p22)
k=0 \ j=0 k

Démonstration. Pour tousz € X et 7 >0ona:

g~ gt = I (2? — 1)

= R}(R, ~ id)(z)

= (Rz - %¢d+ %id)](Rz —id)(z)

b))

>
(e




p—2
En remarquant que z° — z = 2(17] 2 _ g H), on a
=0

2T [k o
-5 s (L))
k=0 \ ;=0 k

p—2 (p—-k—2 1 ]+k

Ainsi, B{z?) =Y | ). 2—](

))S(xk+2) +z ="
k=0 \ j=0 k
De méme, pour tous z € X, j >0ona:

2y It g =2 (z? — 1)

= Lé (Lz - ld)(l‘)

(1~ Lias Ya) (. — i)
— A\ z ¢

_ i — / J )(L,,- - —;—id) (Ly — id)()

Il
7
i
3,
| —_
Eand
RS
.
S~—
N
—_
ol
+
o
&

k=0 k
p—2
En remarquant que Pz —z =Y ("*’z —*'z) on a
j=0

p$—$—2\221 2>S(k+2$))
SR L () sty
“5(5a( )
RNtk k42,
- k=0 < =0 2 k ))S( )

p—2 fp—k-2 : k
Ainsi, B(fz) =) ( > 2%( I ))S(k+2$) +z="g.

k=0 \ j=0
B étant un morphisme de magma, alors wy; = B(wg,).



Proposition 4.3.6.

pan=5 (- (3 5 (77 )Jse e w22,

B(*z;) = pf (2’“*1 - <1>p+2 SE ( p__ : ))S(k“a:i) +zi (p22)

k=0 J

1({k+7 1d*,, .
Démonstration. En effet on a : —j( / ) = ———(a:"“) 1 et donc,

2 k k! dz* =
2
p—k-2 . : k p—k-2
ﬁi(kﬂ)_llg_k( x*ﬂ) )
2 k kldzk\ = =
1 d

De la formule de Leibniz il vient que :

L& ((a:k—a:”_l)(l—x)_l) - %Z(—l)’“‘j( ) ) (%@k"“’p_l)%“_“’)_l) 1

k! dz* = §=0 J r=—
1 5k . 1) (k=)
w2 () (e - )5i52s)

Ce qui achéve la preuve. O
La proposition suivante permet d’exprimer un polyndme directeur dans la base B.

cd
Proposition 4.3.7. Soit f € K(X) de polynéme directeur Zﬁd,iwd7i. Alors dans la base
=1
cd

(W )k, le polynome directeur de f est Y 8404,
i=1

Démonstration. 1l vient de la proposition précédente que

B(z?) = S(z¥) + u,,; avec u,; € Lin{z;, S(zF);1 < k < p},

et B(Pz;) = S(Pz;) + up; avec u,; € Lin{z;, S(*z;);1 < k < p}. Comme C(wg;) est produit
d’éléments de {z P z;;1 <1 <n;p > 1} et wy; = BC(wq;) alors il en résulte que wy; = 1+’

avec w' € Lin{igs;1 <k <d;1 <i<c} {



En décomposant les éléments de K{X} dans la base (W ;)r; des polyndmes invariants uni-

versels par homogamétisation, il devient facile I'obtention de I'orbite d’un polynéme sous I’action

de H.

d Ck
Proposition 4.3.8. Soit f =) Y 6 ;Wy;. L'orbite Hy de f sous Uaction de H est donné par,
k=1i=1
g & -
H = 9 i~”'; , T c H )
! {kZ:Jli:Zl(U—{—T) kiWk; (0, 7) }

, . - g k-1 _ . v .
Démonstration. En effet, (W ;)(r) = ( ) Wy, ;. Ce qui conduit donc de

La proposition suivante énoncée réside dans I'utilisation de la base B = (W ; )i

Proposition 4.3.9. Soit (0,7) € H tel que 7 # 0. Pour tout f € K{(X) de degré d > 2, il existe
un polynome F € K(X) de polynome directeur f, (o, 7)-invariant et non invariant universel si

est une racine de l'unité d’ordre < d — 1.

et seulement si
o+T
cd

Démonstration. - Soit F' € K(X) de polynéme directeur f = Zﬁdﬂ-wd’i avec 04; € K non tous
i=1
Cd

nuls. En vertu de la Proposition 4.3.7, le polynéme directeur de Fi, ,y est Z 04, Wq ;-

i=1
_ LS L NI
Dans la base (0)g;ona F =Y "6 ;. Si F est (o, 7)-invariant alors Fy, ;) = ( = ) F.
k=1i=1 o+T
Mais Fi, .y = ( d )Ifl F' si et seulement si dzlcfj« 7 )k - 1)«9 We_k; = 0. L’équiva,
(0,7) o+ 7 o\ 17 d—k,iWe—kz; = U. Lieq
lence conduit au systéme linéaire diagonal suivant :
(522) = 1)0eki =0 1<k <d— L1 < < cay (4.3.1)
o+ T ' - -
d-1
Le systéme est & N = ) _ ¢, inconnues (611, , 61, +,04-11," - ,04-1¢,_,) dont le détermi-
k=1

nant est : A = H(0+7-) _l)ck

Si F est non invariant universel alors A = 0, car sinon le systéme (4.3.1) serait de Cramer.

Et comme (0,---,0) € KV satisfait {4.3.1) alors f,; =0, 1 <k <d—1;1 <i < ¢4_4 D'od



cd
F= Z 64:Wa; qui est invariant universel et ceci est contradictoire car par hypothese I est non
k=1
invariant universel. Ainsi,

n est une racine d’ordre 1 < p < d — 1 de 'unité.
o+ T

, . o o -
Réciproquement, supposons que est une racine d’ordre p de I'unité avec 1 <p < d—-1.
o

—

[
Alors le systéme (4.3.1) est de rang au plus N — 1. Il admet donc des solutions dans le sous-espace

d-1
engendré par {Wq kps; 1 <k < q;1 <1 <cypp}, 00 q= {—J 0

p

La proposition suivante est une conséquence de la Proposition 4.3.9 et du Théoréme 4.3.3.

Proposition 4.3.10. Soient f un polynome de degré supérieur ou égal d 2 et (o, 7) appartenant
a H tellet #0 et
o+ T

nome (o, 7)-invariant par homogamétisation admettant f pour polynéme directeur est invariant

ne soit pas une racine d’ordre inférieur @ d de l'unité. Alors tout poly-

universel par gamétisation.

Démonstration. Les hypotheses de la Proposition 4.3.9 sont satisfaites. Nous déduisons de cette
proposition qu'il n’existe pas de polynéme F admettant f pour polyndme directeur qui soit (o, 7)-
invariant par homogamétisation et non invariant universel par homogamétisation. On conclut

donc a travers le Théoreme 4.3.3. O
Le résultat suivant donne davantage une précision pour les deux dernieres propositions.

est une racine de

Proposition 4.3.11. (i) Si le polynéme F vérifie F(1) # 0 alors id
o

+7
Uunité d’ordre diviseur de d — 1.

(it) On peut expliciter ces polynomes : si p désigne l'ordre de la racine de , alors il s’agit

de la famille

o+T

¥ =)

[Zedlwdz+z D Hd-ipiWa- kp,} ()\GK*, q= [_

k=1 i=1 D

q
paramétrée par les ch — kp parametres pq_gp; mon tous nuls vérifiant la condition
k=1

ZMM—F si p divise d — 1.

d-1

Démonstration. Le polynéme F étant (o, 7)-invariant, alors Fi, ;y(1) :( i ) F{(1). Comme
o+T

précédemment vu au chapitre 3 & travers la Proposition 3.3.9, Fi,)(1) = F(1). Par suite

(- i T)‘H ~1.

(i7) L’obtention de la famille de ces polynomes, {0, 7)-invariants et non invariants universels

de polyndmes directeurs f, est directe dans la preuve de la Proposition 4.3.9. D



Conclusion

Nous avons dans ce mémoire de D.E.A, porté notre étude sur une combinaison d'une algebre
pondérée avec son algebre gamétique associée appelée homogamétisation.

Dans le chapitre 2, nous avons réussi a établir une condition nécessaire et suffisante pour
qu’un mélange soit pondérable. Nous avons également donné comment exprimer une gamétisa-
tion a travers ’homogamétisation et réciproquement. A travers 'algebre originelle, nous notons
quelques propriétés prévisibles de I’algébre homogamétisée et vice-versa. Ces prévisions portent
notamment sur ’ensemble des idempotents, les composantes de la décomposition de Peirce sui-
vant un idempotent et les automorphismes de A, ) laissant invariante la pondération.

Nous avons ensuite abordé la partie action du groupe H ou nous exprimons I’homogaméti-
sation comme une action du groupe H et nous avons donné comment calculer ’homogamétisée
d’un polyndéme a travers l'action du groupe H sur K{X). Nous notons & ce niveau que : pour
qu’une algebre soit caractérisée par une identité f il faut et il suffit que 'homogametisée soit
caractérisée par l'identité homogamétisée de f.

Enfin, la notion d’invariance par homogameétisation est évoquée. Dans cette derniére partie,
nous avons établi une équivalence entre invariance universelle par gamétisation et invariance
universelle par homogamétisation. Les applications C et S sont ensuite utilisées non seulement
pour la construction de la base B o les éléments sont invariants universels par homogamétisation,
mais aussi pour exprimer les éléments de la base canonique dans la base B. La base B est
ainsi plus pratique et est utilisée pour exprimé l'orbite d'un polynéme invariant universel par
homogamétisation.

Nous envisageons dans la suite, nous intéressé aux questions suivantes :

- Quelles propriétés de A pouvons nous vérifier a partir de l'algébre A, .y, on en cite : la
résolubilité, nilpotence de A7

- Etant donnée une K -algebre A, quels liens existent-ils entre un A-module et un Aoy
module ?

- Quel impact, I’homogamétisation, peut-elle avoir sur la combinatoire des mots ?



- En prenant K comme un corps fini, comment construire a travers ’homogameétistion, un

systeme cryptographique robuste a 'attaque ?



Bibliographie

[1] A.A.ALBERT, Structure theory of rings and algebras, power-associative algebras, Comm.
Algebra 39(11){2011), 3956-3968.
[2] ALBERTO ELDUQUE, ALICIA LABRA, On Some Jordan Baric Algebras, J. Algebra Appl.

12 (5) (2013), 1250215. 695-703.

[3] I.M.H.ETHERINGTON, Non-associative algebras and the symbolism of genetic. Proc. Roy.
Soc. Edinburgh Sect. B61{1941), 24-42.

[4] I.HEUCH, Genetic algebras considered as elements in a vector space, SIAM J.Appl.Math.
35(1978), 695-703.

(5] Ju.l.LyuBiCH, Mathematical Structures in Population Genetic. Springer-Verlag, Berlin,
1993.

[6] C.MaLLOL, R.VARRO, Homogamsétisation d’algébres pondérées, Journal of Algebra
427(2015), 1-19.,

(7] C.MaALLOL, R.VARRO, Action du groupe des opérateurs de gamétisation sur les identités
w-polyndmiales, J.Algebra 375(2013), 22-32.

[8] C.MALLOL, R.VARRO AND R.BENAVIDE, Gamétisation d’algebres pondérée. Journal of
Algebra 261(2003), 1-18,

[9] M.NOURIGAT, R. VARRO, Etude des w-PI algebres commutative de degré 4 : 1.Algebres

non barycentriques non invariantes par gamétisation, Comm. Algebra 39(11)(2011), 3956-

3968.

[10] D.REES, Linear systems of algebras, Ann.of Math. 51(1950), 123-160.

[11] R.D.SCHAFER, An introduction to Nonassociative Algebras. Massachusetts Institute of
Technologie, April 24, 2008.

[12] A.WORZ-BUZEKROS, Algebras in Genetic.In lectue Notes in Biomath ; Vol. 36, Springer-
Verlag, Berlin, 1980.



(13] K.A.ZHEVLAKOV, A.M.SLIN’KO, I.P.SHESTAKOV, Rings that Are Nearly Associative,
Pure Appl. Mah, vol 104, Accamic Press, New York-London, 1982.

[14] K.A.ZHEVLAKOV, A.M.SLIN’KO, I.P.SHESTAKOV, A.I.SHIRSHOV, Rings that Are

Nearly Associative. Editors : Samuel Eilenberg and Hyman Bass. 1980.



