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Sommiame

Le but de ce travail est d’une part, de développer la méthode des éléments finis (MEF)
et son application dans 'analyse structurale des éléments surfaciques, de 1'autre d’acquénr
une base de connaissances pour le développement d'une interface graphique basée sur la
programmation orientée objet (POO) pourvue d’un code de caleul par éléments finis (CCEF).

La méthode des éléments finis est une procédure numérique qui permet de résoudre la
plupart des problémes que rencontre I’ingénieur, particulierement ceux associés a [’analyse
des contraintes, de transmission de chaleur, d’électromagnétisme et d’écoulement de fluide.

En général, le probléme majeur que ’on rencontre dans ’application de cette méthode
est de trouver un modéle mathématique adéquat pour représenter la structure physique a
étudier et aussi le stockage des données informatiques vu que la méthode génére parfois des
matrices de grande taille. Un modéle mathématique pourrait s’agir d’une équation aux
dérivées partielles (EDP) avec des conditions aux limites et des conditions initiales.

Avec ’avénement des langages de POO, il existe actuellement des programmes de
caleul structural (PCS) permettant de résoudre des systeémes linéaires de grande taille en un
temps record.

Le travail que nous avons effectué constitue un point de départ pour la construction de
programmes de calcul structural par éléments fims et |’essentielles de nos recommandations

porte sur celle-ci.

Mots clés : MEF, éléments surfaciques, POO, CCEF, EDP, PCS
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Avant-propos

Pourguori ce projet 7
L’Ecole Supérieure Polytechnique (E.S.P.) est un établissement qui regroupe, depuis la
réforme de 1994, ’ex-E.N.S.U.T., I'ex-E.P.T. et ’ex-E.N.S.E.P.T.
Elle est rattachée a4 [’Université Cheikh Anta DIOP de Dakar et comporte deux centres : le
centre de Dakar et le centre de Thiés.
L’E.S.P. est constituée de cing (5) départements répartis dans les deux centres comme suit :
v" Centre de Dakar :

» Département Génie Chimique ;
Département Génie Civil (formation continue) ;
Département Génie Electrique ;

Département de Gestion

Y ¥V V¥V ¥

Département Génie Informatique ;
» Département Génie Mécanique (D.U.T.);
v" Centre de Thiés :
» Département Génie Civil (D.U.T. et D.I.C.);
» Département Génie Mécanique (D.1.C.)

L’E.S.P. a pour vocation la formation de techniciens supérieurs (D.U.T.), d’ingénieurs
technologues (D.1.T.) et d’ingénieurs de conception (D.1.C.) mais aussi la recherche a travers
le troisiéme cycle. Les durées de formation sont de deux ans pour le D.U.T., de trois ans et
demi en formation continue pour le D.1.T. et de trois ans pour le D.L.C.

A la fin du cycle d’ingénieur de conception, I’éléve ingénieur est appelé & mener un
projet de fin d’études, dont celui-ci, sous la direction de ses professeurs
et éventuellement de personnes externes. Ce projet lui permettrait de mettre en application les

différentes connaissances théoriques et pratiques acquises lors de son cycle.

Présenté par : Baba LY et Ousmane GOUDIABY 2005/2006
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INTRODUCTION

Les éléments surfaciques trouvent leur application dans plusieurs domaines, plus
particulierement dans le domaine du génie civil. Ils sont souvent utilisés comme parement,
dalle, radier et plancher dans le batiment, comme ddmes dans les grands ouvrages d'art, et
aussi comume tablier de pont.

L’impossibilité de trouver analytiquement Ja solution aux problemes mécaniques de telles
structures, nous pousse ators & utiliser des méthodes numériques pour approcher la solution.
La méthode des éléments finis est utilisée pour la résolution numénique d'équation aux
dénivées partielles. C’est une méthode qui offre l'avantage par rapport & la méthode des
différences finies, de pouvoir traiter sans trop de difficultés supplémentaires toute géométrie
ainsi que d'augmenter Ja précision des résultats au prix d'efforts de programmation
raisonnables. C’est ainsi que des logiciels de calculs scientifiques empruntant de plus en plus
la voie des langages naturels ont connu un essor remarquable. Des outils numériques de plus
en plus conviviaux et performants permettent de résoudre des problémes réels de plus en plus
complexes dans divers domaine comme le génie civil, le génie mécanique, les mathématiques

appliquées, la géophysique etc.

Les objectifs de nos travaux concernent le développement de la méthode des éléments finis
appliquée aux éléments surfaciques, I’acquisition d’une base de connaissances pour le
développement d’un code de caleul par éléments finis (CCEF), contenant un moteur de calcul

reproduisant la MEF et fondé sur une nouvelle architecture .

Dans ce projet, nous proposons de développer la méthode des éléments finis aux problémes
d'analyse structurale des éléments surfaciques dans un environnement orienté objet.

La premiére partie constitue la description générale de la MEF appliquée aux éléments
surfaciques {membranes, plaques, coques) et dans la deuxiéme, nous traiterons du pré

développement d'une interface graphique pourvue d'un code de calcul par éléments finis.

Présenté par : Baba LY et Ousmane GOUDIABY -1- 2005/2006
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Partie 1. Fondements théoriques de la méthode des éléments finis

De trés nombreux problémes physiques s'expriment sous forme d'équations aux dérivées
particlles soumises a des conditions aux limites particuliéres et la résolution de ces équations
est souvent impossible mathématiquement d’ou le recours a la méthode des éléments finis
pour une discrétisation du probléme. C’est le cas pour les problémes d’élasticité linéaire en
particulier pour les éléments surfaciques dont les caractéristiques seront étudiées au cours de
cet exposé. Nous procéderons tout d’abord A un rappel de mécanique des milieux continus
puis nous mettrons en évidence i'ensemble de la théorie sous-jacente 3 la méthode des
¢léments finis et expliciterons les différentes étapes de la résolution d’un probléme d’élasticité

linéaire par la méthode des éléments finis.

1.1 Rappel de la mécanique des milienx continus

Le concept de milieu continu est une modélisation physique macroscopique issue de
I’expérience courante, dans la formulation mathématique classique de ce concept, un systéme
mécanique est représenté par un volume Q constitué, au niveau différentiel, de particules d€2.
L’état géométrique de ces particules est caracténsé par Ja seule connaissance de leur posttion.
Au cours de 1"évolution du systéme les particules initialement voisines demeurent voisines.
L’analyse de I’évolution du comportement du systéme se fait en déterminant la position dans
J’espace des particules du systéme. La représentation mathématique de ce comportement, en

utilisant les coordonnées cartésiennes, aboutit aux Equations aux Dérivées Particlles (EDP).
Résoudre un probléme d’élasticité c’est :

» Déterminer le vecteur déplacement en tout point de la structure, ce qui pour un solide

en 3-D représente les 3 inconnues du champ de déplacement noté u(x) :

u(x,y,2)
u=yvx,,z2)

w(x, y,2)

(1.1)

Présenté par : Baba LY et Qusmane GOUDIABY - 2 - 2005/2006
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» Déterminer le tenseur de déformations en tout point de la structure, ce qui donne les 6

inconnues du champ des déformations noté €(x) :

(C,'“ 812 813

[E(X)] = | €51 85 &5

(12
_531 832 833 _

» Déterminer le tenseur de contraintes en tout point de la structure, ce qu représente les

6 inconnues du champ des contraintes noté o{x):

O-ll 0-12 0-13

[O_(x)] =103 0,0 03

_0-31 0-32 0-334

Ce qui nous fait un total de 15 inconnues & déterminer. Cette analyse se fait grice aux
€quations de base de la théorie de 1'élasticité linéaire dans le cadre des petites déformations.
Ces équations proviennent de différentes relations que sont celles qui lient les déformations

aux déplacements ainst que les relations contraintes—déformations ; nous avons :

» Les relations de compatibilité qui lient les déplacements (3 composantes) et les

déformations (6 composantes) :

£x=—a—zi;8y:22;sz=a—w (1.4)
Ox Oy oz
_Ou 0Ov _Ov ow _Ow  Ou

+— (1.5)

== =+ ==
Py oy Ox "5 T oy P VP

Présenté par : Baba LY et Ousmane GOUDIABY -3 - 2005/2006
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» La loi de comportement ou loi de Hooke qui lie le tenseur de contraintes au tenseur

des déformations, elle s’écrit sous la forme :
O_:H(g”“go)‘FO_o (1.6)

Ou G et € sont respectivement le tenseur de contraintes et de déformations et H est la

matrice qui définit le comportement du solide et dépend du milien, pour un milieu

homogene isotrope, elle s’écrit sous la forme :

H. 0
0 HT (1.7)

Avec
1 v 0O
E 10
H, =¥ 1 10 o« H, =G 01
0 0 —
B 2
E
Avec = 75 ; E : module d’élasticité et v : coefficient de poisson
2(1 + v)
Nous avons donc la matrice 6x6 du type :
l—-v v 1% 0 0 0

_O”ﬂ_ v l-v v 0 0 o |[ - ]

o-}y 8}9"

o E v v  l-v 0 0 0 5.

B - - 2

o, (1+v)}(1-2v) 0 0 0 -2y 0 0 €, | (1.8)

O-.tz 2 2812
o, | o 0 0 1'22" 0 | 26, ]

o 0 0 0 0 =%
_ 2

Présenté par : Baba LY et Ousmane GOUDIABY -4 - 2005/2006
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» Les équations d’équilibre pour un solide quelconque s’écrivent sous la forme :

0
90, + 0 +aaxz +f =0
Ox oy 0z
do,, N do, +80'yz v =0
ax Oy 0z (19)
0
00, + 2 +aa“ +f =0
ox Oy 0z

ou encore sous forme matricielle :

{diviel }+{f,}=0  (1.10)

Avec Gjj étant Jes composantes du tenseurs de contraintes et f, f,, f; les composantes du

vecteur chargement dans un repére cartésien (X, y, z).

1. 2 Méthode de résolution numérique

Bien que la connaissance de ces équations aux dérivées partielles soit parfois ancienne,
seul trés peu de cas peuvent &ire résolus par les mathématiques classiques. On remplace donc
le probléme continu par un probléme approché en discrétisant la structure et obtenir des
solutions approchées via des méthodes numériques. La méthode numérique la plus utilisée de
nos jours reste celle des éléments finis.

La méthode englobe trois domaines principaux :

» Les méthodes de discrétisation qui permettent de transformer un probléme continu en

une approximation discréte,

» les méthodes variationnelles qui permettent de transformer une équation aux dénvées

partielles (EDP) en une forme approchée « vapationnelle ».

» les méthodes numériques qui pemmettent de résoudre les systémes d'équations

linéaires, non linéaires et de rechercher des valeurs propres .....
Le tout allié & des moyens de calcu) qui exécutent les instructions de plus en plus rapidement

actuellement.

Présenté par : Baba LY et Ousmane GOUDIABY -5 - 2005/2006
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I.3. Formulation variationnelle

Dans le cadre de la mécanique des milieux continus, 1'équation représente 1’équilibre des
forces et des moments qui agissent sur un ¢lément de matiére. Elle s’écrit sous la forme d’une
équation aux dérivées partielles dont I’inconnue est le champ de déplacement.
Mathématiquement, 1’équation est difficile, voire méme impossible & résoudre dans le cas
général, dans ce contexte, la formulation variationnelle de I’EDP, apparait comme une forme
équivalente de I’équation, mais qul a pour avantage de pouvoir par la suite étre résolue de
maniére approchée, ce qui sera le cas dans la méthode des éléments finis.

Dire qu’un solide sous }’action d’un ensemble de forces est en équilibre, équivaut a dire que la
puissance totale mise en jeu par ces forces lors d’un déplacement quelconque, est nulle, en

d’autres termes :

{217 = 6} o [P ~ ZP =(ZF)@ = OI VoU q.an

Avec U étant un déplacement virtuel.

Cette équation faisant intervenir les puissances est appelée forme variationnelle des équations
d’équilibre. Elle est identique a 1’équation originale d’équilibre, tant qu’elle est vérifiée pour
tout déplacement virtuel U/ .

Mais dans le cadre de I’équilibre interne des forces de cohésion de la matiére, représentées par
les contraintes, la puissance virtuelle mise en jeu lors d’un déplacement virtuel est une
fonction d’une part du déplacement virtuel, et d’autre part du déplacement réel. En effet, les
contraintes peuvent &tre calculées & partir des déformations via la loi de comportement du
matériau, et les déformations peuvent éire calculées a partir du champ de déplacement.

Ainsi Ja seule inconnue de notre probléme variationnelle demeure le champ de

déplacementsﬁ . En définitif on peut écrire
po p[a,w , o] VU w12

Supposons maintenant que I’on cherche une forme approchée de U a1'aide d’une

discrétisation par éléments finis U, Onavu que le champ approché U , se caloule 2 partir de
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la valeur du déplacement en chaque nceud U i, VVindice r étant le numéro du nceud. Dans ce

cas, la puissance virtuelle est une fonctionne des valeurs aux nceuds :

Lorsque I’on connait toutes les valeurs aux neeuds, appelées valeurs nodales, le probléme est
résolu. Si N est le nombre de neeuds, te probléme comporte 3xN inconnues (pour un modéle
3D), que ’on appelle degrés de liberté du probléme.

Sachant que chaque déplacement virtuel U conduit 4 une équation qui doit étre vérifie pour

satisfaire I’équilibre, il nous reste 4 déterminer 3xN déplacements virtuels possibles.

a
Soit un nceud donne, par exemple le numéro s, et choisissons un déplacement 5 U , tel que

ce déplacement soit nul au niveau de tous Jes neeuds sauf au neeud s ou il vaut Ja valeur 1.
Pour la composante a (=1 ou 2 ou 3), et qu’t] passe d’une maniére continue de 1 4 0 du nceud
5s aux autres nceuds. II est clair que cette méthode de construction de déplacement virtuel
permet de déterminer 3xN déplacements virtuels, élémentaires. A 1’aide de ces déplacements,
nous allons pouvoir générer 3xN équations, dont les inconnues sont les déplacements aux
neeuds.

Dans le cas ol ces €quations sont linéaires en inconnues (c’est-a-dire forment une
combinaison linéaire des inconnues) on parle de probléme linéaire, ¢’est le cas par exemple de
I’étude de la déformation élastique d’un corps (ou structure) en petite déformation, sinon on
parle de probléme linéaire.

Les problémes linéaires sont évidemment les plus simples a résoudre. Le systéme d’équation

s’écrit alors sous une forme matricielle équivalente a -

[KJ{u}={F} (1.14)
Ou:
- (U) est le vecteur déplacement inconnu, ses composantes sont en fait les
composantes des déplacements inconnus pour chague nceud du maillage,
- (F) est le vecteur second membre connu, ses composantes sont en fait les
composantes des forces imposées en chaque neeud.
=B —ku,, B)  (115)
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[K] est la matrice de raideur, ¢’est une matrice de composantes connues, fonction de le forme
de la piéce calculée et de la loi de comportement : é]astique, plastique...

ou dans un cas plus général

F =(f,RY+ [r(c” e(P))dw—k(u,,B)  (1.17)
19

Résoudre le probléme équivaut alors & résoudre ce systéme matriciel par exemple en inversant

la matrice a condition que le déterminant de [K] soit non nul :

{Ui=[k] {F} (1.18)

Dans le cas d’un probléme non lin¢aire, par exemple lors de 1’¢tude de grandes
transformations, en général on utilise une méthode de résolution numérique, par exemple la
méthode de NEWTON-RAPHSON qui consiste 2 remplacer le probléme original par une
succession de problémes linéaires. ]l est clair que [a résolution est alors plus complexe et que
les temps de calcul plus longs. Néanmoins, la prise en compte de ce type de probléme tend
aujourd’hui a se généraliser, due en particulier aux grandes vitesses des calculateurs

modernes.

Cette formulation variationnelle découlant du Principe des Puissances Virtuelles est connue

sous le nom de méthode de GALERKIN.

On se donne n fonctions de base {P;(x)} appartenant au cinématiquement admissible 4 zéro et
on cherche la solution du probléme comme une combinaison linéaire de ces fonctions, dans le

cas ou il existe des déplacements imposés on rajoute une fonction les réalisant c’est-a-dire :
ux) =B  (119)

€ C.A. (champ de déplacements cinématiquement admissibles)

u(x)=P() (120
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En supposant que Le probléme d'élasticité étant équivalent a la formulation vanationnelle

nous obtenons alors :
k{u(x), P (x))= Pyns (P (x)) (1.21)

I} suffit alors de faire varier i de 1 a n. Nous obtenons alors un systéme linéaire de n équations

a n inconnues. Ce systéme peut s'écrire sous forme matricieile :

[K]U]=[F] (22

La matrice K est symétrique. L'équation mise sous sa forme matricielle correspond 2 Ja forme
générale d'un probléme discrétisé. En effet, nous sommes passé d'un probléme continu 4 un

probléme discrétisé, de I'étude u(x, v, z) 4 l'étude de n inconnues U;.

En résume, il faut retenir que la formulation variationnelle alliée aux techniques de
discrétisation permet de transformer [’équation originale d’équilibre, en un systéme
d’équations, linéaires dans les cas simples, qui aprés résolution fournit les déplacements aux

neeuds du maillage.

On remarque que plus le nombre de nceuds est important, plus la taille du systéme linéaire 4
résoudre est importante. Couramment la dimension des systémes & résoudre atteint plusieurs

milliers voire plusieurs dizaines de milliers.

1.4 Principe des travaux virtuels

Une autre forme de formulation varationnelle est obtenue en utilisant la méthode des

résidus pondérés :

w=—[{u){dv[o]} +{1})dV =0 (.23

Pour tout champ de déplacements virtuels.

En intégrant par parties nous obtenons la forme faible de W :

W=Win-We =0 Vi (x,y,z) (1.24)

Avec
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w,=| g—u;a +ia +QZ—.O' + %+iv—‘]a +(§£+8_w_']a + Q+az_w o,
e Ty T a2 e a7 e a) e o)
, =Vjtr([D'][a])dV=Vj(D*){a}dV (1.25)
o= L) LAV 5 [ ()L [ (o) o ()} s 1

(u) = (u'v‘w') est le champ déplacement virtuel

(f,)= < £, > représente les forces volumiques qui s’appliquent au niveau du volume du

solide V

(O‘(n)> (UmO'ynO' > représente les contraintes
(f) = (fxfyf2> sont les forces surfaciques sur la partie S¢ de la frontiére du solide
ou ov ow  ou o ou ow O ow

(D)= + + -

ox Oy oz dy & 8z Ox B8z Oy

Et

(0):<ax o, 0,0, 0, O‘ﬂ)

1.5 Energie potentielle totale

Le principe des travaux virtuels traduit, sous forme intégrale, I’équilibre du solide soumis

a Paction de forces de volume [ et desurface [

W= .L(( o )dV L(< Af )dV+L( )dS (1.27)

V{u'} avec {u'}:O sur S,
En introduisant dans I’expression du Principe des Travaux Virtuelsla loi de Hooke

généralisée, les relations déformations-déplacements et les conditions aux limites on obtient la

forme intégrale suivante, fonction de u* etde u :
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wi(w,u)=[(e)N[HAe}+{o})aV - [(w){f}aV - j( WAldS=0 (128)

v{u'} avec {u'} =0et {u}={T} surs,

Cette forme variationnelle sert de base pour construire les modéles déplacements éléments
finis.

En admettant que les fonctions de pondération u* et les fonctions solutions u appartiennent au
méme espace de fonctions {méme base de représentation) on obtient la formulation de type
Galerkin conduisant aux modeles déplacements en éléments finis. Les déplacements virtuels

u* sont alors définis comme les variations des déplacements réels :
u'=6(u)=56u  (1.30)

Ou Ou représente la variation de la fonction u, ’opérateur O vérifiant les propriétés

suivantes ;

ou o

_[,5ud,x:5‘[,udx
L’expression de W de type Galerkin est alors :
w(u)=[(Ge)([H]{e} +{a})aV - [(ou){f}aV - [ (su){f}dS=0 (132)
V{6u} avec {Su}=0 et {u}={u} sur S,

On définit la fonctionnelle [T appelée énergie potentielle totale telle que :

a -
W=5(H(u))=—125u=0 (1.33)
Ou

avec T1(u)=TI, (u)-T1_ (u) (1.34)
O I, est ’énergie interne de déformation :
n..m(u):L[—(s(umﬂ]{e(u)}+<e(u)>{ao}]dv (139

Et -,y est le potentiel des forces de volume et de surface (forme linéaire de u):

I, (u)= [{@){f}aV + [(){£}dS 36
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La seconde variation de N est donnée par :
6M1(u)= [(se)[H]{Se}aV >0 V{duj={0} (.37

Puisque [H] est définie positive et que {525}, S5f., 5{0‘0}, 5{G'm} sont nuls par
définition,

La solution {u} du probléme correspond ainsi au minimum de 1’énergie potentielle totale.
Le principe du mintmum de I’énergie potentielle s’énonce ainsi :

« Parmi tous les champs de déplacements cinématiquement admissibles celui qui rend I
minimum correspond a la solution du probléme ».

En supposant que le champ de déplacements puisse se mettre sous la forme :

u=Ng 233
Ou q est le vecteur des degrés de liberté choisis pour représenter le comportement
(coordonnées généralisées particuliéres), et N la matrice des fonctions d’interpolation.

La discrétisation de la forme variationnelle de I'EDP nous donne :

W=YW'=0 Vu (139

Avec
o= LN v = L) fhav + (e Mo)av - ) if}as a0
we =W + W, (1.41)
Et wi = [ (eDH|{ejav + [ (e )Mo, }dV  (1.42)

W, = [ (w {Lyav + [ {w){f}dS (1.43)

De facon générale ’approximation par éléments finis se traduit par :

{#(&,0} =Ny, (0} (1.44)

Avee (2} [jl{gi:} (1.45)

Les relations déformations déplacements s’écrivent :

{e} =[Bl{u,} (146

L’écoture de W* sous forme matricielle nous donne :
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W =( ) (K} -{A))  (147)

we, =(u )i} (148)

avec [k]= [ [BITHIBIY (149)
3= [ (B {o}dv  (150)

()= [INT 3y + 3+ [INT {fsdas (15D)

(k] Matrice de rigidité élémentaire

{f,} Vecteur des forces (équivalentes aux neeuds) élémentajres dues aux forces de volume
et de surface
La matrice [B]} est fonction de ¢&, n, { et destermes de[j] matrice jacobienne de la

transformation des coordonnées paramétriques en coordonnes cartésiennes. Les relations

déformations-déplacements en coordonnées cartésiennes peuvent s’écrire sous la forme :

{&} =[4] {55} (1.52)

Ol [A] contient les termes de [J].

Pour un €lément isoparametrique :

x=(N){x} 5 y=(M{,} 5 z=(N){z,}

u:(N){un} : V:<N){vn} : x=<N>{wn} (1.53)
Avec (M) =(M(& 1, 8) N m &) )
(%)
a¢

[J]= <%‘“i> x,) (0] (23] (1.54)
7

(5¢)
L 64‘ _|

Jit J12 Jis
[/]= Ja Jaz Jas =[-]]-I (1.55)
Ja Fi2 s

L’expression de {ag} est done :
(e} =1B,]fu,} (1.56)

Avec (uy=(u v, Wi v, wy i ) 157)
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N, ]
o4
oN, -
[Bg’]: 0 _a_é; 0 1—1,2... (158)
0 0 N,
L 05 i

N aN,\ _/oN, oN, oN.
vee ot | \oE an oC

Ce qui nous donne :

{ey=[Blu,; 5 [BIF[A][B,] (159

La matrice [N] est :

[N]=

(1.60)

o o =

0 0
N 0 .. =2
0 N

La discrétisation du probléme permet d’obtenir une solution approchée dont la précision
dépend de nombreux paramétres; mais des méthodes permettant de minimiser l'erreur
commise et d’accroitre ainsi la précision. Parmi celle-ci deux méthodes se sont avérées trés
efficaces : il s’agit de la méthode-P et de la méthode-H.

La méthode-P désigne une stratégie de contrble de ’erreur qui consiste a faire varier le
degré d’interpolation des éléments tout en conservant leur taille. Elle s’oppose a la méthode-H
qui consiste a faire varer la taille des éléments tout en conservant Jeur degré d’interpolation.
Cette derniére a déja fait ’objet d’un projet de fin d’études I’année derniére (PFE de 2004-
2005).

Présenté par : Baba LY et Ousmane GOUDIABY - 14 - 2005/2006



EEE——

L

-

Projet de fin d'études utilisation des éléments surfaciques dans 1’analyse structurale

1.6 Les fondements de la méthode-P

Les termes de la matrice élémentaire [k] et du vecteur forces sont calculés par
intégration sur la géométrie d’un élément. Dans certains cas les expressions 3 intégrer se

présentent sous forme polynomiale, le champ de déplacement s’écrit alors sous la forme :
u, = Na, (1.61)
i=1

Une telle approximation est dite hiérarchique si le passage de n 4 n+l n’altere pas les
fonctions de forme N; (1 =1an). L’avantage de ce type d’interpolation est que la discrétisation
initiale peux &re mise & profit pour le calcul des solutions raffinées; et que le systéme
d’équations est mieux conditionné. Elle nous donne les solutions qui sont moins sensibles aux
imprécisions numeériques. Cette maniére d’améliorer la précision en augmentant le degré
d’approximation des éiéments tout en conservant la topologie du maillage et le degré des
éléments est appelée méthode-p uniforme. Elle consiste 4 adopter une formulation
hiérarchique pour la représentation des déplacements, la matrice de raideur relative 4 un degré
donné imbrique celles de degrés inférieurs. La procédure définissant le systéme éléments finis
requiert la construction de la matrice de raideur K et du vecteur des forces généralisées {f}
Comme K et {f} sont de forme intégrale, ils peuvent &tre obtenus par assemblage des matrices

et des vecteurs élémentaires Keet {1}

K, = [, BTHBdV (1.62)
f.= LNTdeV+ L[N’"fsdsf (1.63)

La méthode-P présente de nombreux avantages :

» Elle est plus précise et sa convergence est plus rapide que dans les méthodes
conventionnelles. En effet, pour différentes catégories de problémes, lorsque la
solution exacte est partout analytique, le taux de convergence est exponentiel,
contrairement aux autres méthodes ou le taux est algébrique. Pour des problémes dont
la solution exacte contient un nombre fini de points singuliers, ce qui est le cas dans la
plupart des problémes de statique linéaire, le taux de convergence est algébrique, mais
il est deux fois plus élevé que celui de la méthode-H par exemple. Aucun verrouillage

numérique dd a [a quasi incompressibilit¢ de certains matériaux n'est observé.
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Cependant, lorsque le coefficient de Poisson est plus proche de 0.5, la convergence
asymptotique de ta méthode-P s'obtient a partir d'un degré plus élevé.

» En plus du fait de la formulation hiérarchique utilisée pour la représentation des
déplacements, la matrice de raideur relative a un degré donné imbrque celles de
degrés inférieurs. Ceci permet d'obtenir de maniere économique une séquence de
solutions au lieu d'une seule solution. Les sotutions convergent de maniére strictement
monotone, ce qui permet d'estimer 1'énergie potentielle totale exacte du probleme a
partir de trois solutions consécutives en utilisant une procédure d'extrapolation de

Richardson. L'erreur globale peut ainsi étre estimée.

La géométrie peut €ire représentée de maniére exacte, ce qui évite les erreurs liées 4 sa
modélisation.

» Enfin la tAche de modélisation est réduite car le maillage contient peu d'éléments et
peut étre directement obtenu par division des volumes en macroéléments (maillages

structures).

La méthode-P présente cependant certains inconvénients :

» laméthode-P convient bien pour une analyse détaillée des composantes d'une structure
complexe. Par contre, la méthode-H semble plus adéquate pour obtenir une solution
globale car le maillage structuré d’une piece mécanique comportant plusieurs niveaux
de détails est trés difficile & réaliser et aboutit souvent a un grand nombre d’éléments.

> De plus, pour des problémes dont la solution contient un nombre infini de points
singuliers (cas des structures composées de plusieurs matériaux ou en régime
¢lastoplastique.), la méthode-P n’est pas la meilleure du point de vue de la
convergence, car pour un méme nombre de degrés de liberté, la matnce de rigidité
refative a la méthode-P est plus dense, ce qui augmente les demandes en ressources
pour la résolution du systéme.

» Enfin la méthode-P est difficile 4 mefttre en ceuvre dans un code n’ayant pas d’outil de

post-traitement pour des éléments de degré élevés.

Pour un modéle cinématiquement admissible, le champ des déplacements doit étre
continu. Par conséquent, les fonctions de forme doivent l'étre aussi. Pour faciliter les

traitements numériques, il faut choisir des fonctions relativement simples, par exemple des

]
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polyndmes. De plus, pour réduire l'erreur numérique, il faut que le systéme d'équations
éléments finjs soit bien conditionné, et ce surtout pour les problémes & grand nombre de
degrés de liberté. Ces conditions impliquent le choix des fonctions de forme construites &
partir de fonctions polynomiales simples possédant certaines propriétés d'orthogonalité telles
que les polyndmes de Legendre. Il existe trois espaces polynomiaux bidimensionnels

fréquemment utilisés :

s Espace S(V) ou famille “Serendipity":
11 correspond 2 l'ensemble de tous les mondmes &'’ avec i, j = 0,1,..., p et i+j= 0,1,..., p.

Avec en plus, st p= 1, le mondme &77et, si p = 2, les mondmes £7netén?. Ces mondmes

supplémentaires n'augmentent pas le degré sur les cdtés de ['élément de référence.

» Espace SP(V) ou famille de "Lagrange” :

I correspond & 'ensemble des mondmes &£'n’ avec i=0,1,..., petj = 0,1,..., q.

o Espace $79(V)ou famille mixte :
Il est composé de l'ensemble des mondmes communs 4 SPVyeta$ PV

formellement : $77 (V)= §"(V) nS */(V)

Les fonctions de formes hiérarchiques sont généralement choisies dans 1’espace de
Serendipity [Szabo & Babuska 1991] ; elles sont définies 4 partir des polyndmes de Legendre
Pi(x) définie [-1, 1] qui s’écrivent :
HE(x) =1
1 4 "
Pix)= [xz—l ] , n=1273, ..
f?( ) 2nn!dxn ( )

Iis sont solutions de 1'équation différentielle suivante pourn =90, 1, 2,...:

(1.64)

(1-2x?)y" -2xy"+n(n+1}y =0 (1.65)

Ces fonctions de forme peuvent &tre classées en trois catégories :

¥ Les fonctions de formes nodales :
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N, (&)= %(1 +&E)(1+mm)  i=l,...,4

> Les fonctions de forme de coté :

Coté 1 : N (g,r;)=l(1—f;)q>,.(§) i=2,..p

2
Coté2: NP (&,7m)= %(1 +&E)@,(n) 1=2,..p
Coté 3 : N,.(3’(§,q)=%(1+n)d),(§) i=2,..p

Cotéd: N {(&,7)==(1-&)D,(n7) i=2,...p

o | —

T

> Les fonctions de forme intemes ;

|
Ny (&,7) =D&, (n) k=L (p=2)(P=3)
Avec 1,j=2,....,p-2;i+=4,.. ,petp=4

Etavec @,(x) = \/% L P_ (t)dr i=2.3,.... (1.66)

1.7 Intégration numérique

Il est clair que pour résoudre le systeme [K][U] = (F], il y a des intégrations a faire car pour
avoir la matrice de rigidité [K] il faut intégrer sur ’ensemble de )a structure. Si on utilise un

ordinateur pour déterminer les solutions du systéme, il faut faire des intégrations numériques

1.7.1 Méthode de Newton-Cotes

Cette méthode utilise n points, x;, répartis régulierement sur [-1,1], avec des
poids w;. Le probléme est de déterminer la position et la valeur des poids pour avoir une

intégration exacte dans certain cas et donc ;

I=[fxde (1.67)
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Exemple:

Prenons x;= -let 1. Déterminons les poids.

w o+ w, =2
(W, =w,)x, =0 wo=w, =1
9 2= !
W, +w, ) =— Xy ==Xy ==
I(I ,) 3 i 2 3
(W, —w,)x, =0

W+ w, =2
= =S>w =w, =1

w—w, =0
Donc avec deux points -1,1 ayant des poids égaux a 1, nous intégrons de fagon exacte un

polynéme d'ordre 1. Mais que se passe-i-il avec un polynéme d'ordre supérieur ?

1
I= ‘[ax2+bx+c)dx=§a+2c

wf(-D+w, f(})=2a+2c

Il semble donc qu'avec deux points et la méthode de Newton Cotes, on intégre seulement un

polyndéme d’ordre 1

Il est & remarquer que la méthode de Newton-Cotes intégre exactement un polyndéme d'ordre

n-1 avec n points.

L7.2 Méthode de GAUSS

Le principe de la méthode reste le méme, mais il faut prendre les points de fagon

symétrique a 0 et dans]-1, 1.

Prenons deux points xj, X,, ayant des poids respectifs wi, w, et un polyndme d'ordre 1

I= f(ax+b)dx=2b=w f(x)+w,f(x,) (168)
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W+ w, =2 \
< 1 xw +x,w, =0 =>deux types de solutions

X ==X

Donc avec un seul point il est possible de déterminer l'intégration exacte d'un polyndme

d'ordre 1.

Prenons maintenant un polyndme d'ordre 3 et deux points :

|
I= jax3+bx2+cx+d)dx=%b+2d=w,f(x])+w2f(x2) (1.69)
-1
W+ w, =2

(W —wy)x, =0 w o =wy =1

1 2= 1

x,z(w,-i-w?):g x,=—x2=—3

\(W| _Wz)"’cl3 =0

On observe qu'avec seulement deux points on intégre exactement un polyndme de degré 3

Il est & remarquer que la méthode de Gauss permet d'intégrer exactement un polynéme
d'ordre 2n-1 avec n points.

La méthode de Gauss est aussi utilisée dans le cadre de la méthode-P pour I'intégration
des polynémes de degré p. Les formules ainsi obtenues sont parfaitement symétriques et

I"intégration utilise (p+1)*(p+1) points de Gauss pour un domaine quadrangulaire.
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1.8 Modélisation des éléments surfacigues

1.8.1 Les fonctions de forme ou fonctions d'interpolation

Les fonction de forme ou fonctions d'interpolation sont les fonctions qui relient les
déplacements d'un point quelconque intérieur & un €lément aux déplacements nodaux qui sont
les degrés de liberté dans le cas de I'approche cinématique : il y a pour un élément autant de
fonctions de forme que de degrés de liberté dans I'¢lément Elles assurent le passage du
probléme continu au probléme discret, la connaissance du déplacement en quelques noeuds

discrets permettant de reconstruire I'intégralité du champ de déplacement par la relation
u=[N){d}

ol les degrés de liberté rangés dans le vecteur {d} sont les déplacements des noeuds du
maillage. Le déplacement en un point de I'élément n'est qu'une combinaison linéaire des
déplacements nodaux, dont les intensités sont les valeurs des fonctions de forme en ce point.

Entre autres propriétés, la fonction de forme doit étre telle que la continuité du déplacement

inter-¢lément soit garantie.

I en résulte que la fonction Ni associée au degré de liberté d,‘ y prend pour valeur 1 car le

déplacement physique dans une direction en un point matériel situé sur un noeud du maillage

est égal a la valeur du degré de liberté d,- qui le représente. D'autre part, elle a pour valeur O

sur tous les autres degrés de liberté de 1'élément car le déplacement sur un cdté ne doit
dépendre que des déplacements des noeuds situés sur ce coté pour respecter la condition de

continuité inter-élément.

L'approche 1a plus simple pour décrire le comportement d'un élément consiste a représenter

son champ de déplacement interne par des développements polynomiaux.

Dans le cas bidirectionnel] par exemple, pour un €lément rectangulaire & interpolation

linéaire, I'approximation du déplacement sur I'élément s'écrit

u(x,y)

U(x,y)|=
V(9] [v(x,y)
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Plus explicitement cette relation se met sous la forme

u(x,y)=a, to,x+a,y+a,xy

ou {U.}=[Gl{a}

V(X, V)= s + 0 X + O,y + o Xy

ol {a' } est le vecteur des coordonnées généralisées qui n' a aucune signification physique.

1 x y xp 00 0 0

E G|=
t []OOOOIxyxy

1l est nécessaire de connaitre le déplacement aux nceuds de 1’élément pour déterminer les

inconnues &;,i=12734 et pouvoir ainsi reconstruire le champ de déplacement continu : il

faut si possible autant de degrés de liberté que d'inconnues généralisées. On prend les

déplacements nodaux de 1’élément rectangulaire par exemple :

i ui .
U =4"1i=1,2,3,4
vl'
car on choisit les déplacements aux noeuds du maillage pour inconnues du probléme.

En considérant les coordonnées des nceuds d’un élément la relation (xx) permet d’écrire :

ol {a'} et un vecteur colonne constitué des huit coefficients &; ) 5 g et

[C] est la matrice des coordonnées nodales
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(L ox, oy, oxy 0 0 0 0]

0 0 0 0 1 x y xy

I x, v, %9, 0. 0 0 O

0O 0 0 O 1 x, y, x»
[€]= 1 x y, xy;, 0.0 0 0 2

0 0 0 0 1 x5 ¥y x

1 x, . xy, 0 0 0 0

0 0 0 0 1 x5 y, x|

Lorsque la matrice [C] est inversible, il est possible d'exprimer les coordonnées,

généralisées en fonction des degrés de liberté :

[a]=[c U] 63
soit encore [U] = [G:H:C_I:I[Ue] =[Ne][Ue] (5.4)

La matrice [N e] est la matrice des fonctions d'interpolation ou fonctions de forme de

I'¢1ément, elle contient les fonctions N, associées a chaque degré de liberté.

Elle est donnée par :

[N]=N, 0N, 0N, ON,O
““ 10 N ON, 0N, 0N,

et les fonctions d’interpolation N; ,1=1,2,3 ,4 sont données en fonction des coordonnées
P

parameétriques par :

N1 =

£

(n-1)(E-1) Ny =7 (= 1) (1+8)

1
Ny= g (L) (1+8) Ny== 7 (L+m) (E=1)

Présenté par : Baba LY et Ousmane GOUDIABY - 23 - 2005/2006



Projet de fin d’études utilisation des éléments surfaciques dans ’analyse structurale

Si [C] n'est pas inversible, c'est qu'il n'y a pas unicité de la relation entre les coordonnées
généralisées et les degrés de liberté. Il existe alors différentes techniques permettant
néanmoins d'inverser [C] de maniére & définir les fonctions de forme, comme par exemple la

condensation de certains degrés de liberté. Le champ de déplacement devant étre continu dans

la structure, les fonctions de forme le sont aussi.

i
Plus généralement, si le déplacement est de classe C | alors les fonctions de forme doivent
I'étre aussi. De maniere a pouvoir représenter des mouvements de corps rigides ou des états de
contrainte localement ou globalement uniformes, les développements polynomiaux initiaux

doivent contenir un terme constant non nul et les termes linéaires.

Pour un ¢lément triangulaire du premier degré, comportant trois degrés de liberté de
translation sur x et sur y, il faut un terme constant et deux termes lingaires, définissant un
polyndme complet d'ordre 1:

u(x,y)=oa, +ox+a,y
Pour un triangle du second degré, il faut trois termes de plus. On peut choisirx*, y* et xy ce

qui conduit & un polynéme complet d’ordre deux.

1.8.2 Fonction de forme type Lagrange

Une fagon simple de générer des fonctions de forme pour les éléments rectangulaires ou
cubiques orientés parallélement aux axes structuraux consiste a effectuer des produits de
polyndmes de chaque variable, la continuité le long des bords devant étre respectée d'un
élément a celui qui lui est adjacent. Cette condition de continuité impose qu'l y ait
exactement (n+1) valeurs connues sur les bords d'un élément de degré n, donc n nocuds. En

supposant une approximation linéaire selon chaque axe, on détermine

u(x, y)={a, +ax)(b, +by) ou u(x,y,z)={(a,+ax)b,+by)c, +cz)

Ce méme type de développement peut €ire réalisé pour des interpolations paraboliques,

cubiques ou plus selon chaque direction. Pour des degrés supérieurs a 1 , il est nécessaire de
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définir des noeuds sur chaque aréte mais aussi des noeuds internes, ce qui enrichit le
comportement de I'élément mais augmente le nombre de degré de liberté de 1'élément (figure
5.1).

* ) ¢ © * * ——
[ . *® ®
[ 4 L [ |
® * =* 3
. . » o . . o——c—0
degré 1 degre 2 degré 3

Fig.I.1 : Position des nceuds pour les carés de Lagrange

Les fonctions de forme associées a ces noeuds internes, appelées « modes bulles », n’ont pas
d'incidence sur les éléments voisins. C'est la raison pour laquelle on élimine parfois des
degrés de liberté internes par condensation, le temps nécessaire pour cette opération au niveau
de chaque éiément €tant nettement compensé par le gain de temps résultant de la réduction de
taille du systéme a résoudre.

Tous calculs faits, les fonctions de forme A, sont des produits pour chaque direction des
polynémes de Lagrange d'ou le nom donné a cette famille. On peut aussi les construire
indirectement par application de Ja formule les définissant.

Pour une barre du premier degré parallele 4 ’axe des x, avec x, =0 et x, =L,

B P N (A () [ Pt B
X, =X, x—-x, L

Mx)=

Au second degré, on calcule directement avecx, =0, x, =L/2 et x, =L :

_ r-x)x-x) X X
M= (= x,)(x% —x;) AR

Nz(x)=4i—(1—%)
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N;(x)%(z%—l)

Méme lorsqu'il s'agit de fonctions de forme associées & des degrés de liberté dans le plan de I
élément, la représentation graphique qui en est faite est transversale, ce n'est que la valeur
prise par la fonction en un point.

La figure 5.3 illustre la fonction de forme associée 4 un nceud d'élément quadrangulaire
linéaire : elle prend la valeur 1 sur Je noeud considéré et 0 sur les autres pour garantir la

condition de continuité inter-éléments.

Fig.1.2 Mode bulle associée a un nceud interne

0

Fig.l.3 : Fonction de forme associée 4 un nceud sommet

1.8.3 Fonction de forme tvpe Serendip

On ne rajoute des noeuds que sur les arétes des éléments pour augmenter leur degré.
Au premier degré, les éléments de Lagrange et de Serendip sont identiques.
Au second degré, le rectangle de Serendip est défini par 8 noeuds alors que celui de
Lagrange est défini par 9 noeuds (figure 5.4). Les fonctions de forme de ces éléments sont

classiques et connues.
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Au second degré par exemple, pour des carrés de coté 2 dont les bords sont paralléles aux

axes structuraux, les coordonnées x ¢t y variant de -1 a +1, les fonctions de forme sont :

pour le noeud x=lety=1 N, =-1/4(1+x)(1+ y)1-x-y)
pour le nceud milieu x =0 et y =1 N, ==1/2(1-x*)(1+y)
pour le nceud milieu y =0 et x = -1 N =1/2(1- y" )1 +x)

Pour déterminer les fonctions manquantes, il suffit de remplacer x par -x et y par -y.

Ces fonctions de forme sont faciles a construire pour les deux familles si les éléments ont des
bords droits paralléles aux axes structuraux, si les quadrilateres sont des rectangles ou des
carrés, les hexaédres des cubes. Dans le cas d'un quadrilatére non rectangulaire (figure xx), se

pose le probléme suivant I’expression du champ de déplacement fait intervenir un terme en
x> .0r il n'y a que deux noeuds sur ce cote, donc la continuité avec I'élément voisin ne pourra

pas é&tre garantie.

» a ¢  —] 19
® [ ]
* 0
: !
. . e —o —o—
degré 1 degré 2 degré 3

Fig. [.4: Position des noeuds pour les carrés de Serendip
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Fig. I.5: Quadrilatére non rectangulaire

La détermination des fonctions de forme d'un élément de forme simple mais dont les sommets
et les noeuds milieux éventuels ont des coordonnées (x, y) ou (x, y, z) quelconques est
quasiment impossible analytiquement. Les fonctions de forme sont par contre relativement
faciles a déterminer pour des éléments tres particuliers tels le carré de coté 2, le cube de coté
2, dont les bords sont paralléles aux axes structuraux ou dans le repére barycentrique pour les
éléments basés sur une formulation triangulaire.

Ces éléments de forme particuliere, décrits dans le systéme de coordonnées intrinséques

(&,m) ou (£,1,4) , ces paramétres variant de -1 a + |, sont appelés éléments de référence
ou éléments parents et permettent d'éerire simplement les conditions de continuité sur les
bords. IIs jouent un trés grand rble en pratique car pour évaluer les caractéristiques de raideur

de la plupart des éléments vrais, on se raméne aux ¢léments parents qui leur correspondent.

1.8.4 Eléments de membrane
Une membrane est une structure plane dont une dimension est trés petite par rapport aux
deux autres et qui n'est sollicitée que par des charges dans son plan lorsqu'elle est
bidimensionnelle. Le s membranes peuvent en effet étre soit bidimeunsionnelles soit
tridimensionnelles, mais dans le repére propre attaché a chaque élément, le comportement
mécanique est de I'état plan de contrainte. Par définition, les membranes n'ont pas de raideur

transversale : dans un certain nombre de cas, les programmes introduisent des axes locaux
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automatiques, détectent des pivots nuls ou presque nuls et bloquent des degrés de liberté dans
ce systéme local en dénaturant le probléme posé. Pour cette raison essentielle, on préfere
utiliser des coques dans I'espace et on réserve les membranes pour des modeles
géométriquement bidimensionnels, ou pour le calcul des contraintes de peau en tapissant les
volumes de membranes

L'épaisseur e est toujours dirigée selon I'axe z. Le plan de symétrie situé & mi-épaisseur est

conventionnellement le plan xQy et porte le nom de feuillet moyen (fig. 1.5).

0 ‘;": fuillet royen

Fig.l1.6 : feuillet moven et axes d’une membrane

Hypothéses de la théorie des membranes :

» Iln'y aaucune charge transversale sur la membrane O, = 0,
» Aucun effort tranchant n’est appliqué perpendiculairement au plan de la membrane

7. =0 , par réciprocité les contraintes tangentielles 7,

. « et 7, sont nulles;

» Aucun moment ne peut étre appliqué autour d'un axe quelconque du plan, car cela
engendrerait des contraintes 7, et 7, et un déplacement transversal perpendiculaire
au feuillet moyen,

La déformation £, est non nulle et est donnée par la relation suivante :
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Elle correspond & la variation relative d’épaisseur de la membrane sous la charge appliquée.
Une caractéristique du comportement membranaire est la symétrie du champ de contrainte par
rapport au feuitlet moyen: sous I’action d'une charge dans le plan, la contrainte est

uniformément répartie dans |’épaisseur (fig.1.7).

:

Fig.I.7 : Répartition des contraintes dans une membrane

On définit les flux d’efforts dans la membrane par les trois relations suivantes :

+ef2 +e/2 +efl
N, = I o,dz N, = J o,dz N, = J 7,,dz
-ef2 —-ef2 -ef2

Ce sont des forces par unité de longueur qui s'expriment en Newton par métre (N/m).
La membrane est un élément de ]'élasticité bidimensionnelle a définition surfacique, seul est
décrit son feuillet moyen. Il est donc indispensable de donner au programme ['épaisseur de
['élément, répartie symétriquement de part et d'autre du feuillet moyen. Différents types de
mailleurs automatiques bidimensionnels permettent la génération de ces éléments, de forme
triangulaire ou quadrangulaire.
Qutre la topologie, il faut obligatoirement fournir a un programme d'analyse linéaire pour un
matériau isotrope les caractéristiques suivantes:

» Module de Young,

» Coefficient de Poisson,

» Epaisseur.
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Masse volumique, coefficient de dilatation thermique ne sont nécessaires que pour
Certains type de calcul : analyse modale, réponse dynamique, calcul statique sous chargement

thermique.

1.8.5 Eléments finis de membrane

Il existe généralement deux éléments de membranes, un triangulaire et un rectangulaire,
définis conventionnellement ans le plan xOy (fig.1.5).

Au premier degré, ces éléments ont des bords géométriquement rectilignes .Chaque nceud
posséde deux degrés de liberté de translation dans le plan, notés u et v tous les deux alimentés
raideur. Le triangle est topologiquement défini par 3 noeuds et a 6 degrés de liberté, Le
quadrangle est topologiquement défini par 4 nceuds et a 8 degrés de liberté. Ces éléments sont
en général sensiblement trop raides et il en faut un grand nombre pour converger vers la
solution attendue. 1 existe néanmoins dans certains codes des éléments < extérieurement> du
premier degré, a bords rectilignes, mais qui, de par leur construction (intégration sélective du
cisaitlement) donnent d'excellents résultats.

Les membranes sont souvent disponibles au second degré. Le degré des champs de
déplacement est enrichi par ['adjonction d'un noeud supplémentaire sur chaque bord. C'est le
noeud milieu qui posséde lui aussi les deux degrés de liberté de translation dans le plan u et v.
I1 devient alors possible de prendre en compte la courbure géométrique de I'élément. Le
triangle est défini par 6 noeuds et 12 degrés de liberté, le quadrangle par 8 noeuds et 16 degrés
de liberté. Ces éléments sont plus souples que ceux du premier degré et le raffinement du

maillage peut parfois sembler grossier bien que la solution seit numériquement satisfaisante

L..

Fig.l.8 : éléments du premier degré Fig.1.9 : éléments du second degré
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Dans le cas de membranes tridimensionnelles dans le repére propre de ['¢lément, un noeud n’a
que deux degrés de liberté mais dans | repére structural, il ¥ en a trois par noeud dont un qui
peut étre non alimenté en raideur selon 'orientation de la membrane par rapport au repére,

1.8.6 Eléments de plaque

Une plague est un solide limité par deux plans paralléles voisins d’équation z = ilt , oll

t(x,y) est P'épaisseur de la plaque. Le plan (Oxy) est appelé plan moyen (ou feuillet moyen)

de la plaque et ausst plan de référence.

Ce sont des structures en état plan de contraintes admettant des déplacements verticaux
suivant l'axe z,

Hyvpothéses de la théorie des plaques

Le milieu est homogene et isotrope.

La déformation transversale ¢, estnulle (£, =0)

» La contrainte o, est négligée par rapport aux autres composantes du tenseur des

contraintes.
» La prise en compte de la variation du cisaillement transversal par introduction d’un
coefficient correctif k sur les contraintes tangentielles.

> Les inconnues cinématiques utilisées seront : le déplacement transversale w et les

rotations &, €16, des sections normates au plan moyen dans les plans (Oxz) et
(Oyz) respectivement.

> Les efforts de membrane €tant négligés on aura les moments de flexionM,,M,, M
et les efforts tranchants Q, etQ, produit par le chargement de la plaque sur son plan

moyen.

1.8.6.1 Equations cinématiques

Ces hypothéses nous permettent d’établir que les déformations linéaires s”écrivent :

E=e—zY

T— .
avec € —[81 Sy Exy Y ’Yﬂ],

Présenté par : Baba LY et Qusmane GOUDIABY - 32 - 2005/2006



Projet de fin d'études utilisation des éléments surfaciques dans [’analyse structurale

ux +u.\f] )

¥ - T
Déformations de membrane : € :[ux u

¥
Courbures : %" =[B” B,, B, + B,,x] ;

Déformations de cisaillement transversal : vy = [w‘l +B, w, + BYJ

Pour I'effet flexionnel, le champ de déformation s’écrit :

Ex _szx
£, -zp,,
a=[x]= Yo |=|-zB,, +8,.)
", W, +B,
Yul | WatB
Ou encore :
e=LU
B, | [aex 0 0
By 0 dloy 0 |B,
B.,+B,.)|=|/6y aox 0 B,
w, +B, 10 gax|w
| wy+B, | |0 1 9oy
Avec ;
B.=-0,
ﬁy=_9_\'
-6, | [o/x 0 O
0, 0 oJoy O —E)y
GH—OM = 8/6)/ a/ax 0 Gx
w,—6, 1 0 dfox| w
L Wx+9x ] L 0 l a/aJ}

Présenté par : Baba LY et Ousmane GOUDIABY - 33 - 2005/2000



Projet de fin d’études utilisation des éléments surfaciques dans |’analyse structurale

1.8.6.2 Equations d’équilibre

Les sollicitations sur les plaques créent :

des contraintes Normales : o, 0,

N des contraintes de cisaillement : 7,, 7 7, (fig.1.9)

Fig.].10 : répartition des contraintes dans une plague

Cet état de contraintes engendre :

. lesmoments: M M M_

. les efforts de cisaillement ou efforts tranchants : O, et O, (fig.1.10)

Fig. [.11: efforts résultant sur une plague
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Les équations d’équilibre en un point P(x,y,z) sont :

G, t0,,, t Ty +f,, =0

Cux t0,, +1,, +fv.v =0

XX

Tyax T Tyny 70, +1,=0

fz £y, fux sont des forces par unité de volume.

En faisant I’équilibre global sur 1’épaisseur on obtient :
Q.. +Q,, +1,=0 (1.10)
L’&quilibre des moments par rapports aux axes x et y s’ écrit :

M,,+M_ +Q,+m =0

MX)’.X + My,_\' + Qy + my :0 (111)
Avec .
£, | fw (X,y,2)
F=of,t= [0 f,(x,y,2)}dz
f, Pl fL(x,y,2)
m Lf,.(x,y,2
m = = _[Zt (x,y,2) zdz
my 2 fvy(x:YsZ)

f,, f, ,,m . m y sont des efforts par unité de surface moyenne

On a ies moments et efforts tranchants qui sont données par :

t/2 t/2 F
-t/2 ~t/2 Y2
tf2 tf2
Q,= [r,dz Q= [7,dz (1.13)
-t/2 ~1/2
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M, , My et M, : moments ou efforts résultants de fiexion (N.m/m)

Q. et Q, : efforts résultants de cisaillement ou efforts tranchants (N/m)

M X 1/2 c x Q x tﬁ T ZX
M y = I o v zdz ; Q = '[ T dz (114)
M “2 | g Y -t/2 zy

Xy Xy

En un point situé sur le contour S on a les efforts tranchants Q,, et moments M, M yn QUI
s'écrivent :
Q,=0Q,n, +Q,n,
M, =Mn +M_n_ (1.15)
M, =M_n +Mn,

Ou ny et n, représentent les cosinus directeurs de la normale en S.

Sur un contour S¢ partie du contour A ou les efforts sont imposés, les Qn, My, Myn
représentent les efforts imposés notés F,, M, M,.

Sur un contour S, partie de A ol les rotations et déplacements sont imposés les Qn, My, Myy,
représentent les réactions d’appul.

Ces relations d’€quilibre peuvent s’écrire sous forme matricielle par :

Loc+b=0; (1.16)

gjox 0 ey 1 0
0 ofoy dfox O ] "Mxyr' m, = {0} (1.17)
0 0 0 d/ax dlay| |0, /.

Q
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1.8.7 Eléments de cogue

Une coque est un solide ou partie de solide dont une Jimension appelée épaisseur est petite
vis-d-vis des deux autres et qui admet un plan de symétrie passant par le milicu de ' épaisseur,
appelée feuillet moyen.

Par convention, dans le repére de I’élément, ce plan de symétrie est le plan xOy et I' axe z [ui

est perpendiculaire.

o frullet moyen

Fig.1.12 : Feuillet moven d'une coque

Dans ce chapitre, nous n'étudierons que Jes coques a définition surfacique, c'est-a-dire
représentées uniquement par leur feuillet moyen. Les coques épaisses, a définition volumique,
c'est-a-dire explicitement définies par leur topologie tridimensionnelle, s'apparentent aux
¢léments de volume ef ne sont pas étudiées. Une coque est la superposition d'une membrane
{(ne travaillant que dans son plan) et d'une plaque (ne travaillant que perpendiculairement &
son plan). C'est un é]ément irés général puisqu'il accepte tous les types de chargement : la
coque est ['element fini le plus largement utilise. il peut y avoir couplage entre les deux effets
mécaniques membrane/plaque, mais en régle générale, pour la modélisation des structures
constituées de matériaux isotropes en analyse linéaire, les comportements membranaires et

flexionnels sont découplés tant que les coques sont planes et sont étudiés séparément.

Les contraintes de plaque sont reparties antisymétriquement par rapport au feuillet moyen,
distinguant ainsi les problémes de flexion de ceux d'extension pour lesquels la répartition des

contraintes est symétrique par rapport au feuillet moyen (figure...).
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mb
membrane 7l

Fig. [.13: contraintes dans une membrane et une plaque

Les coques sont triangulaires ou quadrangulaires, a bords rectilignes ou courbes elles peuvent
étre générées par des mailleurs automatiques bidimensionnels ou tridimensionnels
surfacigues. Outre la topologie, il faut obligatoirement fournir & un programme d'analyse
linéaire, pour une structure en matériau isotrope, les caractéristiques suivantes :

» module de Young,

» coefficient de Poisson,

> épaisseur.
Masse volumique, coefficient de dilatation thermique, ne sont nécessaires que pour certaing

types de calcul.

1.8.7.1 Hypothéses de la théorie des coques

Dans la théorie linaire des plaques isotropes, trois ou quatre hypothéses sont généralement
admises [réf.1]:

Hypothese 1 : les contraintes normales au plan de la plaque O, sont négligeables par rapport

aux contraintes existant dans le plan de la plaque : o, =0

Hypothése 2 : les pentes du feuillet moyen restent petites par rapport a l'unité, et ceci dans
n'importe quelle direction. De plus, le feuillet moyen ne subit aucune déformation du fait de la
flexion.

Hypothése 3 : les points situés dans un plan orthogonal au feui]let moyen sont dans un plan
aprés déformation.

Hypothése 4 : un plan orthogonal au feuillet moyen avant déformation I’est encore aprés
déformation.

Les hypothéses 1-2-3-4 conduisent aux coques dites minces, dites de KirchhofY dites sans

déformation a 1'effort tranchant.

Les hypothéses 1-2-3 conduisent aux coques d'épaisseur modérée, dites de Mindlin ou

Reissner ou Hencky, dites avec déformation a l'effort tranchant.
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La théorie basée sur les hypothéses 1 & 4 donne de bons résultats tant que 1'épaisseur reste
petite par rapport aux autres dimensions du panneau ou de la structure, et lorsque le matériau
posseéde un module de cisaillement transversal G élevé. Pour un matériau isotrope, G est du
méme ordre de grandeur que le module de Young E et I'élancement géométrique seul permet
de choisir le type de coque adaptée 4 la structure a modéliser, L’élancement & prendre en
compte pour les

coques a définition surfacique est celui de la structure ou du panneau et non pas celui de
I'élément fini : un panneau de 20x20x1 est considére comme mince (théorie de Kirchhoff), et
peut étre modélisé par 20x20 éléments de coque mince, méme si chaque élément pris
individuellement est un cube delx1xt.

Dans certains cas, 1l est nécessaire d'apporter a cette théorie une amélioration en supprimant

I'hypothése 4 : la rotation de la section est alors différente de la pente du feuillet moyen.

1.9 Procédure de résolution

La méthode des éléments finis est une technique particuliére d’approximation de fonctions
solutions par sous-domaines. La forme variationnelle définie sur le milieu continu est ainsi
représentée par une forme variationnelle dite discrétisée qui fait intervenir les inconnues
nodales {U} qui sont les valeurs des fonctions d’approximation en certains points appelés

nceuds de chaque sous-domaine.

1.9.1Démarche de résolution par éléments finis

Apres avoir posé le probléme physique & résoudre sous forme d’une équation différentielle ou
aux dérivées partielles & satisfaire en tout point du domaine Q, avec des conditions aux limites
sur le bord 0C2 ; on construit une formulation intégrale du systéme différentie] 2 résoudre et
de ses conditions aux limites : c¢’est la formulation vanationnelle du probléme. A partir de la

nous procédons comme suit :

» On divise 2 en sous domaines : ¢’est le maillage. Les sous-domaines appelés mailles

ont un volume V° tel que :
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V=Y v = volume totale du domaine \ B\ ¢ /

EtW =YW

» On choisit la famille de champs locaux, c'est-a-dire a la fois la position des neeuds

dans les sous-domaines et les polyndmes (ou autres fonctions) qui définissent le
champ local en fonction des valeurs aux nceuds. La maille complétée par ces

informations et ainsi appelée élément. Ainsi :

EEF=(NE)]x} amn

Ou : {x} position d"un point ; {x,} coordonnées des nceuds définissant V*

Coordonnées paramétriques &, 77, £

[N] fonctions d’interpolation en vanables paramétriques

La représentation de la fonction solution {u} sur chaque élément :

() =[N ()] {e} o §ut (@)=~ ()] {u*.} (1.71)

{u} fonctions solutions : {u*} fonctions virtuelles

{u,} variables nodales caractérisant ]a fonction solution

On raméne le probléme & un probléme discret : ¢’est la discrétisation. En effet, toute
solution approchée est complétement déterminée par les valeurs aux neeuds des
éléments. Il suffit donc de trouver les valeurs a attribuer aux neeuds pour déerire une

solution approchée. On procéde au calcul élémentaire : sur chaque élément on caicule

Wetelque W =) W* ona:

=K - (1) am
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[k] matrice de rigidité de Pélément
et £, vecteur élémentaire des sollicitations.

on procéde ensuite a |’assemblage des matrices de rigidité et des vecteurs des
sollicitations de chaque élément pour obtenir une matrice globale notée [K| matrice
de rigidité de tout le systéme et un vecteur {F} représentant toutes les sollicitations

que subit le systéme.

=3 =20 )k -{2)) (173
w=(U)(K[Ul-{F) =0 v{U} 74
Soit [K){U}={F}
> Résolution, en tenant compte des conditions aux limites, trouver {U} tel que :
[K){U}-{F}=0

Dans le cas ol Je systéme est Jinéaire ¢’est-a-dire si la matrice [K] est définie positive,

nous obtenons :

-1
(U =[] {r}
Nous obtenons ainst le vecteur {U} représentant le champ de déplacements qui est I’inconnue

du probléme.

1.9.2 Post-traitement

Afin de permetire a l'ntilisateur une analyse aisée de la solution éléments finis on procéde 2
I’évaluation de certaines grandeurs qui dépendent fortement de la physique du probléme
étudié, dans le cas de I’élasticité linéaire, ces grandeurs sont les déformations et les
contraintes. A partir du vecteur solution du systéme d’équations linéaires & I’aide des relations
de compatibilité (pour le calcul des déformations) et de la loi de Hooke généralisée {pour les

contrajntes) ¢’est-a-dire :

ou ov ow
Ex=—— 6, =—— ;& = —
ox oy 0z
ou Ov ov . ow ow N Ou
Vo St Yy Tt Ve Tt
Yo%y ox 'Y oz oy Y Ox oz
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et
’_l -V v 1% 0 0 0 1
(o, ] v o l-v v 0 0 0 e, T
O'», 8}3’
. E S
o, (+v)(1-2v) 0 0 0 1-2v 0 0 2e,
o, 2 2¢
o, | o o o o ! _22" 0 |26,
0 0 0 0 o 1=
L 2
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Partie Il : Interface graphique et code de calcul par éléments finis

On a connu au cours des derniéres décennies un avancement remarquable dans le domaine du
calcul numérique et en mécanique des structures. Cette avancée est surfout due au
développement dans la conception des ordinateurs conjugué au développement paralléle en
génie logiciel. C'est ainsi que les logiciels de calculs scientifiques empruntant de plus en plus
la vote des langages naturels ont connu un essor remarquable. Des outils numériques de plus
en plus conviviaux et performants permettent de résoudre des problémes réels de plus en plus
complexes dans divers domaines comme le génie civil, le génie mécanique, la physique, les

mathématiques appliquées, la géologte, 1’ astrophysique, la géophysique, ete. - .

Dans cette seconde partie du projet, nous proposons de développer et d'appliquer la méthode
des éléments finis aux problémes d'analyse structurale des éléments surfaciques dans un
environnement éléments finis orienté objet et de pré développer un outil de calcul numérique

pouvant étre réalisé avec Visual Ci+.

I. Rappel de la programmation orientée objet POO

D’abord pourquoi te C++ :c’est avant tout une nécessité de répondre 4 des besoins générés par
de gros projets. Il nécessite une fagon de travailler plus rigoureuse pour un code plus
structuré, extensible, réutilisable et enfin st possible portable. Ceci est assez limité lorsqu’on
ufilise un langage simplement structuré tel que le C ou Turbo Pascal.

La programmation orientée objet (POQ)

La POQO est une solution qui permet d’introduire le concept objet justement, qui consiste en
un ensemble de données et de procédures qui agissent sur ces données.

Lorsque I'objet est parfaitement bien écrit ,il introduit la notion d’encapsulation des données
Ceci signifie qu’il n’est plus possible pour I'utilisateur de ’objet d’accéder directement aux
données : il doit passer par des méthodes spécifiques écrites par le concepteur de 1’objet et qui
servent d'interface entre ['objet et ses utilisateurs .'intérét de cette technique est
évidente :1'utilisateur ne peut pas intervenir directement sur ’objet ,ce qui diminue les risques

d’erreur,ce dernier devenant une boite noire .
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Une autre notion importante en POO est la notion d’héritage. elle permet la définition d’une
classe nouvelle a4 partir d’une classe existante .1l est alors possible de lui adjoindre de

nouvelles données ,de nouvelles fonctions membres (procédures ) pour la spécialiser .

1. 1 Notion de classe :

Une classe est une structure complexe qui permet ’encapsulation de données .elle est
composée de données et de méthodes. Lorsque "encapsulation de données est parfaite, seules
certaines méthodes sont accessibles, Ceci évite en principe a ['utilisateur de la classe de se
soucter de son fonctionnement et de faire des erreurs en changeant directement la valeur de
certaines donnée

Exemple se classe ;

Point

Intx; Méthodes de
inty; la classe
Poving
I

L’architecture de la déclaration de classe dans Visual C++ donne :

class Point
{ intx;
inty;
public :
Point (int, int) ; // constructeur de la classe Point

Y i {

Le constructeur permet de déclarer ’objet et de I’imitialiser.

Le destructeur lui permet de détruire I’objet créé.

Présenté par : Baba LY & Qusmane Goudiaby -44 - 2005/2006



Projet de fin d’études Utilisation des éléments surfacigues dans 1’analyse structurale

1. 2 La notion d’héritage :

L’héritage permet de définir une nouvelle classe (fille), qui héritera donc des caractéristiques
de la classe de base .Le terme caractéristique inclut en fait I’ensemble de la définition de cette
classe mere.

D’un peint de vue pratique, il faut savoir qu’il n’est pas nécessaire pour la classe fille de
connaitre I'implémentation de la base : sa définition suffit. De plus on peut hériter plusieurs
fois de la méme classe, et une classe fille pourra également servir de base pour une autre

classe. Il est alors possible de décrire un véritable a « arbre d’héritage ».

—
Point } Classe de base

y
PointCol } Classe héritiére

Exemple de classe fille :

class PointCol : public Point  // notre classe hérite de la classe
Point
{
Unsigned char byRed ;
Unsigned char byGreen;
Unsigned char byBlue;
public :
void Colore(unsigned char R, unsigned char G,

unsigned char B)
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NB: en déclarant un objet de type PointCol, il est possible d’accéder aux membres publics de

PointCol, mais également de Point.

Dans les régles de 1’art, on sépare la définition de la classe de 'implémentation (un fichier

«.h» et un fichier « .cpp »).

1. 3 Notion d’encapsulation des données :

Le concept d'encapsufation est un mécanisme consistant & rassembler les données et les
méthodes au sein d'une structure en cachant I'mplémentation de l'objet, c'est-a-dire en
empéchant 'acces aux données par un autre moyen que les services proposés.

L'encapsulation permet donc de garantir I'intégrité des données contenues dans ['objet.
L'utilisateur d'une classe n'a pas forcément a savoir de quelle fagon sont structurées les
données dans I'objet, cela signifie qu'un utilisateur n'a pas & connaitre I'implémentation. Ainsi,
en interdisant ['utilisateur de modifier directement les attributs, et en l'obligeant a utiliser les
fonctions définies pour les modifier (appelées interfaces), on est capable de s'assurer de
I'intégrité des données (on pourra par exemple s'assurer que le type des données foumies est
conforme a nos attentes, ou encore que les données se trouvent bien dans l'intervalie attendu).
L'encapsulation permet de définir des niveaux de visibilité des éléments de la classe. Ces
niveaux de visibilité définissent les droits d'acces aux données selon que l'on y accéde par une
méthode de la classe elle-méme, d'une classe héritiére, ou bien d'une classe quelconque.

Il existe trois niveaux de visibilité:

. public: les fonctions de toutes les classes peuvent accéder aux données ou aux
méthodes d'une classe définie avec le nivean de visibilité public. 11 s'agit du plus bas niveau
de protection des données

. protégée: 'acces aux données est réservé aux fonctions des classes héritiéres, c'est-a-
dire par les fonctions membres de la classe ainsi que des classes dérivées

. privée: l'accés aux données est limité aux méthodes de la classe elle-méme, Il s'agit du

niveau de protection des données le plus élevé
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1I Présentation du probléme

I1. 1Cahier de charge :

L’interface graphique pourvu du CCEF devra permettre a un utilisateur de faire un traitement
particulier sur une structure qu’il aura définie.
Les actions que 'utilisateur aura & effectuer sont :
¥ Définir la géométrie de la structure (en 2D);
> Préciser la nature des appuis ;
» Etablir un (des) chargement(s) ;
» Recueillir les résultats sur une feuille de propriété ;
L’ensemble de ces donnges utilisateurs sera traduit en données MEF par les différents

modules du solveur.

IL. 2 Différents modules d’un solveur éléments finis et leurs taches principales

Un solveur éléments finis est essentiellement constitué de trois composantes :

Le mailleur : (coordonnées et numérotation globale des neeuds de chaque élément)
Cect nécessite une sous-routine d’interface qui permet de lire le fichier généré a partir d’une
boite de dialogue et de fournir les informations sous forme de tableaux : un tableau pour la

connectivité des éléments et un autre pour les coordonnées des éléments.
Ceci aura pour but de calculer les matrices £, de localisation globale de chaque élément mais

aussi la matrice jacobienne J de transformation de 1’élément de référence a I’élément réel,

Le code éléments finis :

Les différentes étapes de construction du code de calcul aux éléments finis (CCEF) sont :
» Calculs élémentaires : matrices de rigidité, matnice élémentaire associée 4 une
condition aux limites, vecteurs ¢lémentaires de charge, ete.
» Assemblage de la matrice de rigidité et du vecteur de charges globales

» Prise en compte des conditions aux limites de Neumann (CL)
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> Prise en compte des conditions aux limites de Dirichlet (CL)

» Résolution du systéme linéaire

Le posi-traitement : visualisation du maillage et de la solution approchée et calcul éventuel

des contraintes et déformations.

I1I Déroulement d'un calcul statique linéaire :

Un programme de calcul statique (PCS) linéaire est congu pour déterminer le champ de
déplacement, les réactions aux appuis, Jes efforts internes aux noeuds et le champ de
contraintes qui existe dans une structure mécanique soumise a divers chargements statiques
Plusieurs hypothéses sont faites implicitement :

» comportement élastique linéaire des matériaux,

» petites déformations,

» petites rotations,
Il existe une relation d'équivalence dans le cas de I'approche cinématique entre la stationnarité

de I'énergie potentielle totale et la résolution du systéme :

[Kl{dy={r}

ou:
[K ] est la matrice de raideur de la structure discrétisée,
{ d } le vecteur des degrés de liberté indépendants de la structure,

R} le vecteur des charges appliquées sur la structure.

Les charges peuvent &tre de deux types :
> charges ponctuelles (P) ;
» charges reparties (Q) ;

Les charges ponctuelles ou charges nodales sont les charges que l'utilisateur introduit

explicitement sur certains noeuds du maillage : ce sont des forces et des moments ponctuels,

qui ne sont pas interprétés par le programme en terme de charges énergétiquement
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équivalentes en utilisant la fonction de forme de I'élément chargé car la charge est directement

affectée au degré de liberté concemée.

Les charges reparties sont des charges de surface ou des charges de volume, dont la
répartition nodale est fastidieuse: pression, pression hydrostatique, force centrifuge,
accélération dans une direction quelconque, charges d'origine thermique.

Le programme les transforme en charges ponctuelles en utilisant les fonctions de forme des
¢léments sollicités:elles sont localement fausses partout, mais globalement justes sur chaque

¢lément au sens de l'énergie.

TI1. 1 Procédure détaillée du calcul :

Un calcul statique linéaire comporte six phases distinctes:

» traduction des données utilisateur en données Eléments finis,

» génération de la matrice de raideur K, de chaque élément et des charges nodales
équivalentes,
assemblage de la matrice de raideur structurale et du vecteur de charge,

traitement des fixations et inversion de la matrice de raideur structurale,

v v Vv

détermination des déplacements : {d} =[K|" {R}

> calcul des contraintes,

Certaines opérations, comme le traitement des fixations, peuvent se faire directement pendant

la phase d'assemblage et ne sont pas séparées.

II1. 2 Traduction des dounées utilisateur en données éléments finis :

Un grand nombre de vérifications peuvent étre faites graphiquement dans le pré-processeur du
module de calcul:topologie, conditions aux limites, caractéristiques physiques et matérielles.
C'est pendant cette premiére phase du calcul que 'on réorganise soit la numérotation des
noeuds, soit la numérotation des éléments, que l'on attribue et que l'on numérote les degrés de
liberté aux noeuds, que I'on repére les degrés de libertés fixés car ils subiront pendant le calcul
un traitement particuliex,

Les matrices sont trés souvent de grande taille((n x n}{olt n est €gal au produit du nombre de

nceuds de la structure et du nombre de degrés de liberté sur chaque noeud ), il est donc

important qu'elles soient les plus diagonales possibles; 1l en résultera un gain d'espace disque
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pendant la phase de résolution, de temps de calcul, de place requis pour le stockage de
l'information, d'entrée/sortie(1/0)...11 faut donc numéroter correctement soit les noeuds soit les
€léments selon la méthode utilisée par le module de calcul. Il existe plusieurs algorithmes
d'optimisation topologique des matrices dont la description n'entre pas dans le cadre de notre
projet. Les méthodes d'optimisation ne traite qu'une partie de 'arborescence et rien ne prouve
que l'optimum trouvé soit absolu.

La forme de la structure, les chargements, les fixations influent sur le résultat de la
réorganisation.

II pourrait étre intéressant que le programme essaie plusieurs méthodes pour trouver la mieux

adaptée a une application particuliére.

II1. 3 Génération des matrices élémentaires :

Le programme calcule la matrice de raideur de chaque élément, dans un systéme d'axes
conventionnels, attachée a 1'élément et fonction de l'ordre des noeuds utilisés pour sa
définition. Ces axes sont dits axes propres.
Dans le cas des membranes ou des coques par exemple ,une solution consiste & prendre pour x
du premier au second noeud,y lui étant orthogonal dans le demi-plan contenant le troisiéme
nceud, z est orthogonal a X et y et forme avec eux un repére direct.
Les déplacements a 'intérieur de U'élément u = {u, v, w} sont interpolés par les déplacements
aux nceuds d
u=Nd (11.2)
ou N est la matrice des fonctions d’interpolation. '
Le champ de déformation est exprimé en terme de déplacements aux nceuds par la relation
£=Bd (11.3)

ol B dérive de N par la relation B = LN, avec L un opérateur de dérivation.

Dans le cas d’un élément quadrilatéral de plaque a quatre nceuds défini en 2D :

_|ulxy)

[Veen]=| Gyl @
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Vi Vi

(S)L L1 Y] (6) ALY
O |

2h

® @

Ia

Fig.11.1 : élément de référence rectangulaire

La matrice des fonctions d’interpolation aux nceuds de 1’élément est donnée en fonctions des
coordonnées paramétriques (€, 7} par les relations suivantes :
N ON, ON ON, 0
[V]=| ’ ’ Yo 3Ls)
0 N, ON, 0N, 0N,

avee

N, =

i

(-1 E=1) Ny=m (=D (1+8)

| o=

1 1
Ny:=7(+m)(1+8) Ny=-70+m)(E~1)
La matrice de dénvation [ L] est donnée par la loi de comportement :

9
Ox
8 _
L= il 6
L] 5 (11.6)
2 90
&y Ox ]

La matrice [B] appelée matrice déformations — déplacements est donnée par :

[B]=[L][N] (IL7)

La matrice de rigidité de I’é1ément est obtenue en faisant I'intégrale :
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L
T
k=[B HB4Q = jjB "HBrdxdy = | [BTHBtJdEdn (g
Q -1-1
Ou t est I’épaisseur de notre élément et j e déterminant de sa matrice jacobienne.
Et la matrice de rigidité est donnée en annexe dans le tableau (XXX)

II1. 4 Assemblage :

Le programme effectue [’assemblage, c’est a dire la construction de la matrice de raideur

globale de la structure. Cette opération matricielle est basée sur la méthode des déplacements
ou méthodes des matrices de raideur. C’est une méthode matricielle indépendante de la notion
d'¢lément fini, qui permet de raccorder plusieurs éléments sur un méme noeud par égalité des
déplacements en ce nocud.

Cette méthode a été utilisée pour construire la matrice de raideur des premiers éléments finis,
mais elle ne sert aujourd'hui que pour l'assemblage.

Du fait de la continuité des déplacements aux noeuds, on montre que la raideur en un noeud N
est la somme des raideurs projetées des éléments qui y sont connectés.

Apres assemblage, la taille du probléme est égale au nombre de degrés de liberté indépendants

de la structure.

L’assemblage permet d’obtenir la matrice globale de la structure [K] et le vecteur

chargement {R } :

a partir des matrices de rigidité et de chargements des n éléments qui constituent la structure :
P i [
k'd' =r's (IL.9)

Pour obtenir les éléments K j de la matrice globale, on élargie d’abord, toutes les matrices

de rigidité élémentaire aux dimensions de la matrice globale et on additionne les éléments

K Gy des n éléments. Ils sont donnés par :
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i

_ nel
Kij - Z KG i (1.10)

nel=1

h
Ou les KG.', sont les éléments de la matrice de rigidité de I’élément n ramené a la matrice de

rigidité globale.

Pour le vecteur chargement global de la structure, il est construit en initialisant d’abord ces
éléments par les efforts directement appliqués aux nceuds, ensuite on fait la somme des efforts
aux nceuds des éléments aprés avoir ramené les vecteurs chargements de chaque élément aux
dimensions d vecteurs de chargement global.

Ces éléments sont donnés par :

- nel
Rij = Z Vo oy T P (1L.11)
1

P représente les charges directement appliquées aux neeuds.

La procédure de réalisation de cet assemblage est montrée sur la figure (Fig. [1.2) :
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Prendre I'élément qui

suil

£

4

w

!

Initialiser [K] et {R}

/

Commencer par le premier

élément / "

h 4

Calculer

[K1] et {R1} / /

Est-ce que les axes locales coinciden

avec les axes globales ?

Utiliser la matrice de localisation
[L1)pour avair

{K1] et {R1} ot

dans le sysiéme global

!

Ajoutér:
[Ks1] & (K]

puis
S |

st-ce que tous les éléments sorlt
assemblés ?

Procédure d'assemblage des dldmants

Transformer [K] et {R1} du local
au global _

Réspudre le systéme-_[K]{UPﬁ

( continuer ’

Fig. I1.2 : Procédure d’agsemblage des éléments de la structure
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II1. S Inversion

Pour calculer le déplacement des noeuds de la structure, quelque soit la méthode utilisée,

lorsque la matnce [K] est inversible et bien conditionnée, le programme -effectue
formellement I'opération : {d} = [1’{]_I {R}
La mafrice [K] est de grande taille et son inversion ne peut pas étre réalisée en utilisant les

formules classiques d'inversion matricielle (calcul du déterminant et des co-matrices).
On a donc recours a différentes techniques, dont la méthode d'élimination de Gauss.
C’est une méthode qui permet de ramener le systéme carré initial 2 un systéme triangulaire

équivalent:

[KY{d} ={&} =5 |[K){a} =[L]{R} = [L][K]{d} =[L]{R} = [T]{d} = {1}

(I1.12)

A chaque étape de I'¢limination de Gauss, les combinaisons linéaires effectuées sur les lignes

et les colonnes modifient la matrice [K ] initiale pour la transformer en [T] et le vecteur des

charges {R} pour le transformer en {y} : la matrice [L] n'est jamais explicitement formée.
Cette méthode n’est utilisable que si la matrice de raideur de la structure est inversible, c'est a
dire si [K]_I existe (ce qui se traduit mathématiquement par un déterminant non nul) et si, en

cours d'élimination, un des pivot ne devient pas <<trop petit=>>.
Pour de trés gros problemes, dont la taille dépasse 200000 degrés de liberté, les méthodes

itératives semblent plus performantes.

111. 6 Traitement des fixations

Dans un calcul strictement linéaire, la fixation d'un degré de liberté est nécessairement
bilatérale car il n' y a pas d'ajustement de la condition aux limites selon le signe de la réaction:
i1 n'y a qu'un calcul pour la détermination du champ de déplacement et des réactions.

Le traitement particulier des degrés de liberté fixés & une valeur nulle ou non nulle est
effectué pendant cette phase de calcul. On commence par partitionner le vecteur des
déplacements et la matrice de raideur associée. On sépare les degrés de liberté fixés a zéro des

autres. La relation matricielle s'écrit.

Présenté par : Baba LY & Qusmane Goudiaby -55- 2005/2006



-

i

—————

Projet de fin d’émdes Utilisation des éléments surfaciques dans 1'analyse structurale

£ _ K, K!f d,

o IL.13
F | |K, Kz 0 (@13

On peut calculer §; 2 partir de la premiére ligne de ce systéme matriciel.

d, =K, 'F, (IL14)
Seute ta matrice K 41 est & inverser. Mais si Jes conditions aux limites changent, le découpage
initial du vecteur des degrés de liberté (d; » d f) n’est plus valable ni celui de la sous-matrice

Ku - il faut la réévaluer et la ré-inverser.

Du fait de la technique de résolution, on ne sait pas traiter de maniére classique plusieurs jeux
de conditions aux limites en un scul passage alors qu'il est possible d'appliquer plusieurs

charges indépendantes.

F

7 estunrésultat de calcul et n'est pas une donnée :
K,=K,d =K,K,F (IL.15)
C’est le vecteur des forces qu'il faut appliquer sur les degrés de liberté d 7 pour qu'ils ne se

déplacent pas : F s est le vecteur des réactions.

Dans le cas de déplacements imposés, le traitement est légérement différent car le systéme

s'écrit :

F]_[K K]
F| |k, K,|d

! !

= F=Kd+Kd =d = KH_I(P; -K,d,)

(IL.16)

Les charges Fi sont les efforts qu'il faut appliquer sur les degrés de liberté d,- pour qu'ils se

déplacent de la quantité voulue:

F=K,d +K.d, | (IL17)
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Il est tout 4 fait possible d'avoir des degrés de liberté fixés et d'autres & déplacements imposés
dans un méme calcul :1l suffit de partitionner de maniere adéquate les matnces et vecteurs.
Les matrices étant trés souvent d'une taille telle qu'elles ne tiennent pas entitrement en
mémoire centrale, il est nécessaire de recourir & un découpage de ces matrices et de les
stocker sur disque par morceaux.

[l existe deux types de méthodes pour inverser une matrice :

La méthode frontale par blocs est une méthode d'élimination de Gauss qui tient compte de la
topologie de la matrice de raideur et pour laquelle il est important d'optimiser la numérotation
des éléments, ce qui conduit 4 la notion de largeur de front.

la méthode de la <<ligne de ciel>>(ou skyline) est aussi une méthode d'élimination de Gauss
ol on tient compte du caractére creux de la matrice de raideur en ne stockant ,pour chaque
colonne ,que les termes compns entre la diagonale et le demier terme non nul de la colonne et
pour laquelle il est important d'optimiser la numérotation des noeuds ,ce qui conduit a la

notion de largeur de bande.

II1. 7 Détermination des déplacements

Apres partitionnement du probléme, le systéme a résoudre est
F =K,d, (11.18)

que l'on triangularise par la méthode d'élimination de Gauss.

Une fois le systeme sous forme triangulaire, sa résolution ne pose aucun probléme.

La demniére ligne permet la détermination du déplacement du degré de liberté d,, :

1
trmdn =Y, = dn =YV, (1I.19)

i

La ligne du dessus, connaissant d,, , permet la détermination de d,,_] :

1
+ tn—ldn =y, = d,,_l = —(yn—l - tn—lndn) (I1.20)

n=1n—1

n—ln—1"" pn-1

De proche en proche, par substitution inverse, on calcule les inconnues d; par la relation de

récurrence :
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1
d, = t_(yf - Z t,d,) .21

I11. 8 Calcul des contraintes

Le calcul des contraintes était initialement effectué sans passer par celui des déformations.

En effet, 1a contrainte O est reliée aux déplacements discrets par :
oc=He=HBd =Td (11.22)

T est la matrice des contraintes qui permet de calculer les contraintes directement & partir des

déplacements aux noeuds. En fait Je retour aux contraintes dépend du type d'é¢lément fint

utilisé pour le modéle et en pratique, on effectue directement le produit O = He car il

colite moins au niveau informatique.

IV. Les grands concepts de ’interface graphique d’un CCEF

Afin de bien comprendre le pré développement d’un code éléments finis, il faut d’abord
illustrer les concepts qui y seront implantés ainsi que les relations entre ces concepts. Etant
donné qu’il y a plusieurs aspects importants dans la résolution d’un probléme par éléments
finis, il faut en comprendre un minimum afin de pouvoir utiliser comrectement les outils

développés dans les programmes.

Le CCEF (code de calcul par éléments finis) devrait toucher pratiquement & tous les aspects
d’un probléme d’éléments finis et doit posséder des classes et des fonctions permettant le
traitement de chacun de ces aspects. Le CCEF est pré développé dans un langage onenté
objets et utilise les avantages de cette approche.
Vous trouverez dans Jes pages suivantes une description la plus visuelle possible des
principales classes présentes dans le CCEF ainsi que de leurs réles et de leurs interactions.
Les paragraphes qui suivent mettent en détails les différentes parties du CCEF : « Les
données d’entrées d’un probléme» et «Formulation variationnelle et résolution d’un

probléme ».
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V.1 Les données d’entrées d’un probléme

Cette partie du document fait une description des concepts reliés aux données d’entrée pour la
résolution d’un probléme. Nous mettrons en évidence les liens entre les différents concepts

utilisés.

IV. 2 Vue d’ensemble de la résolution d’un probléme

Avant de commencer a expliquer tous les concepts qui existent dans le code, voici une

description de la vue globale de ce que I’on peut avoir du code :

Probléme

Vi

Données d'entrée du probléme:
Géométrie

Conditions aux limites

Champs

Matériaux

Chargement /

Programme principal;
Lecture des données

Maillage

Construction des matrices élémentaires Visualisation:
Assemblage Affichage des résultats
Resolution

£

Fig. IL.3: Vue globale de la résolution d’un probléme

» Tout commence lorsque vous avez un probléme a résoudre. Il vous faut d’abord

formuler ce probléme, poser les équations qui entrent en jeu, décrire les paramétres du
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problémes (type de matériau, constantes du probléme, etc.) et les conditions aux

limites.

Ensuite, st vous choisissez de résoudre votre probléme a I’aide de la méthode des
éléments finis, il faut faudra discrétiser le domaine & simuler. A la fin de cette étape,
vous aurez au minimum un maillage d’éléments qui ne contient que des coordonnées

et des connectivités des éléments.

Il vous faut maintenant lire le maillage que vous avez créé a ’étape précédente et

« recréer » la géométrie sur ce maillage.

C’est sur cette géométrie que nous travaillerons pour la définition des conditions aux
limites et des maténaux. Sur la géométrie, les endroits qui nous intéressent seront

identifiés comme des « entités géométriques » (nceuds, arrétes, faces etc.).

A Paide du CCEF, on écrit (exporte) les données nécessaires a la résolution : la
géométrie (.geom), le maillage (.mail) , les entités géométriques (.enti). Ensuite, on va
écrire un fichier de conditions aux limites {.CL) ainsi qu'un fichier de champs et de
matériaux (.champs). Ces fichiers sont typiquement ce que tout programme principal

demande pour une résolution de probléme.

Ensuite, on lance la sous routine de calculer. Celle-ct fera la lecture des fichiers
d’entrée, fera les assemblages nécessaires ainsi que la résolution du systéme obtenu.
Une fois ce travail complété, il va écrire (exporter) les résultats pour permettre la

visualisation.

Pour la visualisation, on peut utiliser la fenétre vue en mode texte (Edit_View) ou tout

autre visualisateur supporté par le code tel que le bloc notes (WORDPAD).

Une fois le probléme résolu, on peut maintenant valider les résultats avec la pratique

ou avec la théorie.
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IV. 3 La géométrie

La géométrie est un aspect fondamental dans un programme de calcul structural. La
géométrie est la représentation de ’objet a discrétiser (Fig.I1.4). La géométrie proprement
dite ne contient pas de maillage. C’est une « définition » de I’objet que I’on veut représenter.
Par exemple, on va parler de la géométrie d’une dalle, qui consistera & représenter tous les
détails de cette demiére par des points, des courbes et des surfaces suffisamment riches pour

bien la représenter.

Fig. I1.4 : exemple de géométrie

La représentation graphique de la structure dans un PCS peut étre effectuée en utilisant la
classe<< CGéométrie>> comme classe de base a partir de laquelle ,dérivent les classes
<<CRect>> << Cpt>>, <<CCercle>< et <<CSegment>> pour le dessin des formes réguliéres
comme les points ,les segments de droites ,les rectangles et les cercles.

Un accent particulier doit étre mis sur fa saisie graphique avec des classes hiérarchisées

comme la montre la figure (Fig.xxx).

CGéométrie

h 4 Y Y h

CPt CRect CCercle CSegment

Fig. I1.5 Hiérarchie des classes de dessin de la structure
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et le dessin se faisant au moyen d’une commande polymorphe ,les objets ainsi dessinés sont
listés dans un vecteur (m_geometrie) déclaré a cet effet (CTypedPtrList <CObList
,CGeometrie*> m_geometrie ).

Chacune des classes de dessins permet de représenter graphiquement des objets définis

comme entités géométriques.

Etant donné une géométrie, on peut avoir plusieurs maillages qui s’y rattachent (Fig.IL5).
Une géométrie est donc a priori indépendante des maillages. Un maillage se veut donc une
discrétisation particuliére d’une géométrie donnée. De plus, le CCEF doit inclure des

fonctionnalités pour gérer les maillages qui portent sur une méme géométrie.

Géométrie vs Maillage

Goometne

Maillage 2 Maage ¥

# ® * 4w e 8 s ww §

Muallage |

Fig.I1.6 : une géométrie avee des maillages différents

Dans le CCEF, chacun de ces points, courbes, surfaces et volumes est ce que I’on appelle un

lieu géométrique (la classe « LieuGeometrique »).

I1V. 4 Entité géométrique

La notion d’entité géométrique est simplement un regroupement de lieux géométriques
(Fig.I1.8). C’est une notion qui représente un groupe de lieux géométriques et qui est surtout
utilisée pour imposer les conditions aux limites et faire des associations de matériaux. Une
entité portera le nom que 1’usager aura choisi et qui pourra représenter le nom du morceau de

la piece qu’il représente (Ex : « Entrée » pour I’entrée d’un tuyau).
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[:ntité géométrique

Sorue

Fntrde

AN

[

a Entrée = ¢s1 composée de « Sorte » ¢l composée de
po. p2 ot gty pl.pi pl pSc2.cicics
(2 pomnts ¢t | courbe) (4 points ¢t 3 courbes)

Fig. I1.7: entité géométrique

Les entités géométriques sont en lien direct avec la géométrie sur laquelle elles sont définies.
Une géoméirie peut avoir plusieurs entités géométriques définies sur elle-méme. Tous les
maillages reliés & cette géométrie peuvent utiliser automatiquement [es entités définies sur
cette derniére, c’est-a-dire que, si 'on définit ’entité géoméirique « Entrée » qui est
constituée de 2 points et de 1 courbe, lorsque ’on décide d’appliquer une condition aux
limites sur cette entité, les bons nceeuds de calcul associés 4 cette entité par 1’'intermédiaire du

maillage et du champ sont automatiquement sélectionnés.

[’avantage de travailler avec une géoméirie et des entités géométriques est que, st vous
préparez les données pour faire une simulation, ces données sont conservées sans étre en lien
direct avec un maillage. Si vous changez de maillage, vous pouvez donc réutiliser les données
de votre probléme (conditions aux limites, matériaux, changements de repére), ce qui vous

permet de tester rapidement plusieurs maillages pour les mémes conditions de simulation.

IV.5 Relation Géométrie / Matériaux

Dans un CCEF, il est aussi possible de traiter des problemes avec différents matériaux.
Comme les conditions aux limites, les matériaux sont associés a des entités géométriques
(Fig.11.9). Donc on pourra réutiliser la méme distribution de matériaux pour plusieurs

maillages, pour autant qu’ils portent tous sur la méme géométrie.
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Entités péomdriquas GCOI“ﬂ]’IC
matExt;

Materan
¢ matlix « Acier »

matlnt:

WNegtorasy
o matlod v 0w Qe s RaEM

Fig.I1.8 : relation entre la géomeétrie, les entités et les matériaux

IV. 6 Relations Entités géométriques / Conditions aux limites

Maintenant que vous avez vu |’avantage de travailler avec une géométrie et des entités
géométriques plutdt que directement avec un maillage, voyons ce que vous pouvez faire avec

des entités géométriques.

La premiére utilisation d’une entité géométrique est ’imposition de conditions aux limites.
Pour imposer des conditions aux limites 4 un probléme, il faut d’abord créer les entités
géométriques afin de regrouper les morceaux de géométrie qui porteront ces conditions aux
limites. En ayant choisi des noms représentatifs {ex.: « Entrée », « Sortie », « Haut »,
« Bas », etc.) pour des entités géométriques, le lien avec les conditions aux limites devient

plus pres du langage écrit.

Vous remarquerez que, jusqu’ici, on n’a pas parlé d’interpolation du champ auquel est reliée
la condition aux limites. En fait, les conditions limites sont a priori indépendantes du type
d’interpolation choisi, donc indépendantes d’un champ en particulier. C’est seulement
lorsque I’on affectera des conditions aux limites pour un probléme précis que celles-ci seront

imposées aux bons nceuds de caleul.
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Fig.11.9 : relation entre 1a eéométrie. les entités et les conditions aux limites

IV. 7 Le maillage

Il est constitué de plusieurs listes ou tables. Il contient une liste de noeuds, de coordonnées et
d’éléments avec leur connectivité respective.

Chaque élément est défini par [a donnée de nnode numéros de noeud. On appellera table de
connectivité (ou de topologie) d’un élément la liste de ces numéros, notée lnods et de
dimension nnode X nelem. Par convention, cette liste est donnée en parcourant les noeuds de
I’¢lément dans le sens trigonométrique. Les coordonnées des noeuds sont rangées dans un
tableau coord de dimension ndime % npoin, o0 ndime est la dimension de I’espace (1, 2 ou

3) et npoin le nombre de noeuds dans le maillage.

Exemple :

3 : 3 Table de connectiviie : Tai?ﬂ?;i:j?i‘:g?g; 5

@ - coord(* 2) = (2,0)

élément 1 : Inods(*,1}=(16353)
: _ ord(*,3)=(0,1
1 6 2 élément 2 Inods(®,2) =256 2) Ezzf dg* -1; Ej 1;
ndime =2 nnode=4 coord(*,5) =(1,1)
welem=2 npoin=46 coord(*,6) = (1,0)

C’est la m&me chose pour Ja liste des éléments. On y retrouve les 6 types d’éléments décrits

ci-dessous.
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Puisque toutes les classes d’éléments héritent du parent « Element », on peut les traiter ainsi.
Dans la liste d’éléments, on retrouve les éléments ordonnés par type. L’ordre est le suivant :

» ElementlD

» ElemTriangle

»  ElemQuad

» ElemTetra

» ElemHexa

» ElemPrismeTri
', Maillage Liste d"¢léments
| Laste de Liste Liste — (:?l.'.hll-l‘m
iu.rl‘lmlch darétes de ﬁ.lnct:!sI };m) | ‘BI.)

i e AN | Ftan}

= By A EE,
=2 = [Ay A
=2 = B ==
= = E5] |
1= Sy
g B e

Fig. I1.10 : Le contenu de la classe «Maillagen

IV. 8 Hiérarchie d’éléments

1V.8.1 La notion d’élément :

Un élément n’est rien d’autre qu’une forme géométrique (topologie), une connectivité entre
des noeuds, des arétes ou des faces. 1l constitue 1’é]ément de base d’un maillage pour une

géométrie donnée.

Les informations pouvant étre recueillies sur un élément d’une structure sont résumés sur la

figure suivante (Fig.xxx):
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ELEMENT

PropSecuon FropNode

PropCharge PropElemant

Fig.IL.11 : Routines d’informations sur un élément

Chacun des tableaux définis ¢i baut est une structure de données informatiques dans le
programme de construction du module de calcul. Ces différentes structures permettant de

définir les caracténstiques d’un €élément et les charges qui [ui sont appliquées.

La structure <<PropSection>> :

Cette structure de données sert a définir la nature de la section d’un élément de la structure

» Identification

CString Nom; // Nom de la section
CString Type; // Normées ou personnalisée
CString BaseProfile; // Base ou type de profilé

¥ Parameétres

double ParamGeomtrique[15];  // Paramétres géométriques

double ParamMecanique[10]; // Parametres mécaniques
» Position
double Alpha; // angle d'inclinaison
int PosNode; // numéro du noeud définissant l'inclinaison
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double Ey;

double Ez;

double CGy;

double CGz,
» Ordre

int 1Section;

La structure <<PropCharge>>

// Excentricité suivant y
/f Excentricité suivant z
// Position y du centre de gravité

// Position z du centre de gravité

/1 numéro d'ordre de la section

La structure de données PropCharge permet de définir les caractéristiques du chargement

appliqué sur la structure.

» Identification

CString Nature;

CString Type;

CStnng NomLoadCase;
» Repére
CString Repere;
» Position
CString Posttion;
» Paramétres
UINT NumCasCharge;
double ParamCharge[ 100];
» Ordre

int 1Charge;

La structure <<PropElement>>

// Nature de la charge : Exploitation ou

i Permanente ...

// type de chargement : ponctuel, partiel ou
Uniforme.

// Nom de la Charge

// Numéro du cas de chargement

// Paramétres géométnques

// numéro d'ordre de la charge

La structure PropElement définit les caractéristiques d’un élément de la structure.

int ElmtCode;
int ElmtType;
int ElementOrderNumber;

int ElmtAssNodesNum;

// Code de I'él1ément
// Type de I'élément
// Numéro d’ordre de 1’élément

// Nombre de noeuds de liaison
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int ElmtGeoNodesNum,; / Nombre de noeuds géométriques
nt TotElmtNodes; /f Nombre total de noeuds(de

// Liaison et géométriques)

int EimtNodes[ElmtNodesMax];// Numéro des noeuds de I'élément

int ElmtFacesNumber; /f Nombre de faces de I'élément

int ElmtSidesNumber; /f Nombre de cotés de 1'élément

int  NumberNodesPSides; // Nombre de noeuds par coté

CRect rectElement; /{ rectangle containing the truss element
CRect rectElmt; /{ rectangle containing the element

double CoorX[ElmtNodesMax];  // vecteur de coordonnées suivant X de I’élément
double CoorY[ElmitNodesMax];  // vecteur de coordonnées suivant Y de I’élément

double CoorZ{EImtNodesMax]; // vecteur de coordonnées suivant Z de I’élément

int  SCoorX[ElmtNodesMax];
int SCoorY[ElmtNodesMax];

PropSection Section[8]; /1 1a section de 1’élément

PropCharge Charge[301, // la charge appliquée sur I’é1ément.

int ChargeCounter; /f décompte des charges appliquées
La structure <<PropNode>>

Cette structure nous permet de définir les caractéristiques d’un nceud d’élément.

/f Attributes
nt NodeOrderNumber; // Nombre total de noeuds
UINT NodeRadius; /f rayon du noeud
CPoint NodeCenter;, // centre du cercle représentant le

/f noeud

CRect rectNode; /f rectangle contenant le noeud
double CoorX, /{ coordomnée X du noeud
double CoorY; // coordonnée Y du noeud
double CoorZ; // coordonnée Z du noend
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PropCharge Charge[30]; // Charges appliqués au noeud
int ChargeCounter;

I1V. 9 L.es connectivités de base

Dans le modéle objets du CCEF, les éléments, faces, arétes et sommets ont des liens entre
eux. Pour les arétes, la connectivité est simple. Elle consiste en un lien (pointeur) vers 2
sommets ou noeud. Il est donc possible de demander 4 une aréte les 2 sommets qu’elle
« posséde ». 1] faut noter que I’aréte ne conserve qu'un pointeur vers ses 2 sommets. Ces 2
sommets sont des objets séparés de I’aréte, qui sont dans la liste des sommets du maillage. Il
est nécessaire que chaque somumet soit défini séparément d’une aréte, puisqu’ils peuvent étre

utilisés ou référés par plusieurs arétes.

Liste de Liste

sumnets d arétes
[ 1 Chaqueardte a | lien
£ - |
; ) o ) vers chacun des 2
i Y | e sommets qui la

a ! : .

‘-*“:j"h3 >*. définissent

:§a.-im d e

| ‘;,l’i‘lm >

i 5&!;&&2”,"
==k

Fig.I1.12 : connectivité entre les arétes et les noeuds

En plus des arétes, il y a aussi les faces qui, elles, conservent un lien (pointeur) vers les arétes
qui la composent. Pour chaque face, on a donc un nombre de liens qui correspond au nombre
d’arétes qui définissent la face. Il faut noter que les arétes sont des objets qui existent
séparément de la face. La face ne conserve donc qu’un pointeur vers ses arétes, puisqu’une

aréte peut étre en lien avec plusieurs faces :
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Fig.I1.13 : connectivité entre les faces, arétes et sommets

Finalement, les éléments ont aussi des liens vers les sommets, arétes et faces qui les
composent. Pour un élément unidimensionnel (« Element1D »), il y a des liens seulement
vers des sommets. Pour un élément bidimensionnel (« ElemTriangle » et « ElemQuad »), il v
a des liens vers des sommets et des arétes. Pour un élément tridimensionnel (« ElemTetra »,
« ElemHexa » ou « ElemPrismeTri »), il y a des liens (pointeurs) vers des sommets, arétes et
faces. Donc, pour un tétraédre, il y aura 4 liens vers des sommets, 6 liens vers des arétes et 4

liens vers des faces :

En regardant la connectivit¢ d’un éiément , vous vous demandez peut-&tre pourquoi un
élément conserve des liens vers ses faces, ses arétes et ses sommets, alors que s’il conservait
uniquement des liens vers ses faces cela serait suffisant. C’est une observation juste.
Toutefois, 1l y aurait un travail supplémentaire & faire pour retrouver les sommets qui
composent un €élément. Ce travail supplémentaire est di au fait qu’il faudrait « déduire »
quels sont les sommets d’un élément & partir de ses faces a chaque fois, si on ne veut pas
conserver de liens vers ces sommets. Pour éviter ce travail, on utilise un peu plus de

meémoire.
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VYV Les champs

Qu’'est-ce qu’un « champ »? Ce concept irés important dans la MEF est au cceur de tous les
programmes que vous allez utiliser ou programmer vous-méme. Il est donc important de bien

comprendre ce concept incontournable,
D’abord, le concept de champ réunit 2 c¢hoses :

¥  les données (ex : degrés de liberté, fonction analytique, propriété de matériau);

»  les fonctions (méthodes) que 1’on peut utiliser sur ces données.

Tous les champs sans exception sont capables de s’interpoler sur un élément, étant donné une

coordonnée de référence.

A ce chapitre, le concept de champ est beaucoup plus qu’un simple « vecteur » de degrés de
liberté. Pour les champs avec DDLs, c’est aussi une combinaison, ou liajson entre les degrés
de liberté et les fonctions d’interpolation. Pour les champs qui calculent des propriétés
physiques, c’est une liaison entre une loi de comportement et les variables dont elle dépend

pour se calculer.

[l existe 3 grandes catégories de champs dans un CCEF :
» Les champs de transformation géométrique (ex. : « ChampGeoLin »)
» Les champs €léments finis avec DDL (ex. : « ChampScalLin »)

» Les lois de comportement (ex : « ChampSolideHookeenConstant »)

V. 1 Les champs de transformation géométrique

Maintenant que vous avez vu qu’un €lément n’était qu'une forme géométrique, une
connectivité, vous vous demandez sans doute comment utiliser ce concept d’élément pour
faire, par exemple, des éléments courbes. A Ja base du code, tous les maillages ont des

éléments droits, des arétes droites et des faces planes. Le concept de transformation
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géométrique des éléments est un concept séparé, distinct en soi. Il appartient & I’utilisateur de
faire porter ou non une courbure sur I’élément. C’est quelque chose que I’on « ajoute » 4 un

¢lément géométrique.

La transformation de 1’élément réel vers I’élément de référence, pour des éléments droits ou
courbes, est un concept qui est disponible dans plusieurs programmes de calcul structural. Ce
concept s’appelle champ géométrique (« ChampGeometrique »). 1l permet a un élément
d’avoir une courbure et permet surtout de calculer la matrice jacobienne de transformation de

I’élément réel vers I’élément de référence.
Pour pouvoir avoir des éléments courbes, il faut plusieurs choses :

¥ le maillage droit,

> la géométrie définie & partir de ce maillage

Elément de référence Elément réel
1, ChampGeoLin

(LLRA] T
/F_\’
,\_.-/

- rl Xl by Luh
-

(xl.ylzt)

LRV (1.

ChampGeoQuad

Gyl

ety
T [EukFarl

S e e
(L (1.6 .:-,. \/

1t e,y

il ydadl

xlvl, i
(e vieiy (el ?“';

Fig. I1.14: les champs de transformation géométrique

Aussi, la fonction la plus importante du champ géométrique est sans doute le calcul des
matrices jacobiennes de transformation. Ainsi, étant donné un élément et une coordonnée de
référence, le champ géométrique peut donner la matrice jacobienne pour ce point. Cette
matrice jacobienne sera utilisée plus tard dans le calcul élémentaire et aussi pour transformer
les dérivées premiéres et secondes des fonctions de base de 1’¢lément de référence vers

I’élément réel.
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Le champ géométrique posséde donc des fonctions d’interpelation qu’il interroge pour
pouvoir calculer la matrice jacobienne. On va retrouver le méme concept de fonction
d’interpolation autant dans le champ géométrique que dans les champs éléments finis.
Toutefois, il faut bien comprendre que les fonctions d’interpolation du champ géométrique

sont utilisées avec les nceuds géométriques.

V.2 Les champs éléments finis avec DDL

Maintenant que nous avons une transformation géométrique pour les éléments, il reste 2
concepts importants 4 ajouter aux €léments géométriques, soit les concepts d’interpolation et
de nceuds de calcul,

Bien qu’avec un champ géométrique les éléments aient déja des fonctions d’interpolation
pour la transformation géométrique, celles-ci peuvent étre différentes des fonctions
d’interpolation utilisées pour la fonction approchée. Elles peuvent étre iso-paramétriques,
pseudo-isoparamétriques, sub-paramétriques ou super-paramétriques.

Comme la transformation géométrique, les concepts d’interpolation et de noeuds de calcul
sont des choses que 1’on « ajoute » & un élément géométrique. L’usager peut donc choisir de
faire porter une interpolation quadratique avec des degrés de liberté scalaires sur les éléments
d’un maillage.

Le nombre de fonctions de base sur un €lément définit automatiquement le nombre de neeuds
de calcul. C’est donc pour assurer une cohérence que 1’on retrouve dans les champs une

association intime entre I’interpolation et les nceuds de calcul.

ChampScallan ChampScalQuad
ClampGeolan ChampGeol.in

oy

s Nivud gecometnique
) Neeud de calcul

Fig. II.15: exemples de champs d’éléments finis
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ChampScallan ChanmpScalQuad
ChampGeoQuoad ChampGeolL.in

» Nowud geométngue
2 Nevad de caleud

Fig. I1.16; Champs combinés

On peut consulter la documentation de la classe pour connaitre exactement le type
d’interpolation utilisée pour chaque forme d’élément. Par exemple, pour un champ linéaire
« ChampScalLin » on peut voir dans la documentation [5] que ’interpolation utilisée est celle
donnée par la classe « FonctionsLagrangelLin» qui comporte les bases polynomiales

suivantes pour chaque forme d’éléments :

Elément 1D, 2 noeuds: (Py=(1 &)

Elément triangle, 3 noeuds: (P\=(1 ¢ n)

Elément quad, 4 noeuds: (PY={1 & n &n)

Elément tetra, 4 noeuds: (Py=(1 & n &)

Elément prisme, 6 noeuds: (Py=(1 & n ¢ & n¢)

Elément hexa, § nocuds: <P>=<I E n ¢ &n nl ¢ fﬂ§>

Plus visuellement, voici une représentation des nceuds de calculs et leurs positions pour les

champs dits « linéaires » pour chaque type d’élément :
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Fig. 11.18: champs quadratiques pour tous les types d’éléments

Lorsque nous avons un probléme & plusieurs variables, il faut choisir un type d’interpolation

pour chaque inconnue. Dans le PCS, 'usager doit étre libre de choisir ce qu’il veut comme

combinaison car il n’existe pas de combinaisons pré-établies ou imposées,

permettre justement de changer facilement le type d’interpolation d’une variable de probléme

pour étudier ’effet sur la solution. Voicl quelques exemples de combinaisons :

Présenté par : Baba LY & Qusmane Goudiaby

- 706 -

Le code doit



Projet de fin d'études Utilis

Dans le cas d’une interpolation mixte (linéaire et quadratique)

Tnangle P2-PI Quadrangle Q2-Q1

Cette mterpolation mixte ext obtenue en utilisant un
Champ*Quad pour une vanable ¢t un Champ*Lin
pour | "autre vanable

o Nuxud geometngue
) Noeud de caleul deplacement
I Noeud de caleul pression

Fig JI.19: interpolation mixte :

V.3 Les lois de comportement

Certains champs dans les PCS représentent une loi de comportement de matériau. Ces lois de
comportement nous donnent les valeurs de certaines propriétés d’un type de matériau. Ces
valeurs pourront par la suite étre utilisées dans une formulation variationnelle écrite

indépendamment de la loi de comportement.

Voicl quelques exemples de lois de comportement :

- - Hook

- - Neo-Hook

- - Mooney Rivlin
- - Yeoh
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V. 4 Relations Géométrie/Entités Géométriques/Maillage/Champ

Il existe une relation entre les concepts de géométrie, d’entité géométrique, de maillage et de
champ. D’abord, tout commence par la notion de géoméirie. La géométrie définit la pigce

que I’on veut représenter par des points, courbes, surfaces et volumes (« LieuGeometrique »).

Sur cette géométrie, on définit des entités géométriques comme étant des regroupements de
lieux géométnques.

Il y a ensuite le maillage. Un maillage n’est qu’une discrétisation d’une géométrie. Comme
on I’a déja vu, il peut exister plusieurs maillages pour une méme géométrie. Le maillage qui
est rattaché a une géométrie peut étre utilisé pour faire un probléme complet. Le maillage
étant rattaché a une géométrie, cela identifie chacun de ses sommets, arétes, faces et éléments

a un lieu de la géométrie (« LieuGeometrique »).

On gjoute ensuite la notion de transformation géométrique (« ChampGeometrique »). La
transformation peut étre linéaire ou quadratique. Le champ de transformation géométrique
que I’on choisit d’associer 4 un maillage permetira de transformer les éléments réels vers

I’élément de référence.

Enfin, on ajoute les notions de nceud de caleul et d’interpolation (qui sont infimement liées)
au maillage et associées au champ de transformation géométrique. La notion d’interpolation
permet de calculer les valeurs des fonctions de base, de leurs dérivées premiéres et secondes,
avec et sans transformation sur 1’élément réel. Avec des coordonnées de référence, les
matrices jacobiennes de transformation de I’élément rée] vers I’élément de référence (données
par le champ géométrique) et un €lément, on peut calculer les fonctions d’interpolation ainsi
que leurs dérivées premiéres et secondes. Une fois les fonctions d’interpolation calculées, on

peut s’en servir pour interpoler la valeur d’un champ sur un ¢lément.
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Le schéma suivant représente ces différentes relations entre la géométrie, les entités

géométriques. les champs eéométriques. le maillage et les champs €léments finis :
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Fig. I1.20: relations entre la géométrie, les entités, les maillages et les différents champs

Dans cette figure, les nceuds géométriques désignent les coordonnées des sommets et des

milieux d’arétes d’un maillage. .

V. 5 Formulation variationnelle et résolution d’un probléme

Dans le document d’introduction a la méthode des éléments finis, on a vu que le systéme
global est obtenu a partir de Ja formulation variationnelle du probléme aux limites. Ainsi,
I’usager désirant développer une nouvelle application doit en premier lieu écrire la
formulation variationnelle du probléme. Par conséquent, la formulation variationnelle va
permettre d’écrire la matrice et le résidu €lémentaire. Cette tiche peut étre complexe surtout

si le probléme comporte plusieurs inconnues, ¢’est-a-dire les problémes couplés.

V. 5. 1 Détails de la résolution d’un probléme

Nous voici rendu a décrire en détail la résolution d’un probléme dans le CCEF :
» Lecture des données d’entrée (les 5 fichiers typiques - .géométrie, champ, .CL,
.matériaux et chargement)

» Affectation des champs
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» Assemblage et résolution du systéme global 7 M

> Exportation des résultats -

o
N

V.5, 1.1 Lecture des données

> Cette étape consiste simplement a lire les données sur disque. Pour résoudre un
probléme, on devra avoir les données suivantes :

Géométrie (fichier .geom, classe « Geometrie »)

Entités géométriques (fichier .enti, vecteur « m-geometrie »)

Maillage (fichier .mail, classe « Maillage »)

A A A

Les champs pour chaque variable du probleme (fichier .champs, ex: classe
« GestionFichierChamps »)
» Liste de conditions aux limites (fichier .CL, ‘ex: classe

« ListeConditionsLimites »)

Une fois ces données en mémoire, nous sommes préts a les utiliser.

V.5.1.2 Assemblage et résolution du systéme global

Pour former le systéme d'équations éléments finis, il faut d'abord numéroter les degrés de

liberté de 1 & 1, ol n est le nombre total de degrés de liberté (DDL)d ,, y compris les DDL
fixés d 7 - Pour garantir la structure hiérarchique des matrices et faciliter I’assemblage et la

condensation du systeme, la numérotation doit respecter deux critéres.
» Cntére 1 : Les DDL fixés doivent porter un numeéro plus élevé que les DDL libres,

ceci afin d'éliminer ces DDL fixés et de calculer les réactions.

» Critére 2 : Dans chacun des groupes de DDL (fixés ou libres), les DDL relatifs & un
degré p doivent porter un numéro plus élevé que ceux relatifs aux degrés p-1, p-
2,..,1,ceci afin de préserver la structure hiérarchique du systéme d'équations éléments
finis.

Maintenant que nous avens un probléme & résoudre, on peut demander a un solveur de
Iutiliser pour faire 1’assemblage de la matrice et du vecteur global et ensuite faire la
résolution du systéme ainsi créé.

La méthode d’assemblage utilisée dans le moteur de calcul est un peu spéciale, elle differe de

Ja méthode décrite en ( I11.4) .
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L’originalité de notre méthode réside dans la construction d’une matrice booléenne de

permutation [P] qui permet de mettre la raideur structurale [ K] sous la forme

[ ]: Kﬂ' Kﬁ
Kn' Kn‘
et

les vecteurs des déplacements et chargements sous la forme

d ¢ t F d
= [ =
d:' ‘F;

La résolution du systéme linéaire suivant permet d’avoir les déplacements cherchés.

Fl_ [K K|d,

9 Kr'! K:’:‘_ d,

! i

D’oli on sort :
d; = KH‘I(F; _Kh'df)

Une fois résolu, nous avons la solution du probléme pour nos différentes inconnues.

Y. 5. 1. 3 Exportation des résultats

La derniére étape consiste simplement a exporter les résultats calculés pour la visualisation.
L’exportation se fera selon le visualisateur désiré : la fenéire vue de notre application ou un

éditeur de texte approprié.

V. 5. 1. 4 Post-traitement

Afin de permettre a l'utilisateur une analyse aisée de la solution ¢€léments fins, 1] est
nécessaire de calculer certaines grandeurs (déplacements, contraintes, ...) a partir du vecteur
solution du systéme d'équations linéaires et de les afficher sous un format de sortie facilement

iterprétable.
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Le post-traitement consiste en l'utilisation des résultats obtenus en déplacements pour le
calcul des déformations et éventuellement des contraintes dans la structure par le biais des lois

de comportement des matériaux.

Pour un matériau isotrope a comportement linéaire par exemple ,les déformations en tout

point sont données par :

(o) =[x )

Ou [L] est lopérateur défini de la fagon suivante :

=
I

Plo Qo o

@l

avec [U(x, y)] = [Ne (x, J")| [Ue ]

d’ou
{e" e} =[L][ V() [{U.} =[BG (U]

Et par la suite Jes contraintes sont obtenues par la relation suivante :

{o(x, )} =E{e' (%)}
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CONCLUSION et RECOMMANDATIONS

La finalité de ce projet était de développer la méthode des éléments finis dans le cadre de
I’analyse structurale. En effet la modélisation des structures élastiques aboutit 4 des équations
différentielles dont la résolution analytique est souvent impossible mais en faisant appel 4 une
formulation variationnelle basée sur le principe des travaux virtuelles et le minimum de
Iénergie potentielle totale, nous artivons a discrétiser le probléme et & trouver une solution
approchée nous permettant de résoudre le probléeme d’élasticité qui dans notre cas correspond

a ’analyse structurale d’éléments surfaciques.

Cependant le développement de cette méthode étant fastidieuse, 1’utilisation d’outils
informatiques s’ impose pour la mise en ceuvre de cette derniére. La principale difficulté réside
dans le choix du langage et des structures de données adéquates pour représenter les
différentes grandeurs utilisées lors de application de la méthode. La recherche d'une certaine
convivialité dans I’acquisition des données de base et dans [’affichage des résultats est aussi
importante que la création d’une interface graphique adéquate, attrayante, constituant souvent
un aspect non négligeable d’un programme utilisant ta méthode des éléments finis.

Dans le cadre de ’analyse structurale la prise en compte de tous les types de sollicitations
notamment celles dues aux forts gradients de contraintes, est primordiale. Ainsi de nos jours,
I’analyse dynamique entre en jeu avec d’autres méthodes basées sur les éléments finis
(méthode de Treffiz). La méthode de Treffiz pourrait uitérieurement faire 1’objet de projet de
fin d’études.

De plus comme toute méthode de discrétisation, il existe une erreur d’approximation dont
la grandeur détermine la validité de la méthode utilisée. Cette erreur est due non seulement au
principe de discrétisation utilisé mais aussi aux algorithmes informatiques qui générent des
erreurs d’approximation ; des recherches peuvent étre axée sur I’amélioration des algorithmes
utilisés afin de minimiser les erreurs dues & la machine.

Nos derniéres recommandations vont & ’encontre de I’enseignement qui doit intégrer dans le

cours d’informatique, des modules pour la programmation orientée objet (POO).
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Bibliothéques d’éléments finis :

Nous dennons dans ce qui suit les €léments de références fréquemment utilisés ainsi que leurs
fonctions d’interpolation.

Nombre Fonctions d’interpelation
Eléments de référence de noeuds
10 1 ¢ N, = 1—(1 -¢)
—t—— 2 :
1
N, = —(+
el = 5+ ¢)
40 1 4
— 4+ — 3 1
N ==(-1+
rec e =51 g)
1
N, = '2_(1 +¢ ¥

N,=(1-¢)i+¢)

15ged Ny === ¢)a¢ -1)3¢ +1)
4 W, = 0Xag - 1)6¢ +1)
My = (=X N-3¢)

M= (-0 X 6 X3¢ +1)
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Eléments de référence Nombre Fonctions d’interpolation
de noeuds
6 N, =1-3¢-3n+2L% +8Cn+ 277
N, ={(-1+2¢)
N, =n(-1+27)
N, =-44(-1+¢ +27)
Ny =40n
Ny =_47?(_1+C+7?)
N, = ——;-(37?—2+3§)(—1+(:+n)(3r}—1+3§')
1
Ny =2¢(1+36)36 -2)
10

N, =%n(—1+3n)(3??—2)
N, =%C(—2+37}+3CX—I+§+?})

N5=—%§'(—1+3§’X—1+¢’+n)

Ny =2 ¢n-1+3¢)

9
N, =5§U(_1+37?)

9
Ny ==2n(-143nf-1+¢ +n)

N, =%?}(37}—2+3§)(~1+{+r;)

Ny ==27¢n(-1+¢ +77)
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Eléments de référence Nombre Fonctions d’interpolation
de noeuds
l
1
Ny =2 ¢(-1+n)26n + ¢ +1)
4 1 3 :
1 9 Ny ==2¢(-147)1+2)
3 1
Ny =242 -1)M1+¢)
1 5 ? Wo= 2l n)ieg -20)
lsgmst Ny =—5(-1+??)(1+§)(§—n+2§n)
Ny =~¢(~1+nX1+n)1+¢)
1
Ny == (+n)+ )¢ -n)
Ny ==¢* (=147l +7)
Ny =(—l+r})(1+r;)(1+g'X2(;—
|
|9
4 3
" I . 12 ~.=;-( g X Yo 10497 +977)
12 7 =1,2,3,4
: 5 6 2 5
1€E6m<1 Na=37(1+§€,)(1+9w,-)(1—n2)

1=7,8,11,12

M= e 9gg Yo m M- )
1=5,6,9,10
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) Nombre Fonctions d’interpolation
Eléments de référence de noeuds
7 | 1
Z( -¢Xt-7)
4 3 ..—‘l
: T 4 ¥y = L0+ 2fi-n)
N, =~(1+¢Yi+7)
| i
1 3 N, =%(—§XI+U)
1€€ &l
4
1
8 g Ny == =nfi-n)i-¢)
1
Ny =1+ g -n)i-nfi+¢)
1
N3=%( 1+¢ +n)1+7)1+¢)
v, g( 1-¢ =)+ n)i-¢)
- 2(-n)i-¢?)
=—(1+??)(1—§ )
Ny =2l-n2)1-¢)
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Algorithme de maillage d’une plaque rectangulaire

Cet algorithme effectue le maillage d’une plaque dont les dimensions L et 1 sont connues.
On subdivise ainsi la plaque en plusieurs éléments délimités par des nceuds dont les
coordonnées sont stockées dans un tableau nommé nceud[}. Les nombres nx et ny donnant le

nombre d’éléments suivant X et suivant y respectivement.

Données d’entrée :

1

L : longueur de la plaque

1 : largeur de la plaque
- nx:nombre d’éléments suivant 'axe x

- ny:nombre d’éléments suivant y

Données de sortte

- neeud {] : tableau d’enregistrement des coordonnées des nceuds de la plaque
- n:nombre total de noeuds

- dx : pas de la discretisation suivant x

- dy: pas de la discretisation suivant y

Algorithme :
Début
dx +«— L/nx;
dy — Uny;
rx <+—— L mod nx ; \Wreste de la division de L par nx

ry «— lmodny; \restede ladivision de | par ny
j=0; n=0 // initialisation

tant que (j<=ny) faire
début tant que
pour i allant de 1 & nx faire
début pour 1
nceud(n].x «—— 1%dx ;

nceud[n].y 1*dy ;
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si {rx = 0) et (i = nx) alors
debut si
n +—— nt+l;
neeud[n].x o L;
nceeud[n].y +— j*dy;
fin s1
n *— n+l;

fin pour i

si (ry # 0) et (j =ny) alors
début si
pour i allant de 1 & nx faire
début pour i
nceud[n].x +—— i*dx;
neeud[n]y o i*dy;
si (rx # 0) et (1 = nx) alors
debut si
n «— n+l ;
neeud(n].x . L;
neeud[n]y <+ 1,
fin si
n<*+— n+l;
fin pour i
J e—1J*L;
fin tant que

FIN.

Au sortir de I’algorithme nous avons un tableau de n neeuds ainsi que leurs coordonnées.
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Algorithme de création d’un tableau de connectivité

Cet algorithme crée un tableau nomme maille, contenant un classement selon le numéro de
tous les matlles d’une plaque rectangulaire dont le maillage a été fait au préalable. Nous
connaissons donc les numéros des nceuds et te nombre total de mailles. Chaque élément du
tableau est un enregistrement dont les champs sont les numéros des quatre nceuds de chaque

maille.

Données d’entrée :
nx : nombre de mailles suivant I’axe x
ny : nombre d’éléments suivant y
Données de sortie :

-maille[] : tableau de connectivité de la plaque

Algorithme
Début
POUr Langee allant de 1 & ny faire
début pour_ Impngse
pour i allant de ] a nx fatre
début pour i
indice W g — 1) 1
maille[indice].prem dsangse T Indice -1
maille[indice].deux <+—— maille[indice].prem + 1 ;
maille[indice].trois o maille[indice].deux + nx + 1 ;
maille[indice].quatre +—— maille[indice].trois ~ 1 ;
fin pour_i
fin pour iangee

FIN
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W -aH, 26
ab a’ b’
2H, 4G -3¢
p*  a ab
-3¢ 2H, 4G
ab a’ b?
4H, 4G -3d
B & ab
4H, 4G
a’ b

-3¢ 2H, 4G -3d |
ab PR ab
—2H, 2G 3d —4H, 2G
b a ab b &t
3d -2H, 2G 3¢
ab a’ b ab
-4H, 2G 3¢ -2H, 2G
7 T3 s r 27
b a ab b a
e 44,26
ab a* b* ab
4H, 4G -3d 2H, 4G
bt ab b. a4
4H, 4G =3c
a’ b_2 ab
4H, . 4G
B a’ |

Matrice de rigidité symétrique d’un rectangle a huit dll (matériau isotrope)

4H, 4G e -AH, 3G
a’ b? ab a’ b’
4H, 4G -3d
bt a’ ab
AH, 4G
PEEY
[K]=
SYM
Avec :
_E H_ZG(I—O:V).
2(1+v) - v-av)|
c=H, +G|;
d=H,-G|;

H, =

vH,
l—-av
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Od & = ( en contrainte plane et & =1 en déformation plane.





