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SOMMAIRE

Pour I'analyse et |a modéliéation des structures ou des milieux
continus, plusieurs méthodes sont utiiisées, afin de prendre en
compte convenablement les singularités aussi bien géométriques
que celles dues aux charges appliquées.

Des résultats satisfaisants ont €té obtenus pour la résolution des
dalles, étendue ensuite a I'élasticité tridimensionnelle.

A cet effet, un champ de déplacement de TREFFTZ a été génére
en élasticité 3D lors de PFE précédents.

IL s'agit donc principalement dans le présent projet, d’'adopter cette
méme deémarche, pour déterminer d'abord le champ de
deplacement (solution homogene =t particuliére) non conforme
représentant le comportement membrane d’un tablier de pont sous
'action des forces de freinage des veéhicules. La solution
particuliere est obtenue en intégrant la fonction de Green affiliee.

Enfin le champ de contrainte résultant sera alors généré .

MaMBAYI 2002 ]
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CHAPITRE 1 : INTRODUCTION
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L'évolution de la technologie a amené les ingénieurs a concevoir
des projets de constructicns plus rationnelles, plus compiexes et
fiables, soumises a des normes de calculs plus séveres. Les
éléments constitutifs d'une construction sont des corps
tridimensionnels dont le comportement est régi par les lois de la
mecanique des solides.

Le solide est un objet massif dont les trois dimensions sont du
méme ordre de grandeur. Les structures minces ou corps orientes
sont des solides dent au moins une dimension appelée épaisseur
est petite par rapport aux autres dimensions. Les structures les
plus utilisees dans la pratique de l'ingénieur sont montrées a la
figure 1.1.

Les équations de base qui decrivent les comportements des
solides et des structures sont sous forme d'équations aux dérivées
partielles (EDP) avec des conditions limites. Ces équations sont
résolues de fagon approximative au moyen de méthodes
numerigues, parmi celles ci la methode des éléments finis (EF)
dont la puissance et !'élegance ne sont plus a montrer. Elle est une
méthode qui s'est surtout développée a partir des années 60 avec
plusieurs activités de recherches dans des domaines divers de

I'ingenierie.

MaMBAYI: 2002 5
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Fig.1.1: Différents types de structures.
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Les résultats de ces recherches sont aujourd'hui utiliseés dans les
outils de calculs destinés a la conception assistée par ordinateurs.

Actuellement les cbjectifs des recherches entreprises dans ce
domaine visent a résoudre des problemes qui ont surgi dans
I'utilisation de ces cutils. Dans les années 90 et encore aujourd‘hui
de nouveaux modeles d'EF basés sur différents principes
variationnels {simples, mixtes ou hybrides) sont proposes dans le
but de mettre en ceuvre des éléments plus fiables et performants.
La plupart de ces formulations repose sur une approximation selon
laquelle les conditicns d'équilibre, les relations cinématiques et/ou
la loi constitutive ainsi que les conditions aux frontieres ne sont
verifiées qu'au sens des résidus pondérés [16]. L'approche
alternative dite du type Treffiz [16], part de la solution exacte des
eéquations aux dérivees partielles fondamentales pour le champ
interne. Les conditions limites et éventueliement la continuité entre
éléments sont imposées au sens intégrai sur le bord des éléments.
Dans la méthode hybride Trefftz, les conditions limites et la
continuité sont appliquées par I'entremise d'un champ uniquement
défini sur la frontiere de I'éiément alors que dans la méthode

directe des moindres carrés du type Trefftz, ces conditions sont

MaMBAY S 2002 5
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appliquées au champ interne au sens des moindres carrés sur le
bord de I'élément.

Les modéles d’ éléments finis du type Trefftz ont montré une
bonne performance pour ia résolution des structures présentant
par endroits de forts gradients du champ de contraintes et des

singularités issues de la géomeétrie ou des charges[16].

Les structures telles que présentées plus haut apparaissent
comme des cas particuliers de solides spatiaux. Leur analyse
peut étre faite en imposant des conditions transitoires soit au
modele tridimensionnel en réduisant la forme des EDP a la
dimension de la structure considérée : modélisation directe , soit
a partir des soluticns obtenues de la résolution des EDP du
modéle tridcimensicnnel . modélisation hiérarchique.
L'intérét de cette demarche s'’inscrit dans le développement des
eléments finis du type TREFFTZ pour l'analyse structurale
utilisant la modélisation directe ou hierarchique. Dans cette
premiere phase, les solutions des EDP des solides
tridimensionnels et des plagues bidimensionnelles seront

utilisées pour la résolution des structures et des milieux continus

MaMBAYE 2002 6
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CHAPITRE 2 :

PROBLEMATIQUE ET MOTIVATION
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L’analyse structurale des ponts a tablier raidi est fait aujourd’hui , le
plus souvent avec la méthoae des élements finis.

Des éléments poutres representant le comportement des sommiers
aux raidisseurs (fig.2.1.b) sont combinés avec des éléments
plaques qui reproduisent les effets de flexion dus aux forces
verticales et les effets membranes que créent les forces

horizontales dues aux freinages des veéhicules, par exemple.

Z
y X
w
Y Oy Y
z u N X ~ 4’
| / \L !
L Z
IZ 0 6
/ y / X
(a) X (b)

Fig. 2.1: Eléments finis a 5 degrés de liberté par nceud
(a) élément plaque — (b) élément poutre

MaMBAY L 2002 3
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Suivant le modele standard basé sur la méthode de Rayleigh-Ritz,
plusieurs types d'éléements plaques onf éte développes [16]. Des
éléments a cing cu six deérés de liberté par nceud utilisant un
champ de déplacements ou de contraintes interpolés qui reproduit
de fagon approximative, les conditions d'équilibre et la continuité
aux interfaces des éléments. La performance de ses éléments est
largement etudiée. Leur formulation et leur utilisation sont simples.
lls reproduisent, au demeurant, difficilement les phénomeénes de
gradient élevé cou les effets dus aux singularités. Dans le cas des
ponts, ces singularites proviennent de la géometrie du tablier
(coins singuliers) ou des charges considerées comme ponctuelles

ou sectorielles, des roues de véhicules [186].

/
L 4
. &

Fig.2.2 Modele de charges a partir d’un essieu unique

MaMBAYE: 2002 9
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Avec le modele des éléments finis standards, ces classes de
probléemes scont investies en procédant au raffinement local du
réseau d'élements |

Le raffinement local nécessite non seulement un mailleur spécial et
un espace mémoire confortable, mais aussi un solver performant,
vue la taille de la matrice de raideur que l'on obtient apres
assemblage des éléments. En particulier, pour déterminer les
efforts maxima en tout point d'un tatlier de pont suite a I'application
d'une charge roulante ponctuelle il faut adopter pour chaque
position de la charge, la meilleure configuration du réseau qui
permet de représenter au mieux la variation brusque des efforts au

voisinage du point singulier.

Fig.2.3 : Tablier de pont raidi par des sommiers modélisé par éléments
finis

MaMBAYE 2002 10
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Cette démarche est onéreuse en temps de développement des
éléments, en temps de calcul et en mémoire d'ordinateur. Elle
nécessite aussi |'élaporation d'algorithmes complexes pour la
construction des réseaux d'éléments. Par ailleurs, I'expérience a

montre qu'elle n'est toutefois pas garante de résultats fiables.

Les simplifications théoriques adoptées dans la formulation de
I'élément standard se sont traduites par une difficulté accrue dans
la représentation réelle du comportement des structures que

l'ingénieur rencontre en pratique.

Le traitement des singularités a fait 'objet de plusieurs sujets de
recherche dans les années 80 et 0. Plusieurs modeéles impliquent
des considérations mathématiques olus élaborées ont éte
proposes [16], parmi ceux-ci le modéle dit TREFFTZ [16] basé sur
la reésolution préalable des équations aux dérivées partielles
fondamentales (EDPF), abstraction faite des conditions limites. A
I'intérieur de chaque élément un champ interne est ainsi érige ; |l
s'agit de la solution compléte des EDPF (champ non conforme). La
conformité des champs est ensuite imposée pour les conditions de
passage entre éléments et pour les conditions frontieres de la

structure.

MaMBAYL: 2002 1
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CHAPITRE 3 :THEORIE

MaMBAYE 2002 12
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Le comportement d'un solide occupant un domaine spatial Q est

décrit par le systeme d'EDP suivant

L'o=b: équations d'équilibre.
€ = Lu: relations cinématicue .
o=De: lolcenstitutive .
avec les conditions aux frontieres
V=V (u)=vysurr,
t=t(u)=tsur r
LU = ¢Q  lafrontiere du domaine
Les équations (3.1), (3.2), (3.3) conduisent aux
fondamentales
au=Db
a =L'DL

Les variables utiliséas sont définies comme suit :

EDP

u et b : vecteurs conjugués des déplacements et des forces de

volume

€ et 0: vecteurs conjugués des déformations et des contraintes

v et t : vecteurs conjugués des déplacements et des tractions de

bord.

(*) leur produit donne de 'énergie.

MuaMBAYE 2002 15
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CHAPITRE 4 : ELASTICITE PLANE

MaMBAYE 2002 14
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4.1 CONTRAINTES PLANAIRES
4.1.1 Rappels
En élasticité tridimensionnelle, 'équation de Navier s’écrit en
coordonneées cartésiennes .

(1+G)gruddivu +GViu+b= 0 (4.1)
avec u={uvwl, b ={hx.by. bz}
Il a été demontré [1] que la soluticn de I'equation homogene de
(4.1) s'ecrit :

GU=2(1-yV2F -grad F (4.2)

ou F={/.f flest le vecteur de Galerkin vérifiant V4F=0

L'etat plan de contrainte est consideré lorsque nous avons une

membrane, une plague mince chargge dans son plan, un mur etc.

Dans ce cas, les conditions suivantes peuvent étre considérées :
O:-=Te==0,-=0

4.1.2 Equations aux dérivées partielles fondamentales

e En coordonnées cartésiennes

L’équation de Navier donne le systéme suivant :

MaMBAYLE 2002 15
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'\’) -'\7
C=u O-u 05y, |
I Gl L+ _\_:0
A0 9 A2 9 Bedy f
Oxs 2 oys 2 oxa ol
~D ’)
c-vo v O-u b
I-v N Ay Y _0 43
, 4+ =
22 a2 2oy H (4.3)
avec ¢ = uvl b=leh) et H=—£

|—p?

Sous forme compacte le systéme (4.3) s'écrit :

L gradaiv U #GV-U + b=0 (4.4)

2=

e [En coordonnés pclaires

L’'equation de Navier s'&crit .

S omue . Sl SOur ,  Cud
2-—,)—'r- li,)z 3 ek += - —J:V —,') ur ‘f—Q:O
S - = L S el B e
,)82119 T, ,]vcﬁw‘ | cul , Ouw 5 >
< =l —— “ub +2=0
= 062 &t e e T o oy rt H
(4-3)
4.1.3 Choix des solutions des équaticns aux dérivées
partielles
4.1.3.1 Basée sur le vecteur de Galerkin F =(/, /)
On montre que ie déplacement donne par :
u= 2 V2F - liigraa’a’iv o (4.6)
[-v l—v

est solution hcmogerne de 'équation de Navier telle que V4F=0

MM AN B 2092 6
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Ceci s'écrit

cf o, of o
+2 1 = (4.7)

Les solutions de I'équation (5.5) dans le cas d’une plaque standard

sans singularités s’écrivent .

jT_A' :Rezk+2 :%(zkfz +;—;k+2) ,

fi.k :Imz“::%(Z/‘*:-—f"*:) ,

fiamriRezt =iz,

(4.8)

C A PR P S
v/.a;A-—r-Im_ =/ ‘,)—I,\_.A_‘;A) y

¥y

R 2
+VyvT)o-

ou I=x+0,r=(x"
Chaque fonction fit ( j=1...4;k=0,1...) engendre un champ

de deplacement u;«=(ujk.v k) qui s'ecrit
y o2 fik 02 fik

-~ ' ? -
- c=fik  0cfjk I+
Uk =——{ + - T 4.
A VAP &y? I-v" a2 oxoy ) “9)

Bk Bfk . fk Bk
1—1«'(' o2 oy )—1—1/ Oy? - Oxoy

Pour montrer 'indépendance linéaire de ces vecteurs, on utilise la

methode classique c'est a dire en considérant des constantes a; |,

Qp Q3 Q4 telles que -

MaMBAYE 2002
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QA Upg + Qp Uz Y A3 Uz + Qg Ug = 0
On trouve alors pour k =0, 91 = =a3=a,=0
Pour k = 0, on a que trois vecteurs ujgy, Uz et Uz
Les deplacements u; i étant lineairement indépendants, le champ

résultant s’écrit alors:

U= E+ZA/kuj,k : v= U+ ZBjk Vjk
Jjk Jk

j=1234; k=0,12,...
ou 4 et By sont des constantes indéterminées qui seront fixés a
partir des conditions de bord .

U =(z.wv) estla solutiocn particuliére de I'équation de Navier
Le champ de contraintes o =(ox.x,0v,«,7xy,«) est donné par :

Cu jk ovik
o= E ( q/ )

-2 COx oy

_ E ,ovjk | Cujk . .
Oyik= +Vv—=—);
l——vz\ y
ryy = B (Cuk OVk, (4.10)

2(1+1)" oy oOx
Les calculs sont effectués a laide du logiciel de calculs
mathématiques MAPLE 6 dans le programme nommeé Elasdépcart
.Les resultats sont notés dans les tableaux suivants.

n = degré du polyndme.

MaMBAYLE 2002 18
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Tableau1 : Vecteur de Galerkin en coordonnées cartésiennes F =( £, )

k| n Fonctions de Galerkin

0] 2 SR

.
N
—
e
+
A
\
—

it
e

f
>
+

e 10 A (A

=10 xT v ) (x7 +y

./

6 8 Famxt =280 v e 70y - 28 Xy 4y

‘ Iy =8 vy~ 56 o 56 xsy'{ -8xy’

| L R T L LS W

foom o =200 v 6007 ) (P yT)

| +a ]
i : . - 7.2 3 3 [
7 9 foo =36 T+ 1267 v -84 X+ 9 vy
N o=t . - N N
= — : ; T, v
by gie ™ =84 1204 T =30 v + v
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Tableau 2 : Vecteur de Galerkin:

Les déplacemenis en  coordonnées

cartésiennes

IR

V) k

vjk=1

\
(L+v)(v+) ’

| |
(l+=v){x—-1)
U, =0 : ' v, =0
111 - =1+ - =+ v ‘
L | | |
(l+=v)(x+) (L+v)i{x—1)
H, ., =6 - | v, L =6 : ;
- -1+ - -l +v ‘
L _ | |
b SNV 3V v E vy . ~7TxX+y+ VitV
| Uy, =l s - | yoo=0 T
| 2 -l +v | S -1+ v
| 7 e > N R |
R R U G “Sy+x+ 3V i+ vy
iy =2 T e
- -1 1 =1+
| . ' . - M 3 K il i ~ =
L=y == 2y | Sl Ev =y + 2w
Hl =12 \ | v, -12
2 2 ° -1 - | ' —1 +v
|
(=i -~ 2y (l=v)i{x =y = 2x0)
i,oo= 12 - v, 12 ' '
- -1 - - =1+
< 3 ) 5 !
LTV -2 RN . S = |
", 12 - : : R
—1 - -l +v
v —— 5 &) 5 S N 1
OV FNT TR DV T Ty OV VFXTF VA2V NV ETV AT
1" =6 v =0 :
=+ _] N - _1';_\/'

| ﬁ()(1+V)(.r—)’)(_y:+4.\'y+x3)
\" ‘____ . ..
| -1+ v

y ()('lﬂr‘ ’«‘\-‘1)[1\.—-1—.“:}'@\’3) ':WJ(1+V)(.\‘+)’)(}’2—4.\‘7L‘+.\‘:)
| T ~1 AT ~1+v
|
352k A0 3 A S ey 3w O 130 By wd 9vg Svr sy |
1 I - L = e v
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i ‘ oD -vy ’ . Ei—y +vux) _ =
(=L +2o)ol =y R f=l vl =)

i} ] Eive+vy—yp+3x)
G (=Ll =) Ty (=L +v)(1+v) | T e

u ]y

I E(x v+ Eiv - +2xy)
G =60 (7~ TR3wh) 5 =00 T >

~l +v

- = v XV R

24

| T 2 E
o o )

|
|

|

| : . e A T 3 R ; % B T
| LA N R R A LSy v =y -2v v = =S v —0x) B A AL Wl
‘ a2 i ) o o2 i . . ={2
|

i (=1 =20l = : N, A RV

3y o 160 E i T N . - i . Tamae oy v dy vy 1A S EEER

i l‘/'.(.\"\'—jr\'~._‘.'. v=lNr=3v B A o B =3 =2y _ '7(, R e A e I AR RIS
. o= _ H R v, 7= —
(=F vyt - . TR IS ‘ . I TR AR
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° En coordonnées polaires

L' equation (4.7) s'écrit:

F 1o O S o 19

Gt (5 O r30t92):0 @1

o rar rof ) or
Posons:
fr.@=g(r)cos(ks)
On obtient alors une éguation de tyoe d’'Euler de la forme

FrE 2 g g 200 )+ g 2k g (k- 4k)=0 ; (4.12)

En posant gi=r on a:

n=x¢ . 2==k .  13=2-% 14=2+k (4.13)

Pourk =0ouk =1, on a des racines dcubles pour t. Les fonctions
doivent étre 2insi completéss par d'autres lineairement

indépendantes a celles déja obtenues.

k=0 Sro=l fro=In(r)

fro=r? foir=r2n(r) (4.14)
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k =1 fii=rcos(d) fra=rIn(r)cos(8)
- i—cos(@) Fii=ricos(6) (4.15)
Pourk > 2, ona Fre=rfcos(kf) Jre=r= cos(kb)
Sfrk=rithcos(kd) fre=ritcos(kb) (4.16)

Les déplacements sont donnés par

L AN A R B ~a 10/
r= + e g = 4.
e v or s dr p06° )~ = P e ( (4.17)

25(@'”-/“ A

I Y H

U = g 4_,61‘14_ i( Ll
P

Al v ér rco

—v
avec

£ =cos(d) +sin(H) et O =cos(d) — sin(H)
Le champ résultant est

= i+ Z(_',k e o= o+ ZD/A' Uo ) (4.18)
s IRS

Cx et Dy sont des constantes déterminées par les conditions
de bord
§=1234. k=01, ...
U = (wr-.w) est une solution particuliéré de {'2quation de Navier
Le champ de contraintes est obtenu a partir des relations

suivantes :

MaMBAYE 2002 o3



Projet de fin d ¢tudes

Ecole Supérieurc Polytechnique

011/ Oue 4
O = + Urk
’( 80 i ))
__E ik aue,A Oltr ) 4
g6,. = l U (+ ))
T or
; cu Ouo, kU
e DL - )

Si on avait posé

solutions pourt :
h=k
Ce qui aurait donné les

k=0

Pourk > 2 ,cna

MaMBAYL 2002
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Ard=g(r)sin(k@) et giry=r,

résultats suivants :
fro=fro= fro=fio=0
Sfra=rsin( ) fri=rIn(r)sin(6)
‘,f:;_!z;ism(@) fii=rsin(6)

=r* sin(k®)

Sfia=r*sin(kb) Sk

fu=r+*sin(kO) Sre=ritsin(kH)

(4.19)

on aurait les mémes

(4.20)

(4.21)

(4.22)
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4.1.3.2. Soluticns basées sur le théoreme de Helmholtz
D'apres le theoréme de Helimhcltz, le champ de déplacement
u= {uv}peut s'écrire :

U= grad ‘W +rot A (4.23)
ou W =W (X, y)estune fonction scalaire
A ={0,0 o} est une fonction vectorielle avec o= o (x, y)
Pour que uy = wrad ' sSoOIt solution de I'équation de Navier, il faut
quelle vérifie:

AN AN
oM
e =0

Vi =
P=0 = o Oye

Dans le cas d'une plaque standard | les solutions sont donnés

par
Pri=Rex :L eI ou ‘Pai=Rezt 2%(:"—3*) : (4.24)

., A,

 u :i— LI:AZOF

ox ox

Huk Uk

L o= & b = AW

' av oy

De méme u, = rotA vérifie i'équation de Navier si @ vérifie de
VAOERS)
Ceci donne :

DT et O =y

MaMBAYE 2602 o5
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On a roth = rot(d k) = CRj _ 2D j
cy 0 x
—_ oW — OV
.. —- —_ Uir =
v dy
Uz i J, ’ Uy Kk
Lyo= . PN (4.25)
(@AY ox

final rasultant est alors :

Le champ
U=aqlyxt arUskt aslzx + asUz i

k=0,1,2..
Mais on verifie apres gue les vecteurs scnt lies deux a deux, uy g
et uyx d'une part, u, (€t uy, d'autre part . Ce donne:

U = DqUq i+ Doling

Les reésultats sont cotenus a partir du programme Elashelmcart.

20
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Tableau 4 :Solutions de V¥ = 0 coordonnées cartésiennes

K

n

T E Al

W, oAty =4yt

B [ RSN S Rty

CArt =100 4y

yroEmxt =280 s = 70X T - 28 7yt 4 S

¥

w,, =8 Yy-s6x vieson - 8x v

X =360 U F 12607 0 - 84 10 + 9 xS

i

Lm0 Ay -8+ 12607 - 360 T+
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Tableau 5 :LLe champ u = grad ‘¥ + rot A en coordonnees cartesiennes

n
0

T
k IR V, .k ’
- $

| |

e ]

1211 noolx ' po=2y ;
| | ; |
‘ i L o=l |

noo ey v+ ) I R
G b LT3 e v+ ) |
% TR —T —a— e S — - = —
413 i =Ly =37 v m eI - )
1 ‘ ‘ . = |
w, TR i l LN AN (T -3
— _——
514 v 3t -2x I LR Ik R v =20v (v - ) (- ) |

b
| R - - N B S
| | B I A IR U R (RS | B M LR TR N (e P N R |
| | | |
6 5 | S DO A S L A R S T =6 (St =10 - |
‘ ! |
o o3t dgy - om0y - 10T e 3
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Le champ de contraintes O =(0x,4,0v 4 ,Txv,4) est donné dans le tableau

suijvant :

Tableau 5 :Les contraintes 2n coordonnées cartésiennes ( avec U = grud ‘¥
+rot A)

: —a =
| Ovu O Txigu ’

R o e T3 .‘: _'. 3 aE T o |
| o 20 ’ - o =20 . 20
| - [ - C - R ~t -
\ l _
L L R e T S N =202 2a = A N N R
6 o -0 (- : lx H ik - =30 . | b : o= v' .
v : : -y s - =\

m@
| R N R AR L= 22 =0 (a7 =2 =) |

5 A 320 . o == R0 ; T =30 e : (- - |

| : [ - P s | -\ |
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o En ccordonnées polaires

BENY N N

w=0 . - 2. R - 4.26

VEES = (51'3+r5r ;‘35(-)3) ! (4.26)
Posons Wiy =h(r)cos(kd)  Ou  W(r.8)=h(r)sin(k0)

En introduisant dans I'équation (4.26) on obtient I'équation de

type d’'Euler :

P b=k =0 (4.27)
En posanth =1 | on trouve :
t=kout=-K
Pour k = 0 on obtient deux solutions liees .Pour avoir deux
solutions linéairement indépendantes, on utilise la méthode de

la variation de la ccnstante.

Ona Nyg =1 R4 =1In (1)
Ce qui donne: Wio=1 W0 = IN(r)
ou Yiyo= 0 Yoo= 0 (4.28)

Pour k>1, on a

o= mvcos(kd) P =rfcos(kd)
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ou VL= rftsin(kO)

Avec uy = grad ¥, on ootient :

ni = Vs
) or
Uy i
o = 10%04
Y
Avec u; = rotA on a
Urix = l@_‘
' r cH
[ RNN
_ ML
o — -_ —
cr

Fcole Supérieure Polviechnigue

Wai = r*sin(k0) (4.29)

Uz k
— 10

Uy — —

r 00

| Ok
r oo

Urs s

ust
Ok

Uos: — ———=
cr

En cocrdonnées polaires ies déplacements u;, sont lineairement

indépendants et  generent

le

champ de contraintes

Ox=(0r.+,00 «.1r8,:} obtenu a partir de I'2quation (4.19)

Les resultats ont éte généres a partir du pregramme Elashelmpol
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Tableau 7 : Les déplacements u = grad'’ +rot A en coordonnées polaires

Un,

R .

!
“r :

Uuo..,

wr. o= i

Sk

Ce—sin( 0

o)

j _ st )

; u
. pu
I —— . — —
l i SHRCE! ut, o -eos( )
! 0
| s} cOs(6)
", - ur,oE N
- N 2 |
____
2 w2 eos{ 28 w o =2rsin(28)
: |
| 0
[ ] cort 28 Csin 2 e
ar o=l T S ]
, ;- }
|
l 9 M 3 ———= i E A il |
aro T =2 sie 2 0 1 =2reost28)
|
‘ LD cost 1Y)
" -2 i -2 .
. . y
3| " DLocese D i =2 26) i
| 1
T - TR I T
Sovg s 24
il 2 v, =3 \
; |
= o _ |
" D 2 e =D o280
|
i ~ - )
N B U ] L S0st29) |

woo- 2

K

R I A T S S I

nr 1 = e s3e)
|
cos(3 s B) \;
wr - i | e - =3 \
; o I [
e J
. Fishu 3o e =l cos30) ‘
\
TR Ccosta 0) W
17 - -2 . I//‘ N :

4ot sosid )

ur, il A it 0)
costd ) B Csin4 )
oy -~ ol - =
. ! /'\'
: 77PN S RN T ) e = cos(4 )

MubBAYI: 2002

(9P]
39}



Projet de tin d"études

Tableau 8: Les contraintes
grady¥ +rotd
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en coordonnées polaires avec u

T 1k

() Cusi i) Fosin( 8

| 5 | 3 © 2 |
| T (-~ : (=N 7 {I=vir |
-t i |
J E-1 =i i (=1 =) st Focos(t) |
- - -~ Y z SN T, =2 i
| o (b =vy P (b=vyr " {(1—=\vr \
| |
——
|2 fo(=1 + 3 ) coni 2 (=1 +vycost 2 ) L Esing28) ‘
‘ Goore=2 e o 3 == - . - o=l \
o | = v o [ v
A B NN N QU ) FA=t +vcesi2i) o losin(2 1))
Gy . v, = 6 : T m6 .
| - (1 vy (I =y Sy (1 =vyr ‘
|
Jor =) =l Fl=1=v)sii 2o Fcosi28) I
o =2 . 5 2 - T, = -2 S
[N b= . |-V
| Fil=vism? D) =T+ i 2] Fcosi20)
3 ) ( | 0 0 ? T 6" o
Y { Vb

(h-vy e P R

3 Joreos( 20 -1 - Forcostalye -1 =) | Forsing 3t
o ~0 o ) T =
I b " | — v
IR YN = e T G T o
R RN BT TR O =1 = wvicos 260 Fosing39)
o (i . = > ) T, 12 )
: (1 =N 7 {r—N 7 B (F—=vyr
Loosined) e - Lorsint20) (-0 o o " [ cost a0y -
o 6 . 7 b 1. -0
b i - ! | \

' . (=l vycos(<d1

Fi-l~v)cosi4u)

j /sin(46)

SR} o G =200 : T =2
i " (1T =~y i (L) i s (1=v)m
! t = . . M A) B . =
\ Formsinf 4y (-1 4 v Formsin(d -l ey 1 cos(4 )
g 12 5 =120 N . T, =12 |
h oy ri _\/.

L [ oot
l

‘ y fo(=T+v)ysmidii

| - (vt
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4.1.3.3 Solution directe
L' équation (2-3) peut étre résolue en posant :

ur = p(r)sin(k Q)
uy =4(r)cos(ka) (4.30)

En introduisant u#, st 1. dans 'équation (5.3) , on obtient le

systeme d’équations différentielles suivant :

o, 24KE=vY k() (3-v)
o PN LSRN N N / _ 1 Y =
2"+ p p PR A kg =0
L e ( L=y : _
(l—v)q"+%u:/’— == +f: L )q+ k“jf/—)p' +k(—3r1-l/~)p =0 (4.31)
En posant p=Cr
g=Dr

On obtient :

CQ2r-= (2+k(1=v 13+ D k(3=v )~k (1+v ) =0 (4.32)

Ce systeme admet des solutions non triviales si son discriminant
est nul.

A =t =2 1+k)e +(1=k2)
= wi=2(1+2)w (=)
avec w =t

A=0 = =%(1+k)
fa==( l—/()
on obtient alors :
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d+k(1+v)
(1) —k(1+v)
dk+h(1+v)
&—‘Z@;—AEWCL——C:
A=Ky
b 21 )k(1+1)
(5.32)
dh—k(lvv) o _
~4k—/c3{\i+v)64_ C k=3,4,5 ...

Ce qui dcnne -

D=

Di

p(/'):CI/‘ R N G N G
=i Cor 0 =Copr Y e Cop ™ +Cap ™0
q

4k(14v) )

avec e T = Y S T B2 0

(Gt = Cor 4 = Co sin A 6)

vo=(mai_ i =G G U+ Cor ™ ™ ) cos(kE) (4.33)

Pourk =0, 1, 2, des &tudes particulieres doivent étre menees :

k=0:
Les constantes D, et D, sont indéterminées . En retournant dans

le systeme (5-27 ) de depart, on obtient le systeme de type d'Euler

sulvant :

N4
2 n+: L —
plt=p—p =0

o (l—v)f,_(l——v) _
(I-=v)g"+ p g p q =0

= p(r)=Cir+£
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q(r)=D H—%

= u/:(Cu«——,gm(kH) 0
Uﬂ:(Dl’f*T“)COS(kQ):(D1‘+%)
k=1

On a deux sclutions doubles t =+ 0 .Dans ce cas on compléte Ia

solution par une une solution linéairement indépendante. On a

alors :
p(r)=Cir? +Q§+C_~, +Cin(r)
Glr)=— 5*_;)‘/ Cr C +C:+Ciln(r)
— ur:(C:r3+%}3+Cx +Csln(r))sin( @)
(=2 C = C L O Gilngr))cos(0)  (4.34)
I-5v -
k=2

Lorsque v =0 . D; est indéterminé . Pour y pallier , on le multiplie

par 2v .Ona:

p(;b-}:Cir‘+%+—€i+Gr

q(r)=G+v)Cir’ - r—“+%— rﬁ +Car

ur=(Cir?+ C CJ +Car)sin(20)

= - ~ 1—\} C.;
ue:((3+v)a~|r~>——%+— — (4-35)

~
a

Les coefficients C; sont détermines a partir des cotiditions limites
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4.2 DEFORMATION PLANAIRE

Cest lorsque ncus avons une siructure allongée de section

7}]

constante avec un chargement uniforme. Dans ce cas, on a :
Ex=Yxz = VYyz = 0
Comme dans ie cas tridimensionne! 'équation de Navier s'écrit :

(A+Ggraddive + GVIU+b =0 (4.36)

ou u= 5_11.1)1 et b:{bx.by,}

Pour la résolution de I'équaticn de Navier, la méme démarche est
adoptée que celle en élasticité tridimensionnelle avec les fonctions
de Galerkin et les sclutions baséss sur le theoreme de Helmholtz .

4.2 1 Solutions basées sur la fonciion de Galerkin F =7 7}

On montre comme en (4.7) gue le champ.

= _;__vz __17_ - ]
u Y F Ty graddivF (4.37)

est soluticn hecmogerie de i'équation de Navier telle que V4 F=0.
Les fonctions vectorielles sont les mémes que celles définies en

(5.6), qui donnent les quatre champs u; ¢ = {ulkavfk} linéairement

indépendants qui s'écrivent :
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2 ("2/ SNGERAR 1 O ik Ok
Uj k= +
MV A T A T o2y T oy
[k Y )i &2 fik O fjk
. 2 : i !
Vhk=—= —— - - + 4.38
& 1-2 v( v T v ) (I=w)(1-2 v)( oy? dxcy ) ( )

j=1234 k=012,

Ces champs genérent les contraintes sulvantes .

£

ISITa CVjk
deSlay A

Ov= mu === 5 ),
Ty = (I+v)(El—2 v){( =) ﬁﬁ +Vag;/\:k )
oz ,=v(ox, +0v ) s On= = (( Uk +8Vj‘k ) (4.39)

(H+(1-2v a v
Les calculs effectues ont donné les résultats suivants par le

programme Defpladencart :
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Tableau 9 : Déformation planaire :Vecteur de Galerkin :les déplacements en

cocrdonnées cartésiennes

—

Uk

V&

Vk =1

— e
Vo i | ¢ X
. 1 \‘:) .
(=1 &85 2w i (- (=l +v)(-1+2v)
= B Xy
o . (i \ —0 .
|| : (S F T I=1 5TV (=1 +v)(=1+2v)
R ¢ - N = “Tx+8x v+ ;
"o 2 Do vooo= =2 . B !
- { I -2 v ) B (-l+v)(-1+2v)
R v Sy +8rv X 1
i = | ) Sv+ 38, -
i - =2 = - v == ; - =
A AN | {=l+=v)(-1+2v) |
I S |
N AT A SR
B .
|2 | i —12 . ! vooo=Iz v '—X'i
| ! 48 ARY | P (=l =v){=1 -2\ ]
| e o |
' xo -yt -2
[ iy s ) : : R I A -
=) - 2 - -l -i- 2\
e aT . = T - s ; 3 —
2lxe 4 R i MY 3 - 23 v =0y N !
! _4 o . - ~
B RGN (== ~\,
=] 3 BREY ) \ 3. P U A TR U SR S S USROS
| -4 =1 ‘ : R
| AR ) (=l =vig=1+2\)
|
—_—
L. - — e ]
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A

Tableau 10 : Déformation planaire :Vecteur de Galerkin : Les contraintes en coordonnées cartésiennes

ﬂ

k Oy O vk Ok Txvyk
e . R .
1 O 1k =1 [OXWRS =] Ok =1 Tv gk =1
o - S R e e — S — :
| 2 5 =3 - Elx-)y) o L{w ) o -0 . B ISR
‘ Chivd =Tyl 020 S O AN U BN N BN b N N R YR R AR R
i
| . g -2 Lx e T RAYERR) G 0 ) _L el o i.(,«”';“\
o (T vyl av)(=1+2v) (hav)e bovyesi e 2y (L4 v) (=1 +v) (=]
— - TR x T viey) | L T vy TG ) TG
=24 ) G RERE - ) G =24 : =24
a“ (e vi(=1+v)(-1+2v) )“_: (lavy(~T+v)i—1+ 2 )"1,; (Hev)=T+v)i(-1+2v) T-”_ (1+v)(=1+2v)
] o - ~ 19 /(Trfjj,_\_yj) X)) o e TR FAT 2y lj.\'-_;-_TG_— ____i. /’;V(i‘j__{'._l'r)rr i [ . ~ ~|—7_ _l—(_\’ij y N
I O A AW ] Gl A : Cla )= e ) =012 2 07 7 vt av)=1 2w Y RS IRV W (R
3 o =60 f,_(.\ 372X ) s o Ll 2ayy ; 0‘_3 . 0 C 60 (v -.’_})/
U (P (=14v)( L12v) o (T+vye=l+=vy(=1+2v) ’ o (L=l v)i=1+2v)
a E(x _,."': +20y) 'U o0 o a2y G, =0 o o -y =200
G,(”' (T+v)(=1+vi(=t+2v) Sy (LA vyi(=1+v)(=1+2v) 24 Yoy (L v) =1+ vii=-1+2v)
._ PE(—{V‘VH.\* VX1V AT 3 —2v)) g - jl;(-—4y‘\'-}4.\3\'18.\'_;:\'4 Oy 4317 6 -dg Lvixs - 2a00) . 4()\)_&3,\;_5\3 W drv VL
=l PR I . . 5 =7
S (Vv i=t-0) (-1 +2v) Ly (TR -1 42v) B (F+vhi=lavyr-t+2v) W, () R V)
g pL-‘(—S.\')'\' +4P V-4 v 10 =30 7) 5 = j['l»-g\:\\‘-hl\:\'A_)a\:—7)3 4317 424) o -1 GRS B FH o B Y APV E
. (T+v) (=) +v)(=l +2v) R L) (-1 42v) 4 thev (=l eyl -2y Tnﬂ“ (1) )= £v)
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4.2.2 Solutions basées sur Ie théoreme de Helmholtz

Le champ de déplacement u = grud ¥ +rot A est alors identique

identiques a celui généré en élasticité plane et le champ de

contrainte est obtenu a partir des relations (4.39)
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4. 3 Comparaison des solutions de GALERKIN et de HELMHOLTZ
Afin d 'avoir une idée sur la fiabilite et la convergence des solutions nous
avons effectué une £tude graphique des champs de déplacement
obtenus. Nous avons ainsi tracé les comgosantes u(xy) en fonction de
(x;y) jusqu'a l'ordre 3.Les résultats sont alors représentes au niveau de
la figure 4.1.

En interprétant ies images ; on voit que pour n = 1 nous avons des
plans ; pour n >1 nocus avons des courbes un peu semblables mais avec
des orientaticns différentes. Cepencant ;pour n=2 et n=3 ;les courbes
sont identigues pcur chaque cas de solutions; ce qui pourrait nous

rassurer sur le convergence de la solution lorsque n croit davantage.
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Fig.4.1 : Comparaison graphique des solutions u (x y)

Degré n de Solutiocn de Galerkiin

la fonction

Solution de Helmholtz
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CHAPITRE 5

CHARGES SUR UN PONT - SOLUTION

PARTICULIERE DE FREINAGE
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Elle est régie par une réglementation technique en matieres de pont, qui
s'articule sur les états limites avec comme référence le fascicule 61 titre
[, 11, et lll du Cahier des Clauses Techniques Générales.
5.1 TYPES DE CHARGES
5.1.1 Charges verticales ou charges rcutieres a caractere_normal
Elles sont dues aux poids des véhicules sur le pont, et sont
divisées en deux systemes :
» le systeme A qui se compose d'une charge uniformément

répartie sur toute la longueur du pont donnée par :

;!(/‘):23()‘—'/3—6%0127 en daN/m* (Len m) (5.1)

» |e systeme B gui prend en compte les efforts locaux notamment le
poingonrement cu tablier a travers la roue.

5.1.2 Les charges de freinages

Les charges routieres a caractere normal induisent des efforts de

freinage obtenus en multipliant ces forces verticales par un

coefficient de freinage a.

/ M (X.y)

Fig.5.1: Impact de la roue et effet du freinage sur un secteur
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En genéral. c'est le freinage associé au systeme B qui est le plus
défavorable ( effcit norizontat de 3COkN correspondant au freinage d’
un seul camion j .

Ainsi, I'étude de ces forces de freinage qui sont considérees sur le
plan moyenr du tablier, se fait en &iasticité plane. En prenant une
force de freinage ayant pour ccmposantes cartésiennes Pet P qui
sont des forces porctuelles singulieres s’appliquant sous le point
d’'impact de la roue du véhicule , an obtient un deplacement singulier

particulier 4 dars ce plan moyen du tablier donné par les fenctions

de GREEN.
o Pil=ry 3= Xt ilevyt o Pdey) (levyr
= o = il ————ll =——) — — - = )
i -7 S - X 47 X+
1 .P':‘}TL'_){S:i/[n(x#;v:‘. 7(1@;’)“3)_ Pe(1+1) (lv\Lv,),\:}' 52
I 8l 2 a- X Y4 Xo vt ‘

ou a est une constante delimitant le zone d’'action de I'effet de freinage
sur le tablier, et t I'epaisseur moyenne du tablier.

Les contraintes qui en decoulent sort donnés par .

o= 4”1(—@%)71 F{]’\ (O3+vx + (I=vxp?) =P ((1+3mx vy — (1—1/)_1'-‘)}'

h 4m(,\—£+yf o 3 = (=) PG+ (et 's

To= = - . S e (] SV (3=t + (l—v)x“)} (5.3)

NN AN 2002 37



ESP Projet de 1in d ctudes Ecole Supérieure Polvtechnique

Cette solution singuliere vérifie ainsi les equations de Navier avec ce cas
de chargement, et s'ajoute au champ homogeéne interne u pour donner
le champ global issu de cet effet de freinage .

Notons que lorsque la zone d'impact de la roue du véhicule est prise
comme un secteur, les charges sectorielles sont obtenues par

integration de ia charge ponctuelle sur ce secteur.
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6 CONCLUSION
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Pour la génération des solutions du champ de déplacement des
plaques en élasticite plane, les equations aux dérivées partielles
fondamentales ccrrespondantes ont été posées avec les conditions
limites.

Le cas de V'état plan de contrainte a été mis en exergue pour
représenter le comportement membrane d’'un tablier de pont. Dans
cette situation, les solutions completes ont été définies au moyen du
vecteur de GALERKIN et du theéoreme de HELMOLTZ en
coordonnées cartésiennes et polaires. La vérification de
'indépendance linéaire a été prouvée pour la complétude de la
solution et sa convergerce en série  de  fonctions.
L'orthonormelisation de ces fonctions par le procéde de GRAM
SCHMIDT pour alleger les calculs est alors possible.

Ainsi, lors de la prise en compte des charges sectorielles provenant
du freinage des véhicules sur le tablier de pont, la fonction de
GREEN a &eté considérée. Les effets de ces charges ponctuelles sur
un secteur sont obtenus en intégrant cette solution particuliére sur ce

secteur.
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ANNEXES A
Justification des termes logarithmiques au niveau des solutions

Solution de r2A"+rh'-k* =0 (5.25)

Les solutions ont été :h=r " eth=r *

Pour k = 0, on obtient une solution double C constante. Pour avorr des solutions
linéairement indépendantes, on pose : h = C xg(r).

On obtient alors :

rig"+rg'=0
= r g'+g=0

8__1 N ~1nCl
= e = In(g)=-In(r)+C1 lnr

a1
r
o %zClln(r)+C2

=> g=

Pour la solution directe :

ur = p(r)sin(k@)
us =q(rycos(k@)
On a

Les solutions de obtenues sont a:=x(l1+k)et sa=x(1-k)
Pour k = 1 on a une solution double t =% 0 .Afin d’obtenir deux solutions

linéairement indépendantes, on pose :

p=C fir)
q=D fr))



En remplagant dans I’équation (5.30), on obtient le systéme suivant :

2wpdep-iey L pp B Vpy g

(1—V)Df“+MDf’—(3—2v)Df (”V)ff C¥ey <o

(1+v)

20 +(3C - =22D) f-2(C-D)f =0 (1)

(1—v)Df"+(“;”')D+ “’;V)C)f' Ccnys =0 @
Puisque si k=1, on obtient =0, ona C=D ( voir équation (5.31) )

(1) + (2) donnent : (3-v) f"+ (i;V_)fv

VAR _
= i = f=Clin(r)+C2
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ANNEXES B :

Elasdépcart: Génération des solutions a partir du vecteur de Galerkin

with (student) ;
with(linalg):
Z = X + I*y;
r2:= x"2+y"2;
fac:=E/ (1-nu”2) ;
G:=E/ (1+nu)/2;

n:=6;
f := matrix(4,n) ;
for i from 1 to n do
k :=1i-1;
La fontion de Galerkin n° 1.

£[1,1] := evalc(( z"(k+2)+conjugate(z”(k+2)))/2);

Le champ de déplacement 1.
ul[l,i] :=simplify (factor(evalc(2* (diff(£[1,1],x,x)+difE(£(1,1i],y.V¥
))/(1-nu) - (1l+nu) * (diff(£f[1,1i],x,x)+diff(£f[1,i],x,y))/(1-nu))));
v[l,i] :=simplify (factor (evalc (2* (diff(£f[1,i],x,x)+diff(£f{1,1],vy,y
))/(l-nu) - (1+nu) * (diff(£[1,1i].,y,y)+diff(£[1,1],x,y))/(1-nu)))) ;

Equations deNavier
eqll{i]:=simplify (factor({evalc((diff(ull,1i],x,x)+(1-
nu) *diff(ul(l,i],y,y)/2
+ (1+nu) *diff (v[1l /l] IXIY) /2) )))
eq2l(i] :=simplify(factor(evalc((diff(v[1l,1i],y,y)+(1-
nu) *diff(vil,i],x,x)/2

+(1l+nu) *diff (u[l,1i],x,y)/2))))

Le champ de contraintes n°1.
sigma(x] [1,1i] :=simplify (factor(evalc((diff(ul[l,1],x)+nu*diff(v[1,
i1l,y)) *fac))):
sigma[y][1l,1i] :=simplify (factor(evalc((diff(v[l,1],y)+nu*diff(ull,
il,x))*fac))):
taulxyl][1l,i]=simplify(factor(evalc((diff(ull,i],y)+diff(v[1,1i],x)
)*G)))
end do;

for 1 from 1 to n do
k:=1-1;

La fontion de Galerkin n°2 .

£{2,1] := evalc((z” (k+2)-conjugate(z"(k+2)))/(2*1));

v




Le champ de déplacement n° 2
u(2,1] :=simplify (factor(evalc(2* (diff(f[2,1] ,x,x)+diff(£f[2,1],y,
¥))/ (1-nu) —(l+nu) * (dif£(£[2,1i],x,x)+diff(£f(2,1i],x,y))/(1-nu))));
v(2,1]:=simplify (factor(evalc(2* (diff(f[2,1] ,x,x)+diff(£[2,1],y,y
))/(1-nu) - (1+nu) * (diff(£[2,i],y,Y)+diff(£[(2,i],x,y))/(1-nu))));

Equations de Navier
.egl2[i] :=simplify(factor(evalc((diff(uf2,i] ,x,x)+ (1~
nu) *diff(ul2,1i],y,y)/2
+(l+nu) *diff(v([2,1i],x,y)/2))))
eg22fi] :=simplify (factor (evalc((diff(v[2,1],y,y)+(1-
nu)*diff(v[2,i],x,x)/2
+(1l+nu) *diff(u{2,i],x,y)/2))));

Le champ de contraintes n°2
sigma[x] [2,1] :=simplify (factor (evalc((diff(u{2,i],x)+nu*diff(v(2,
i],¥))*E/(1-nu”2)))):
sigmaf{y] (2,1] :=simplify (factor(evalc((diff(v[2,i],y)+nu*diff(ul[2,
1]1,x)) *E/ (1-nu~2)))):
tau(xyl [2,1]=simplify (factor(evalc((diff(ul2,1],y)+diff(v([2,1], x)
) *E/ (1+nu) /2))) ;
end do;

for i from 1 to n do
k:=i-1;

La fontion de Galerkin n°3
£[(3,1] := evalc((z*(k )+conjugate(z”(k )))*r2/2);

Le champ de déplacement n° 3
u(3,1i] :=simplify (factor (evalc (2* (diff(£[3,1i] ,x,x)+diff(£[3,1],y.Y
Y)Y/ (1-nu) - (1+nu) * (ALiff(£[3,1],x,x)+diff(£[3,1],x,y))/(1-nu)))) ;
v[3,1] :=simplify (factor (evalc (2* (diff(£(3,1] ,x,x)+diff(£(3,1]1,y.,y
))/ (1-nu) - (1+nu) * (diff(£([3,1] ,y,y)+diff(£[3,i],x,y))/(1~nu)))) ;

Equations de Navier
.eql3({i]:=simplify(factor(evalc((diff(u[3,1],x,x)+(1-
nu) *diff(ul(3,1],y,vy)/2
+(l+nu) *diff(v[3,1i],x,y)/2))));
eq23(i] :=simplify (factor(evalc((diff(v[3,1i],y,y)+{(1-
nu) *diff(v[3,1i],x,x)/2
+(l+nu) *diff(ul[3,1i],x,y)/2))))

Le champ de contraintes n° 3
.sigma{x]{3,1] :=simplify(factor(evalc((diff(u3,1],x)+nu*diff(v[3
11 ,Y))*E/ (1-nut2)))) ;



sigmaly] [3,1] :=simplify (factor(evalc((diff(v{3,1i],y)+nu*diff(ul3,
i]l,x))*E/ (1-nu™2)))) ;
taulxy] [3,i]l=simplify (factor(evalc((diff (u[3,1],y)+diff(v[3,1i],x)
) *E/ (1+nu) /2))) ;
end do;

for 1 from 1 to n do
ki=i~1;

La fontion de Galerkin n°4.
fl4,1] := evalc((z” (k)-conjugate(z®(k)))*r2/(2*I)) ;

Le champ de déplacement n° 4
ul4,i] :=simplify (factor(evalc(2* (diff(£f[4,i],x,x)+diff(£[4,1]1,v,
y))/(1-nu) - (1+nu) *(diff (£[4,1i] ,x,x) +diff (£[4,1i],x,y))/(1-nu)))) ;
v(i4,1]) :=simplify (factor(evalc (2* (diff(£f[4,1i],x,x)+diff(f[4,1],y.,Y
))/ (1-nu) ~(1+nu) * (diff(£[4,1i],y,y)+diff(£[4,1i],x,y))/(1-nu))));

Equations de Navier
.eqldfi] :=simplify(factor(evalc((diff(uf2,1],x,x)+(1-
nu) *diff(uf2,1i]1,y,y)/2
+(1+nu) *diff(v([2,i],x,y)/2))));
eq24[i] :=simplify (factor(evalc((diff(v[2,1],y,y)+(1-
nu) *diff(v{2,1],x,x)/2 +(l+nu) *diff(ul2,1i],x,y)/2))))

Le champ de contraintes n® 4
-sigma(x][(4,i] :=simplify (factor({evalc((diff(ul[4,1],x)+nu*diff (v[4
/l] /Y) ) *E/ (1_nuA2) ) ) ) ;
sigmaly] [4,1i] :=simplify (factor(evalc((diff(v[4,i] ,y)+nu*diff(ul4,
il,x))*E/(1-nu”2))));
taul[xy] [4,1i]=simplify (factor(evalc((diff(u(4,1],y)+diff(v(4,1],x)
)*E/ (1+nu) /2)))
end do;
Indépendance lmméaire
>for 1 from 1 to n do
i:=1;
indpl:=gimplify(eval (a*ul[l,i]+b*uf{2,i]+c*u([3,1i]+d*u(4,i])) ;
indp2:=simplify (eval (a*v[1l,i]l+b*v[2,i]l+c*v[3,i]+d*v[4,1]1)) ;

el:=subs(x=1,y=1,indpl) ;
e2:=subs (x=-1,y=1,1indpl) ;
e3:=gubs (x=1,y=1,indp2) ;
ed :=subs (x=-1,y=1,indp2) ;
ss:=solve({el,e2,e3,ed},{a,b,c,d});
: end do;
>
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