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Sommaire

Ce travail se rapporte au domaine des milieux continus en deux dimensions dont I"é¢tude est
basée sur la théorie de ’élasticité plane. Il s’agit dans cette étude de faire la modélisation par

éléments finis en élasticité plane en utilisant les fonctions d’interpolation de type P.

Le choix des fonctions d’interpolation affecte de maniére sensible la précision et la
performance de la méthode des éléments finis. Les fonctions d’interpolation type P. avec leur
propriété d’orthogonalité, permettent d’atteindre ces objectifs. Le choix de ces fonctions est
en effet déterminé par un certain nombre de critéres qui sont le calcul efficace de la matrice de
rigidité, la performance de la procédure de la solution itérative et la minimisation de I erreur
d’interpolation. La formulation hiérarchique utilisée en version P permet a la matrice de
rigidité détre plus creuse.

Cette structure spéciale de la matrice de rigidité crée le besoin d’adopter une méthode de
décomposition matricielle fiable, stable et applicable méme si la matrice est singuliére ou mal

conditionnée, en vue de la résolution du systéme d’équations obtenu aprés I’assemblage.

Les calculs étant complexes manuellement, les programmes d’éléments finis sur Maple ont
et¢ ¢laborés pour le calcul de la matrice de rigidité et des forces équivalentes aux nceuds d'un

€lément rectangulaire.

Mots clés : Méthode P, formulation variationnelle, discrétisation, interpolation. polynéme de

Legendre. Méthode de résolution algébrique. SVD.
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Liste des symboles et abréviations utilisés

h épaisseur de la plaque

\% opérateur nabla

w composante du champ de déplacement suivant |'axe z
P Charge ponctuelle appliquée a la plaque

D rigidité de la plaque

f systéme de forces agissant aux nceuds

k matrice de rigidité

d vecteur déplacements aux noeuds

fo les forces équilibrant toute distribution des charges extérieures sur les

frontiéres et tout effort produit par une déformation initiale

EDP équation aux dérivées partielles

K matrice de rigidité globale apres I"assemblage

D champ de déplacement apres |'assemblage

R vecteur des forces équivalentes aux neeuds apres ["assemblage
T, I"énergie potentielle totale
dll degré de liberté

(A} vecteur des ddl A;
Q domaine occupé par I’élément
cQ bord du domaine Q

[ bord du domaine ou les déplacements sont permis

Iy bord du domaine ou les déplacements sont empéchés
u champ de déplacement a I'intérieur de 1’élément
t champ de forces surfaciques a I'intérieur de 1'élément
a champ de déplacement sur le bord de ['élément

t champ de forces surfaciques sur le bord de I'élément
XY coordonnées globales
c champ de contraintes a I'intérieur de |’élément

o, champ de contraintes initiales

£ champ de déformation a I'intérieur de | élément

£, champ de déformation initiale

K matrice de rigidité ¢lastique
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E Y déformations en coordonnées globales

U, I"énergie de déformation par unité de volume

f symbole de I’intégrale
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u' transposée de u
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B matrice déformation —déplacement : elle obtenue par dérivation de N
d' transposée du vecteur coordonné aux nceuds
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NI transposée de N,

B, matrice déformation —déplacement de I’élément (¢)
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1. Introduction

Une plaque mince est un solide limité par deux plans parall¢les voisins d’équation
z=*+—h (1-1)
2

Les équations qui régissent son comportement s’écrivent comme

or..
0o, +——+F, =0
0x Oy (1-2a.b)
or,, Jo,
—+—+F, =0
0x oy
avec les conditions limites suivantes
u=u sur [, (1-3a.b)
t=t sur I,

La solution exacte de ces équations est obtenue par application du principe des travaux

virtuels en considérant les conditions aux limites. Cette solution s’ écrit

“Exzﬁt+u0 (1-4)

ol u, est un champ de déplacements cinématiquement admissibles ( u, € E*(Q). avec
E’(Q) I'ensemble des fonctions dont 1’énergie de déformation est finie, Q le domaine du

milieu continu ) et W est un champ de déplacements cinématiquement admissibles arbitraire

fixé [F]. Dans beaucoup de cas u, est déterminé par approximation et pour trouver cette
valeur approchée de u,, un ensemble de fonctions sont déterminées par subdivision du

domaine Q en un certain nombre d’éléments finis. Cette procédure s’appelle la formulation
équivalente du probléme. Elle est appelée également formulation variationnelle et consiste a
transformer le probleme en un probléme équivalent. Dans cette formulation. le probléme est
posé dans un espace de dimension finie.

La méthode des éléments finis consiste donc a poser un probléme analogue ¢n dimension
finie. a partir d'un maillage du domaine Q ou sont définies les EDP. Ce qui nécessite la
déhmtion des fonctions de base dont le choix est tel que la matrice de rigidité (ou de
discrétisation) soit la plus creuse possible. Cette méthode. utilisée pour la premicre tois par

Ray Clough dans son mémoire intitulé « The finite element method in plane stress analysis »

Leole Supeneure Polvtechmque 1 200472005



Projet de tin d'etude methode des clements fines

a connu un grand succés avec |’avénement des ordinateurs qui permettent le traitement
numérique d’un grand nombre d’opérations.

Le projet consiste donc & modéliser une plaque mince par la méthode des éléments finis en
utilisant les fonctions d’interpolation type P.

Dans ce projet nous allons adopter la démarche suivante :

Dans un premier temps, nous allons procéder a la discrétisation de la plague en transformant
le probléme en un probléeme équivalent via une formulation variationnelle. | nsuite les
fonctions d’interpolation, qui constituent le point de départ de la méthode des é¢icments finis.
seront établies. Enfin les techniques d’intégration numérique et de résolution numérique du
systeme d’équations seront développées. Mais avant tout cela, il importe de connaitre la

procédure générale de la méthode des éléments finis.

19
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2. Procédure générale de la Méthode des Eléments Finis

La méthode des éléments finis, qui est une méthode d’approximation de solution des

équations aux dérivées partielles (EDP) construite & partir d’une formulation variationnelle du

probléme a résoudre, respecte une procédure dont les principales étapes ont les suivantes :

ou

Le milieu continu est subdivisé par des lignes ou des surfaces fictives en un certain
nombre d éléments finis.

Les éléments sont reliés entre eux par un nombre fini de points appelés nceuds et de
lignes définissant leur géométrie et leur délimitation. Les déplacements de ces points
nodaux sont considérés comme les inconnues de base du probléme a résoudre dans le
cas d'un modele de déplacement.

On choisit une ou plusieurs fonctions permettant de définir de maniere unigue le
champ de déplacement a 'intérieur de chaque élément en fonction des déplacements
des nceuds.

Les fonctions de déplacement définissent donc sans ambiguité I’état de déformation a
I'intérieur d’un élément en fonction de ses déplacements nodaux. Ces déformations et
déventuelles déformations initiales, compte tenu des propriétés élastiques ou autres
du matériau, définissent I’état de contrainte en tout point de [’¢lément et par
conséquent aux frontiéres de celui-ci.

On détermine un systétme de forces concentrées aux nceuds qui équilibre les
contraintes agissant aux frontiéres et d’éventuelles forces réparties. 1l en résulte la

réaction de rigidité

f=kd +f 2-1)

f est le systeme de forces agissant aux nceuds

k la matrice de raideur

d les déplacements aux noeuds et

fo les forces équilibrant toute distribution des charges extérieures sur les frontiéres et tout

effort produit par une déformation initiale.

e Les forces équivalentes aux nceuds qui assurent 1'équilibre étant connues en tonction des

déplacements nodaux, on écrit alors les conditions d"équilibre des forces nodales de toute

la structure en assemblant tous les éléments. Il en résulte un systéme d équations lincairces

L-cole Superieare Polytechmque 3 200472003
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dont les inconnues sont les déplacements. La résolution de ce systéme en tenant compte
des conditions aux limites donne les déplacements.
e On détermine enfin les réactions d’appui et les contraintes dans le éléments a partir des

relations établies a priori en fonction des déplacements nodaux.

1-cole Supenicure Poh technigue 4 Jd/200%
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3. Formulation variationnelle

La formulation variationnelle est basée essentiellement sur le principe de ['énergie potentielle

totale.

3.1. Energie potentielle totale

L énergie potentielle totale d’une structure ou d’un systeme est désignée par 7, et est

exprimée comme une fonction de déplacements. La minimisation de ['énergie potentielle
totale par rapport aux déplacements correspond aux équations d’équilibre du systeme et donc

a I"¢tat d équilibre de la structure

KD

Il
~
~
(OS]
]
_
~

Cette équation exprime 1’équilibre entre les forces internes et les forces externes. Le systéme
considéré est la structure ainsi que les efforts qui agissent sur elle. Les n quantités
indépendantes permettant de définir 1'état d'équilibre du systéme correspondent aux n ddl de
la structure. L énergie potentielle totale est donc fonction des ddl que nous désignons par A;.

Symboliquement

n, =n,(4,4,...4 ) (3-1)

La différentielle totale s écrit alors ;

dn, = .“. ‘Z’Z’ da = {‘('j }r {da} (3-2)
ou
Ay={a,.a...a,}
et dong
dr, = 0= Z a’;' da, =0 (3-3)

Les déplacements étant indépendants. on obtient ainsi n équations a n inconnues

La relation matricielle des n équations s’écrit sous la forme :

t-eole Superteure Polviechimgue 5 2004/2005
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avee

3.2. Systéme continu

Yi /
{\ Q /
u".\ " /"
AN S
\W
X Iy

Le principe de |'énergie potentielle totale s’énonce comme suit :

« parmi tous les champs de déplacement cinématiquement admissibles celui qui rend

['énergie potentielle totale minimum correspond a lu solution du probléme ».

La relation contrainte-déformation s écrit :

6=E(e—¢,)+0, (3-5)
ou
_ L et ~ i .. 1
o = (O'X.O" ’O-:‘[r_\ STy &= l‘L’X‘g| *“’;‘/u “}/\:'}/:\ (
&, ¢l 6, sont respectivement les champs de contrainte et de déformation initiales.
200472005
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Désignons par U, I’énergie de déformation par unité de volume. Elle représente le travail

effectué par les efforts internes.

dU, =¢'de (3-6)

Wy Uy U, o
O¢, aé‘\ ag__ oy,

aaUE“ =c=E(e-¢g,)+ 0, (3-8)

L intégrale par rapport aux déformations donne :

U, :%EI[E(8—80)+G] (3-9)

P

L"énergie potentielle totale, compte tenu des effets dynamiques s™écrit :

T, _1 e E g dQ- JsT E €,dQ + JSTGO dQ +
2 Q

Q Q

o | —

JuTp i dQ+%JuT ¢ i dQ- [u' b dQ
Q Q

Q

- [uTtar - fu,p, (3-10)
T, =1

ou u est le champ de déplacement 4 I'intérieur de I’élément, b le champ des forces de volume

et t le vecteur des forces de surface et y; le déplacement des forces concentrées p;.
3.3. Discrétisation
L.a structure a analyser comporte des ddl qui sont des déplacements. Les déplacements aux

neeuds sont donc pris comme les inconnues principales du probléme (d’ou le nom de la

méthode de déplacements) et donc la fonctionnelle approprice estm, .
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Les déplacements a I’intérieur de I’élément u = {u, v, w} sont interpolés par les déplacements

aux nceuds d : uw=Nd, ou N est la matrice des fonctions d’interpolation.
Le champ de déformation est exprimé en terme de déplacements aux nceuds par la
relationg = Bd , ou B dérive de N par laB = LN, avec L un opérateur de dérivation.

La substitution de u=Nd etde B = LN dans la relation (5-4) permet d’obtenir :

I . T o
. [BTEBAQd -d" [BTEe,dQ+d” [BTo,dQ+—d" [NpiidQ 4 d’ [N e rdo
l 2 Q Q Q 2 Q Z }

Q

_ _ p
—d" [N"bdQ-d" [NTtdQ-> u,p, (3-11)
Q I i=1

Considérons la structure et subdivisons la maintenant en m éléments (e).

(e)

Figure3.2 : élément (e)

L énergie potentielle totale de la structure reste inchangée et elle est égale a la somme des
énergies des éléments pris séparément.

Pour un élément(e), les déplacements d_ sont constants. Ce qui permet d obtenir ["expression

de = sous la forme:

(z,) = %dl[ ngEBedenle -dg[ jB;Eson} + dg[ IBZG(,dQ] + %dl[ lepNeagz]d‘e +
Q Q Q = Q

'Edg[ INZchecJQQJJe —dg[ jN;i)dQJ —dl[ [NItdr
Q N# f

;
—Zu,p, (3-12)
1-1

I‘n dérivant I"énergie. on obtient :
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(or,) = o‘dg{ JBZEBedQ]de —&Z[ ngEaOdQJ + &Jl( ngoon] + &g[ JNZpredQJde +
Q Q Q Q

_ _ i
wg[ JNZchedQ]de -aﬂ[ jNgbdQ] —&g[ JNthFJ =" éu,p, (3-13)
Q Q r, 1=l

A I'état d"équilibre stable (état stationnaire), la dérivée de 6m, ), s'annule. Ce qui permet

d’€crire la relation force-déplacement (relation (3-13)) sous la forme :

Sdlr, =&dlk d, +dIm d_ +&d]e d, +3d ], (3-14a)
et apres simplification, on obtient
r.=k.d, +m_d,_ +c.d_+f_ (3-14b)

Des relations (3-13) et (3-14), on tire les expressions de k. ;m, ;e ;f, :

k.= [BJEB,dQ, ; m, = [NJpN.dQ, : ¢, = [NJe,NdQ,
Q, Q, Q

fo = [BIEB,dQ, - [B]BeodQ, - [N]bdQ, - [N]tdr, —ﬁ:Nij), (3-14 ¢, d, e, f, g)
Q, Q, Q I, 1=

r, = [NIbdQ, + [NItdT, + [BlEe,dQ, - [BTo,dC2, +iN,p,
0, I Q Q, 1=1
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["assemblage des matrices de rigidité élémentaires d’une part et les efforts €lémentaire de

["autre conduit a I’équilibre global de la structure :
K=>k, et R=)r, (3-15)
L équilibre global donne la relation force-déplacement globale qui s’éerit sous la formie :

KD =R (3-16)
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4. Formulation variationnelle mixte

L’ensemble des équations différentielles qui nous permettent de procéder & la discrétisation
n’est déterminé que si la formulation est irréductible (méthode des déplacements) ou mixte.
Donc si nous considérons un systéme d’équations avec plusieurs variables dépendantes u qui
s’écrit sous la forme
A(@) = 0 dans le domaine Q
et (4-1a, b)
B (u) =0 sur le bord 0Q

dans lequel aucune des composantes ne peut étre éliminée sans changer la définition du
probleme. la formulation est dite irréductible. Dans le cas contraire, on a une formulation
mixte. Jusqu'ici nous n’avons utilisé que la formulation variationnelle irréductible basée sur
la méthode des déplacements ; une méthode dont la principale variable est I’inconnue u.

Le principe des travaux virtuels est utilisé pour établir les conditions d’équilibre qui s’écrivent

sous la forme

JeeTed2 [au™bdQ- [su"tdr =0 (4-7)
4] 4] N

ou t est la force surfacique sur I'y et avec
¢ =E¢ (4-3)

comme la relation constitutive (en omettant bien sir les contraintes et les déformations
initiales).
La déformation est liée au déplacement par I’opérateur matriciel L tel que

€=Lu

oe = Lou (4-4)

Etablissons d'abord les formes mixtes des relations, u-g, u-6 et u-6-&¢ avant de procéder a la
formulation mixte.
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4.1. Relation déformation-dépalcement u — ¢

La contrainte ¢ est interpolée par la relation

¢ =No (4-5)
et satisfait approximativement a la relation constitutive

¢ =ELu (4-6)
La forme intégrale de cette relation s’écrit alors sous la forme .

[o6' (Lu-E )i =0 (4-7)

Q

ou I’expression « entre parenthéses » est 1’équation (4-6) et S6' est introduit comme une
fonction de pondération.
Les équations (4-2) et (4-7) qui définissent le probléme sont équivalentes aux conditions de

stationnarité de la fonctionnelle

,, = % [o'E"6dQ~ [u"(LT6 +bJQ - [uT (Go + T}l (4-8)
Q Q

I
ou la force surfacique est
t=Go
et

u=u sur [,

C’est le principe variationnel de Heillinger-Reissner [D].
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4.2. Relation contrainte-déplacement u—¢

Cette forme est obtenue exactement de la méme maniére que celle deu —¢ .

Ainsi la déformation est interpolée par la relation

€ =Ng (4-9)
et satisfait a la relation constitutive

e=Lu (4-10)

La forme intégrale de cette relation s’€crit alors sous la forme
T
[%'E (Lu-g)Q=0 (4-11)
Q
4.3. Relation contrainte-déformation-déplacement u-¢-o

La forme mixte appliquée a toutes les variables entrant dans le probléme d’élasticité conduit a
trois équations :

[&" (Ee-o)d =0 (4-12a)
Q
[o0 (Lo -£)d =0 (4-12b)
Q
[6(Lu) 6dQ- [5u™bdQ~ [6u"tdl =0 (4-12¢)
Q Q T

1

Ces équations sont équivalentes aux conditions de stationnarité de la fonctionnelle

M, = % [&' EedQ - [uTbd02 -Ja"' (€ - Lu)dQ - J&x "tdr + Jb" (u—w)dr

Q Q

(4-13)
ol

u=-1u

C’est le principe variationnel de Hu-Washizu [D]..
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4.4. Principe de ’énergie complémentaire

Nous supposons que les conditions d’équilibre sont satisfaites dans le domaine € et sur le
bord I', Ainsion a
Lo+b=0 dans le domaine Q
et (4-14)

t=t surlebordI;

Seules les conditions aux limites des relations constitutives et des déplacements restent a
vérifiées. c’est-a-dire
E'c-Lu=0 dansle domaine Q
et (4-15)
u=u sur le bord I,

La forme intégrale des équations (4-15) s’écrit

fo' (E'o-Luj+ [&7 (u-TWr =0 (4-15)
T,

Q

En utilisant le théoréme de Green (4-15) devient

(56 E™'6dC) — "udQ - [&Tadr + [&Tudl =0 (4-16)
[86' E"0d2 - [(L' 56) [a" [&7
Q Q Q

Y

En supposant que les fonctions tests vérifient 1’équation d’équilibre homogéne, ¢"est-a-dire

L' 56 =0 dans le domaine
et (4-17)
&x=0 sur le bord I,

on obtient

S = ja‘o’E"ch— j&Tﬁdrzo (4-18)
Q I,
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Le principe variationnel de I’énergie complémentaire s’écrit alors [D].

7= Ic"E"on— It‘idr (4-19)
rll

Q

4.5. Formulation mixte

La formulation mixte est basée sur le principe de I’énergie complémentaire.
« La minimisation de I'énergie m qui donne la solution exacte u = est équivalente a la minimisation
de la fonctionnelle m* »

En effet, les équations d’équilibre s’écrivent

L'e+b=0 dans le domaine Q)
et (4-20a, b)

t=t sur le bord I',

Nous allons maintenant vérifier les relation constitutive et les conditions aux limites, c’est a
dire
¢—Lu=0 dans le domaine Q2
et (4-21)
u=u surlebord I,

Ecrivons ces relations sous forme intégrale, nous obtenons

[50" (e~ LulQ + [ & (u-u)dr =0 (4-22)
En appliquant le théoréme de Grenn a la relation (4-22), nous obtenons

[d0"2d0+ [ (L's6) ud— [ ot'dr - [ot"udr =0 (4-23)
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En supposant que les fonctions tests vérifient les équations d’équilibre

L'66 =0 dans le domaine Q
. (4-24a.b)

A =0 gyrie bord I't

La relation (4-23) devient alors

L&TadQ - I&""ﬁdl“ =0 (4-25)

L énergie correspondante s’écrit

7= % LcTadQ - ETﬁdI‘ (4-26)

avec
= % ¢'edQ (4-27)
T = * +constante (4-29)

[D].
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5. Modéle isoparamétrique

La modéele isoparamétique permet de représenter les éléments quadrilatéres en des formes non
rectangulaires. C’est une technique utilisée dans le passé qui s’applique aux éléments plaques
et coques. Pour ces éléments, on interpole les champs de déplacement et la géométrie de
I'élément par des fonctions d’interpolation de degrés différents ou non. Le champ de
déplacement a ['intérieur de I’élément est exprimé en fonction des déplacements aux nceuds
appelés degrés de liberté (ddl) et des fonctions d’interpolation N. De maniére analogue. les

coordonnées globales a I’intérieur de I’élément sont exprimées en fonction des coordonnées

nodales et des fonctions d’interpolation N.
Symboliquement :

e Le champ de déplacement a I’intérieur d’un élément est défini par la relation

vb=Nd (5-1)

ou d est le vecteur déplacement aux nceuds

¢ Les coordonnées globales a I’intérieur de I’élément sont définies par la relation

Nc (5-2)

N ox
I

ou € est le vecteur coordonnées aux nceuds

Les fonctions d’interpolation N et N sont exprimées en fonction del . 7 et & en3Detl .

n en 2D.

Un élément est dit isoparamétrique si les fonctions d’interpolation N et N sont identiques.

Dans la suite, nous allons considérer un élément isoparamétrique plan illustré par la figure

-

(5-1).
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y.v

X,U
-1<¢,p<1

Figure 5-1 : élément isoparametrique plan

L élément étant isoparamétrique les mémes fonctions seront utilisées pour interpoler les
coordonnées et les déplacements d’un point a I’intérieur de 1'élément.

Ainsi, nous avons

x Z[:N,'xl N u Z[:N,Hl _ Nd (5” l
2 o

ou

d={ul v, Uy, v, Uy vyou, v, etc} (5-4a, b. ¢)

La matrice B = LN est également exprimée en fonction de ¢ etde 5 . Il s’en suit alors une
transformation des coordonnées locales (£ ,7) en coordonnées globales (x. y). Cette matrice
de transformation est appelée la matrice jacobienne dont le déterminant est le jacobien.

Pour déterminer le jacobien, considérons la fonctiong = ¢(§.r7). La dérivée de cette fonction

par rapport a { et par rapport a 17 nous donne
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op_dpox 9oy AN

of oOx 8§ oy 04 o¢ | _ ) ox -
o9 _0pox 8¢ & ou o9 =J o9 (5-5)
on X 6r7 oy on on oy

ou J est la matrice jacobienne,

ox oy ON, ON,
o ol |12 | 4 4
J=|05 0| _|TToe - STOg ) [t (5-6)
E a_y %X, Z%y' J21 J22
on 0on T~ on on

rrrrrr

= [BIEB, hdxdy = | [ BIEB,hJdgdn (5-6)
Q,
ou h est I’épaisseur de 1'élément et J le jacobien,
J=detd =J,d, —Jindyy (5-7)

et E est la matrice de rigidité élastique. Elle est symétrique et vaut :

e Sile probléme est un état plan de contrainte , c’est a dire o, =0

v 0
E= E 1 0 (5-8)
0

e Sile probiéme est un état plan de déformation, c’est a dire &, =0

p l1-v o 0
S — - 0 5-9)
(1+0)1-2v) l(; OU 1-20 (
2

ou E est le module d élasticité ou module de Young et v le coefficient de Poisson.

Le vecteur des forces équivalentes aux nceuds d’un élément s’ écrit alors
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r, = jNTBhdxdy+jNTdedy+ [BTEehdxdy~ [BTo hdxdy+NTP (5-10)
I Q, Q,

0,

ou N, est obtenue par évaluation de N aux coordonnées des points ou la force concentrée P

est appliquée. Dans le repéere local r, s’écrit sous la forme

o LBt [t ] ity | [ s '

(5-11)
Pour une plaque uniformément chargée telle que

b=¢g,=0,=0
r. s'écrit

r,= [ [ N"Udgdn+NTP (5-12)

Déterminons la matrice B . Nous avons

du/ox
£, 1 0 00 ou/dy
g, ¢=(0 0 0 1 (5-13)
” ov/ox
yo| 01 10
ov/dy
du/ox I, Ihy 0 0 |[éu/dg
oufdy| |I,, T 0 0 ||ow/on (5-14)
av/ax[ 1o o0 T, T,|léevec
ovfoy] [0 0 T, Tyjlov/ong
oufdg oN, /ég 0 oN, [dg 0 ON,[ds etc
dufon| |ON,[on 0 oN, /on 0 ON,[on elc d (5-15)
vjoc| | 0 oN,/oc 0 AN, |dg 0 et
ov/on 0 oN, /dn 0 oN,[dn 0 efc

La matrice B est le produit des trois matrices rectangulaires des équations (5-13), (5-13) ct

(5-15). La matrice I' est I'inverse de la matrice jacobienne J .
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6. Fonctions d’interpolation

Le point de départ de la méthode des éléments finis est le choix d’un champ polynomial G .
Le champ de déplacements u & l’intérieur de I’élément est interpolé par le champ de
déplacements d aux nceuds par la relation
u=Nd (6-1)

ou N est la matrice des fonctions d’interpolation.
Ce champ de déplacements udoit satisfaire aux critéres suivants :

e assurer la compatibilité des déplacements entre ¢léments adjacents ;

e permettre de reproduire la condition de déformation constante de 1'élément.
Le champ de déplacements peut alors étre exprimé sous forme d’un polynéme en £ . 1.
Ainsi nous avons

u =t @l + azn + ogl + o5’ + aeln + orl +agn’ + . (6-2)
Cette relation peut s’écrire sous forme matricielle

u=Ga (6-3)
ou
G=[1 ¢ m&n ..]
est un vecteur des polyndmes

et

est un vecteur des coefticients.

l.e champ de déplacements aux nceuds s’écrit sous forme d’un systéme d équations
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1 & n & 7

]
¥}

On a donc
d=Ca
d'ou
a=C'd
Ce qui nous donne finalement
u=GC'd
Les relations (6-1) et (6-6) donnent
N=GC"

(6-6)

(6-7)

Nous allons établir dans ce qui suit les fonctions d’interpolation de type H et les fonctions

d’interpolation de type P. Dans la suite, seule les fonctions d’interpolation de type P seront

utilisées.
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6.1. Interpolation Type H
6.1.1. Elément linéique

¢ Deux neeuds

<<

Figure 6-1 : élément réel Figure 6-2 : élément de référence

x=x(¢)= NI (&)x, + Nz (g)xz
y=y(g)=N({)y, + Ny(E)y,

N=GC"

Les fonctions d’interpolation, aprés calcul, sont les suivantes :

N,o=10-1¢)

T2

Vo= 0+ ¢)
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e Trois neeuds

Y 2
-1 0 I C
3 ¢ o ——
[ S1<g <
X
Figure 6-3 : élément réel Figure 6-4: élément de référence

Les fonctions d’interpolation sont les suivantes :

N, :';“(—1+§)§

vy =504k
N, =(-¢)+¢)
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e Quatre nceuds

2
Y 4
-1 -1/3 1/3 I C
3 *—o | —¢
! -1 <0<-1
X
Figure 6-5 : élément réel Figure 6-6 : élément de référence
N=GC"
2 3
=l ¢ ¢ ¢
10 0 0]
1 1 1 0
c-|;y L L =1
3 9 27
Lo
L 3 9 27 ]

Les fonctions d’interpolation sont les suivantes :

Ny==6)66 -6 +1) Ny =4 0Na6 -3¢ +1)

Mo (-0N+eNi-3¢) Ny ==X+ 53¢ +1)
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6.1.2. Elément rectangulaire

¢ Quatre nceuds

3 " f

4 3
4
N 2 I
1 I
o
¢ | 2
-1 <gn<l
Figure 6-7 : élément réel Figure 6-8 : ¢élément de référence

L’ensemble des polyndmes d’interpolation est de la forme :

a0 tasntasln

N=GC"
G=[l ¢ n ¢]

1 -1 -1 1]

1 1 -1 =1
C=

1 1 1 1

1 -1 1 -1

Apres le calcul, on obtient les fonctions d’interpolation suivantes

{72 () B ARC TR ()
M= en) N =0-0)ien)
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e Huit nceuds

7
| 6
4 4 7
2 —* ’
s
8 6
5
|
-— | —e 2
5
X
-1 <0<l
Figure 6-9 : élément réel Figure 6-10 : élément de référence

L’ensemble des polyndmes d’interpolation s’écrit sous la forme :

a, +a2§+asn+a4§2 +a5§77+a677: +a,¢ n +adn’

N =GC"
G=l ¢ 7 ¢ o7 On o
1 -1 -1 1 1 1 -1 —1]
I 1 -1 1 -1 1 -1 -1
11 1 1 1 1 1 1
I -1 1 1 -1 1 1 =1
C=
Il 0 -1 0 0 1 0 0
1 1 0 1 0 0 0 0
I 0 1T 0 0 1 0 0
1 -1 0 1 0 0 0 0
1 l
Ny = (=g =nfi-n)i-¢) Ny =21 g =n)i-n)i+<)
. ! )
Ny =gt g enfien)i+ ) Ny=21=g=nfien)i-J)
1 hi l b
N_;:;(l—r])(l—c:‘) 1\/(‘:;(1—77‘Xl+§)
1 , l :
N7=;(I+77)(1—§') Vy==(-n"J1-¢)
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¢ Neuf nceuds

+~
~
(%)

LN
)

-1<gn<1

Figure 6-11 : élément de réel Figure 6-12 : élément référence

L ensemble des polynomes d’interpolation s’écrit sous la forme :

a +a.f+ran+a,llradn+an’ra,lln+aldn’ +ad iy’

N=GC"

=\
ql‘ 9

G=l ¢ n & oWt Cn o

1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 1
1 1 -1 1 -1 1 =1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 -1 1 1 -1 1 1 =11
C={1 0 -1 0 0 1 0 0 O
1 1 1 0 1 0 0 0 O
Il 0 1 0 0 I 0 0 O
l -1 0 1 0 0 0 0 O
10 0 0 0 0 0 0 0]
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N, 2%4’(—1+77)(2§r]+§+1) N, 2—%4’(—1+77)(]+§)

My =3¢l nYen-1)i+) Ny =3¢ enNieg -2n)
Vo= -SCrendieggnaagn) Ne==C(1enkienXi+g)
Ny =21+ )i+ )¢ ) Ny =-¢* (=147 +7)

N, = (- 1+ )i+ )i +)2g -1)

e Douze nceuds

i
10 9
4 3
11 I 8
12 7
1
5 6 2
1<ln<l
Figure 6-13 : élément réel Figure 6-14 : élément de référence

[.’ensemble des polyndomes d’interpolation s’écrit sous la forme :
2 2 2 2 43 3 3 3
o+ a6 +asn+a, gt AT A + a8 oG AT + oy G+ a6
N=GC"

G=1 ¢ n & & on’ ot O ont On ool
o Pourles nceudsducoin i=1,2,3 4

N, :3%(1—44,)(1+7777,)(—1()+9g2 +9772)

ou G =-1,1.1,-1 pour i=1,2,3,4
m=-l.-1.1.1 pour 1=1,2,3.4
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o Pour les nceuds ducoté ¢ = £1 pourlesquelsi=7,8, 11, 12

No= (e X+ 9m M=)

ou
1
== et =+ —
4 7, 3
1 .
o Pourlescotés §, ==1] et 17=i;,pourlesquelsn=5,6,9,lO;
9 l
N, = (496 Yivmn N-¢7)
ou
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6.1.3. Elément triangulaire

e Trois neuds

v | \ n
3
2
I “
X | 2 ¢
'l S Cv rl S l
Figure 6-15 : élément réel référence Figure 6-16 : élément de rétérence

L’ensemble des polynomes d’interpolation s’€crit sous la forme

a, +a,l +an

N=GC'
G=[ ¢ 7]
1 00
c=[1 1
I 0 1
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¢ Six nceuds

Figure 6-17 : élément réel

n
3
\\\‘5
6 N
AN 5 .
- o
' g
4
'l SCanSI

Figure 6-18 : élément de référence

L ensemble des polynémes d’interpolation s écrit sous la forme

a, +a,q +a;n +a442 +asgn +a(,’72

N =GC"
G=\l ¢ n ¢ ¢n 0’
1 0 0 0 0 0]
11 0 1 0 0
1 0 1 0 0 1
1L oo L oo o
C= 2 4
o Lo 11
2 2 4 4
1o L o o L
i 2 4
N, =1-3¢-3n+202+8¢n+2* N, =¢(-1+28)
N, =n(-1+2n) Ny=~4¢(-1+¢ +2n)
Ny =4¢n N, =—4n(-1+¢ +n)
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¢ Dix neeuds

-1 <<l

Figure 6-19 : élément réel Figure 6-20 élément de référence

L’ensemble des polynomes d’interpolation s’écrit sous la forme

Q, +a24’+a3’7+a44’2 +a5§ﬂ+a6,72 +a7é’3 +a84’277+a94’,7: +a|u’73

N =GC"

2 3

G=\l ¢ n & & Cnof
0 0 0o 0 0 0 0 0 0]

1 1.0 1 0 0 1 0 0 0

1 01 0 0 1 0 0 0 1
Lo Lo o 1L o o o

3 9 27
L2 0 20 002 0o o o
3 9 27

) 2142 1 8 4 2 1
C=\""3 3 9 9 9 27 27 27 27
L2 12 4 1 2 4 8

3 3 9 9 9 27 27 27 27

Lo 2 0 0 % o o o &
3 9 27

o Yo o L o o o L

3 9 27

P S L D S
3 3 9 9 9 27 27 27 27|
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N, = —%(377—2+3g)(—1+g +n)3n-1+3¢) N, = %g(—n 3¢ X3¢ -2)
N, =%77(—1+377)(377—2) N, =§§(~2+377+3§)(—l+§+17)
9 9

st—gi(—l+3§)(—l+§+n) N6=54»7(—1+34)

9 9 .
Ny == ¢nl=1+3n) Ny ==2nl-1+3nk-1+¢ + 1)

9
Nq=577(377—2+3§)(—1+§+f7) Ny ==27¢n(=1+¢ +n)
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6.2. Interpolation Type P

Les fonctions d’interpolation de type P, appelées aussi fonctions hi€rarchiques. sont
déterminées a partir des polyndmes de Legendre. Il faut noter qu’il n’existe pas une méthode
unique pour déterminer ces fonctions, cependant les critéres suivants doivent €tre vérifi€s

e Permettre le calcul efficace des matrices de rigidité,

e Minimiser I’erreur d’approximation c’est-a-dire |’erreur d’interpolation.

e Assurer la performance de la procédure de la solution itérative.

6.2.1. Elément linéique

u(X2,y2)
{=- (=0 (=
A i>2 — o ——
u(Xr,yr) 1< <l g
Figure 6-21 : élément réel Figure 6-22 : élément de rétérence

Les fonctions d’interpolation sont organisées en deux catégories :

¢ Aux nceuds externes

N(¢)=50-¢)

!
2

V,(6)=50+0)
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e Aux nceuds internes

N:(g):¢,—|(§) ; 1=3,4, ... ptl

ou ¢ , estdéfini en terme de polyndmes de Legendre p,_, par:

$,(¢)= \f%[’; p,(t)dt 5j=2,3, ...

D’apres les propriétés du polyndome de Legendre, ¢ , vérifie la relation :

¢,(¢)= ﬂz——j[p’ €)-p,- @)

¢ , estun polyndme de degré j.

De la définition de ¢ , et de la propriété d’orthogonalité des polynomes de Legendre, nous

avons

$,(-1)=¢,(+1)=0 , j=2,3,...

et +'[d¢’ %dé' =9,

Sdg ¢

ou &, estle symbole de Kronecker défini par :

Les polyndmes de Legendre sont les solutions de I’équation différentielle

(l~x3)y"—2xy'+n(n+1)y=0 ; —l<x<l
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Les premiers polynomes de Legendre sont

polx)=1
p,(x)=x

py(x)= = (x -1)
p.(x)= = (Sx —3x)
p4(x)=

p5(x)=

(35x“ ~30x? +3)

(63x* - 70x +15x)

—_ ®[—= o=\,

pule)=—= (231x ~315x* +105x -5)

p7(v)— (429x —693x° +315x, - 35x)

La formule générale du polyndme de Legendre s’écrit :

17()_135 (21—1)x -1 . 1(1—1)(1—2)(1—3) ,4_“}

I 2(21—1) 2.4(21 =1)21 -3)

La formule générale explicite du polyndme de Legendre s’écrit

ST A . B

P 2"kl -2k - k)'

ou l % J désigne le plus grand entier contenu dans % .

Quelques relations de récurrence des polynomes de Legendre.

a) (2 +1)xp,(x)=(0+Dp,, ()+p, (x),1=1,2,3. ...

Cette relation permet de calculer p,,,(x) si p,(x) et p,_,(x) sont connus, ainsi elle permet

de calculer tous les polyndmes de Legendre un par un en commengant par p, (x):l
et p, (r) =Xx.

D ()=, () ‘;‘2 ORED

) (z0)

i) = xp,(x)
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Ces relations peuvent étre combinées pour établir I’équation différentielle du second ordre

satisfaite par p, , appelée I’équation différentielle de Legendre :

c) (I —xz)p," -2xp, + (12 + l)p, =0 , pour tout |

d) Propriété d’orthogonalité du polynome de Legendre

+1 2
_‘[pl (x )p m (x )d'x = 51—:—1-5lm

e) p, (_ 1) = (_ 1)I

0 si [ est impair

p,(0)= (—1)£L si | est pair
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6.2.2. Elément rectangulaire

. . . . , A inl .
Les fonctions polynomiales sont déterminées par 1’ensemble de tous les mondomes ¢ ‘777 ;

ij=0,1,...,p;it) =0, 1, ..., p, complétés par les mondémes suivants

a) ¢n danslecasoup=l;

b) {"n et¢n " danslecasou p > 2

4
n |
3 3
¢ 4 3 2
7
4 —
! e
2 .
1 // z
X
1
-1 <6<l
Figure 6-23 élément réel (Qg) Figure 6-24 : élément quadrilatere standard

Les fonctions d’interpolation sont basées sur les polyndmes de Legendre et, par conséquent
ont plus de propriétés favorables du point de vue de DI’erreur d’arrondi par rapport a
["accroissement du degré du polynome. Il est utile d’organiser les fonctions d’interpolation en
trois catégorie : fonctions d’interpolation aux nceuds des coins, aux nceuds des cotés et aux

nceuds internes.
Définissons tout d’abord deux espaces des polynomes :

o SP(Qy), I'espace des polyndmes définis sur Qg engendré par 1'ensemble de tous les

mondmes ¢ '’ ;i,j=0,1,2,....p;itj=0.1,2, ..., p complétés par les mondmes
suivants :

a) dans le cas ou p=1. le monéme {77

b) dans le cas ol p > 2 . les mondmes ¢ "1 etln " .

E:cole Supérieure Polytechmque 39 200472003



Projet de fin d’éude

méthode des eléments lings

o S™9(Q), Iespace des polyndmes définis sur Qq engendré par I’ensemble de tous les

mondmes £ ‘177 :i=0, 1,2, ....p;j=0,1,2, ...q.
6.2.2.1.Fonctions d’interpolation hiérarchiques
Les fonctions d’interpolation sont donc les suivantes :

e Aux nceuds des coins

[l'y a quatre fonctions d’interpolation aux nceuds des coins. Ces fonctions sont exactement les

mémes que celles du type H de I’élément quadrilatére & quatre nceuds :

e (N

(1+X1-n)

Ny = 04X n) N, =2+ ¢Ni-n)

Al— B

e Aux nceuds des cotés

[y a 4(p-1) fonctions d’interpolation associées aux cotés des éléments finis (p > 2)

e Cotél
VO = S0-m ) ¢ 23

ou ¢, ({ ) est une fonction polynomiale définie en terme de polynéme de Legendre par

P,
&, (é‘): \’%jpj—l(t)dt

o Coté2
N@=%ﬁ+fﬁﬁﬂ;ﬁ2ﬂva

La définition pour les autres cotés est analogue :

Fcole Supérieure Polvitechnique
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e Coté3
N %(1 +n), () i=2.3,...p

o Cotéd

VO = =00 (n) =23,

¢ Aux neceuds internes

[y a(p-2) (p-3)/2 fonctions d’interpolation (p > 4). Ces fonctions s’écrivent :

N =4, ()
N =4, ()
Ny = 8, () ()

=4, ()
N =4, ()
N =6, ()

etc.

Pour Iespace S™ 9 (Q), il y a (p-1) (g-1) fonctions d’interpolation(p,g > 2). Ces fonctions
s’écrivent :

NO =¢W,(7):1=2,3,...p; j=2,3.....q

ou I'indexe k dépend de la convention du numérotage adopté.
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6.2.2.2.Fonctions d’interpolation de type conventionnel

Dans les programmes de calcul par élément fini conventionnel, le degré du polyndome des

¢léments est souvent égal a 1 ou 2, exceptionnellement égal a 3.

6.2.2.2.1. Elément rectangulaire a quatre nceuds

-1< 4’,7 <
Figure 6-25 : élément quadratique standard a quatre nceuds

Dans le cas ou S' (Qg”): S”(Qg”) , les fonctions d’interpolation sont exactement les mémes
que les fonctions d’interpolation hiérarchiques de degré p=1

M= -0Ni-n) Ny = g)i-n)
N0+ en) N =)o)
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6.2.2.2.2. Elément rectangulaire a huit nceuds
A
1
4 7 3
¢
G
I .
5
-1< g’ﬂ <

Figure 6-26 : élément quadratique standard a huit nceud

Pour I’espace SZ(QS’) , ¢’est a dire pour p=2, il y a huit (8) fonctions d’interpolation qui sont

définies comme suit

M= U= CNi=n)e1=¢ =n) N = (4 ¢Xi-nfe14¢ -n)
Ny= (e Nien)-tegen) Ny =(0=6Ni+nY-1-¢ +n)
Ny =i-¢2)i-) Ne=5 (4 ¢i-n?)
N7=%(1—§2X1+77) N8=%(1—g)(1-772)
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6.2.2.2.3. Elément rectangulaire a neuf nceuds

8 I6
90 I -
- 2
| 5
_Isé”ns

Figure 6-27 : élément quadratique standard a neuf nceuds

Pour l’espaceS“( M ), il y a neuf fonctions d’interpolation. Les huit premi¢res sont les

fonctions d’interpolation de 1’élément rectangulaire a huit nceuds, la neuvieme est celle du

nceud interne. Ces fonctions d’interpolation sont les suivantes

L BTs (B0) GRS BN (BY () CRRF)

(-¢Xi+nX-1-¢ +n)

1+ N1-n?)
(1-¢Ni-n?)

Ny=—(+¢X1+n)-1+¢+n) N, =
==(1-¢2Ji-n N,
=5(1-§2X1+77)

S

NI-—.M—-

l\)l’—‘l\)l'—‘ .h[v—-
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6.2.3. Elément triangulaire

L’élément triangulaire standard est le triangle équilatéral nommé (£)

-1< g’ n <
Figure 6-28 : élément triangulaire standard (€2,)

Définissons d’abord deux espaces de polyndmes :

e SP(Q), I’espace des polyndmes défini sur (€) engendré par I’ensemble de
tous les mondmes £ N7 ;1,j=0,1,2,....p;i+=0,1,2, ..., p.

Cet espace est fréquemment utilisé.

e SP9(Qy), I’espace des polyndmes défini sur (€) engendré par 'ensemble
de tous les monémes £ 'n” ;i,j=0,1,2, ..., p.

Cet espace est rarement utilisé.

Dans le but de simplifier la notation, les fonctions suivantes seront utilisées :

1 n

L =—|1-¢( -——=

T

1 n

L,=—|1+¢-—E%

s g 3
L, =L

Ces fonctions sont appelées fonctions barycentriques, triangulaire ou de coordonnées

surfaciques.

Noterque L, + L, + L, =1.
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6.2.3.1.fonctions d’interpolation hiérarchiques

La procédure de construction des fonctions d’interpolation est la méme que pour I’élément
quadrilatére standard, & savoir trois catégories de fonctions d’interpolation : aux nceuds des

coins ; aux nceuds des cotés et aux nceuds internes.

¢ Neeuds des coins

-1<gn<l

Figure 6-29 : élément de référence

Il 'y a trois fonctions d’interpolation nodales aux coins : L, L, et L;. Ces fonctions sont les
méme que celles pour I’élément triangulaire standard a trois nceuds situés aux coins du

triangle :

st
neile )
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o Nceuds des cotés

[y a 3(p-1) fonctions d’interpolation construites comme celles de 1’élément quadrilatere.

Définissons ¢  ({) comme suit :

1 3 .
4,(¢)= 1(1—4') 0 (¢):i=2.3,..p
ou ¢ () est une fonction polynomiale définie en terme de polyndme de Legendre p ,_,
par :
[2j-17
¢/(§)= 12 J‘pl—l(tyt
Ainsi ;

0:6)= =6 1 0,(0)= ~VI0C 0. (6)= - [Tlc 1)

Les fonctions de forme des nceuds de coté sont exprimées en fonction des fonctions
barycentriques L, L, et L;.

e Cotél
Nsl) =L1L2(/’i(L2 _LI) 1=2,3,...p
ou
LIL2:I_{|_ _L][, _L]
A EN s
et
L-Li=C
Donc
1 l '] rl ey =
NO =L o M- U p(€) 5i=2,3, p
' 4[ ° ﬁj[“ f]
o Coté2
NS2)=L2L3(/’i(L3_L2);i=2*3"“’p
ou
n n
L.L, = |1+e-1
? 2«/5( ‘ Jij
et
1
L3—L2=—2—(—1—C+nx/§)
donc
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o _ N + - ,l—]~ \/5}-'=2,3,...,
ool

o Coté3

N.(j) = L3L|(/’i(L| "L3) J1=2,3,...p

ou
n n
L.L =——=|1-C-—
3t 2\/—:;( \[5}
el
1
Ll-L.x:E(]_C"n‘/?)
d’ou

Nl Lo

e Neuds internes

Pour ’espace SP (Q,), la fonction d’interpolation du premier nceud s’écrit :
NO-L L,L,

Les autres fonctions d’interpolation des autres nceuds internes sont générées par la

multiplication de N 1(0) par les polyndmes de Legendre et les produits des polynomes de
Legendre :

Ng)): L,Lstp,(Lz 'Ll)

NO =L L,L,P(L, -1)

Ainsi nous avons

Lo-Li=¢
2

2L, —1=—"+-=-1
: V3
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Les trios premiéres fonctions d’interpolation aux nceuds internes s’écrivent sous la forme

N (e )
Nl e e
B S ALt

6.2.3.2.Fonction d’interpolation de type conventionnel

3

Les fonctions d’interpolation conventionnelles pour I’élément triangulaire sont construites de

sorte qu’elles correspondent aux fonctions d’interpolation conventionnelles pour 1'élément

rectangulaire.
6.2.3.2.1. Elément triangulaire a trois neeuds
n
3
1 —
2
G
-1=8,n<1

Figure 6-30 : élément triangulaire standard a trois nceuds

Les fonctions d’interpolation correspondant 4 p=1 sont exactement les mémes que les
fonctions hiérarchiques de degré 1. Ces fonctions sont les suivantes

neale )
)

Ecole Supéricure Polytechnique 49 200472003



Projet de fin d'étude méthode des ¢léments finis

6.2.3.2.2. Elément triangulaire a six nceuds

Figure 6-31 : élément triangulaire standard a six nceuds

Dans le cas de p=2 les six fonctions d’interpolation sont les suivantes

lfedled) ethesley

N_.\:\%(j%—l} N4=[1—C_——%I1+C—%]

stﬂ[Hg—lJ Nﬁzz_n[l_g__”_]

AU 5UTTH
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7. Blending function

La méthode P permet la définition correcte d’un maillage grossier avec des éléments de
grandes dimensions. Par contre si la géométrie des cotés de I’élément est curviligne sa
représentation convenable nécessite 1’utilisation du « blendage » entre la géométrie réelle et
la géométrie interpolée. Notons par (X;, Y;) les coordonnées au sommet des éléments
rectangulaire et triangulaire et les « blending functions » pour le k™ élément rectangulaire

par

x=0W(¢,n) et y=0"(¢.n) (7-1a)
et pour le k™ élément triangulaire par
sz.fk)(Ll’lQ’L.}) et y:ka)(LI’LZ’LJ) (7-1b)

7.1. Forme linéaire

Quand tous les cotés de I’élément représenté sont droits, alors généralement la forme linéaire
est utilisée.

Dans le cas de I’élément rectangulaire, la forme linéaire s’écrit

x=Q¥(Cn)= Y NX, (7-2a)

4

y=Q¥(¢.m)=3Y Ny, (7-2b)

i=1

ou les N; sont les fonctions d’interpolation de 1’élément rectangulaire a quatre nceuds et X;. Y,

les coordonnées aux nceuds.
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Et dans le cas de 1’¢lément triangulaire, on a

x=Q™(L,,L,,L,) ZLX (5-3a)

4
yng'k)(Ll’L2’L3)=ZLiXi (5-3b)

=1

ol les N; sont les fonctions d’interpolation de 1’élément triangulaire a trois nceuds et X;, Y les

coordonnées aux nceuds [ B. SZABO & I. BABUSKA , 1991)
7.2. Forme paramétrique quadratique

La forme paramétrique quadratique permet la représentation des cOtés curvilignes de
I"élément par des polyndmes de degré 2.

Dans le cas de I’élément rectangulaire, ces fonctions s’écrivent
8 8
x=) XN(Cn) et y=)YNI(n) (7-4a)
=1 1=l

ou les N; sont des fonctions d’interpolation et (Xj, Y; ) les coordonnées aux nceuds.

Dans le cas de 1’élément triangulaire, on a
6 6
x=) X.L,(¢.n) et y=2.YL(¢.n) (7-4b)
i=1 1=l

ou les L; sont les fonctions d’interpolation et (X;, Y;) les coordonnées aux nceuds.
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7.3. Représentation par la méthode des blending functions

L’intérét qui réside dans I'utilisation de la version p des éléments finis est la possibilité
d’obtenir des résultats relativement précis avec trés peu d’éléments c’est a dire avec un
maillage grossier. Cette démarche implique le fait que les éléments présentent de dimensions
importantes ; par conséquent, il est fréquent de voir dans cette situation, que [erreur
d’approximation de la géométrie du domaine augmente. Pour la réduire, la technique du
blindage de la géométrie est adoptée avec des fonctions spécialement congues ( blending

functions ).

Pour illustrer cette technique, considérons un cas simple ou seul un coté¢ de |'élément

rectangulaire est curviligne comme montré a la figure (7-1).

(X3,Y3)

{x=xz ()

y=y(n)

|
(X1,Yy)

(XZsYZ)

Figure 7-1 : élément rectangulaire a c6té courbé

La courbe x = x2(n) et y = y> (1) est donnée sous forme paramétrique telle que

X3 (-1) = X; ; y2 (-1)=Y2 et Xz(l) = X3 ; }’2(1):Y3

Ainsi, nous pouvons écrire

: 1-7n 1+7 1+¢
=2 N:X, 2\7)— - 7-5
X IZ=|: i |+|:x_(77) 2 XZ 2 X":l 2 ( a)
et
\ 1- 1+ 1+
y= ZNiYi "‘[Yz(n)_ 77] Y, - 277 Y;} 7{ (7-5b)
i=l 2 2
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ou les quatre premiers termes de I’expression sont les termes de la représentation linéaire de
(7-2). Le cinquiéme terme est le produit de deux fonctions : I’expression entre parenthéses
représente la différence entre x,(n) et la droite qui lie les points (X3, Y2) et (X3, Y3). L autre
fonction est une fonction d’interpolation qui est égale a I’unité sur le coté 2 et a zéro sur le

coté 4. Nous avons donc

x=%ﬁ—4m—qpq+%ﬁ—§m+qu+xgmlgi (7-6a)

1 1 1
y == M=) + 0= Xie 1) (7-6b

Dans le cas général ou tous les cOtés sont curvilignes. Les cOtés sont paramétrés de la maniére

suivante :

x=x,(n)
y=y,@)

avee
—1<p <1 et i=1,2,3,4.

ou l'indice i représente le coté de I’élément
Dans ce cas, on a

=30 50+ S0+ )+ - Ox)-XNX G

[\

et
4

(-7 () + S0+, )+ 3 0eny + 0=y o)-XNY,  (-7h)

y:

o | —

ou X; (1=1, 2, 3, 4) et Y, (i=1, 2, 3, 4) représentent les coordonnées des quatre nceuds aux
coins de I’élément rectangulaire.
Dans le cas de I’élément triangulaire, la procédure est similaire. Supposons que seul le coté 1

est curviligne et que la courbe est donnée sous forme paramétrique par ; x = x, (é’ ).

y=x);-1<¢ <.
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Les expressions de x et de y peuvent s’écrire sous la forme :

N 4L,L, =g, 1+¢ N
NI PR NI v
— ; 4L1L2 _]“g _1+§ _
y—;LiYi-'_l_é,z [Y|(§) ) Y, > Y2:| (7-8b)

ol I’expression entre parenthése représente la différence entre x,(¢) et les coordonnées du

. . . . 4LL, . e
segment de droite qui lie les points(Xj, Y;) et (X3, Y;). La fonction | '—- est égale a I'unité

le long du c6té 1. En conséquence I’expression « entre parenthése »n’est pas modifiée le long

du coté 1.
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8. Intégration numérique
Pour trouver numériquement l’intégrale d’une fonction on peut procéder par plusieurs
méthodes. Nous appliquons dans ce projet la quadrature de Gauss qui est la plus utilisée dans

le calcul de structure par éléments finis.

8.1. Quadrature de Gauss pour I’intégration d’une fonction a une variable

Considérons

1= [ gcHe (8-1)
avec
-1<0<1
Cette intégrale s’écrit sous la forme
I=[ 4HS =D w, (8-2)
1=]
avec
4, =4()

ou w; est une pondération appropriée. Le tableau ci-aprés donne quelques points de Gauss et

leur pondération a I’ordre n = 6.

Tableau 8-1 : points et poids de gauss

Ordre n Localisation ; Pondération w;

1 0 2

2 +0.57735 02691 89626 1.00000 00000 00000

3 +(.77459 66692 41483 0.55555 55555 55556
0.00000 00000 00000 0.88888 88888 88889

4 +0.86113 6311594053 0.34785 48451 37454
+0.33998 10435 84856 0.65214 51548 62546
+0.90617 98459 38664 0.23692 68850 56189

5 +0.53846 93101 05683 0.47862 86704 99366
0.00000 00000 00000 0.56888 88888 88889
+0.93246 95142 03152 0.17132 44923 79170

6 +0.66120 93864 66265 0.36076 15730 48139
+0.23861 91860 83197 0.46791 39345 72691
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8.2. Quadrature de Gauss pour ’intégration d’une fonction a deux variables

On considére une fonction de deux variables ¢ = ¢(§,77) avec -1<{,n<l1

Nous avons

1= [, [ ¢ n)cn (8-3)

Cette intégrale se calcule de la maniére suivante : On fixe [’une des variables 1} par cxemple et

on calcule I’intégrale d’une fonction a une variable. On a alors

[, #(n.s ¢ = gwmﬁ({ 1) = (1) (8-4)

De la méme maniére, on calcule

(= [ dlakin =3 weln,) (85)
j=1
La combinaison de (8-4) et (8-5) donne

1= [ g¢.n)acan="33 ww dlc.n,) (8-6)

=1 g=l

Par identification de la relation (8-6) aux relation (5-6) et (5-12) , on a: Pour le calcul de la

matrice de rigidité élémentaire k.
#(s.n)=B.EB,hJ (8-7)
et

#lc,m)=N"tJ (8-8)

pour le calcul du vecteur forces équivalentes aux nceuds
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9. Résolution numérique de systémes d’équations

La formulation hiérarchique utilisée en version P permet a la matrice de rigidit¢ globale
d’avoir une forme creuse c’est a dire contenant beaucoup d’éléments nuls. Cette structure
spéciale de la matrice fait appel a une méthode de résolution numeérique fiable, stable et
utilisable méme si la matrice est singuliére ou mal conditionnée.

Parmi ces méthodes de résolution numérique nous avons la méthode du gradient conjugué.
qui une méthode itérative et la décomposition en valeur singuliere (SVD).

Dans ce projet nous allons utiliser la derniére méthode a savoir la méthode SVD.

9.1. Décomposition en valeur singuliére (SVD) « Singular Value Decomposition »

Cette méthode SVD peut étre utilisée méme si la matrice A est singuliére ou mal
conditionnée. Elle est basée sur le théoréme d’algebre linéaire suivant: « Toute matrice
rectangulaire A d’ordre (mxn) peut étre écrite sous forme de produit de trois matrices U,V

et W,

A=UWV’ (9-1)
avec
U et V orthogonalesc’etadire U/'U=V'V=I
W diagonale dont les éléments diagonaux sont les valeurs propres de la matrice AA’
Dans ce qui suit seul le cas des matrices carrées d’ordre n sera traité. Supposons que la
matrice A est une matrice carrée d’ordre n. Alors les matrices U.V et W sont également
des matrices carrées d'ordre n. U et V étant orthogonales, leurs inverses coincident avec
leurs transposées. W étant diagonale, son inverse est la matrice diagonale dont les élément

diagonaux sont I*inverse des éléments diagonaux de W .

Alnsi, nous avons

A" =VW'U’ (9-2)

Considérons la matrice A'A d’ordre n, de rang r<n et  de valeurs
propresd, 24, 2.2 4 >, =..= 4, . Alors nous avons

W =diag (0| 62 63...0,) (9-3)
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avee

l:\//Tl. ; i=1,2,3...,n

Uz[u,,uz...,u”]

avec u, les vecteurs propres de la matrice AA" , c’est a dire
(AA"—A,I», =0 ; 1=1,2,..,n
et

Vv :[v1,v3...,v”]

avec V, les vecteurs propres de la matrice A TA |, c’est A dire

(ATA-4I),=0 ; i=1,2,....n

(9-4)

(9-3)

(9-6)

(9-7)

(9-16)

L algorithme utilisé pour la décomposition en valeur singuliére est celui de Householder

(cfannexe A-1). [ E |
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10. Conclusion

Au terme de cette étude, nous avons pu constater I’efficacité de la méthode P des éléments
finis.

En effet, dans la méthode P, de grands éléments finis sont souvent de mise avec une attention
portée a la présentation de la géométrie du domaine.

L’avantage de la méthode H réside dans la précision ajustable ne nécessitant pas un
remaillage du domaine. La méthode P a une convergence exacte et exponentielle alors que la
méthode H quant a elle a une convergence algébrique.

Dans ce travail, nous avons présenté les techniques qui permettent de réduire les erreurs tout
en représentant correctement les modes rigides[A].

La hiérarchie P des termes de rigidité entraine un mal conditionnement de la matrice de
rigidité et donc pour la résolution numérique du systéme d’équations obtenu (KD =R). la
méthode résolution numérique SVD est préconisée.

Dans ce projet, la théorie et les méthodes de détermination de la matrice de rigidité et des
forces équivalentes aux nceuds de 1’élément ont été présentées. La prochaine étape consistera
a ’'implémentation de I’élément dans un code d’éléments finis standard.

Par ailleurs, ce projet nous a permis de mieux cerner la méthode des éléments finis et
I'importance des fonctions d’interpolation type P qui constituent pour nous une nouveauté.
Aussi ce projet nous a-t-il donné 1’opportunité de découvrir un outil de calcul performant tel

en I’occurrence Maple.
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Annexe A

Algorithme de Householder
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Cet algorithme réduit la matrice A symétrique d’ordre n en une matrice tridiagonale par
(n-2) transformations.

Considérons la matrice de Householder
P=1-2.ww' (A-1)

N , 2
ou w estun vecteur réel avec|w| =1.

La matrice P est orthogonale.

En effet
P! = (I -2.ww' XI —2ww' ) (A-2)

En développant la relation (A-1), on obtient

Pl=1-4ww’' + 4.w(w ' .w)w (A-3)

Et finalement, on a

P’ =1 (A-4)
En conséquence P=P~' . Mais P’ =P ,etdonc P’ =P°'.
Réécrivons P sous la forme

P=I_ll.ll

(A-3)

ou le scalaire ¢ est

e =l (A-6)

u peut maintenant étre un vecteur quelconque.
Supposons que x est le vecteur composé de la premiére colonne de a matrice A.

Choisissons

u=xzxle, (A-7)
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ou
e, =[1 0 .. 0] (A-8)
et le choix du signe sera fait plus tard.

On obtient donc

Px =x— = (xx|xe,) x (A-9)
c

Apres développement de la relation (A-9), on obtient

Px = x— 2u(‘z&| + |x|x, ) (A-10)
(2|x|' * 2‘x X, )
Ce qui donne finalement
P.x=x—u=i‘x‘e, (A-11)

Ceci montre que la matrice de Householder P appliquée sur un vecteur x annule ses
¢léments exceptés son premier élément.

Pour la premiére matrice de Householder, choisissons les (n-1) derniers éléments de la
premiére colonne de la matrice A. D’aprés la relation (A-11), les (n-2) derniers éléments sont

nuls.
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1 0 O . . . 0]a, a, Ay Co “'J

0 ay

0 a,,

P.A=|. Py . non pertinent
_0 -_aul 4
—all ap a3 a,,

k
0

= . non pertinent (A-12)

ou P, est la matrice de Householder a (n-1) x (n-1). La quantité k est simplement plus ou

. T . . .
moins la norme du vecteur[a2| a,, a, | . La transformation compléte est donnee

par

[a,, k 0 .. . 0]
k
0
A'=PAP = non pertinent (A-13)
- 0 -

Nous avons utilisé le fait que P’ =P

Pour la deuxiéme matrice de Householder, choisissons le vecteur x tel que se composantes

soient les (n-2) derniers éléments de la deuxiéme colonne de la matrice A . On construit
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(1 0 0 0]
010 0
00
P=|. . (A-14)
P(ll—l)

Ainsi la succession des (n-2) telles transformations réduira la matrice A en une matrice

tridiagonale.
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Annexe B

Représentation graphique des fonctions d’interpolation d’un élément rectangulaire
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A
A | Noeuds des coins
B | Noeuds des cotes
B
C | Noeuds du centre

N38

N47

Figure B : Représentation graphique des Fonctions hiérarchiques TYPE P pour un élément rectangulaire




