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AVANT t:?OPOS

L(::5 structur-es de type poutre à parois rru r.ces sont d'u~Gge très fréquent en

(7 ::nie I~ivil car elles offrent une grande ri ~; ;dité et une 9 ~·;..inde résistance pour Ü ( i

poids r elat ivement faible .

Ccpenc ont, elles subissent f'lci lertrent des .is t cb ilités et s ont cffectées d'un

gcuchr..semenr non négligeable (compor-terr-mt en torsion uniforme et gênée) qui

midifie considérablement leur compor-tem. -rt

DI fférl~ntes théories ont été établies cf ind'étudiar le C!,J:1portement pcrticulier

dE ces structures, qui différent selon qu'il ,;'og it d'une se ction à parois minces

ouver t c ou fermée.

L'cbjec rif du travail qui suitest de présenrvr une formu i.rtion en éléments finis

en mêrr e temps une ·;'ormulatlQn d irecte po;" l'étude du c.-mpor-ternent mécanique

de s POl tres gauches chcrqées dor.t la sect i·:·n trcnsversc.: à parois minces peut

êt'e 0:" verte ou fermée.

~J( tre domaine d'étude se limitera pour une :;r emièr e par' : à ces types d,::
sf rucn.r-es chargées sur deux appuis. et nOi.':'i poserons cvrnt résolution .es

éq ictio 1S fondamentales du probl ème diff ér entiel rencor-r- ées dans 1E·.w· étude

en prenant en compte les effats conjugués .ie la torsion t:::::; St Venant -2.1 de celle

de Vias sov.

Notre domaine d'application r este ouvert à :::\ modélisctic-. des ponts courbes non

nùessc irement plans et qui peuvent être ci : :..:ulaires , h él .: :)l'da l ou droit

1\ ,



SOMMAIRE

Dans ce projet nou.: avons travaillé cians le ccdre de l'élas,'; ·:jté

tr-idimensionnelle pou: poser et résouc.i;'e !e prot.<'-:le différentiel

fondamental réglssiJnt Id statique des poutr-es chargées .

Nous avons en prem« re considérction pr:s er. compte. des pcrcmèrres

géomét t, joues pour- trnrer les trois cas de .ioutre cir-cule-r-e hélicoïdal. ou
J . '

droite. Etant donré qu z nos hypothèse.s de cclcul concer-.ent en plus ',':les

poutres à parois tr ince: à section ouverte ail fermée, où >5 effets du.: au

qouchisserncnt son ' pripondércnts , nous n'avens pas mcnq ..é de prendre en

compte aussi bien IC I tor. rion uniforme de Saini Vencmr que ce. 'le de Vlcssox

Considérant alors les i rois grands groupes de ;~ e l at i o ns 'lui réqissen la

statique des corjs 5(,lides déformables, nous avons ,~ ~ab l i et ré ·olu

cnclytiquement cve: de) programmes de cc.cul sur le Lo~? 'ciel Maple (- le

système jondcmentrl rc.rcontré. en même temps générer d'o. ~-~res pcromè . . es

tels que ICl matrice C le rl~ ;idité ou les forces équivole.ntes aux .iœuds.

Nous avons par aill eurs ouverts quelques brè.ches en ce q,;: concerne OC'JX

approches de résolu rion iurnér-ique par des mé rhodes vcricti ornelles
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1 INTRODUCTION

Dans domaine du Génie Civil un grand nombre de constructions (bâtiments, ponts ...)

sont assimilables à des assemblages de poutres. La poutre est un élément de base

en Résistance des matériaux. Au sein des constructions , elle est susceptible de

reprendre des efforts et des moments dans toutes les directions .

A ce titre l'étude de son comportement en tant que système mécanique s'av ère d'une

importance capitale . C'est ainsi que toute une théorie a été développée dans la

résolution des probl èmes linéaires de poutres et expose deux hypothèses

fondamentales ainsi que leurs conséquences dans les limites d'un comportement

élastique .
"-

Le principe de St Venant qUI permet de définir le système des forces

exterieures relatif à une section pour en déterminer les contraintes

Le principe de Navier Bernoulli généralisé qu: permet de définir la déformation

de la poutre au voisinage d'une section donnée

Les deux problémes majeurs qu: se posent dans l'étude des poutres élastiques et

homogénes ont recours à .

la recherche du système de forces extérieures relat if à une section

quelconque

au calcul des contraintes s'exerçant sur une section connaissant le systeme

de forces extérieures relatif à cette section .

L'Ingénierie civile dans un SOUCI de bien définir la poutre a élaboré plusieurs modéles

théoriques et numériques de son comportement Parmi ceux-ci figure la Méthode des

Eléments Finis qUI est de loin la plus utilisée et la meilleure en terme de précision et

de convergence des algorithmes de résolution Pour un probléme donné, la premiére

étape consiste à établ ir ses équations fondamentales qui se présentent sous forme

déquations différentlelfes ou au x dérivées partielles et qu: satisfont aux conditions

d'équilibre , de compat ibilité géométrique et limites .

-- _._--- - - - - - - - - - -
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Si le modèle physique choisi pour modèliser le problème rèel nous fournit les

èquations et les conditions aux limites, les mathèmatiques, par contre , sont souvent

impuissantes pour en donner une solution analytique . Les mathématiques prouvent

parfois l'existence et l'unicité de la solution et il est prudent de s'en assurer avant de

se lancer dans la recherche d'une solution numérique. La méthode des éléments

finis fournit une solution approchée de la solution exacte sous forme d'un champ

défini par morceaux dans la partition du domaine global. Chercher une solution par

élèments finis consiste donc à déterminer quel champ local on attribue à chaque

sous domaine pour que le champ global obtenu par juxtaposition de ces champs

locaux soit solution du problème

Les hypothèses générales à prendre en compte pour l'étude des problèmes
"-

pratiques de pout res concernent les comportements en flexron avec prise en compte

des effets de cisaillement transversal pour les modèles dits de Timoshenko ou de

Mindlin / Reissner et qUI généralisent ceux de Navier / Bernoulli. Mais aussi les

hypothèses de Saint Venant sur la torsion libre, ou de Vlassov pour la torsion gênée

avec prise en compte du gauchissement des sections à parois minces et ouvertes (

ou fermées) Pour le cas des poutres , l'établissement des équations fondamentales

se fait sur considération des relations d'équilibre . cinématiques et des lois

consécutives

Dans le domaine de la construction des ouvrages d'art . les tabliers de ponts reposent

sur un système de poutres SI le tablier n'est pas lui même entièrement une poutre de

type caisson par exemple Nous savons par ailleurs que ces poutres supportent et

transmettent des efforts et des moments de grande envergure d'où la nécessité de

bien poser et de valider les modèles qui seront établis pour son étude

Pour une poutre droite symétrique dont les conditions d'appui et de chargement sont

connues , en plus de la considération unique de la torsion uniforme de St Venant, la

résolution du problème differentiel peut s'avérer rnorns fastidieux. Par contre. si l'on

Introduit les paramètres gèométriques liès à la courbure et que l'on prenne en

compte en plus de la torsion libre , la torsion non uniforme de Vlassov qu 'on ne

saurait négliger dans le comportement des poutres à parois minces (par exemple), le



problème diffèrentiel peut s'avérer encore plus difficile dans sa résolution. C'est donc

ce modèle de poutre courbe avec les cas circulaire et hèlicoïdal applicables au calcul

des ponts caissons courbes que nous allons développer dans le cadre de ce projet

Dans un premier temps, nous ferons considération unique de la statique de la poutre

avec des tenseurs de forces et de moments concentrés ou repartis .

Ensuite, par une paramétrisation nous introduirons les considérations géométriques

dans les équations du problème en même temps nous prendrons compte des effets

conjugués de la torsion libre et de la torsion gênèe .

Eventuellement , nous prendrons considération des effets dynamiques d'accélération

de la masse

Enfin , après avoir établi les équations diffèrentielles fondamentales des modèles

circulaire , hèlicoldal et droit dans le cas tridimensionnel le plus gènèral , nous

passerons à leur rèsolution analytique et à défaut numérique avec le Logiciel de

calcul formel Maple®
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2 GEOMETRIE GENERIQUE DES POUTRES COURBES

Nous allons lier notre poutre à deux systèmes de repères .

un repère global (O,X,Y,Z)

un repère local (G,x,y,z)

Ce choix s'explique car la forme la plus simple des équations de la théorie des

poutres s'écrit dans le repère local qui sera choisi comme un repère central principal

d'inertie pour de s raisons simplificatrices que nous évoquerons par la suite . Toute

ètude sur une poutre commence par la définition de ce repère .

L'ètablissement de la matrice de transformation géométrique repère local -repère
"-

global nous permettra d'exprimer selon notre convenance dans l'un ou l'autre des

repères les diffèrentes equations du problème

2-1 Définition de la poutre

On dèfinit par .

C une courbe orientèe = ligne moyenne de la poutre

G son point courant =centroïde de la section

S abscisse curviligne mesurèe à partir d'un point fixe a sur C

{t, n, b} le trièdre de Fresnet orthonormè as sociè à C en G • c'est la base du

repère local ass oc i é à la pout re Donc {t, n, b} ={x,y,z}

Le plan {n,b} est appelè plan normal en G. Dans ce plan on définit la section droite

S(y ,z) de la poutre de contour extèrieur fermè Q et de centre de gravitè sur la ligne

moyenne La section droite peut aussi avoir des contours inté rieurs Q ,

On appelle poutre le volume engendrè par les sections droites lorsque G decn t la

ligne moyenne. On suppose de plus que .

-_ .- - ----
..j



• Les sections droites sont constantes ou « lentement variables» lorsque G

varie

• Sion appelle d une dimension transversale de la section droite , on a en tout

point de la poutre d«R

Ces deux hypothèses sont essentielles elles permettent d'assimiler un tronçon de

poutre courbe de longueur dl à un tronçon de poutre droite . Cette approximation est

à la base de tout ce qui suit

Enfin , on se place dans le cadre de l'élasticité linéaire isotrope. en petites

déformations et petits déplacements : Le tenseur des déformations que nous

utiliserons est donc E

b

\
\

"" . . ' . . '. .

. -~--------------------------------
~
/ -"'"

/ \ s~ droue
/ 1 __

. ..E----r-
!,

1
1

\.

Fig 2-1 : S,-'t..'ll \l n. 1.lg ne m oyenne ,-'1 Repl.' r,-' 1.11 t..' <1 1 Pr in cipal de' Fresnel



Fig2-2 : R.c:pcresl .\lcal :cl.e2.e3: --' ix.: .I: ci G lobal : X.Y.l ; .c· :i .j .k : ii':sa la
géométrie de' la poutre

2-2 Grandeurs locales et globales des paramètres géométriques

2-2-1 Paramétrisation géométrique

Vecteur position

Paramétrisation . x = f(t) y = g(t ) Z = h(\)

(21 a )

Ce sont les composantes du vecteur position dans le repère globa l où t est le

paramètre de variation de l'abscisse curvilign e s

Donc le vecteur position s'exprime encore.
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OM= g (f )
h(r )

l .cu lc SUi." : ' 1-:111 ',' I >() I ~ technique

(2,1,b)

Construc tion de la base du repère local de Fresnet •

Première présentation :

T = è OM(t)
rll

N = ~; T(t)
(J/

B = T 1\ N

T : vecteur tangent non en core normé

N : vecteur normal non en core normé

B : vecteur binorrnal

L'opérateur ( 1\ ) représente le produit vectoriel direct.

(22)

Par ailleurs nous pouvons donner les expressions des vecteurs de la base de

Fresnet en fonction des para métres f(t), g(t) et h(t) soit ,

T = f '(t) i + gr (t ) j + h' (t ) k

N = f "(t) i + g" (t) j +h"(t) k

Où {i, j, k} sont les vecteurs de la base du repère glob al. Nous obt enons

(2,3)

j ,\ .1'= 1"
N= ,h=~"

l \ ~= i7"

I /Jx o !. \ . \ ~ - ! ,~ ;\\
B= Jj\'=r~ , \ x- l x:\~

t IJ~ - r\' .\\ ' -7OJ · ," x
(2.4 )

On définit les normes quadratiques des vecteurs

Il = norm(T2) 1\ =norm (N,2 ) ': = norm (B ,2) (25,



Pour con struire les vecteurs de la base du Repère local :

e1 = r
li

e2 = IV
fJ

{e1, e2, e3} ={~, ~, ~}

e3 = /J (2.6.a)

(2.6.b)

Deuxième présentation :

On dèfinit tout d'abord le vecteur position .

r = f(t) i + g(t) j + h(t) k

Pour obtenir le vecteur tangent on différentie r et on obtient

dl' = f'(t) i + g'(t ) j + h'(t) k
dt

'" (27 )

(2 .8)

Le vecteur unitaire tangent qui est en même temps le vecteur e1 de la base du

repere local de Fresnet est donné par :

e1 =

d,.
dl
dl'
dl

(2 9)

Ce tte équation nous renseigne que e1 fait un angle constant () avec l axe Z de

façon a ce que :

( U)
e1 . k = cos((:l) = 

.<11'
dl

(2 10)

Nous pouvons maintenant procéder a la détermination du vecteur courbure-to rsion

dans le repère global so it

-_.- -----



dei
K = dl = de 11 dr (2 .11)

9 ~ dl dl
dl

Comme K est parallèle au plan X-y et a la même direction que le vecteur unitaire

normal e2, ce dernier peut être exprimè par :

e2 = .K
IKI

(2 .12)

Finalement nous déterminons le vecteur unitaire de la base locale e3 qui coïncide

avec le vecteur unitaire binormal . A partir de e1 et e2 on trouve par le produit

vectoriel .

e3 = e1 1\ e2 (213)

Nous obtenons les coefficients de la matrice de Transformation local -global en

exprimant les vecteurs {e1 , e2 , e3} en termes de {i , j , k}

2-2-2 Matrices de transformation de coordonnées

Matrice de Transformation géométrique Repère local - Rep ère global '

On exprirn e {e1, e2, e3} en termes de {i , j, k} par la matrice associèe

r T T T -
\ 1

( f. ex (f

[ J
el /V .\' .1\
e~ =1

\

r) 1) rI
(2 .14)

é'.)
k

H J] Il

'l '{ ' l

J, i
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D'où la ma trice .

T T T
l '

"
,.-

CJ. (X CJ.

N ,N N -l ' 1

LG = - (2 15)
~ ~ ~

B il B
\ 1 -

J
-

y y y

On défin it par la transposée de cette matrice celle de Tran sformation Repére globa l 

Repére local SOit .

T N B l1 \

CJ. ~ Y
1

T l\/ B
\ \ 1

GL=
~

(2 16)

1

CI. ' 1
i

T N fJ

l CJ. [3 Y

• Pour les cas Circulaire et Hélicoïd al nou s nou s pla cerons dans l'hypoth èse

d 'une rotation (1 de s sections autour de l'axe géométrique dans le plan {y.z}

On cons id ère alors en plus une matrice de rotation :

() ()

Ru = III cus( (J. ) s iri 0. ) 1 (2 17)

() -sin o. ) 1
co s( CJ.. )

Signalons cependant pour eviter des conflits de notations que cette nouvelle va leur

de l'angle alpha est d iffe rente de ce lle qui donne la norm e de T

Ce qUI nous donne pour la nouvelle matrice de Transformati on rep ère Loca l -

I II



Repère Global

T = Ru x LG

• Pour le cas droit, nous ferons une formulation de la matrice de transformation

gèomètnque ave c les cosinus directeurs des anqles :

Avec la parametrisation •

X = at + x., y = bt + Yo Z = ct + Zo (2 .19)

on pose .

ïl

' 1 , ,

L = ~ cr +fi +c

Zq

'2

(2.20)

Z I

Le z

.-- - - - - - - - +-- - -. .,. I~I

. LI:::::.:

Fig 2-3 RlH<.llioll s axi ales pour Lille poutre droite spati ale

I l



a = angle(OZg , OY 1) fJ = angle(OZI , OXg)

1 . , " iJ "" 1.: ,'ni: 1 ' Cllll I4 11 1:

y =angle(1 -2 ,XgOYg)

Cosinus directeurs .
a

Cx = r
h

Cv =
/.

c
Cz =

J.
(2.21)

On dèfinit •
('

/

Sin(,8 ) = J
( ' \ 2 + ( ./ 2

(2 .22)

Soit la matrice de rotation . l
co s( ~ )

R - 01\ -

- sin( 0)

o sin( r) )l
1 ()

o cos( f) )
(2.23)

~
Cos(y) = 'VC~ - + C~-

Sin(y) = Cz (224)

Soit la matrice de rotation . l
C~g y )

R = -5lli Y)
y

o

sir( y) O~l
cos '/)

o
(2 .25)

Enfin Sion considère la rotation axiale d'angle 0.. avec la matrice de rotation R" ,

nous obtenons pour la matrice de transformation totale repère Local - repère Global .

Soit

(2.26.a)

1 () () r ( us( 'f) sin( ';!) () (us( f) ) () si Il:' [3 1

R= I() (Os( <J. ) Sill C'J. ) x ! --Sil1( y ) (os( y ) () x () ()

I l) sin:' 0 , ) (us( u. ) L () () 1 -si li P) () CO~ r) 1

(2 26 b)
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Abscisse curviligne ..

En pratique nous allons ramener et résoudre le probléme différentiel fondamental

régissant le modéle de la poutre avec le paramétre de l'abscisse curviligne S.

Son expression différentielle est donnée par:

ds =(f '(t) 2 +g' (t) 2 + h'(t) 2) 1/2 dt =Ir)M(t)ldl

Ce qui donne sous forme intégrale :

1

S = r1 OM ( 1 ) 1d l

• 1
(1

(2 .27)

(2.28)

Sion prend dorénavant pour paramètre l'arc S qui définit complètement la forme de

la courbe C, on peut ècrire les èquations de la courbure et de la torsion sous la forme

de fonctions continues et dérivables en S.

2-2-3 Courbures et Torsions

On définit le vecteur courbure torsion K dans les deux repères local et global :

Le vecteur K exprimé dans le repère global aura pour expression '

Soit

Donc

èlT(t )

Kg=~
Lis
dl

Kg =-.L [f' , g" , h"] [~.]
a k

l '_J

(2 .29 .a)

(2 29 b)

_____ _ _ __ 0 0 -
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avec

Kg =[ Kx , Ky , Kz ]T (2.29 .c)

f"Kx =
(J

K - x"y--
a

h"Kz = -
()'

(2 .30)

Son expression dans le repère local se fait par l'intermèdiaire de la matrice de

transformation GL soit :

K, =(; [f", q". h"J [GL] [~~] (2 .31 .a)

(2 .31 b)

En pratique nous ferons le calcul avec le vecteur courbure torsion de la base locale

sous forme matricielle ce qUI donne :

o fi: -K
- l'

KI =
- 1\' () K

1\' -A' ()
\

(231 c)

En faisant l'analogie entre le vecteur courbure K et la vitesse angulaire de rotation

suivant l'abscisse curviligne s, on peut remarquer que les axes du repère local

tournent autour de l'axe local y, ce qu i nous permet d' évaluer la composante :

Kz = - dc _~ e2
dl

1--1

(2 32)
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3 RELATIONS ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES FONDAMENTALES

3-1 Etude de la torsion

Définition:

La Torsion est une sollicitation résultant de l'application à une barre (arbre de

transmission , poutre prismatique, poutre coque etc .) d'un ou de plusieurs moments

de torsion constituant l'action , et évidemment d'un ou de plusieurs moments de

torsion de réaction maintenant l'équilibre

Ces moments tendent à faire tourner les sections droites autour d'un axe longitudinal

de l'élément poutre , dit" axe de torsion ". qui rencontre chaque plan de section en

un point appelé" centre de torsion"

Les composantes du couple équivalent au moment de torsion sont paralléles au plan
"-

des sections droites , et la torsion engendre principalement des contraintes de

cisaillement (dites aussi tangentielles) dues au glissement par rotation des sections

droites les unes sur les autres .

On distingue principalement deux catégories de torsion

La Torsion gauche uniforme de St Venant

La Torsion gauche entravée non uniforme de Vlassov

3-1-1 La Torsion uniforme (St Venant)

C'est l'état de torsion pure d'une barre tel que qu en cours de déformation les

<ections droites initialement planes . restent planes en tourn ant autour de l axe de

torsion.

3-1-2 La Torsion non uniforme (Vlassov)

Les efforts correspondant à ce mode de résistance ne peuvent se développer que SI

ia section transversale , qui aimerait gauchir . voit son gauchissement empêché par

des conditions d'appui adéquates( exemple, encastrement complet ).

- - - --- - -- --- - -
I ~

- - - - ------- -
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On dit qu 'une section plane gauchit lorsqu 'elle ne reste pas plane après déformation

sous l'action d'un moment de torsion extérieur.

En cours de déformation , en tournant autour de l'axe de torsion les sections

initialement planes subissent une distorsion encore appelée déplanation .

/'

z

T

~X

Fig 3-1 : Console soumi se à un moment de Torsion con centré

z

\. lkl'nl'lll , lli (lli l l,lll ~ iL' :) 1<.11 1 tk
l~l " \..' l'f in l ] "l'I( )l l -,

~: \..'\h)l"<..lnI 111\..'\..' l'u n ili~ I ~ ,-' iL' It)ll~

du !) jï \ ti i

\\ : tl d~ ) I -! l\ ~I! il li' !h\ ! - ~ dl 1 1 ~w liL'

Fig 3-2 : Section ouverte mince d 'un él érnen: de poutre

- - ----_ .-- -- - - - - - - - - --- - - - - --- --- - ---



Les hypothèses gènèrales concernant la Torsion des membrures prismatiques ou

pleines sont :

[ 1) po t lî l' :-'L' ~ :

(Î ( ll IL' ili :-' ~L'I1lL'llt L'illpècl lL;

P L' t i tL' " d~' t'CIlï 11<1 t i0 Il ~

LJ ".L'crin ll L'Oll SL']'\L' sa terme ( sinon os s ~1tLl rc pli ~ Sl;L')

l L' " c1(-tl )Iïl U riO lb p ~ lr C i ~~ li l k ll l L'Jlt ~O I 1t 11 ~· ~ li ,:.'. L·Jh k >

f\ l .uc r iuu IWlll ogl'11L' L' t i ~n tl '()I JL'

TOI' ...inn dt' "ailll-\ 't'IIalll

f 011 turxion IIllifOI'IlH')

To rviuu non Il nifuruu:

1liT Ill'" li l' l'a III

pOlir :

ri !!,idih'
l'l'Li (i \ v:

......... .~ : l' I l l " 1 •

I l: , ' ..k :, , '

, -,

\ ~d iOlll

Fig 3-3: Mod es de rés istance des sec tions à la tors ion

l '
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Les différents domaines d 'application du calcul de la torsion peuvent être résumés à .

Torsion:

L)()III ~1 iIl L' S lI" ~1!") p1ic<.1t i() Il :

pn ri rs enurhL' S (' t Il() Il t s bi~1is

'" IlL' cb. t (") iL' s pl iéL' -, COI b Tl" LI (' t i0 Il ~ fi 1jSSL' ('~

\ \ .~1~ l ) 11 ~ . tu ~L' !ll 0.L' L' t II i1L' S cI';,l \ .io Jl
~ L ·
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III usrration: p OI1t courbe

Fig 3-4: Photo d'illustration d'un pont courbe circul aire .

.J

71
... -/ tP.t8 '.,'

-' - ,1
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u

..' tetaz
/ '

, _0 '

1 .

<. ......-. F.'F: ·'···
...._--~ . .-_.........•./

-'.

!
FZ

........ ... .... rll~7
-. ", ,IL

Elerrlent t,/plque poutre court, e , ~ :2 noeu,j:::; ;j"ieC deures ,je lil:ter1e
. -

Fig 3-5 : Element typique poutre courbe à 2 nœuds avec degrés de libertés

I l )



3-2 Relations Cinématiques

3-2-1 Grandeurs

Les relations cinématiques sont celles qui donnent les expressions des trois

translations .

{ug(s), vg(s), wg(s) }

d'un po int courant de la fibre moyenne ainsi les composantes de ses trois rotations

libres

L'indice G signifiant que l'on est bien au centre géométrique de la section sur la ligne

moyenne L'indice (s) signifie que l'on recherche leurs expressions en fonction de

1 abscisse curviligne .

Nous ramenons l'étude sur la ligne moyenne car en théorie des poutres, les charges

sont considérées comme étant appliquées à la ligne moyenne

On définit .

- le vecteur translations au point courant G

- le vecteur rotations libres

- les vecteurs de transition

Ug ={ ug(s) vg(s). wg(s) }T

f) ={(-)x(s), t1 y(s). tJz(S)}T

r ={O ,y,Z}T et e1={1 ,O,O}T

- la fonction de gauchissement sur la section {y,z} soit r» = l!) (r. r )

- la rotation libre due au bi-moment (gauchissement des sections) \11 ( .\ )

En expressions sous formes matncielles nous obtenons dans le repére local :

0 --8_( s) fl,f s)l
e = tUs) 0 --8( s)

- r

--8 (s ) t3( .v) () Jl ' x (3 .1)



()

~ ]r := - : ,,( : ) 0

1 \ ; ( J!) ()
l ' " .

l ' ( l l ie' Sup er ieur e l>ul Ylecl1ll iqill

(3.2)

Avec -
(

(3.3)

Ou.C ( Yc .z, ) est le centre de Courbure Torsion qui ne coincide pas toujours avec le

centre géometrique G.

.- () 0 O'

e / :' () () 1

1° -1 °i (3.4 )

Poutre C:ai:3 son courne avec EiTo r1::, et rvloment::. (Je :3ection

Fig 3-6 : T abJier de pont caisson courbe av ec Repère local et centre de
courbure torsion C (Yc . le )

" gd iuil f "



3-2-2 Expressions vectorielles et matricielles

Les relation s cinématiques sont données par les expressions vectorielles du Champ

U { translations. rotations} ainsi que de sa dérivée U' soit :

U =Ug + r t) - ITl (y ,z) If/ (s) e1

Composantes de la dérivée de la fonction de gauchissement

On défin it sur la section ( y,z ) .

~

to , = +-lV(I'.::) ==O
( 'x

(3.5.a)

~ (~

o ) x y = --.LlV(.I.:: )+ - ( !) ( \ . :: )

()x al '
(

= - (! ) ( 1'. :: ) = (, )
ri )' " ,y

( t ) x z

" (~.

= s:.lV(I.::)+ -~- ( !) (l .::)a, ' 1 ::

?
= - (,) ( 1'. :: ) - ( ,)?:: . - ,z (3.6 )

U'~ U'g + r é) ' + VI (SI[:~ ] - '" VI (s)[g] (3.l.a)

On définit le vecteur k comme la dérivée du vecteur des rotations libres () soit :

k = H'= ?tJ ={k k k }T
~ x , y, z

( .\

Sous forme matricielle nous obtenons :

Vecteur rotation k

(3.8a)

(;

Ds 8/s)
...,

(' ..
-v (3 ( s )

( J.\, ' +

r 0

-K

K
\

K

o
- K

r

-KIl -8r(S)l
K f) ( s )

\ . l '

o _ L8/ s)J
(3.8.b)

--- - - - - - -
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Champ de dép lacements U

il ( ,\ ) , () -, () ( s)

_ ü,lr, c) ' 11( S {

I

J

\

U= ' \ .\ ) ~/ ' ( ~ ) () ( l (-) ( s) 0 (35,b)+ 1

1 \ ,1.\ ) 1 \he") () () I 18J s) 0j - J

Dérivée de U

U' =

f ~- 1/( S ) -t

Ir \ - 1

-::- \ ' ( s )
1 1 .\ -:

l~- li (s)
l 'S ~'

+

()

~h( ~)

\( i)
" .

( )

()

--\ .

()

()

k
l'

k
\

k

o
(

~ \N{ v, :- )
+ \II( v) ( 'l '

~

( ,

-:::;- v.{y,:-)
{;2

(3.7.b)

Le champ de s déformations ( [; ) est donnée par l'expression vectorielle :

E= (-{ + e1 x () = U' + K x U +T x f)
( 'S

(3 .9.a)

e1 représente la tangente unitaire à la section dans le repere local de Fresnet

K le vecteur courbure torsion dans le repére local

f) le vecteur rotations libres

Le signe (x) est une multiplication

En expression sous forme matricielle nous obtenons :



· ' Ic ! (Je ,. in .: I·.tllde "

--- - - --
r ' (' 1

~ " ( .\) 1

1 ( ~\ ~'

(

~: =1 ('S " ) .v) +

( 1

"7 \ l ' ( \ ) ~
(S " 1

Lcolc SlIp01"i c II I"C 1' (l 1 ~ ' I l" c h n i q llL'

0 1\' ;'1li.) s ) 0
...,

" li~:,
- :) ::: ) 0

i
- t: () F.) S ) i A, . +

1
1

1\' -- 1\" o 1 'l '~( .v) L,1',,(.\' ) () () 1 k !
1\ L--

1 ~ 0 "
1
~ \, ( \, :: ) 1

\ ,11 S ) 1 \ . 1

(

--::- w~ r. .: ) 1
( ':' 1

(3.9.b)

Le développement des produits matriciels donne les composantes des trois

d éformations principales sous la forme .

f: : - (~ Il ' ( Si l -/- 1\' 1/ ( S ) - K "( s ) + " ( ,.) K - Il'(s ) ( f.i \v( \', : ) J' - 8 (s )
\ (-y ,l' 1 ~ '! ':': h . \ (:::: ~ 1"

1 .

(3 .10)

Nous rappelons que l'indice (s ) de l'abscisse curviligne porte le même sens que ( x )

qUI est donné par la tangente unitaire du repére local de Fresnet .

Ce qui signifie que :

E: S =E: xx , E: sy =E xy , E sz =E Xl

Nous donnons en outre les composantes du vecteur k :

2-1
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K := K. A(s) - K (-Uv) + (' ~ A (s ) )'
, 1 \ . ( : \ ' ,

(3 11)

Ave c de nouvelles considérations , nous pouvons écrire les expressions des

déformations E: 5 =E: xx , E: sy =E: xy , E: sz =E: xz sous les formes :

avec

ave c:

' -- ' !
1 .\1

E n - .l K :: + ~ ]( \ - w ( y , ~ ) K il

E( :J ~ u (s)J+K_v (s ) - K H ' ( S )) lG"",' g -- ,I.! ,1 g

- (' If (', Vi ( l '. z ) ) + ::, ( (' ) )'if + (~~ 1"" (v , z ) 1 f
("" r ' '" S I ' r r 1 Il

\ ' , )

Yu = C;~ V).I)) - Ku) s) +K, W).I )+fl,fs )

y = K. 8(s )'- K 8_(s)+('~ 8( s)J'
' .1\ ' - \ . \ - Os .\

(3 12,a)

(3,12b)

(31 3.a)

(3.13 .b)

( (a JJ (a JE ' =\ + ) C - - ) z ~ + - 7'sz ' YI:: ) h() az y\(),) ~IV az V\(y, z) Y", (3.14 .a)
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3-3 Conditions d'Equilibre

3-3-1 Grandeurs

On note .

(314.b)

Q ={O, .O, . Oz}T le vecteur des efforts normal et tranchants internes respectivement

dans les directions x, y et z.

M = {Mx ,My . Mz }T le vecteur des moments internes .

Fb= {' = {F bx , Fby , Fbz }T le torseur des forces appliquées concentrées et réparties

dans les trois directions

Mb= .\/ = {M bx . Mby , Mbz } T le torseur des moments appliqués concentrés et répartis

dans les trois directions .

3-3-2 Expressions vectorielles et matricielles

Les expressions des relations d 'équilibre se traduisent sous forme vectonelle par ces

deux équations :

Equilibre des efforts normaux et tranchants internes par rapport aux forces

concentrées ou repa rties Fb :

Q' + K x Q + Fb =0

Equilibre des moments internes et de chargements concentrés ou repartis :

(315 .a)



M' + K x M + e3 x Q + Mb =0

1:cu ic' Supcrieu r« P() I ~ rcchniquc

(316 .a)

Nou s pouvons ramener ces expressions sous formes matricie lles '

(

1 (~ ,' ~) s )

r-;
J( -K j ' O ls l-' ~ Fh,l

1 1 - ,

1
() K , U ( s ) , ' r h--:- i} ( s ) + + = 0 (3 .15b)\ · - 1 l ', "

- K () U(s)
1 Fh: 1( , - ,' .J

-::- \,} J .v ) 1
( ' .

1

(

1-:::- IV! ( , ) 0 K -K
lv"-(" ra Q)s) !\;fhcs ' - r a

~l
x

1 - - K 0 K O(s) MbI ~ si. . 1 . + JW;{S)J t 0 =0- X - l' + 1
( .\ 1

l {:~MI J
K -K 0 M,( s) 0 - 1 Q(s) 1'vIh..

l ' l' -

(3,16 .b)

3-4 Lois Constitutives

3-4-1 Grandeurs

Les contraintes en toute section d'abscisse ( x = s ) s'expriment par :

CT xx =E E xx

Txy = G E xy

Txz =G l.: xz

(3-4)
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Où .

E module d'élasticité du matériau de la poutre

G : module de cisaillement

.-:- xx contrainte normale dans la direction principale de l'abscisse curviligne s = x

xy contrainte de cisaillement normale à x dans la direction y

. xz contrainte de cisa illement normale à x dans la direction z

On définit alors le vecteur des contraintes '

U :::{ CT xx. r xy, t xz }T :::

(3 .5)

Par intégration des contraintes, on définit les différents Efforts et Moments .

Q = {O, .O, J Oz}T efforts normal Qx et tranchants Oy et Oz

M = {M y ,Mz, Mw} T moments fléchissant My et Mz et Bi-moment Mw

les torsions avec

Tsv : la Torsion uniforme de St Venant

Tw : la To rsion non uniforme de Vlassov

On détermine le vecteur des efforts résultants '

L'effort normal et les efforts tranchants qui sont donnés par .

avec :

Q = f°-J:~
. f

so it
[

Ç)X] [OX(l
Ç)~ = J oX~J lA
Q~ ./ O:L

(3 .6.a)
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Q y = ]m l JJ
1

o. = JacdA,
(36 .b)

Les moments de flexio n Mx . M" et le Bi-moment Mw qui sont donnés par .

My= f':Œ" d i,
(3 7 b)

I. i

M = f- H' ( l ' • z ) Œ \.\ JAw .
1

(3 .7.a)

Le moment de torsion total autour de x s'obtient par M x =Tsv + Tw avec '

Tsv =- Jm y!(,::- ,::c)+l1'.lld -1 + Jn:cl(I-IIC) - IL .::ldA
1 1

(38 a)

Tw = ~ ffiT"\ I . ,'+m':: * \i ..:: ld l
. 1

3-4-2 Expressions

Etant donné .

Torsion de St Venant

To rsion de Vlassov

(3 8.b )

Œ R . vecteur conjugué des « contra intes » ( Efforts Résultants)

On définit .

1: R vecteu r conjugué des « déformations » ( Déformations Résultantes)

avec c R ={ E: 0, Y xy, JI xz , II." Y , 1\ z . 1\ w, y sv , Y w } T (3 .9)



Les contraintes s'expriment encore par :

CJ xx = E r xx = E EO +zE,,'y -yEK z - [iJ(y,z)E Kw

r xy = G e xy = G y xy - [ (if , y + Zb(C) ]G y sv + ta , y G y w

r xz= G c xz = G y xz - [Yb(C) - (if, z ]G ysv + to , z G / w

(3.10)

avec :

/ xz = -f- wg(s) - Ky ug(s) - Kx vg(s) + (i y(s)
( .1

cl" . x= :; (i As) - Ky 0 z(s) +K z Oy(s)
( .1

?
(lS (i z(S) - Ky (-) As) - Kxf) y(s)

K x = +- If! (s)
( '.1

/ w= / sv - ~/ ( s ) (3 11 )

En utilisant les équations précédentes on peut finalement écnre l'Equat ion

constitutive caractéristique type entre les efforts et les déformations résultantes :

(J R =C r: R (3 ~ 2)

Où la matrice symétrique C (8x8) est le tenseur d 'élast icité spatiale de la poutre

Elle s 'exprime en plus avec les inerties et les riqrdites des sections

v~d i(}l1l



. moment d'inertie principale par rapport à z

: moment d 'inertie principale par rapport à y

A= fdA
. /

Iy = f= 2dA
1

Iz = J\2dA
. : /

: aire de la section de la poutre avec dA =dydz

Iyz = Jv:: dA : produit d'inertie relativement aux axes y et z
. i

Ip = Iy + Iz : moment d 'inertie polaire ou quadratique

Iw = fl , 2dA . moment d 'inertie de gauchissement (ou sectoriel)
. /

Sw = f w(y ,z) dA . premier moment sectoriel
1

Iwy = fHTdA
1 Produits d 'inertie de gauchi ssement

: Inertie torsionnelle

Avec les hypothèses sur la section dèpendant du choix du repère local central

principal d'inertie f: dA = JI' dA = a
.-1

f Yb( c)dA =- Yc
1

f zb(c)dA = - Zc
.-1

c ( Yc Zc ) le centre de courbure torsion

Après inteqration des contraintes , on trouve pour les efforts résultants

1 I l ,·

·' 1 "
(h

Effort normal Ox et efforts tranchants Oy et Oz :

rf1'1 ( 1 . -' i .I , d: ;
• • 1 )

(3 13,b )
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Les Moments

\ 11 = - t.

v }: = -l

. ~

• 1) ( ,\ ) ;. ' ~() J ,1 ) Il ' / [ ~ () 1 ( s ) ') + / l'~ II I ( v) l,
\ ('S - / l . ( , , II : \ ( ,

: 1 (~ J) . (~ ) ((--. " 1i (l ,( ,,) -r l T() J ,' ) + / l ~, () , ( '\ ) - -:;- , I1 J ( ,I ) I l
. , L, I - " : ( .1 (J,I J ,, \ J

(3 14, a)

(314 .b)

(3 14 c)

Les Torsions

/ 1
' \ ' = ( ' .1 ',1 + ( , ' ,1 z ., ( , ',1 r - C' ( J - I ) "

1 ' "1' 1 \ 1 1 • C · ( l' /' 1

J\\ = ( J ( / - J ) y +C ( J- /) y
\", \1

J ' JI

+ = (i t ! + / ) "-1 + (; '1 :: - ( i ' / \ 'I l\' = J ,I l ' l'li ' _ ' ,,. ' \1 , 'C"

Noùs poserons par la suite :

Ce qui donne '

o :=E (AE()-S)- x ( ' l

Ivl : - /:' l( S, -(f)( .v) +( :,Oj S }JJ1 +( ~ 8 (S}J1. - ( ~, \IJ(S}J1 J'
(,) Cl ,\ ( ;\ - I1T 0 ') l " ': ( oÔ '"

(3 15 a)

(3 15,b)

(3 15c)



En écrivant la relation constitutive Œ R = C ER, on isole la matrice C qui s'écrit

dans sa forme la plus globale :

r : ( ) ( l (J ( J -t -. () o
( ; ( i . 1 () 1) () () ( 1 .: J I l

\ i () c; A () () () - ( i \ .-1 ()

( 1 () () F I - t.. 1 -F 1 () ()
1-': I l .-

(
(1 () () - t: 1 F 1 I~ 1 () ()

,: '"
r ' () 1) -t. 1 F 1 r 1 () ()

,, ~ " '
(1 ( , ~ . / -( ; .\ . . / () () () ( i .I -(i ( .I .. 1 ),

l '

(1 () () () () () ( i (/ .I) (i ( .I -1 )
1 l ' . "

(3 .16 .a)

On peut alors remarquer qu 'elle est symétrique. Nous ferons d'autres considérations

supplémentaires pour donner une dernière expression à cette matrice de rigidité .

• Choix du repère local central principal d 'inertie ..

L'étude de la statique des poutres est généralement faite compte tenant du choix de

ce repére pour des raisons évidemment simplificatrices. Sous cette considération :

le produit d'inertie Iyz est nul.

les inerties Iy et Iz sont principales .

Pour le cas des sections constituées de parois minces de faible épaisseur t, étant

donné que y et z sont des axes principaux d'inertie, nous avons pour la

détermination des coordonnées du centre de torsion C (yc zc

suivantes :

Nous proposerons deux méthodes de détermination du centre de torsion

les relations



i l r \ ~ . \ 11.. ' ~ 1n , j ' 1 ' .... 1\.: "

- ----- - - --- - --- - ---------- - - - - - -

Première methode ..

On d èterrnme les coordonnées du centre de torsion par

hmYc = -_.
I y

l e =- 1{(T

I :

SOient et y et l des axes principaux d'inertie pour la section de poutre

Si la section est symétrique par rapport à z, alors le centre de torsion est situé

sur cet axe et on a Ye =0 soit C (O . l e ).

Si le centre géométrique G est un point de symétrie , alors G et C coïncident.

Deuxième mèthode .

On défin it : .

Qy = JoxvdA
1

Qz = JoxzdA
1

comme les efforts tranchants de section

Mxc = Jml i (: - : l ld .l + Jm .::-cv- v c)dA

.'l . ~

MxG= JmT( : )d ~ + Jeu :(.l )dl

.l ·1

Nous avons la relation :

le moment de torsion par rapport au point C

le moment de torsion par rapport à G

Le point C est appelé centre de cisaillement / torsion si les contraintes cr ,cr"

dues à la fle xion sont telles que:

Mxe = MxG - Ye Qz + Ze. Qy = 0

Ce qui conduit à :

\ ~d i ()l1 l
. ,,.,



\1
Yc =-

~)

,\1
Zc = - - '-'

()

' ,l'JI<: Supe rie ure l' ClI : tcc luuq uc
- --- --- - - - - - - -

( avec Oy = 0 et Oz ~ 0 )

( avec Oz = 0 et O, ';è 0 )

La démarche pour determiner Yc ( Idem pour Zc ) est la suivante pour une section

donnée

on évalue d 'abord (J et (J comme contraintes de cisaillement

par intégration de ces contraintes on détermine O, et Oz '

on évalue finalement MxG puis enfin Yc et Zc

• Considérations sur la fonction de gauchissement ru (y ,z) ,

En normalisant la cordonnée sectorielle ru (y,z) sur toute la section , nous avons le

résultat fondamental:

Sru = l ru (y,z)dA =0
,,1

Nous allons nous placer dans l'hypoth èse des sections simplement connexes

(sections à parois minces ouvertes ou fermées) doublement symetriques pour

lesquèlles la fonction de gauchissement est nulle sur les frontières

Nous allons appliquer le Théorème de Green au calcul des produits d'inertie de

gauchissement :

Iwy = l y ru dA
,-/

Iwz = l z m dA
.1

Ainsi que des termes: l ru , y dA
A

l ru, z dA
A

Ces considérations annulent ces quatre quantités , En conséquence , il apparaît

aussi que Yc =0 et Zc =0 , d'où le centre de torsion coïncide avec le centre

qéometrique . Ces résultats nous donnent donc finalement pour la matrice C :

vgdioll r
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1:.. .'/ () () () () () () () ;

( 1 CA () () (1 () () ()

(1 Il ( i . J () ( 1 (1 ( ) ()

( J () (1 r 1 () l i Il ()

( (1 ( ) () () r 1 () (l ()
(3 .16 .b)

() Il () () () F I () ()

() ( ) () () () () C; .1 -c, ( .1 - 1 ) 1

i'

1( ) () (1 () () () C; ( 1 .1) CJ' (./ ,, 1 )

Nous pouvons aussi ramener cette matrice d'éla stic ité spatiale C en une matrice

symétrique (7xl ) en ne considérant ~~ le moment de torsion totale :

Mx= Tsv + Tw = ( ,. ( / -r / ) v + (,. '/ ~ - (; '/ \
1 - 1 \' " , \ 1 . ' \ : . ,

Le vecteur des efforts résultants se ramène donc à :

(T R ={O, ,Oy , Oz , Mx , My ,Mz , Mw}T

Le vecteur des déformations résultantes se limite à .

1. R ={". 0 , r xy , yxz ,v sv , ,,-y , ". z

Avec ces nouvelles considé rations, C s' écrit :

rEA
() () () () o ()

() GA () () () () ()

1

() () GA () () () ()

() () 0 C;I () () ()
c: I l

() () () () U () ()
1

() () () () () El ()

() () () 0 () () uJ"
(3.16 .c)



En pratique nous allons poser et résoudre le probléme différentiel de la poutre avec

la matrice C(8x8) établie ( 3.16 b) en tenant en compte les torsions Tsv et Tw

3-5 Equations aux dérivées partielles fondamentales du Probiéme

Connaissant déjà la relation constitutive

On construit ia relation Déformations - Déplacements .

(317)

(3 .18)

Avec l'opérateur matriciel rectangulaire L (8x7 ) qui est donné par .

I)s /\:: -KI U 0 Cl () -

I _K:: Ds Kx 0 0 1 0

1 KI --Kx Os 0 - 1 0 U
1 0 () 0 --K:: Ds Kx 0

/. . (319)() () 0 KI -Ky Os ()

() o 0 0 0 0 Us

0 0 0 Os K:: - Kr 0

0 () 0 Os K:: - K\ -Ds

Os est un opérateur différentiel égal à Os =-(.

as

K = {Kx• Ky, Kz}T est le vecteur courbure torsion local .

On écrit l'équation de Lamé .

(3 .20)

'"7, ..



Er faisant (317) et (318) dans (3 20) nous posons l'équation matricielle

tondamentare du probléme :

(3 .21)

Ses composantes lignes fournissent les 7 équations différentielles fondamentales du

problémeOn obtient pour les différents cas un systéme de 7 équations différentielles

non linéaires à 7 inconnues couplées et d'ordre 2.

4 RESOLUTION DU PROBLEME FONDAMENTAL

4·1 Résolution Analytique

Nous nous proposerons dans un premier temps de faire la résolution analytique du

problème différentiel posé par les trois cas de poutres circulaire , hélicoïdale et droite.

En effet , le problème posé par le système des sept équations différentielles couplées

et d'ordre deux est non linéaire et requière par conséquent de puissants outils

mathématiques de resolution

A cet effet . une bibliothèque de programmes sera proposée avec le locrciel de calcul

formel Maple 6.

4-1-1 Programmation

Notre environnement de programmation est lV1aple 6 / Fortran. Avec Maple nous

proposerons une bibliothèque de programmes de calcul des trois cas de poutres

circulaire , h élicoïdale et droite , de façon à sortir toutes les grandeurs cinématiques

algébriques, vectorielles et matricielles qui vont nous servir à effectuer des tests

numériques avec des plates-formes de calcul par éléments finis en Fortran.

\ gJ iOlIt'
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4-1-1-1 Présentation du Logiciel de Calcul formel Maple®

Maple 6 est un système informatique compréhensible pour mathématiques

avancee s, Il Inclue des facilités pour de l'algèbre interactive , du calcul formel , des

rnathernatrques discrètes , des effets graphiques, de la compilation numènque amsi

que bien d 'aut res domaines mathématiques

Il fourni t au ssi un environnement propice pour le développement de programmes

mathém atiques utilisant une "brame exhaustive de fonctions et d 'opérateurs

p-edefirus C est donc un puissant logicie l de calcul formel développé de chez

Wa terloo Maple lnc.

4-1 -1-2 Objectifs de la programmation

• Considérations pour la prise en compte des paramètres géométriques .

Vecteu rs de la base locale

Matrices de transformation de coordonnées

Vecteurs courbure torsion

• Générat ion de la matrice C et de l'opérateur matriciel différentiel L •

- .,In itialisation des moments d'Inerties

1nteqration des contraintes

Expressions des efforts résultants

Expressions des déformations résultantes

Construction de l'Equation de lamé .

Relations cinématiques

Prise en compte des chargements (efforts et moments concentrés ou reparti s)

Etabl issement des équations différentielles fondamentales

Résolution symbol ique (solutions brutes)

--- - - - - - - - - - - - - - - - - - - ----- - - - - - - - - - -



Régénération de la matrice de rigidité K

Conditions limites de bord

Solutions homogénes du champ de déplacement

Détermination des constantes d 'intégration

Raffinement des soluttons

Forces équivalentes au x nœuds

Génération de la Matrice de rigidité [ K ] :

Methodologie .

Le champ de déplacement étant trouvé , SOIt:

On pose:

{ (1 } = {C1 , C2 , C3 , C4 , CS, CG, Cl , CS, Cg , C11, C12 , C13 ,C14 }T

comme le vecteur des constantes d'Intégration à déterminer.

On définit les déplacements respectifs au x nœuds :

à (s = 0)

à (s=L)

Si on définit:

{U 1 } = { Ul(O) , Vl(O) , Wl(O) . f1 X l (O) . (l yl(O) , OZl(O) . ljJ 1(0 ) }T

{ U2 } ={U2(L) , v2(L) , w2(L) , ex2(L) , ey2(L) , ez2(L) , ljJ 2(L) }T

comme un vecteur colonne (14) de composantes respectives U[ i] ( i =1. 14)

On initialise les coefficients d'Intégration par .

- - - - - - - - - - - --
vgdio ll l' ·w
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P(j) = { Ci = 0 si j ~ ) sinon Cj = 1 }

On calcule alors les coefficients de la matrice C soit C[ i , j ] par substitution des

P( j ) dans les U[ i ] .

Cl 1 • j ] = subs( P(J) , Uri] ) ( i = 1..14 , ) =1 .14 ) (4.7 )

Nous obtenons par cette méthode directe une matrice C (14 x 14). C'est cette

derniére méthode qui a été retenue et qui figure dans les notes de

programmation.

Détermination des forces équivalentes aux nœuds ( réactions d'appuis

nodaux) :

Connaissant le vecteur des efforts résultants que nous posons par .

T{ F } ={O, . Oy , Oz , Mx, My , Mz , Mw}

on construit la matrice [ 8 ] dans la relation :

{ F } =[ 8 ]. { a } + { Fo}

soit en faisant (4-1-1 -2-5) dans cette derniére :

{ F } = [ 8 ]. [ C ] 1 . { {L\ } - { L\ o} }

soit en développant .

{ F } =[ 8 ]. [ C ] - 1 {ù } - [ 8 ]. [ C ] - 1 .{ L\ o}

posant .

(4 .8)

(49)

(410)

I l
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--- - - - ---- - - - - - - - - - - -

[ K ] = [ 8 ] .. [ C ] - 1 et

(4 11)

ou [K] et [8] sont des matrices (14x14)

[ K ] étant la matri ce de rigidité cherchée

nous obt enons finalement

{F}=[K].{ 6 }-{Fo } (4 12)

Le résultat peut encore être obtenu en partitionnant au départ la matrice [ 8 ]

considérant .

{ F1 } ={Qx( s= 0 ) , Qy( s= 0 ) , Qz( s= 0 ) , Mx( s= 0 ) , My( s= 0 ) , Mz( s= 0 ) . Mw ( s= 0 )}T

{ F2 }={Qx( s= L ) . Qy( s= L ) . Qz( s= L ) . Mx( s= L ) . My( s= L ) . Mz( s= L) , M (jJ ( s= L }}T

On partitionne aussi : { a }={{ (J1} ,{ (J2}}T avec

{ (1 1 } = {C1 . C2 , C3 , C4, C5, C6, C7}T

{ 02}={CS, Cg, C11 . C12, C13 ,C14 }T

{ F1 } = [ 8 11(5=0) , 8 12(5=0) l { CI } + {Fo} (413.a)

\ ~d i o ll f

de même. { F2 } = [ 8 21(5=0) , 8 22(5=0) l { a } + {Fo}

..L)

(4 .13 .b)



',e a 1 donne po ur

4-1-2 Cas Circulaire

[ B] =
!J, I( S oc t. )

!? I ,( ,\ () )

!J~=( S - /. lJ

Peremetriseuon x = Rcos(t) y = Rsin(t) z=O (414 )

=< désigne le rayon de courbure géométrique

~ est te param ètre angulai re

/cbsc tsse cutv uiqne

o n choisit une origine telle que S(t=O) = Sa =0 soit .

ds = R dt

S =Rt

o où ,

x ::: Rcos( 5..- )
R

y = Rsin( ~ )
R

z=O (4 ,15)

Cette nouvelle paramétrisation nous pe rmet de traduire toutes les grandeurs en

fonc tion de l'ab scisse curviligne S qUI sera la variable de résolution du probléme

différentiel fondamental.

En particulier la fon ction de gauchissement liJ (y,z) pourrait être exprimée avec

cette variable SOit liJ (y,z ) = liJ (s)

Paramètres Gè ométriques "

Base du rep ère local de Fresnet

Vecteur unitaire tangent

Vecteur unitaire normal

Vecteur unitaire bin orrnal

e1 = {-sin(t) , cos(t) , O} T

e2 = {-cos(t), -sin(t ), O}T

e3={O ,O 1}T

! .

(4 16 )



En ne tenant pas en compte la rotation d 'angle a de la section de poutre autour de

, axe neutre nous obtenons pour les matrices de transformations

l /latrlce de tra nsforrnation Local-Global .

.' ir( / ) C()~ / )

DlLG = ' -e ()~ 1) -sirt 1) 0

() 0 1
(4 17 a)

rv1atrl ce de transformation Global-Local

- s i11/ ) --t:()~ / ) 0"

0/GL = cos / ) -s irt t)

() () 1
(417 b)

Vecteur courbure-torsion global .

Vecteur courbure- torsion local '

K -{9 -
C() S ( 1 )

,.
sin( 1 ) T

- --, O}
r

(4 18)

(419 .a)

Nous considèrerons pour allèger les calculs symboliques dans les programmes

établis l'expression générale la variable Kydu vecteur courbure torsion soit .

KI ={O, Ky, O}T (419 .b)

En pratique le programme établi pour le calcul de l'élément poutre circulaire tient

compte de l'effet de la matrice de rotation Ru (justification de la torsion qui a

tendance à gauchir les sections) Sous cette réserve les paramètres géométriques

deviennent :

Il



- ------- - - - ---- - - - ---------

fi;
0

Il ]
R" = cos Cf. ) si11ex )

' () -si J1 (/.. ) CO:-{ u )
(4 20)

-r

"" p
F'

1 ·
1

Fig 4-1 Rotation d 'une sect ion de poutre autour de l'axe neutre X ell C

p (yp zp) est un point pe rmettant de repé rer globalement l'inclina ison (1 de la

section de poutre

Matnce de tran sformat ion Local -Global .

~ i II I 1 ) cos ( l , 1)

LG =Ru x - COS ( / ) -- sin( 1 ) ()

() () 1 1

J

LG = l,II
(J () r

- ~ 1 1 1 ( 1 i C () ~ ( 1 ) ol
1 ,

Cl h( (J ) si n( li. ) 1 x ' _oc () ~ ( 1 ) -- ~ i III 1 ) \'j1 ()() - sint l l. ) cos ( li. ) j ()

--- ---- --- - - - -
I .~
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r ,' ili 1)

LG = l -n) ~ ' )
( )

CO~ ex )cos 1)

~O~ Cl) si r{l )

sili o.. )

-s.i Ji LX ) C,09, ! )]

SIJi LX) SIJi t)

C09, ex )
(4 21 a)

On obtient GL par transposée :

r - si li!)

GL JC ()~ (1 ) C()~ 1)

1_~il~u)co3,!)

Pour 0.= 0 on retrouve le cas précédent

Vecteur courbure-torsion global :

-eos.1)

--co~ ex) sir1!)

si r(c: )sir( 1)

o Jsino )

cos. ex)
(4 .2 1 b)

cnS (/ ) sin( t) T
Kg ={ - - , - ~ , O},. ,.

Vecteur courbure- torsion local :

, )

·- cos( 1 ) - _. cos( u ) + cos : U ) C()s( 1 f T
KI ={ 0, - r ' () }

4-1-3 Cas Hélicoïdal

Parametrisation .

(4 .22)

(4 .23)

x = Rcos(t)

Abscisse curviligne '

y =Rsin(t) Z =bt (4.24)

on choisit une onqrne telle que S(t=O) = Sa =0 soit :



s = JN: + /1 : t

(4 25)Z == bt
,\

N" + h ~
y =Rsin ( -== =-x = Reas ( ---== =

-- : J) t

t? -:

.-.-

'3eo n -,É'tr l E' (j'u ne poutre 1-'8I i (,o I.jal e

Fig 4-2 : Géo métrie gé nériq ue d 'une poutre spatiale hélicoïda le

Paramètres Gèomètriques "

Base du repère local de Fresnet

Vecteu r unita ire tangent e1 == {
,. sint 1 ) r eus( 1 ) I } }T- , ,

~
,

! ,
, 1' - -t I r ,. + jr ,. -t- fJ -

Vecteur unita ire normal e2 .cc -eus( 1 ) _ -si n( 1 J. () I l
1

Vecteur un ita ire bino rmal e3 =
p s int 1 ) fJ eus( 1 ) l' .1

, , ) , , 1
r + p : ' l' - + r " 1' - + jJ-

--------



En 'le tenant pas en compte la rotation d'angle a de la sect ion de poutre autour de

laxe ne utre nous obtenons pour les matri ces de transformations ,

Ma t ~ l ce de transformation Local-Global .

(4 .27 a)
l '

Il

1)

Il e u~( 1 )

j r ~ -i 1)'

r l' ll ~( 1 )

JI'" r Il

~ ll l ( 1 )'c () ~( 1 )

1

_ r ~,1 1 1 ( 1 )

J, ,- t I l '

Il jJS i ll(/)

Jr 2 + / )"

LG =

Matrice de transform ation Global-Loc al .

r ~ i Il( 1 ) 1) ~ I Il( l ,

/
- ( ( h l 1)

Jr ~ + jI :Jr 2 + jJ~

GL =
,. cos( 1 ) jJ eus( 1 )

- SIIl(/)

Jr~ ~ Il :~)r: + II -

I) t : (4 27,b)
(J

J,. ~
) J,. ~+ I l' . I r

Vecteur courbure-torsion global :

={ _ r Ctl S ( 1 ) _ t S I Il( 1 ) }T
Kg l l ' , ) , ( )

r -+jI - r -+jJ -
(4,28)

Vecteur courbure- torsion local .

(4 29,a)
r

KI ={ (J . ---

t ~ III 1 iX
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Nc us consJè re ro ns pour alléger les calculs symbol iques dans les programmes

établis l'e xpression gé né ral e

(4 ,29 ,b)

Considérant la rotati on a pour la secti on on obtient pour le vecteur courbure-torsion

local
)

(OS( ( f ) + CO S( li ) CO S( 1 r T
, () }

(0 :;( 1 r
KI ={ l) , - - ------------

(429,c)

4-1-4 Cas Droit

Peremeirisetton .

x =at + Xo y = bt + Yo Z =ct + Z; (4 ,30)

Lo ngue ur de la poutre

On défin it les COS in US d ire cteurs

C cz = -
L

(4 ,3 1)

Posant C = J('\2 + c/

Nous avons les matrices de rotations .

h
C - 0

L

R = b
y -- C 0

L

0 ()
(4 ,32 ,a)

-jl)
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Eco le Supé rieu re h !:/techniqul:

r a c

LC
0 Le

~~ :: = 0 1 0

c a

L C
0 Le (4.32.b)

(1

coro)

~irfa)

S i ~a)]
cos œ)

(4.32.c)

Soit la :'~l atr ice de transformation totale :

r
a b c

L L L

;';os(a) b a sir( a) c cos(a )b c s i!(a ) o
R= L2C CJs(al e - . +

Le . L2 C L e

:: ~ r( a ) b a costa) c
- :ir:( ex) e sir(a) b c cos; o: ) a

{le +Le L2e 1.('
(4 :U )

Cette r:';,:ltrice de trans formation ::!st valide pour toutes les positions sauf pu'!r le cas

d'une ~i(\~tre spatiale verticale Dl elle Ievient :

- 0 Cr 0

_.-e 0 0RVerl - l

o 0 0

(4.33)

vgdio. . t 50



On peut retrouver le résultat caractéristique pour a = 0 soit .

(4 .34)

a c c:

L L L
.,

c o
C

c-
R=

---
L'2C I_ ~ C

c: a

Le () Le (4 .35)

Abscisse curviligne :

on choisit une origine telle que S(t=O) = Sa =0 soit .

ds = L dt

S = L t

x =a~ + Xa =Cx S + Xa1.

Z =c S + la =Cz S + la
L

En ramenant le premier nœud (1) à l'origine du repére global on a

Xa =0

Base du repère local de Fresnel:

Ya =0 l a =0

{e1 . e2, e3} sont respectivement les vecteurs ligne de la matrice de transformation

géométrique R soient .

CI b c
e1 ={ - }Tr ' L ' L

",



e2 ={
C\)s(U) !J u

t. è ( ,

Sln(ll ) l CUS ( lll h l
----. CUs ( u. ) c -

J ( ' r ·' c

~ I lll I l ) (1

/ (

/ Ct. ~ ( ,J (

CUS ( U)l ' s i n « x ) !Jc
----, - si nt u. ) c',

e3 ={
s i n t (j ) h Il

t. è ( .

Pour le cas a =0 nous obtenons :

il b c:
e 1 ={ - , -, - }Tr r J.

2c u ce2 ={ __._ , ( " _ }T

t.:« J è c '

c il T
e3 ={ - U ' O'/T }
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4-2 Equations différentielles fondamentales du problème

Nous proposerons dans ce chapitre les sept équations différentielles pour chac un

des trois cas de poutre

Nous avons une matrice C liant les contraintes aux déformations pour les trois cas
Identique soit :

t t . . 1 () () () o () () ( )

() L' .4 () () () (l () ()

() (l ( i . 1 () () () () (l

Il () II F I (1 () () (l

1
1 ( ) () o () 1:' 1 () () ()

() (J () () () FI () ()

() 0 () () () () t, ./ (i ( 1 .- ./ )
/ '

() () (l () () () ( i(1 - ./ ) (J ./
/1 J

4-2-1 Cas Circulaire

L'opérateur matriciel L est donné par :

J)I o () () () ()
l'

() /JI () () () I l

() 1JI () - 1 () ()
l'

() () 0 () 1JI () ()

/. . .
() 0 () () I)s ()

l'

0 () () () () () 1),\

1l(J

(l () 1),\ (J ()
r

() () () J)I () -/ ),1
l'

Les équations différentielles se posent en eqi = 0 i = 1.. 7 avec .

\- g.Jiou r



oq 1 :=

(

i12 'J fA ((; . 11').1) ) G /1 ((~. 111../ v)J Cl ../ U
R

( 01') GA 8 (01')
fA, /1 (v) - + ~-'----- + - --..:....'.- + fin

(ê;,\'- !!. j' l' 1'2 r

(
02 ) ( (') )eq2:=FA ,,2" '(.1) +FA ;;-:-tUs) +fhy
os .~ lI,\ -

f .4 ( (;~ u~ ( 01' ) ) E A j,j) ,\' ) , . (82 , . ) (J A ( %,' u~(.1 ))
('c/3 :"" - ' +- - -,- - + (1 A - ) I l (,\) + --'-------"-

l' 1'- êJ.\'- g r

F /(i ,(.I) r (,- / F/ J' ( "' . (ri' " ';: ' "" ,
eq .f: ··· =1'2 1" , -2 -

1
,_1' + - 1' = (:. ~, ·\,H=( ,\) )l · ·( 1 1 ~\I/(S)j+2( 1 1 I~ H ( s ) 1

l ' 0 \' - l' r \ ,- ,\ ,
.1 . \ 1 • )

+ mbx

( (~ Î (; .1 " ) .1 )
1:C15 :- ._( ; / 1 -::;- li (.1 ) ) -

\ (:.1 ,~ l' (
A2 Jt- ( ; ,"/ O,( s )+ E I -=:-ï8 ,,( S ) T il/hl '

r os:

[
c, / 'J' c, 1 ( :' \II ( .\ ) î ( . (J' 1 f. 1 ] > " .

l ' l ' . (',1') 1) C c.
e(/0 :-. 2 - ,- + t . , / ().(\) + + - 2 - + -- 1-:- (-)( .\))

j' - . j' l' j' ~ os \

+ FA [' :". ,) v] \j + r i ( ~~ 2, HJ .\) J+ III h::
, ( ,\.- . . ( ' ,C .

l ~ ) ) (,,)
(; 1 0 -2 0 \ ( s ) +(; .! ~-2\ IJ( ,,) '+ mh ll

l ' ? IS 0 ,1'

- ------ ----- - ------ ---------- - - - - - - _._._ -
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-- l , ,·1 1\ \

4-2-1 Cas Hélicoïdal ( avec devers Kx = 0 )

L'opérateur matriciel différentiel L est donné par :

l
(' 2

--K: F ,1 H ( ,1 ) + ( 1\\2 (;/ -'- 1\'::2Fi ) Il ( ,1 ) + f,.j - '-) Il (.1') Î
. l' ""'\ ~ l' J

, 0 .1")

-(-~ Il 1 ,1) 1 1\1 (,/ 0 ( ,1 ) + lh: + 1\\ C; /1(!.- ll ( .l' ) )
\ i)s g ) 1 • as'~

('11_1
: 1\ : ' t . J \ ',) , ) , K: t -1 KI' Il ,) .1') -+ f .,1r' ~'2) 1',( .l') '\ + E A (. ~ (-).( .v )j'+/h)

\ os-'~ ) \ os -

--1\1 ( .l lJ~ ",( ,1 ) ,1 - KI F , / 1\ : \ ') ,1 ) + Kr 2 F .4 \l 'g( S) + ( ; A ( :,22Il ',(.1' ) 1
, ( ' .l" , l(:s " )

+ ( ,.'1 1\ \
(~ 1 r .

" ) .1' ) ) - ( f A l ~ H( .v) l» fh':
('S ' ( '.1' '

('(/-1 :=.: ( K) '? F / + /\:2 FI ) (l ,( ,1 ) - ( .:: (l I A. : -, 1\ : 1: / ) (~ H ( .1' ) )
: 1 l ' " (!s '

( (; ( ri
2

J" ( 2
2

J+ ( Ky E I -- 2 C; / , Kr ) -:;- 8 .1 s) J - 0' / ~)'II(s) +2 (; / - )A( s) + mhx
: l ' os - l' os- fJ as· ,\

l'11.1 :-" -.:: 1\': (; / 1\\ ' (,U ,1 l '" (; 1 1\' \ Il ( .1 ) + ( .:: (j / /\::: 2 + ( 1 A ) 0 ( s )
l' - ' g l ' .'

(
() '~ (' D J' ( (} \.+ ( :2 () 1 K: - K; f I ) - (-) ,.( .1' ) ) -- ( ; A -::;- w ( .1' ) + mbv - K::: () 1 - 'II ( .v) 1

fJ 1 as "os g l ' as )
" ( (: 2 . . '

+ 1. 1 l~ () ,( ,1 ) j
t ' ( ) S .

vudiouf •
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('u f. : ' (F i - ~ t ; / A, ' ) () ( ,\) F ,'/ A':: I l (\) - :2 KI' c: / A':: H ( .1')
:.: ' l' \

(
I~ \ lr') ( i '.::' J'-r f A', f. -' - 2( , / Al) -::;- () ,( S ) ; ! F ,I -:;-:-" ,( .1') + mh::+ f l ::-){)J,I )

: l,' .: I l,I'~ z ( :.1' - -

1
+ f:1 ( 1 ; -:;-- \1 J ( \ /

, ·S

el/ -, · F I l l~-" I '::. \ I I ( \ )I ' c. t A :: r~ (-) ,(I ) )+( ;/ K) (:-- 8:( 'I») -(;/ (~-- ::'2e ) 'I) )
" I I I' /' l ,,' 1' \ 1 ',1'

l' :'
~ ( ,. ,i ~ \ 1/ ( \ , ' lIlh,1'

1 .v

4-2-3 Cas Droit

L'opérateur L s'ecrit :

ro.
() () () () () ()

(l n, A\ () 0 1 ()

1
() -,A'.r f)., () - 1 () ()

() () 0 0 Ds Kx 0
/- -

() () () () -i: /).1' 0

() () () () () () Us

() () () Os () () 0

( ) (l () J)s () () ()

Les équations différentielles par

( ~) )c :
<.' l/ /: F :/ ~ li ,( ,1 ) +/hx

l .v ,~

r
2

1 li I~ ) ( è '] ( 0 )elfl :"-' /: , I - ,"(.1' ) + f AKx ""::)11 '( .1') + t' A -:;-B.(s) -(jAKx --:;:-w(s)
" / \ - g J 1,.1' g os - (1.1' g

-t- (; , j AX' \' (.1' ) + (;1 Ax () ( .1' ) + /h )'
g , ' "

(
r' ) ) ( {)'2 Î(,L/3 : := A.\' /: '1 -1'( .1') + f\ _C / . /l 11 ( s) +KxEABJs ) +(; A - ) w( s)
" "" '" ~ )( .1' - ~ - (;.1' - ,

((: ) ((; )- (; , 1 A'x '~ " ( .1' ) - (; . 1 -;- (.) ( v) -v fhz
os g as \

\'gd iolll



l·(~ .' "1 ( /, 2 J
l '(/-I : .. ::' (1 / -;2 ()) .\ ) ) - i, / ~ IVi ( .\ )

l' ( ;,1' l ' , ( :.1' .

-
('C/-) : .' , f\y 2 t: / ~ (J ,-'/ ) 0 ( .\ ) + c, . 0/ /\ r \' ( .\ ) -+- ( -K: F / -t- t, / /\ \ ) 1~ lJ ( \ 1 1

_ 1 l.' . ( .\

- (, ./ (~ II' ,( ,\ ) )\ -+- inb , -t- F / l' ~, () l ·1 ) )
( '.1' ,c l' , ?'s ' r )

( F ,.J -+- f 1 1\.1 2 ) (.)J .1' ) -+- f .' A Kx \F ,( .1' ) -+- ( - t:, 1: 1 -+- f 1 /\'.r ) ( :- o . .1' ) J\
\ - ,c : 1 ( :.1' \

.' ..... ),.. ( \ ; o :
- 1· , 1 ( 1. 1' ) \ ) ) l- F 1. , (\" 0 :( .\ ) : 1 mb:

~ f" / (82

, ) bcq := , 1L ès" p ZI( v) -+- m H

4-3 Proposition des Résultats

4-3-1 Cas circulaire

Nous resolvons le systeme diffenrientiel avec l'unique composante du vecteur

courbure torsion donnée par : Ky=Kcy et trouvons à cet effet les

composantes du champ des deplacements :

Translation ug(s) :

/1 (.\) = - 1 [ - ::' ( '1 cost Kcv v ) Kn " i, .i ): / - :2 ( '2 sint /\'e.v ,1 ) Key ? c. , 0/ F /g:2 ,- 1

,
-l.. :2 cos ( K,\ .\ ) 2 jhx F / -::' CO S ( Kcv .v ) / - ('].1 I\c.~\ 2 (j 1:..'

( 'J .1' Kn 2 - - - - - - - - --- --------'-
Key

-+-' s i nt 1\ ( '.1 .\ ) 1:' / 2 (j cos( 1\(')' s)" Key -t- :2 sint Key .1' )2 j hx E /
1

- cos( Kl T .\ ); 1'," J 2 (' -1 Kcv

.. ::' cost /\'C\ .1 ) / 2 CJ KeF (~ si nt Key v) cost I\ey v) -+- ~ /\'cy s)c, r
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. u Y
( .

1) V ( ( 1" .Cl.Y )S(l;) X I:).Y L + (1" .\:"y )lI1 S ë (\' I:)Y )L1 IS : ' .- ' :) Y ) Xl//\ v L l Y )-':1) .')

~I .' ) uy t ) / (X I:)Y )S<I:")
L '.Y

1 ./ .') l ' ~ . ( y .\ ' .Y J'o, ' .1
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l' : ~ , tl c 1 in .; "; utlC\

s t " /

X/ L,' , , ) / .' ~( , ' .1 ('1 / \ sin! A.n v ) r. cv- l: ' . .2 / l: /

,
' 1) sin( A. n ' " ) A.t T -'- ( ; -' / .1 + ( " t. -' .1 / -

/ '

' f) sin! A.'C\ ,\ ) A.'c, -'- i , /
/'

/ (J cps( s., ,\ ) A.c \' -' /
/ '

x /
/ '

-,

- ( , -' t: : / A.n ( 1 / Cl l :> ( A.'c.\ ,\ )

-t- ~ / • ( ; 2 i: / A. n -' (1/ s sint Kcv .v )

J / ' ( ;3 .: / A.n
/ '

k / . ( , -' t: / Kcv ( '/ ~ sin( !\n s) - 4 / (J i / ( ' C) SIl1( A.C\ s ) Kn :-' ( 2 /
/ ' /'

.. / ( , ' ! ( I I) cp:,( A. C\ ,\ ) A.'C\ -' t . ,- ..j / ( , ' /
/ '

/1) ClIS( A. C\ .v] Kcv r-' /

( , ' , / / ,1 si nt A.'n 1) A.' C\ ·~ /-. + / . . ' t ( 1/ 1 si n( A. ( \ 1 ) A.t.\ .' (, ,' / .
/ '

:2 / C r .t / ,\ si nt A.Cl .v ) A.'n " c, /
/ '

- --+ / t. / (/ / ,\ sin( A:c) v) !\C:l ' : (;2 / .1
\ ! IJ

) ) ,) ) - - E'" / . )+ / F ' / ( '1~ co st Kcy v) s A.'Cj" G: / - :2 / _ ( '1~ cos( KCF v ) .v A'-cy- (J /
l ' li l '

, "
- J, / C i C /:: CIl S( Kcvs )1 A.'C1' 2 C'2 / ./ + :2 / ( ; ~ F / s., ( 1 / cos( A.' n .\ )

/ 1 / 1

- / c, : /
t : : /'

,
, X / c; l. / A.'C \ .I ~ ( '1.1 SIl1( Kcv .v ) +..j / / - ( ; 2 ;: -' / A. n -' ( 'J sin( A.'C\ ,1 )

/ ' / '
, - )

+- --+ / - / ' (/ l. : / Kn -' ( /I l co s( A.n ,1 ) - :2 ( ;, r -' f / . / 1) co s( A.' C\ v) A.'cJ -' /
!I /'

,..-.c , , t: ./ / / / ,1 si nt A.'n v) A.t ) .' /
/'

:2 ( ; ; é .J-' / ' 1 / ,\ si n( Kcv ,\ ) A.t\ :: /
/ '

t- ( ; ' /-"'/ /
) ,

' / " L ' ) F ~ / " /( "'/ 2;2/'( _ CIl S( ,'.n' .v ,\ ,,"cl ' .. _ , ',.
/ '

( 1 ~ cos( A.'c.\ .v ) s Kcv: /
/'

- / /-. ' /

( 'C) S II11 /\ c.\ .v ) Kcv: / 2 - :2 ( j' r2 ./
2 / .' (' C) sint A.' C) ,1 ) Kn -' /

/ ' / '

, , ,) 2 " ,",
/1) cos( KCl .v] Kcv: ( ," / - :2 / i , /', / KtT ct : sint Kc) v)

/ ' / '

-, ) /.. .2 / . F ~ / - ('1 () co s( A. cy s ) 1\Cl.2 c, / ) (1:' Kn : ' c; J (, J -:2 F J
\ 1 l ' l ' r \1

)

J (/ r -'·/ - :2 / t ; / r + (; F / ./ - :2 (;' J ./ + C;-'- / " ) )
/ ' /' / '

- 2 ( ; .1 )

Rotation fJ y(s) ,

]
H iv) -= ( ')

-, - (3 si n( A. n ,1) J', / + :2 ( '-/ cos ( Kty ,\ ) t: J + ,1.' k t T .' III h) + 1-' A.'cl [bx
. r 1

vgdiO llr () ~



Rotation f} z(s) :

h :o k Superieure POIVln:il lllquc'

IlJ\ ) = - ( ( ; ~ /
l '

,
C l l + c os ( f.: c.l' v) / - ( ; 2 ( '1 _~T t , v .l Ibv

I l

-:2 COS( f...·n .I l / (/ ~ . J ( 'I } + ( '13 Kn 2
(; ::' 1

2
+2 (),,' f...·n 2 ( / F I

1) Il II

.- :2 ( ' , f... C\ 2 ( , .' 1 .J .. .'2 ( '1 3 K(\ ~ t il , /1 - 2 ( '13 f...·C\ 2 ( / 2 1 .J
l ' Il I l

- ('S f...c ·\ ) ( /.' / + s / ( 1 IIIh1l' Kcv + .v l: 1 j h v - 2 . ( .12 (; F 1 cos( f....C] v) 1
fJ \1" Il

( '1_' ( ; ::' 1 ~illl Kc\ .I ) f... nl ... :.! ('1:} (; 2 1 sint Kcy .v) Kn.1 .J
l' l '

') tl n sint f... ( ) .1 ) f...·n (; ::' 1 .! - :.! ( '1} (J ' L 1 sint K c..y .v) Kcvs 1
I l Il

- ') ' lj Cl1S ( f...l' 1) Kcv (; L 1 1 - :2 ( ' I I (; f 1 sint Kc, .1 ) 1
l ' 11 l ' II

') ( j 1 c. t . 1 f... C\ 1 cos( «., s) 1 ( '11 ( , 2 1 Kn s cos( f... Cl I )
l '

') ( ' lj cos( f...n v ) KCI (j 2 1 .! - ( ' y cos ( Kn .\ ) Kcv (j 2 1 2
l' l '

- / C /IJSIl1(f... c1 I ) f...c..l'(/F I 1 +2 C //(; 21 Kcvsccwi Kcvs iJ
l ' Il 1)

- cro sin( Kn 1) f... c r (j ::' 1 2 - :2 (; 2 1 .! sint Key .v ) ( 'I I) / (
l ' 1)

Acy 2 G 1 (j 1 - :.! 1:' 1 - ::: 0'./ ))
i) J}

Rotation ljf (s) :

) . )

( ·-f...l\(;" 1 ' 1 1:'2 /+ ( ·-Kcr(;' I-r l.!1:1( .1 ) =- r (- f....('\ . (, .1 1 1 +
1 l ' l'

- 4 ( ;; 1:. 1./2 ( )" I T:.! f...c ·, 2( } 1 I l { 2 ( ·JJ.I+ K f...·Cl2 (j~ 1 ' ./ ( ','îs
l ' l' l i

) ,
I I. : (8, c, 1 - i-l (; 2 IIIhz .! F Is 1 + X KCl'" (/. 1 - 1 - I~ ::' ( '13 .v

1) I l' JJ

+RKC\ ~( ;2 1 F 2.J ( '8 1 .1 1 +:.!(J" 1 Fmh=./2.\-XKcy ' (; 2 1 I ~· ~.! ( ' /3 1 .\ 1
JJ \1 /-1

"' ) -1 -1 .~ >

- 16 f....C\ ~ (j" 1 -./ (), 1:' 1 .1 +:.! Kcv: (j 1 ( '131 + 2 Il e mhts
l ' l ' li

.. j , \ l ~ ·1
- R Kn- t , 1 ./ r 13 .1 - ::: ( ' -: KCI ; (; 1 F I l - 2 KCl' - (; 1 ( '8 s

I l l' li ' l '

) 2') c: Kcv (1 i 1 ./2 F 1 + R ('" Ke]J (;3 1 • F 1 ./ + 4 ( ' c Key (} 1 [ 2 1
l ' l ' li l '

- 4 ( ·- Kc..T(; .' 1 F2 1 1 ./ +4 ( ·7Kt~rC·4 / 2 ./2 _ 4 ( ' ~K(J(;.\ 1 3 1 1:'
Jl Il" l ' Jl

-.:+ .('7 f....('\ ( ; 1 1 3 ./ -· 4 Kcr 2 (;3 1 F./2 ( '1 3 .\ 1 +:2 (; 21 1':2A./ ( '8 .v
l ' li

+ 4 ( ; 2 1 ~ IIIh= F 1 .1 ";" -'1 c: 1 .' IIIh= ./ s + 16 f....c.. y 2 ( ; \ 1 2 ./ ( '13 I~ 1 .\
l ' l' l '

J' Ir

l, ,

l '



Pro jet ch: 1' 111 j I-l1I lk~ ;',( n \c Sup érieure Polyte chniqu«

:2 Al \ ~ ( / ,! l ' 1 /-. :'
1 1;

(',\ ,\ + -+ ( 1" 1 /-. -'/ (.'1/ ,\
l'

~A(\ ~( , ' I'

i '

F.J (8,

_. -+ 1 . J ~ mb: ,\ (1 1 + -+ 1 I~' :' mbzJ l ,\ (1 ·- XCI-- r -' ,'1.J ( ',\ 1 \ 1
l '

.i, X A'l l ~ (II 1 ~ .J2 ct3 v -1- :2 A' Cl -- ( / ~ 1 2 / I~.J ( Î .J ,\ - -+ F ; 1 1 -- ( '8, ( ; 1
l ' l ' l'

-+ ( l ' 1I1fJ: .J' , 1 - X A'n ' ( ; ' l '
l ' l'

( S l. / ,\ . X 1\L \ : (, ~ 1 ;-'
l'

( 8 ,\

l '+ (12 1 F .J mb» ,2 A't ') 1 - - - --'-- - - - - --- -
l '

. t , ; 1 l. 1 c« \ -+ A'l \

F .J (Î 1 cns( Ac1'\ )

+
l , .

-1- 2 ( /- 1·. I_.J [hv < Il' - 1" ' , F " ,/ ( '?{ ,\ (1/
1
,

F : ( ' / 3 \ ( / / + -+ ( / : / . r ,1 ( S./ ,
l ' ,

+ :2 1 / F·I . 1 ( 8 ,\ , ' c, F mb: ./ , 1 .. (/ ~ / r ! ,·1./ ( S , 1 - 1 1 r : mb : ,\ ( J /
l '

1 .\

- (;- / - 1 f--fln , 2 + ( l ' 1 /11h11 ,2 I\ Cl +
l '

,
-lU'-/ -1

l '

/1 '1 z l'

1. ./ ( l]si l1( All ,\ )
1 " , . "+ Î ( J ' 1 th l' \ - - H /\ ('1 - (l ' 1 ( 'j 3 t. / .\

- 1) l '

+ -+ 1 1 J ·' .1 ('8 .1 , c. + ~ 1 1~ 2 / th)'\ : ( / 1 - :2 c:\ / 2.J /11 h11 .1'2 Kcv
_ Il J) / )

-+ (;2/ : Il f 2 ( /} sin( K n : , ) ::2(, ' 1 1 f (/2 sin( Kcl's)
l '11 ::l '

,,-- ---- - --,--,--- - --- ( / 1 .t th,

+ 1 1 F- mhw \ 2 A'C) t ; 1 _. ::2 (12 1 t: I77hl l ,\ : An (/ ~ ', mh: sJ/ .t« , (/1
1
/

JI fi Il"

(c. 1 - :2 F 1 - 2 c; .J ) ( 1 F 2 1 - 2 1 ( 11 l', + c; F / .J - :2 (12 1 .J + (12 1 : ) )
1) II 11 fi 1) JI

4-3-2 Cas Hél1coïdal

Pour ce cas particulier, la compilation du système diffèrentiel fournit le rèsultat :

« Systeme run out of memor ».

Les deux composantes du vecteur courbure torsion alourdissent sign ificativement les

calculs symboliques, En consèquence, nous ne saurions proposer de solutions

analytiques au système.

\ udiou f



4-3-3 Cas droit

Les solutions les plus simples ont ete obtenues avec ce dernier soient :

Translation ug(s) .

1 tbx .1" - 2 C1 3 ,\ E A - :2 C1-1 F A
u ( .\ ) = - - - -

.~ 2 E A

Translation vg(s) :

l ' (.1) = ( -th)' F / Ar " - /hl CI .1+ (,. Kx A mby + (1 sint Kx .1) A"x ~ (; / A t
~ . - . .

+ ( ':; cost Kx .1 ) A'X~ ( 1 / . 1 F + ('J sint A"x .v ) s Kx~ c; / .'/ F

+ ( '-1 sin t i:«, ) \" A.r ~ (1/ .-1 F + ('5 s int A'X .1 ) .I l Kx~ (1 / .4 l:

+ ( '0 COS( /\x .\ ) S /\x~ Cl / .4 l: + (' :;' co s( Kx .1) ,\2 I\x~ C' / :.J E

+ t« Cos( A'X .\ ) S' A X 1 ( , / 1 F) / ( Kx ~ Cl ' , .,1 F )

Translation wg(s) •

1

I i ' (.1 ) = ( J 1\.1' / - A F (1 ( '5 s in( A"x S ) + Kx / A mb: G' + [h: li (; / - ib: /1 (, /
~ 1 -

"\ _ ' 2
- AX ./ mh: (, / - Kr- / .1 F (1 ( '-1 cos ( Kx v ) + 6 Kr ' / / E C ('5 siru Kx .v)

l ' " =
~ . ) 2 " 2

- , 1 Kx: / : 1L ( J C'5 ens( A'X ,\ ) ,\ + .1 Kx / /1 J-.' ( ; C'H cost Kx ,\ )

+ J K:/ / .1 Fe ; (}, si 11( AX .' ) .\ -t- /\ 1'" / .'J E CI C'- sin( A'X s )

- Kx 2
/ .-1 /:' ( 1 / C'-1 co s: «, v ] + J Kx / .4 t Cj / Cj sint Kx .1 )

+ J A'X / .1 F ( ; / t »; I I1-;( A\ .\ ) + f..r ~ / .1 f: (1 / C - sinl A"x .\ )

, "
.i , ( ) I\x ' / - / l. ( , ( S II 1" 1 A.\ 1 ) 4- () f..x ' / - / (" (S Cl)S ( A X .' )

+ ,1 l-; \, ' / . 1 t: ( 1 / ( S" i 11( A\ , 1 .' - A'X ' /b: ( ; / + AX " /b: ( , / /
: \

+ A'.\~ / - 1 t . (, l " i l1( A.\ .' ) + A. x' / ~ . 1 f C; ( 'ô sint Kr v ) s

~ ~~
+ AX / ./ l: ( 1 - S~I1( AX .') , 2 - A' r~ F ,1 (1 / / C'fj sin( Kx si s

\ -

- AX ~ / 1 F ( 1 (-1 I I l S( A.\ , ) , 2 - Kx ' / , 1 t. (1 ('3 cos( A'XI ) S



-K.\,.JEA(J/ / _C7s in( Kx s ) s2 _ Kx 4 E A CJ / CN sin(Kxs) ,, '
.r : l' -

+ Kx 1 /:' .1 ( ; / / C /cos( Kx s ) - Kx .J /:; A (j / / (']s in( Kx s )

+ K ,\,4 F .4 (; / / ( '3 cos t Kx v) ,\ + Kx 4 1:' A (; / / ( '-J cos( Kx v) s2
1 = \ -

, =

+ K\".J / 2 A f c, ( '8 sint /(x "') ,\ ., - Kx.J / 2 ,4 F c, ('/ co s( Kx v) / (

A'y.J .4 1:' C; / i t - / »)
1 =

Rotation suivant x :
1 I77hw ", 2 - 4 CI.) .v /~. / - 4 ( ' / () F /

(\( S) =-"4 L/

"

Rotation suivant y :

(l(s)=( --jhv ,4("/ - Kx .'J mhy C / +Kx AmhIL/ +/ //)" ,4(;
l ' 1

, 1 ' ~

- 6 Kx : / / J-. (; ('(\ sint A'x v) + A'y ' / ( ; ,~ J-. ( '3 cos( Kx .v)
1 =

, ~ -,

+ 6 Ks' / / r- ( 's si Il( Kx .v ) 6 /(x ; / / - J-. ( '5 cos( A.'x s )
\ z
,

+ ,'1 A'x 2 / • (; , 1 '"-' ( '5 sin( /,'r ,.) s + l ,,1 A'x 2 J-. (,. / / ( '5" i Il( Kx ,\ ) S

= 1 = 1

- 2..4/\'x ' I:' ( ; / / C'-Jcos( /(x s ) s+ ..4 Kx ·' F: ( j / / Ctlsin(Kxs ),.
+ .1 A'x2 E C; / / ( -J sint /\x s) +:; .4 Kx 2 ;:: c, / / ('(\ cos ( Ky s) s

: 1 ~ 1

,
+ .2 A ·\' ·; / " (J ,./ l: ( -J cos( Kx .v) s + /(x 2

/ ' ( J .'1 1: (-J sint Kx .v)

+ ll\x ' / 2 (/ .'/ J-. ('5 cos ( Kx v) s 2 - 2 A'x ' / 2 (; .1 J-. ( '- sint A'x s) .\

1

t .1 Ax : / - ( ,. . 1 1-. (',Ii CllS ( A',\ v ) ., + Ax ' / - (; , / F (- ClI S ( Ay, )

. .2 • : "
, A',y , / (; .'/ F C'n sint A',\ .v] -- :; A.'x .' / ( ; . / F ( '(\ si ll( A\ s) s:

+ h /,'x ; / / .. J-. ( 1 ( '5 ClI S( A'.r .v ) + :2 .·1 K.\" \ J-. ( , / / (- sin( A'x ,) s
1 =

l '1 , / A'x ; J-. (J / /
z 1

" /( ',\' sin( A.'x .v ) ,, ' 7 . '~ A,c l: (J / / ( - cos( I\,y s) ) (
= 1

Kr ; ,4 /~ c; / (/ - / ))



Rotation suivant z :

() J .1' ) == - ( - Kx 1 1 A E (; 1 ('3 si n( Kx s ) + 2 K.\:"1 1 2 A I~' c; C -/ sin( Kx .1' ) S
- l \"

l

+ ~ Kx 1 - A f .' i, ('5 sine Kx .l' ) + Kx 1 il mhz C -v fb : A i, 1 -(h: A c, 1
1" ' " :

- /\'x A mb: ( ; 1 ~.2 Kx ' 1 -1 F (; 1 ( '-/ si n( Kr s) .\

)

( '5 si n( Kx .v ) .12 - Kx 2 1 • A f Ci ( '-/ cos ( Kx v)

-() Kx ' l 1 F( I ('5si n(Kx.l') -,l Kx2 12A /~'(1 ( '5cos (Kxs).I'

+ ~ Kx 3 1 ~ A E Ci ( '5 sine Kx v ) s2 + Kx .\ 1 2 A E G ( '3 sin( Kx v )

) )

+ ~ Kx 1 - A F (1 ( '8 cos t Kx v) + 3 Kx 2 1 - :'-/ F (; ( '8 si n( Kx v) .1

"
Î , '1.2 . ,_ , '"' ' -' 2 ~ , . ) " ,+ _ /\. X 1 A f (1 ( "cost /\x .\' ) s + ., Kx 1 A 1: C (X cost Kx .1 ) s:

+ Kx ; 1 2 A E (/ ( '() cos : Kr .1) + Kx 2 1 2 A E' c.; ( '; si n( Kx v )

.. /\',r 2 1 1 F (1 / ( '-/ cos : /\'x .1 ) - /\'.r' l ,'[ 1:' (1 1 ( '() co s( Kx .1 )

+~ A:x l ,-IF (; I (j sin( /\'x s)+3 Kr / .'1 / , (; 1 ()Îcos(Kxs)

+ Kx 2 1 A I:' c; 1 ( '- si n( Kr .v) - 6 Kx ' 1 1 l -. (; ( '8 co s( Kr v)

,
+ 6 A:x 3 1 - 1 1:" ( '8, cos( /\'.r .1) + 6 Kx i 1 1 ( 2 ('5 .'> in( f... r .\ )

- .1 K: 2 1 .1F ( , / (j cus( Kr .\ ) .\ + 3 f....r 2 / . 1 1', ( 1 / (8 sin( f...'.r .1' ) .1

1

- ~ Kx.1 1 A E C; 1 c« cos( Kx s ) ,1
2 - :2 Kx ' l , A r c, 1: ( '7 cos t Kx .1' ) .v) / (

/\'x ' l: .,1 i , 1 ( 1- 1 ) )

cus rt -,2 ct r t. ,
\1 " \ 1

F I

mbw .1
2

- :2
1

I l! ( .1 ) == - ~ --------- -------
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1 . ' l ,colt: Su péil eu l'c Pol y techniq ue

( '/vi := La matrice C est donnée Dar:

1 Cl , () . () , 0 , 0 , () , Cl ' Cl . () , Cl . Cl • 0 • 0 , 1J

1 l , O. O. O. O. O, O. O, U. O. O. O. O, OJ

l 1 + 1 (i 1 A + '. (i .J + 2. CI' ' . 1: Kx
2

+ :2 '. 1: F Kx
2

o , -1 . () . - . ) . 0 . 0 . 0 • 3 - - - -'------,-,--- - - ----
Kv - (1 - 1 ) A'x ' (; /1 (1 - 1 )

\ ' :

.0.0.0.0 .0.01

10 ,0,0 ,0 .0 .0 .0 .0,0 ,1.0 .0 .0 ,0/

[

1 1 «. - f ) 1 + 1 ]
() () - 1 . 0 , 6 '1: . ' 0, K : . 0 , () . Cl , () . () , 0 , ()

( - 1 ) A () x (1 - 1 )

r 1 + 1 -c, 1 A - 1 (; A + :2 (; 1 1 A'x 2
- l 1 1 t: Kx 2

l() .() ,0 . Kx ( l , ~' 1 ) , 0 , - 1 , 0 - J 1 Kx 2 (1 _ '1 ~ ( ; A "

0 .0.0 .0.0.0]

1 0 . 0 . 0 , 0 . 0 , 0 . 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 1 . 0 , 0 1

1 ( ) , () , () . 0 . 0 , () . () . () . () . () . 0 . () . l . . 1 1

/ CO S( Ks 1. ) . sin( Kx '-) . sin( Kx L) 1. . sin( Kx 1.) L 2 . sin( Ax 1. ) 1. ' . 1. cos( A'.r 1. ) .

co s: A.."r 1. ) 1. 2 • cost Ks 1. ) 1. ' . () . 0 , () . 0 , () . () 1

r, in( Kx /·1 . ~cos( !:x 1. 1. -/. co st Kx /.1 .

cos( AOi- L) ( -1 A',r 2 l .2 + 1 Kx 2 L 2 + 1 + 1 )
z 1 (l ' t : 1 t : 1 l ') • - (J ,-1 /\,x ' cos( l'-X . ) ,
Kr (1 - 1 )

"
- ~ ( ,- 1 A sin( Kx l. ) - 6 (; 1 1 Kx 2 sin( Kx 1. ) + J C; l ,i A.."x COS ( A'x 1. ) 1.

i S i ll( "',1) 1 ( , . 1 + -' c, 1 ,/ A'.r cos( A'.r t. , t. - c; 1 .1 «, :CO-;( A, t., / '

Il ' . 1 /-. Ax ) Sln( Ar /. ) ) / ( A'x' ( 1 A ( ' , - 1 )) , sint A,r / ) t . ,

sin( A\ /. ) ( - 1 A'x 2 1. 2+1 Kx 21.2+1 +/)

A.,'r 2 (1 - 1 )

+ .\ i; 1 :1 COS( A".r 1.) + J (; l ,-/ Kx sin( A'x t., 1. + 1 c. ,'/ K., ; sin( A.r 1.) / '

~ 6 1 1 FAx 2 cIIS( Ar l . ) + h ( ,- liA'.l' 2 co s( A".r l . ) -t ,~ 1 ( ,- 1 l' 1ls ( A ,' l 1
\ .:

- c, ir «. ' sint A." / ) 1. ; ) / ( A'x; (j A ( l , - 1:) ) . (J , () . () . o , lJ . ()

J

\ ~di oll '"



10 . 0 . 0 . 0. 0 . 0.0.0.L . J .0,0.o , oJ

ln .n.- co, ( «, L ) .

2 1 K-r cos( Kx l. ) 1. - 1 sin( Kx L ) - 2 1 Kx cos: Kx 1. ) t. - 1 sin( Kx t. )

Kx ( 1 - 1 )
,\ ::

- ---. - - - - . - .1 (

[ <1 . <1 . - , inl Kr t 1.

- 2 1 Kx sint Kx L) L - 1

- 2 ( ,- 1 1 Kx cos ( Kx 1. ) - C; 1 Kx A cos( Kr L ) L2 + (j 1 A Ks cos( Kx L ) 1. 2
r z

+ 2 1 1 f Kx cos( Kx t. , - Ci 1 A sin( Kx 1. ) /. - c. 1 .'1 sin( Kr t. , 1. ) / (
\ :: :: \

K-r (1 - 1 ) AC; ) . sin( Kx L ) .
l' z

2 1 Kx sin(Kxl. )/. +1 cos(KxL) +1 cos( Kx l. ) --2 1 Kxs in(Kx /.) l,, ,
Kxi l -1 ),

( ,- 1 . / co s( Kx t ) L + c, 1 .1 Kx sin( f.. -r L ) 1. 2 - 2 t ; 1 1 Ks sin( f.:-r 1. )
, z

- ( ,. 1: f.:-r /1 sint Kx 1. ) IJ2 + c/ 1: A cosï Kx 1. ) L + 2 ', 1: t: f.."x sin( Kx l , )) / (

f..\(1 - 1 ) . / (, ) . (). O. () . O . O .O ,
1

J

cos ï Kx 1 ) - 1 cos ï A-r 1. ) -'- 2 1 1\.1 sin( Kx t. ) t.
- - - --- - - - --- - - - '- - - -,._ - - - - - . -:~ (

Kx (/-I)

c; 1 .1 sint Kx 1. ) - 2 (/ 1 1 A\ 2 sint f...r 1. ) . c, 1 J f..'x ( (h( f...-r 1. ) /.

+ -;I n ( f..\ t. , 1 C; . / - (j 1 ."-1 f..'x COS ( f.. ,r l , ) /. -r 2 I l l. f.:x ' s i n ( f.. x /. )
, :

- c, 1: Il Kx 2 s in( Kx 1. ) 1. 2 + (j I
l

.4 Kx 2 s int f.:x 1.) 1. 2
) / (Kx 2 (l, - 1:) i, ,-1 j .

-- C(l S( Kr 1. ) .
:2 1 A\ cos( Kx 1 ) 1. - :2 1 Kr cos( f....v 1. ) l . + 1 si n( f..\ 1) ~ 1 S111( f....v 1. )

- ~ (

f.. x (1 - 1 )

+ :2 1 1 F Kx 2 cos( f.. .. \" 1. ) - :2 ( ,. 1 1 f.. -r2 cos( f.. x t. ) 1- c, 1 1 1\.\ -; int f..x 1. ) 1, ,

+ Ci l_.1cos ( f..\ 1. ) +- ', c, 1 cos( Kx 1 ) ) / ( t:\ 2 ( ' ,

1 () - ( ) . () . () . () . () , () . () . (j - () - 1. . 1 . () . () 1

,,~d iu u t

IC , ). II . (). () .O .O . () i



/ - /

OL

/ _. / /

,Jll(\ ll' ;-; \

-
( 1 x y )UI ~ J / / ( 11 Y )~(l ,l .t / /

" "
1(1 ' 0 ' 0 ' / ') ' 0 ' / ,') 1.: ' () ' () ' (,' () ' () ' () ' () ' () /

1 0 ' il ' () , () , () , l) , ( ( : / - •/ ) ,l,Y ) / ( ' / I: ,' ) , / 11 ,l'Y lll !S ~ ,l,Y +

"

1

/ l" , ) \ 'f ('1 ,".Y )UIS , .1'.'1 - / /: ,' ) , '1 ('1 l ,Y )Sll :'\ ..,1','1 " / t ' ,' ) , / ( / 'Y )S !l ,l ~, .I'Y f-

Z1 1/ X.y)~():'\r ' X,Y / " ) ~' + l. / ( / ,\ ',Y ) S () ;) .I'YI : t n : - ( j I Y)lI l "'; IY .',/ / / () +

,
zJ 1 '1 x,y )u ! <; x.'{ t-' / ,0 ~ + .. '1 ('1 x ,Y )UIS " .l'y / ,' ) l - ( '1 .l'Y )U l ~I ,Y / / ,' ) () -

1

j ( / I ,Y )sm / ' /' ) l + 1 ( J x y )Sll:'\ l ' / ' ) ~') ' { ( / / ) l'y

) / ( ( '1 «» )<;0;) '/ + ( '1 1'.'1 )sm :/ + '1 ( '1 x,Y )U IS xy 1/ ë + '1 ( / ,' y )UI ~I ,Y . / 1.: -

1 :

-'1 ( / x y )UIS j Y / + -/ (Î .l'Y )lll S -"Y / - j 1 / 1'1 )Sll ) 1'1 / 1.: -.
.. ' . l . i.. " l . . '

'l ( '1 .1','1 )SO;) x Y / L +- ( J .l'y)sm / 'l --" y ,- ( 1 xY ) ~(l:") / - Î - ,\''1 ) " .' ) -
.. l t \

, V f) ( J ( '1 x)f )UIS x,y + ( J x ,Y )sOJ - ( 1 x,y )ll !S + J ( J x."/ )SO) \ y l, ' (( / - l ï xy )

/ ('/ / ' .' ) rï ( J xY )U IS LXY . , . / V ,') \'/ ('1 X,':{ )UIS ,-x y + ./ l ,' ) , / (/ .l'y )SO) " l ,Y -

/ l' .') , '1 ( / .l'y )SO;) , x y + , '1 ( '1 x ,y )Sll,') 1 s» / ,') t' - ( Î .1'.'1 )"p ,! l ,Y / /.' ) l)

.

J ( / x y lUI S /;' / ,' ) ~ - ( ï «» )SO;) xy ,~/ / / l) + ; / ( Î .1'>1 )S(I ,') .1'.'1 /.' /.' ) l -i-

•
J ( Î .\'.V )u 1S /;' / .' ) [ - l '/ ( J x .Y lUI S x,Y V / .') l + LJ ( Î x y lll !S I ' ,1','1 / ,') t'

) , (st - 1/ ) X)! ) / ( 7 (ï X)/ )UI S -» ./ ë + Î ( '7 ",Y )UI S ,1','1 :/ 1.: -

. 1 :: : 1

-ï (7 X)! )U!S o.\'.Y / - -t ï (7 x /y )U!S e X)! / + (Î \ Y )U! S / - Î (1 x y )S() ;) ,1','1 / c: +
' L ,

1 =- _

( '/ l'Y )l IlS / - '/ ( '/ X)/ )SO;) XV / ë - (ï x Y )SO;) / ,ï _X.'f - 1 / xy )Sll;) / _1 " .l' Y, , ,
) f ,' ) ' l" ,' ) (1 ( '1\','1 )UIS X,Y - (7 x,Y )SO;) + ï ('1 x y )sm yv +- ( 1 xy )lll S)

, /, ' ,f ) x ,Y (( 't x ,Y )SO;) + ( ï x /y )U!S-, l ' V ,f ) x Y ( ( 'l X,Y )UIS + ( j x y )sO) )'-1

[
,\ : , \ ]

/ - / - /
0'0'0 '0'0 '0' / : , [ t'O 'O ' : 1 ë l 'O 'O 'O'O

, (Î X,V )SOJ ::/ / / ( '1 x ,Y )U! " .'{ / / ,

1 0 ' V ']' 0 ' 0 ' 0 ' 0 ' 0 ' 0 ' 0 ' 0 ' 0 ' () , 0 ' () 1

IO' o ' o ' O' O' O' () ' () ' O' () ' O' O' O' o l
[0 '0'0'0 '0 '0'0 '0 '0'0 '0 '0' 0 '0 1

lo 'o'o 'O 'O 'O'O 'O '() 'O 'O'O '()'O I
lo 'o 'o 'O 'O 'O 'O '() ' O'() 'O 'O 'O 'o l
lo ' o ' o ' O' O' O' O' O' O' O' O' o ' o ' o l
[O' 0 ' 0 ' 0 ' 0 ' O' O' 0 ' 0 ' 0' 0 ' O· O' 0 1

r 0 ' () , a ' () , 0 ' 0 ' 0 . 0 ' 0 ' 0 ' () , () , 0 ' 0 1

: Jeo aauuop rse 8 eoureui el =: f'\ '[f

1I1il ll ll l:l :l ] \1" " .', 111 ::-dll <-; ''l ' )Y'I 'd p n l ~ I , [l ll l , ! .' 1" l" i'll 'd



Il le E sin( Kx L) L ]
- 12 1 _1 .0.0,0.0, 0,0

l ' -

r i 1 E sin( Kx 1" ) IlE sin( Kx L) 1" IlE cost Kx L )
() () 0 - 4 ' e _ 1Î .\ e 0 - 4 .\ z

1 . , 1 _ 1 ' - 1 - 1 " - - -1- -- 1- -

Il le F cos t Kx L ) 1. ]
- 12 1 _1 . 0 , 0 . 0, 0 . 0 , 0

IO ,O .O .O .O .O .O .O . O.O. EI .O . O. OI
II

Nous obtenons en somme la matrice de rigidité K par l'operation

K = B.C ·1

Sont expression figu re dans la partie annexe relative à la programmation .

4-4 Formulation Directe

C'est la formulation analytique pure par laquelle on résout le probléme différentiel en

gardant toutes les expressions symboliques.

C'est donc celle là que nous avons effectuée pour proposer un certain nombre

d'expressions algébriques comme résultats de not re problème.

Cependant , cette méthode s'est vu confrontée à un certain nombre de limites .

Le Solveur utilisé qUI est la version étudiante de Maple 6 n'est pas encore trés

puissant pour résoudre le problème posé par certaines expressions algébriques

difficiles à manipuler.

C'est pour cette principale raison que nous n'avons pas proposé de solutions au

problème helicorda t.

Les autres cas ( circulaire et droit ) sont plus sensibles à cette résolution et tout

particulièrement le cas droit pour lequel toute la démarche de résolution a ete

proposèe Ce dernier se révèle donc comme la sat isfaction de la formulation directe .
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4-5 Formulation Variationnelle pour la Résolution Numérique

Le calcul des déplacements est fondamental en structure En effet, dans certaines

structures, la limitation des valeurs maximales des déplacements est plus importante

que la limitation des valeurs maximales des contraintes .

Il existe plusieurs méthodes de calcul des déplacements notamment celle par double

intégration utilisée communément en résistance des matériaux.

Nous utiliserons dans ce chapitre une méthode approximative par éléments finis plus

générale basée sur les principes et théorémes énergétiques et qui est le principe de

l'énergie potentielle ou de l'énergie de déformation.( Méthode de Bubnov- Galerkin)

Principe de l'Energie Potentielle

Lorsqu 'un systéme de charges agit sur un corps, le travail W effectué par ces

charges est transformé en énergie cinétique T et en énergie de déformation U.

L'énergie potentielle totale ITp est donc donnée par la relation .

TI: p = U + W + T

L'énergie de déformation U est donnée par .

ls 2
u= sI

Mx : rs 2 M \' : rs 2 M .,. : rs 2 M \t' :

- - ds + J - '- ds + J - ds + J - - ds +
?J;./ s I 2Fh sI 2f1: sI 2E! 1;ï

r\'2 (}r' r,,",'1.2JI -=-:.-_. ds + JIs I 2t"A

()\ ' rs.2
- . ds + J
2(;.i l' sI

()
~ds
20.4 :

E

G

: module d'élasticité longitudinal

, module d 'élasticité transversal

Iy , Iz et Iw • moments principaux centraux d'inertie

J : constante de torsion
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On intègre les fonctions continues des efforts résultants ( Efforts normal , tranchants

et moments ) en fonction de l'abscisse curviligne s. Nous avons par ailleurs le

résultat fondamental suivant :

• Parmi toutes les configurations possibles pour déplacer un syst ème tout ~n

satisfaisant les conditions cinématiques et les conditions frontières, les champs

de déplacements qui en plus vont satisfaire les équations d'équilibre, rendront

l'énergie potentielle totale stationnaire . Si cette valeur stationnaire est minimum,

l'équilibre est stable .

Nous nous baserons encore sur la méthode matricielle des éléments finis pour

donner les expressions des grandeurs énergétiques

On définit tout d'abord les matrices [A] et [ 1] pour les relations constitutives .

, 1

1

E 1q

1

E 1,

1:>:/ () ()

[ A ] = () (l A ()

( ) ( 1 ( J ·1

;- / 0 0

[ 1 ] =
() / ()

, (J () / 1

L "J
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L'énergie potentielle totale de la poutre est exprimée par :

Jl p - r ~{«.A. cl + (k.l.k) ) ds - r tu. Fb + Il .Mb} ds - [u.Q + Il .Ml ::

En termes de u . () , K, e1 nous avons

'p= r ~{(U'+Kxu+e1xlI)A(u'+Kxu+e1xlI) + (1I'+Kxll).I.(II'+K

xl!) Ids - r lu. Fb + Il.Mb} ds - [u.Q +iI.MJ .::

Le principe retenu est que l'énergie de déformation de la poutre reste constante de

façon à ce que â U =0

En évaluant cette fonctionnelle et en remarquant que :

A. (u' + K x u + e1 x {;I) = 0

1.( B' +K x() ) = M

Nous obtenons le résultat final.

r{()'u . (0 ' + K x 0 + F) + ()' o (M' + K x M + ,1/ + e1 x {;l) }ds - [ ,\ u .( (J - Q) +

() il ,( If - M)] =0
, 1

Il apparaît délors que les conditions extremum de l'énergie potentielle totale sont

obtenues aux nœuds d 'appui de l'élément.

Cette deux i ème méthod e variationnelle est encore sujette à un verrouillage

numérique

---- '- - - - - ---- - - - - ---
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Ce dernier constitue une difficulté sérieuse pour toutes les formulations de structures

minces . Quantité d 'éléments finis de poutres sont proposés sur le marché des codes

de calcul scientifique mais n'échappent pas pour la plupart à ce phénoméne .

La signification communément admise semble être la dégradation de la qualité de

l'approximation lorsque l'épaisseur de la structure diminue. C'est donc un

phénoméne relatif que l'on ne peut mettre en évidence qu 'en comparant des

comportements numériques pour différentes valeurs de l'épaisseur ( cas- tests ou «

benchmarks »)

On effectuera les calculs sur le même cas-test pour plusieurs valeurs

significativement différentes de ce paramétre .

4-6 Formulation mixte à deux champs

Nous venons de vorr que les deux méthodes de résolution présentées

antérieurement posent quelques problémes relatifs à la convergence des algorithmes

de résolution ( imites du solveurs , verouillage numerique )

A cet effet , on utilise dans ce chapitre un modéle de méthodes numériques « non

verrouillantes » dont le principe variationnel est basé sur une fonctionnel le du type

Hellinger / Reissner avec une formulation mixte à deux champs :

un champ de déplacement approximé U

un champ de contrainte présupposé (assumed stress) CT

On utili se donc cette méthode mixte comme intermédiaire conceptuel , pour

développer une méthode numérique pour poutres courbes qui revient à utilise r des

éléments finis de poutre droite de degré 1, en modifiant sélectivement certains

termes de cisaillement et de membrane de la matrice de rigidité

Si on définit

{ U } ={ug(s) , vg(s) , wg(s) , (-) x(s) , (-) y(s) , f) z(s) . /fi (s) }T

\' ~d i o tll 75
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comme le vecteur des déplacements au point courant G centroïde de la section

{d1 } == {u1(s) , v1(s) , w 1(s) , eX1(s) , f}Y1(s) , 19 z1(s) , 11/ 1(S)}T

le vecteur déplacement au premier nœud

le vecteur déplacement au deuxième nœud

On peut ècrire la relation dèformations / dèplacements soit .

E: =LU

On peut interpoler hnea.rement U entre { d 1 } et { d2 } soit :

(Interpolation linéaire de Lagrange)

U =Nu d

NU1 - ~ (1-s)

-1 :,: S :S: 1

On pré suppose le champ de contrainte soit

(J == P /f

vgoiou i' 76
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avec P =1

Posons

Nous savons déjà que

D'où

matrice identité par exemple

é = 0- 1 cr

"-

cr = C é

c =D-1

Lcok SlI Jl l ' lï " I l ' l ) lll yIl' C hl1i qll ~'

L'énergie potentielle s'écrit delors :

T ..
U(t - I)dl

avec une première condition frontière (Dirichlet) :

U = U sur une partition I u du domaine,

H, ft + G.d = f,

GT ft = f2

v = L Nu

On trouve alors

- - - - -- - - - - - - - - - - - - - - - --- - ----
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5 RECOMMANDATIONS

Nous avons pu établir avec des programmes de calcul les résultats concernant les

solutions analytiques brutes du probléme différentiel des différents cas de poutres

courbes ( circulaire, hélicoïdale et droite) .

Nous avons pu remarquer la non simplicité des solutions pour le cas circulaire et

pour le cas hélicoïdal.

Le cas droit révèle quant à lui plus de maniabilité et nous avons pu régénérer les

matrices [C] et [B] de même nous avons pu établ ir la matrice de rigidité [K] (14 x 14).

Pour ce même cas , toutes les expressions analytiques des efforts. des déformations,
c,

des contraintes peuvent être proposées sans grande ambiguïté

En particulier nous pouvons proposer les forces équivalentes aux nœuds qui sont les

réactions d'appui nodales .

Dans les différents cas nous avons remarqué que les solutions du champ de

déplacement s'expriment avec quatorze constantes d'intégration

A cet effet, on peut d'emblée proposer une solution homogéne en annulant à priori

toutes ces constantes .

L'abscisse curviligne à été la variable de résolution du probléme différentiel et c'est

avec elle que nous avons établi les expressions des résultats

Le cas de la poutre droite spatiale se révèle donc comme une satisfaction du modéle

analytique . Cependant les limites de notre solveur nous font préférer des méthodes

numériques variationnelles .

Ces derniéres pour le cas du Principe énergétique restent encore fortement limitées

par le phénoméne du verrouillage numérique

La solution immédiate dev ient alors l'application de la formulation varitionnelle mixte

comme modéle non verrouillant de base

v~d i\l ll r 7X



Le principe qui est donc à retenir est l'approximation de la poutre courbe par un

certain nombre de poutres droites dont les principales caractéristiques sont connues,

pUIS de proposer la solution de l'assemblage aux nœuds respectifs de jonction où la

continuité doit être respectée (Conditions limites de Neumann et Dirichlet) .

._----~-~--

Fig 5-1: Poutre courbe générale approximée par trois tronçons de poutres droites

Solution de l'assemblage.

Définition :

Pour une structure composée de plusieurs éléments de poutres, l'assemblage

correspond à une somme des rigidités globales et des forces élémentaires relatives à

chaque nœud .

Si on désigne par [KG] 1 la matrice de rigidité de chaque élément ( i ) pns

individuellement et exprimée dans le repére global , on calcule la matrice de riqidi te

globale de la structure par :

[ KG ] = L [KG] 1

, 1

vg.diollr 7')
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Il nous est apparu au vu de notre démarche que la résolution analytique compléte du

probl ème différentiel posé par les poutres courbes spatiales parait difficile pour les

différents cas dans la mesure où les calculs portent sur des équations non linéaires.

Le modèle de la poutre droite spatiale constitue cependant une satisfaction de la

démarche analytique. Ce résultat fort intéressant nous réconforte dans une

démarche de résolution des autres cas en tenant compte de ce dernier

Dans ce contexte , les méthodes numénques qui restent cependant approximatives

se dessinent comme des solutions opportunes

En particulier, la méthode des éléments finis avec la formulation var iationnelle mixte

basée sur la proposition de deux champs se propose comme notre modéle de

ngueur.

En pratique les différents résultats établis devraient faire l'objet de tests numériques
"-

par programmes d'éléments finis en fortran et les résultats proposés en annexes.

C'est par manque de temps que nous n'avons pas pu en arriver à ce stade

Xl)



6 CONCLUSIONS

IL nous a été imparti de poser et de résoudre le problème différentiel fondamental de

la statique des poutres courbes avec prise en compte des paramètres géométriques

et des effets dus au gauchissement pour les trois cas circulaire, héli coïdal et droit .

Les fonctions solutions obtenues de types polynomiales quadratiques et sinusoïdales

pour les dèplacements généralisés, laissent présager des possibilités de

déverouillage au moyen de la résolution directe des équations differentielles

Cette étude porte pour l'essentiel sur des sections à paroi minces ouvertes ou

fermèes où les effets liés à la torsion non uniforme de Vlassov ne sauraient être

négligés.

Des résultats analytiques ont été proposés pour les trois cas non sans quelques

difficultés liées à la complexité des modèles rencontrés ( équations non lineaires .

matrices de grand ordre .. ) mais aussi aux limites du solveur utilisé ( version

étudiante de Maple 6 )

Dans l'environnement informatique soft and hard actuel , seule la résolution complète

du cas de la poutre droite avec torsion géometrique ( Kx , 0 , 0 ) et le cas courbe avec

( 0 , Ky , 0 ) sont possibles La résolution analytique du cas généralisé ( Kx , Ky , Kz )

est reportée .

Il faut noter toutefois pour le cas général qu 'on peut utiliser une méthode basée sur

l'expression du Principe des Travaux Virtuels ( PlV, méthode de Bouvnov- Galerkin

ou encore méthode Ttp ) avec intègration sèlective ou une méthode basée sur une

minimisation de la fonctionnelle de Hellinger-Relssner de type 1thr '

Le cas droit s'est revelé plus simple de résolution et nous a permis d'etablir quelques

résultats supplémentaires concernant par exemple la matrice de rigidité ou les forces

équivalentes aux nœuds pour le cas d'une poutre chargée sur deux appuis .

- . - - - - - - --- - ----- - - - - - - - -
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IL demeure par conséquent évident que la formulation analytique encore étroitement

liée aux mathématiques ne sauraient donner toute la satisfaction au modéle .

C'est pour cette raison que nous avons présenté toutes les relations qui caractérisent

les structures de types poutres ( paramétres géométriques, relations cinématiques,

d'équilibre , conditions fronti ères .i .), en même temps nous avons proposé des

méthodes éléments finis ( pnncipes énergétiques, formulation variationnelle mixte . .)

permettant d'obtenir des solutions numériques précises concernant l'étude des

poutres tridimensionnelles droites et courbes à parois minces ouvertes ou fermées

Enfin, ce projet s'inscrit dans d'une optique de recherche et les résultats présentés

Jusqu'ici mériteraient d'être éxtendus. En effet, notre domaine d'application reste bien

entendu le calcul d'avant projet des ponts courbes à parois minces simples ou

multicellulaires qui peuvent être modéliser par des poutres du même genre L'étud e

actuelle se limite à des structures sur deux appuis , La résolution compléte pour une

structure discrétisée en éléments droits devant se faire par la solution de

l'assemblage.

Sur le plan programmation vu les limites de notre solveur ( Maple 6 ), nous

recommandons à qui voudrait bien continuer le projet de se doter tout d abord de son

propre matériel informatique, de s'armer de beaucoup de volonté et de patience en

même temps de s'ouvrir à la programmation orientée objet pour une résolution plus à

la mode des problémes de statique des poutres courbes ou de travailler avec

d'autres solveurs du meme genre que Maple comme Matlab ou Mathematika E ~ fin

le volet dyn amique mériterait aussi d'être prospecté pour revoir en quels termes se

pose encore le problème différentiel ainsi que sa résolution .

- - - - - - - - - - - - - -----
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7 ANNEXES ( Listing de Programmes et Résultats )

7-1 Programme génération C et L

7-2 Programme calcul poutre circulaire

7-3 Programme calcul poutre hélicoïdale

7-4 Programme calcul poutre droite
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7-1 Programme génération Cet L
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Programme calcul de la matrice C (contraintes/deformations) et L (deformations/deplacements) :

# Chargement des fonctions de Maple :
with (student) :

wi th (linalg) :

# On definit les deplacements au centre de gravité comme :

Ug : =<u [g] ( s) , v [g] (s) , w [ g ] ( s ) > :

# et les rotations comme :
r ots :=<theta[x] (s) , theta[y) (s) , theta[z) (s ) > :

# Les matrices de transitions r et e1 comme :

r :=matrix(3,3,O) :

r[2 ,1] : = - ( z [ b ] (z))

r[ 3 , 1] := (y[b] (y))

r[1 ,2) := z :

r[1,3 ] := - Y'

r : = e v a l m ( r ) :

el :=matrlx(3 ,3 ,O)

el[2 , 3] := l '

el[3 , 2] =-1 :

el: =evalm (el)

# Le champ des deplacements U :

U evalm(Ug + r &* rots - w(y,z)*psi(s)*<l ,O ,O » :

# La matrice de courbure-torsion :

K = mat r i x ( 3 , 3, O)

K [1 , 2 ] : = Kc tz :

K[1 ,3) : = - K c t y :

K[2 ,1] : = - K c t z :

K [ 2 r 3 ] : = Kc tx :

K[ 3 ,l) : = Kcty .

K [ 3 , 2 ] : = - Kc tx :

K : = eva lm (K ) :

r o t.s p r i.m e -=<dlf f( rots[l ] , s) , dl f f ( r o t s [ 2; .. s ) , d i f f ( r o t s [ 3 ] , 5 » :



Ugprime :=<diff(Ug[l] , s ) , d i f f ( Ug [ 2 ] ,s) , d i f f ( Ug [ 3 ] ,s»:

wyz : = <O ,diff(w(y,z) ,y) , d i f f ( w ( y , z ) , z » :

k : = evalm(rotsprime + evalm(K &* rots»:

kappa[x] k[l] :

kappa [y] : = k [2] :

kappa [z ] : = k [ 3] :

kappa[w] diff(psi(s) ,s)

# Relations Cinematiques

epsilon : = evalm(evalm(Ugprime)+evalm«K) &* Ug)+evalm«r)

evalm( psi(s) *(wyz)) - evalm«w(y,z» *diff( (psi(s» ,s)*

evalm«el) &* rots»

&* k)

< 1 , 0 , 0 » +

eps[s]

eps[sy]

eps[sz]

: = epsilon[l]

epsilon[2]

:= epsilon[3] :

eps[s] : = f ( y , z ) * (eps o-y*kappaz+z*kappay-w(y ,z) *kappaw)

eps[sy] ~=f(y ,z)*(gamasy-

(diff(w(y,z) ,y)+z[b] (z) *gamasv+diff(w(y,z) ,y) *gamaw)

eps [sz] : =f (y, z) * (gamasz+ (-

diff (w (y, z) , z) +y lb] (y) ) *gamasv+diff (w (y , z) r z) *gamaw) :

eps[O] := diff(u[g] (s),s) + Kct[z]*v[g](s) - Kct[y]*w[g](s)

gama[sy]:= diff(v[g] (s),s) - Kct[z]*u[g](s) + Kct[x]*w[g](s) +

the ta [ z] (s) :

gama[sz] := diff(w[g](s) ,s) + Kct[y]*u[g](s) - Kct[x]*v[g](s) 

the ta [y] (s) :

gama[sv] := Kct[z]*theta[y] (s) - Kct[y] *theta[z] (s) +

diff(theta[x] (s) , s ) :

gama[w] : = g a ma [ s v ] - k a p p a [ w ]:

# Expressions des Contraintes:

sigma(s) : = E * e p s [ s ] :

t a u ( s y ) : = G* e p s [ s y ]

tau(sz) : = G* e p s [ s z ] :

# Initialisation des Moments d'inerties .

i n i t : = ( e x p a n d ( Doub l e i n t ( f (y , z ) ,y,z,A)=A ,expand(Doubleint (y*f(y,z) , y , z,

A»=O,expand(Doubleint(f(y ,z)*z,y ,z,A»=O,expand(Doublein t(y[b] (y)*f(y,

z) ,y, Z ,A) ) = -y [c] *A, expand (Doublein t (z [b] (z) * f (y, z) ,y, Z, A) ) =-

Z [ c ] *A, expand (Doublein t (y* f (y, z ) *z lb] (z) , y , z ,A) ) =1 [ y z ] , e x p a n d (Doubleir. ~

( y * f (y, z) * z , y, Z ,A» =1 [ y z ] , e x p a n d (Doublein t (y[b] (y) *f (y , z) *z , y , Z ,A) ) =1 [::;

z ] , e x p a n d (D ouble int (f (y, z) *z lb] (z) *z , y , z , A)) =1 [y] , e x p a n d (Doubleint (f (y ,

z ) *z lb] (z) " 2, y, z , A ) ) =1 [y] ,expand (Doublein t (f (y , z) *z ~2, y , z , A ) ) =1 [y] , e x p a
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nd(Doubleint(f(y,z)*y A2,y,z,A))=1[z] ,expand(Doubleint(y[b] (y)A2*f(y,z) ,

y, Z , A ) ) =1 [z] , e x p a n d (Doublein t (y [b] (y) *y* f (y, z) , y, Z ,A) ) =1 [z] ,expand (Doub

Le a n t t z j b l (z)*w(y,z)*f(y,z) ,y,z,A))=1[wz] ,expand(Doubleint(y[b] (y)*w(y,
z)*f(y ,z) ,y,z ,A))=1[wy] ,expand(Doubleint(z*w(y,z)*f(y,z) ,y,z ,A))=1[wz],

expand(Doubleint(y*w(y ,z)*f(y ,z) ,y,z,A))=1[wy] ,expand(Doubleint(f(y ,z)*

«y[b] (y)-
diff(w(y ,z) , z ) ) " 2 + ( z [ b ] (z)+diff(w(y,z) , y ) ) A2 ) , y , z , A ) ) = J , (expand(Doublei

nt (f (y r z) *dlff (w (y , z) , z ) " 2 , Y , z ,A) ) +expand (Doublein t (f (y, z) *diff (w (y , z) ,
y)A2,y,z,A)))=J-

lep] ,expand(Doubleint(w(y ,z)A2*f(y,Z) , y , z , A ) ) = 1 [ w ] , (1[y]+1[z])=1[p] , e x p

and (Doubleint (f (y , z ) * «y [b] (y)-

diff(w(y,z) , z ) ) " 2 + ( z [ b ] (z)+diff(w(y,z) ,y))"2) ,y,z ,A))=J ,expand(Doublein

t (diff (w (y , z) , y ) * f (y, z) ,y, Z ,A) ) =0 ,expand (Doublein t (w (y , z) * f (y, z) , y , z , A)

)=S[omega] , e x p a n d (Do ub l e i n t ( d i f f (w ( y , z ) , z ) * f (y , z ) ,y ,z,A))=O ,expand(Doub

l eint (y lb] (y) *diff (w (y , z) , z ) *f (y , z) ,y, Z , A ) ) =0, expand (Dou b Le i n t. (z [b] (z ) *

d i.f f f w t y i z ) ,y)*f(y ,z) ,y ,z,A))=O , (

expand(Doubleint (f (y, z) *diff (w (y , z) , z ) 1'.2 , y, Z , A ) ) -

expand (Doub Le i.n t (f (y, z) *diff (w (y , z) ,y) 1'. 2 , Y , Z , A ) ) - 1 [y] - 1 [z ] ) = -J , ( 

expand (Doublein t (f (y, z) *diff (w (y , z) r z) "2 , y , Z ,A) ) -

e xpand (Doublein t (f (y , z) *diff (w (y, z) , y ) 1'. 2 , y , Z ,A) ) ) =1 [p] -J} :

E P R . = {e p s o , g a ma s y, g a ma s z, g a ma s v , g a ma w } :

# Integration des contraintes et Substitution de l'initialisation dans les expressions des Efforts

# Effort Normal et Tranchants:

qx =fa c tor( slmplify(expand(Doubleint(sigma(s) , y , z , A ) ) ) )

Qx:=subs(init ,qx) :
qy :=factor (simplify (expand(Doubleint(tau (sy) , y , z , A } }) )

Qy :=subs(init ,qy) :

qz :=factor( simplify(expand(Doubleint(tau(sz) , y , z, A ) ) ) )

Qz : = s ub s (init ,qz) :

# Moments de Flexion :

my : =fa c t.o r (s l mp l l f y (e x p a n d ( Do ub l e l n t ( s l gma ( s ) * z , y , z, A .l ) ) )

My:=subs(init ,my} :

mz :=facto r(slmpllfy(expand(Doubleint(sigma( s)*(-y) , y , z , A ) ) ) )

Mz:=subs(init,mz) :

# Bi-moment de Torsion '

mw :=factor(slmplify(expand(Doubleint(slgma(s)*(-w(y ,z}) , y , z , A ) ) ) )

Mw:=subs(init ,mw) :
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# Torsion de St Venant:

tsvl :=collcct(factor(expand(Doubleint(-tau(sy)*z[b] (z) , y , z, A) ) ) ,EPR):
Tsvl : =subs (ini t , tsvl) :

tsv2 :=collect(factor(expand(Doubleint(-tau(sy)*wyz[ 2] ,y ,z,A))) ,EPR) :
Tsv2 : =subs(init,tsv2) :

tsv3:=collect(factor(expand(Doubleint(tau(sz)*y[b] (y) ,y ,z,A))) ,EPR)
Tsv3 :=subs(init,tsv3) :

tsv4:=collect(factor(expand(Doubleint(-tau(sz)*wyz[3] ,y,z,A))) , EPR)
Tsv4:=subs(init,tsv4) :

tsv :=collect(factor(expand(Doubleint(-
tau (sy) * (z [b] (z) +wyz [2]) +tau (sz) * (y[b] (y) -wyz [3]) ,y, Z ,A))) , EPR) :

Tsv :=subs(init,subs(init ,tsv))

# Torsion de Vlassov:

twl:=collect(factor(expand(Doubleint(tau(sy)*wyz[2] ,y,z ,A))) ,EPR) :
tw2 :=collect(factor(expand(Doubleint(tau(sz)*wyz[3] ,y ,z,A))) ,EPR) :

tw :=collect(facto r( expand(twl+tw2)) ,EPR)
Tw : =subs(init ,subs(init ,tw))

# Moment de Torsion total suivant x :

mx :=collect(factor(expand(tsvl+tsv3)) ,EPR)
Mx:=subs(init,mx) :

# Construction de la matrice C dans la relation constitutive :

effl :=<Qx ,Qy,Qz ,My,Mz ,Mw ,Tsv,Tw> :
defl :=<epso ,gamasy ,gamasz,kappay,kappaz ,kappaw,gamasv ,gamaw> :

C : = matrlx(8,8 , O)
f or i ta 8 do
f or ] ta 8 d o

C [ 1. jJ : =coef f (e f f 1 [ i ] , d e fl [ j J )

end do
end d o :

# Test symetrie de C :
testsym(C) : =s i mp l i f y (e xp a n d (e v a l m (C- t r a n s po s e (C) ) ) ) :

4



E PR [ 8 ]

EPR( 2]

EPR [ 3]

EPR l4 ]

EPR [ 5]

# Efforts et Déformations résultantes :

EFR vector(8}

EPS v e c t o r ( 8 )

EPS ( 1 ] : =eps ( 0) :

EPS[2] : = g a ma ( s y ] :

EPS ( 3] : =gama ( s z] :

EPS(4]:= kappa [y] :

EPS(5] := kappa(z) :

EPS [6] : = kappa [w) :

EPS[7] : = g a ma [ s v ] :

EPS [8] : =gama [w] :

# Construction de l'equation de Lamé et determination de l'operateur L :

DE PR := [ u [ g ) (s) , v [ g ] (s) , w ( g J (s) , t h e t a ( x ] (s) , t h e t a[ y ] (s) , t h e t a ( z ] (s) ,pSl(

s} ] :

EPR :=vector(8}

EPR(l] D s * u ( g ] (s) + Kz*v[g ] (s) - Ky*w [g ] (s)

= Ds*v[g] (s) - Kz*u[g] ( s) + Kx* w [g ] ( s ) + theta[z] (s )

: = D s * w [g] (s) + Ky*u[g ] (s) - Kx*v [g ] ( s ) - theta[y] (s)

:= -Kz*theta(x) (s) + Kx*theta[z] (s) + D s * t h e t a [ y] (s) :

- K y *th e t a [ x ] (s) - Kx*theta[y] (s) + D s * t h e t a [ z ] (s)

EPR[6 ] : = Ds*psi (s) :

EPR[7J K z * t h e t a [ y ] (s) - Ky*theta (z] (s) + D s * t h e t a [ x ] (s)

Kz*theta(yJ (s) - Ky*theta[z] (s) + Ds*theta[x] (s) -Ds*psi(s)

L : = matri x (8 , 7 , 0) :

for i from 1 ta 8 d o

for j from 1 ta 7 do

L[l ,]] : = c o e f f ( E PR [ i ] , DE PR [ ] ] )

end do:

end do ;
C : = e v a l m (C )

c e s ts y m (C }=slmp ll f y ( e x p a n d (e v alm ( C - t r an s pose (C } } )}

L :=eva lm (L }
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7-2 Programme calcul poutre circulaire



> with(student) :

> with(linalg) :

>
# Paramétrisation Géometrique :

X :=vector(3) :

> X[l] : = r *c o s (t)

X[2] : = r * s i n ( t )

X [3] : =0 :

# Repère Local de Frenet :

T :=vector(3) : N : = v ec t o r (3 ) : B : =v e c t o r ( 3 )

for l from 1 by 1 to 3 do

> T [ .i ] : =di f f (X [ a ] , t)

A [i] : =di f f (X [i] , t, t)

end do :

L:=simpllfy(expand(norm(T,2) ,trig) ,assurne=positive)

Kg : =vector (3) :

for i from 1 t a 3 do

Kg [ i] : = A [ .i, ] / L .... 2 :

end do.

alffa :=slmplify(expand(norm(T ,2) , t r i g ) , a s s urne =po s i t i v e )

beta :=simpllfy(expand(norm(Kg ,2) , t r l g ) ,assurne=pos itive)

for i from l ta 3 do

N [ i] : =Kg [ l] /be ta :

end do:

B: =simplify(expand(crossprod(T ,N) , t r i g ) , a s s urne =po s l t i v e ) :

gama :=slmpllfy(expand(norm(B ,2) , a s s urne =r e a l ) ,assurne=positive )

el :=vector(3) e2 : = v e c t o r (3) : e3 : =vector (3)

for i from l by l t a 3 do

el [il : =T [ i l /alffa ·

end do:

e2 : =N :

for i fr om 1 ta 3 do

e3[i] :=B[i]/gama :

end do :



R[aipha] :=matr ix(3,3,O) :

R[aipha] [1,1] :=1:

R[aipha] [2,2] :=cos(aipha):

R[aipha] [2,3] :=sin(aipha):

R[aipha] [3,2] : = - R [ a i p h a ] [2,3]:

R[aipha] [3,3] : = R [ a i p h a ] [2,2]

R[aipha] :=evaim(R[aipha]);

> M:=concat(e1,e2,e3) :

GL:=evaim{R[aipha]&*M)

LG:=transpose(GL)

>
Ki: =vector (3) :

Ki:=simpiify(evaim(Kg&*GL))

C : =vector (3) :

for i from 1 ta 3 do

Cri] :=-diff(e3[i] ,t)

end do:

Kre :=vector(3)

Kre [1] : =0 :

Kre [ 2] : =Ki [2] :

Kre[3] :=simpiify(expand(dotprod(C, e2) ,trig) ,assume=positlve)

Kr:=vector(3)

Kr [1] : =0 :

Kr [ 2] : =Kcy :

Kr [3] : =0 :

Relations Cinematiques
# Co ns ide rant les depl acement s au centre de gravite de s sec tio ns comme :

>
> Ug:=<u[g] (s) ,v[g] (s) ,w[g] (5»:

et les rotations so nt definies co m me

rots:=<theta[x] (s), theta[y] (5) , theta[z] ( 5 » :

> r :=rnatrix(3,3,0):

> r[2 ,1] : = - ( z [ b ] (z)) :

r[3 ,1] := (y[b](y))

r[1,2]:= z :

r [ 1 , 3] : = -y :

> r :=evaim(r) :



> ep s :J.. .l on

k )- eva lm(

> e1 :=rna trlx( 3,3,0)

e1[2,3]:= 1 :

e1[3,2] : =-1 :

e1 :=evalm(e1)

> U evalm(Ug + r &* rots - w(y,z)*ps i(s)*<l ,O ,O »

> K : = ma trix(3,3,0)

K [ 1 , 2 ] Kr [ 3 ]

K [ 1 , 3 ] - Kr [2 ]

K[2 ,1] -Kr[3]

K [2 , 3 ] Kr [ 1] :

K [ 3 , 1 ] Kr [2] :

K[3 , 2] -Kr[l] :

K :=evalm(K) :

> rotsprime :=<dif f(rots[l] , s ) ,diff(rots[2] ,s) , d iff(rots[3] ,s» :

Ugp r i me :=<d i ff (Ug[l ] , s ) , d i f f ( Ug[2 ] ,s) ,diff(Ug[3] , s »:

wy z= < O , d i f f ( w (y , z ) ,y) , d i f f ( w (y, z ) ,z»:

> k e va l m( r o t s p rime + evalm(K &* rots)) :

kappa [x] - - k [1]

kappa [y] k[ 2]

kappa[z] - k[3]

k a p p a [w] : = di f f (psi (s) , s) :

- e v a l m(evalm ( Ugprime ) + e v a l m « K ) &* Ug)+eva lm( (r) &*

p s a t s ) *( wy z ) ) - evalm«w(y,z)) *diff( (pSl(S)) ,S) *

< 1 , 0 , 0 » + e v a l m « e l ) &* r o ts)) :

>
eps [s] : = (ep s o-y*kappaz+z *kappay-w (y , z) *kappaw)

eps[ sy] : = (g ama s y - ( d l f f ( w (y , z ) ,y ) + z [ b ] ( z ) ) * g ama s v +d i f f( w (y, z ) , y ) *

g a ma w ) :

eps[ sz ] : = ( g a ma s z + ( - d i f f ( w ( y , z ) ,z ) +y [ b ] (y))*gamasv+diff(w(y,z ) , z )

*gamaw) :

>
ep s [ O] , = d i f f t u l q ] (5 ) ,s ) + Kr[ 3] * v [ g ] ( s ) - Kr [2] * w [g] ( 5)

gam [ sy ] =dl f f(v[g ] (s) , s ) - Kr[3]*u[g] (s) + Kr [ l ] * w [ g ] (s) +

the t a [z] (5) :

q am j s z j t e-d i f f j w l q ] ( s ) , s ) + Kr[2]*u[g] (s) - Kr[l]*v[ g ] ( s) 

theta [y] (s) :

gam[ s v ] : = Kr [ 3 ] * theta[y] (s) - Kr[2] *theta[z] (s) +

d iff (theta [x] (5) , 5 ) :

gam[ w] - = g a m [ s v ] - k a p p a [ w ] :

., \-Lt lril'( cIL- 1 \1~ ldil é \u l'Ilw l is0c dans le repere central princ ipal d'inert ie ,

> C : =m a tr l x ( 8,8 , 0 )

C [ l , 1] : =E *A :



C [2 , 2] : =E *A :

C [ 3 , 3] : =G*A :

C [ 4 , 4] : =E * l [y] :

C [ 5 , 5] : =E * l [ z] :

C [ 6, 6] : =E * r [w] :

C [7 , 7] : =G * J :

C [7 , S] : =G* (1 [p] - J) :

C [ 8 , 7] : =G* (1 [p] - J)

C [ 8 , 8] : =G * J :

C: =evalrn (C) :

> EFR := vector(8) :

> EPS : = vector(8) :

EPS [1] : =e p s [0] :

EPS[2] : =g am [ s y ] :

EPS [3] :=gam[sz] :

EPS[4]:= kappa [y] :

EPS [5] : = kappa [z] :

EPS[6]:= kappa[w] :

EPS [ 7] : =gam [ 5 v] :

EPS[8] : =g am [w] :

# Calcul des Effo rts Resultants:

> EFR : = evalm(C&* EPS) :

dep :={u[g] (5) ,v[g] (5) , w [g ] (5) ,theta[x] (5) , t h e t a [y ] (5) ,theta[z] (5

) , d i f f ( t he t a [x ] (s) ,s) , d i f f ( t h e t a [y ] (s) ,s) , d i f f ( t h e t a [ z ] (s) , 5 ) ,di

ff (psi (s) , s) } :

> qx:=collect(factor(expand(EFR[l]» ,dep):

> qy :=collect(factor(expand(EFR[2]» ,dep) '

> qz:=collect(factor(expand(EFR[3]» ,dep)

> my:=collect(factor(expand(EFR[4]» ,dep) :

> rnz:=collect(factor(expand(EFR[5]» ,dep) :

> mw :=collect(factor(expand(EFR[6]» ,dep) :

> tsv :=collect(factor(expand(EFR[7]» ,dep):

> tw :=collect(factor(expand(EFR[S]» ,dep) :



# Construction de L'Equation de Lamé

> DEPR:=[u[g] (s) ,v[g] (s) ,w[g] (s) ,theta[x] (s) ,theta[y] (s) ,theta[z] (

S),pSl(S)] :

EPR :=vector (8) :

E PR [ 1 ] : = D S * u [g] (s) + Kr [ 3] * v [ g] (s) - Kr [2 ] * w [g] (s) :

E PR [ 2] : = D S * v [g] (s) - Kr [ 3] * u [g] (s) + Kr [ 1] * w [g] (s) +

the ta [ z] (s) :

EPR[3] :=Ds*w[g] (s) + Kr[2] *u[g] (s) - Kr[l] *v[g] (s) 

theta [y] (s) :

EPR[4] . - -Kr[3] *theta[x] (s) + Kr[l] *theta[z] (s) +

Ds*theta[y] (s):

EPR[5] Kr[2]*theta[x] (s) - Kr[l]*theta[y] (s) +
D s * the ta [ z ] (s)

EPR[6] : = Ds*psi (s)

EPR[7] : = K r [ 3 ] *theta[y] (s) - Kr[2] *theta[z] (s) +

Ds*theta [x] (s) :

E PR [8] : =Kr [3] * the ta [y] (s) - Kr [2] * the ta [ z] (s) + D s * the ta [ x] (s)

- DS*PS1(S)

> L : = matrix(8,7 ,O)

for i from 1 to 8 do

for j from 1 to 7 do

L[i,J] : = c o e f f ( E PR [ i ] ,DEPR[J])

end do :

end do ;

L:=evalm(L)

> Bbar:=<fbx,fby ,fbz,mbx,mby ,mbz,mbw>:

> EQU :=evalm(transpose(L)&*EFR+Bbar)

> for l from 1 to 7 do

equ ( i) : =EQU [ i ]

end do :

>
# Substitition de Os par l'operateur differentiel :

> equal : =E *A*diff ( (diff (u Cg] (s) , s) -Kcy*w Cg] (s) ) , s) +Kcy*G*A* (diff (w

Cg] (s) , s) +Kcy*u Cg] (s) -theta [y] (s)) +fbx:

eql:=collect(expand(equal) , d e p )

> equa2 :=E*A*diff«diff(v[g] (s) ,s)+theta[z] (s ) ) , s ) "," f b y

eq2:=collect(expand(equa2) , d e p ):

> e qua 3 : =-Kcy*E*A* (diff (u Cg] (s) ,s) -Kcy*w Cg] ( 5») +G*A*diff « d ~ f f ( .", [g



] (5) ,s) +Kcy*u Cg] (5) -theta [y] (S)) ,S) +fbz:

eq3 :=collect(expand(equa3) ,dep) :

> equa4 : = Kc y * E * 1 [z] * (Kcy*theta [X] (S) +diff (theta [z] (s) ,S) ) +diff «G*

J*(-Kcy*theta[z] (s)+diff(theta[x] (s) ,S))+G*(1[p]-J)*(-Kcy*theta[

Z] (5) +diff (theta [X] (S) ,5) -diff (psi (s) ,s))) , 5 ) +diff «G* (1 [pl - J ) * (

-Kcy*theta[z] (s)+diff(theta[x] (s) ,s) )+G*J*(-Kcy*theta[z] (s)+diff

(theta[x] (s) , s ) - d i f f (p s i ( s ) ,s))) ,s)+rnbx :

eq4:=collect(expand(equa4) ,dep) :

> equa5: =-G*A* (diff (w [g] (s) ,s) +Kcy*u [g] (s) -theta [y] (s) ) +E*1 [y] *dif

f(diff(theta[y] (s) ,s) ,s)+rnby :

eq5 :=collect(expand(equa5) ,dep):

> equa6 : =E*A* (diff (v [g] (s) , s) +theta [Z] (5) ) +E*1 [z] *diff ( (Kcy*theta [

X] (s)+diff(theta[z] (S) ,S)) , s ) - Kc y * ( G* J * ( - Kc y * t h e t a[ z ] (s)+chff(th

eta[x] (S) ,S))+G*(1[p]-J)*(-Kcy*theta[z] (s)+diff(theta[x] (S) ,s)-d

iff (psi (5) ,5))) - Kc y * (G* (1 [pl -J) * (-Kcy*theta [z] (s) +diff (theta [x] (

s) , s ) ) + G* J * ( - Kcy * t h e t a [ z ] (s)+diff(theta[x] (5) ,S) -di ff(psi(s) , S ) )

) +rnbz :

eq6:=collect(expand(equa6) ,dep):

> equa7: =E*I [w] *diff (diff (psi (s) ,s) , s ) -diff «G* (1 [pl -J) * (-Kcy*thet

a[z] (s)+diff(theta[x] (s) ,s))+G*J*(-Kcy*theta[z] (s)+diff(theta[x]

(s) ,s) -diff (psi (s) ,s))) ,s) +mbw :

eq7 :=collect(expand(equa7) ,dep):

> sY5t : ={eql=O ,eq2=O,eq3=O ,eq4=O,eq5=O ,eq6=O,eq7=O} :

in c := {u [g] ( 5) , V [ g ] ( S) , W[ g ] (5) , t h e t a [ x ] ( 5 ) ,theta[y] ( 5) , t h e t a [ z ] ( 5

),p5i(s) } :

> sol:=dsolve(syst,inc)

>
for i from 1 ta 7 do

print( 5impllfy(expand(sol[i]))) ;

end do ;

>
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7-3 Programme calcul poutre hélicoïdale

Le meme programme s'applique au cas circulaire avec prise en compte des
deux courbures torsion

Et meme pour ce cas nous n'arrivons qu'à poser les equations differentielles



vud iuu l

l.col c Su pt:lit:l, IC' l' . h ICCl1l1 lYll C'

7-4 Programme calcul poutre spatiale droite
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Programme calcul poutre droite:

wi th (student) :

wi th (linalg) :

Warning , the protected names norm and trace have been redefined and

unprotected

assume (r>O) :

# Interpolation de Lagrange:

N1:=(L-t)/L : N2 :=t/L :

alpha :=N1*alpha[1] + N2*alpha[2]

# Paramétrisation Géometrique :

X (l] :=a*t+x1 + 1/2*alpha*t :

X [2] : =b* t+x2 :

x[3] : = c * t + x 3 :

#L :=s lmpl lfy( sqrt(a A2+b A 2+c A2) , a s s u me =po sit l v e) #

Cx = a / L : Cy : = b / L : Cz :=c/L :

# Co : = simp llfy(sqrt(Cx A2+ Cz A2) ,as sume=poslt ive)#

cos (beta) . =Cx / Co , S l n (beta) : =Cz / Co , c o s (gamma) : = Co : sin (gamma) , = Cy :

R[beta] : = ma t r i x ( 3 , 3 , O):

R[beta] (1,1] : = c o s (b e t a )

R[beta] [1 ,3] : = s i n (b e t a ):

R (be ta] [2 , 2] : =1 :

R[beta] [3,1] : = - R [ b e t a ] [1 ,3]

R[beta] [3 ,3] :=R[beta] [1 ,1]

R(beta ] : = e v a l m ( R [ b e t a ] )

R[gamma ] : = ma t r l x ( 3 , 3 , O)

R (gamma ] [1 ,1 ] : = c o s ( g a mma )

R[gamma] [1 ,2] : = s i n ( g a mma )

R[gamma] (2 ,1] : = - R ( g a mma ] (1 ,2]

R[gamma] (2 , 2] '=R[gamma] (1 ,1]

R[gamma] [ 3 , 3 ] : = 1:

R[gamma] : = e v a l m ( R [ g a mma j )

R[alpha ] : = ma t r i x ( 3 , 3 , O)

R [ a l p h a ] [1 ,1] =1 :

R[alpha] [ 2 ,2] : = c o s ( a l p h a )



R[alpha] [2 ,3] : = s i n {a l p h a ) :
R[alpha] [3 ,2] : = - R [ a l p h a ] [2 ,3]
R[alpha] [3,3] : =R [a l p h a ] [2,2]

R[alpha] : =e v a l m (R [ a l p h a ] )

# Matrice transfo Local-Global :

LG:=evalm(R[alpha]&*evalm(R[garnrna]&*R[beta]»

GL:=evalm(transpose(LG)) :
el : =ve c t or (3) : e2 : =vector (3) : e3 : =vector (3)

for i from 1 ta 3 do
el [i] : =LG [l, i]
e2[i] :=LG[2,i]
e3[i] :=LG[3,i]

end do:

H:=vector(3) :N:=vector(3) : B : =v e c t o r (3 ) :p :=vector(3)

f or i from 1 by 1 ta 3 do
P [i] : =diff (X [i] , t , t)

end do:
Kg :=vector(3)

for i from 1 to 3 do
Kg [i] : =P [i]

end do :

Kl:=vector(3)
KI [1] : =Kx :
KI [2] : =0 :
Kl[3] :=0:

print(vecteur, unitaire , tangent_el,el)
print(vecteur, unitaire ,normale_e2 ,e2)
print(vecteur , unitaire , binormal_e3,e3)
print(matrice , t r a n s f o r ma t i o n_ LG, Ig,LG)
print(matrice , transformation_GL , gl ,GL)

print(ve c t e ur cou rbu r e, t orsion,glob_Kg,evalm(LG&*Kl ) )
pr int(vecteur , c ourbure , torsion , loc_KI , loc ,Kl)

# Relations Cinematiques :

# Considerant les deplacements au centre de gravite des sections comme :

Ug : =<u[g] (s) ,v[g] (s) , w [g ] (s ) > :

Î



et les rotations sont definies comme

ro ts :=<th~ta[x] (s) 1 theta[y] (s) , theta[z] (s» :

r : =ma tr i x ( 3 1 3 1 0 ) :

r[2 /l] : = - ( z [ b ] (z))

r[ 3 ,1] := (y[b](y))

r[1 , 2] := z:

r [1 / 3] : = -y :

r :=evaIm(r) :

el :=matrix( 3 , 3 ,O)

el[2 ,3] := 1 :

el[3 ,2] : =- 1 :

el : =evalm (el)

U evalm(Ug + r &* rots - w(y ,z)*pzl(s)*<l ,O , O»

K matri x(3 ,3,O)

K [1 ,2] : = KI [3]

K[1 ,3] : = - K I [ 2 ]

K[2 ,1] - - K I [ 3 ]

K[2 ,3] KI[l]

K[3 ,1 ] KI[2]

K[ 3 , 2] --KI[l ]

K :=evaIm(K) :

rotsprime : = <diff(rots[l] , s ) , d l f f ( r o t s [ 2 ], s ) , di f f ( ro t s [ 3 ] , s » :

Ugprime : =<dlff(Ug[l] , s ) , d l f f ( Ug [ 2 ] , s ) , d l f f ( Ug[ 3 ] , s ».

wyz : = < O, d i f f ( w ( y , z ) , y ) , d i f f ( w ( y , z ) , z » :

k evaIm(rotsprime + evalm(K &* r ots))

kappa [x] k[l]

kappa [y] : = k [2]

kappa [ Z ] : = k [ 3] :

kappa [w] : = diff (pzi (s) ,s )

epsi l on : = ev aIm(evalm(Ugprime)+evalm ( (K) &* ug ) + eva l m ( ( r) &* k) 

e va l m ( p z a t s ) *( wy z ) ) - e v aIm « w( y, z ) ) * d iff ( (pZl (S )) , S)* < 1 ,0 ,0 » +

eva Lm t t e l. ) &* r o r. s j j :

eps [s] : = ( epso -y*kappaz+z *kappay -w (y , z) *kappaw)

eps [sy] : = (gamasy- (diff (w (y , z) .' y) +z l b ] ( z ) ) *gA.mas v+dlff (w (y 1 z) .v: *gamaw)

eps [ sz] : = (gamasz+ ( -

d i f f (w (y , z ) , z ) +y l b] ( y )) * g a mas v+ d l f f (w (y , z ) , z ) * gamaw)

EFR : = v ecc.o r (8)

,,



ep5[O] := d iff(u[g] (5) ,5) + Kl[3]*v[g] (5) - Kl[2]*w[g] (s)

gam[5y] :=diff(v[g](5) ,5) - Kl[3]*u[g] (5) + Kl[l]*w[g](S) + theta[Z ](5) :

q arn j s z ] : = d i f f ( w [ g ] (5) ,5) + Kl[2]*u[g] (5) - Kl[l]*v[g] (S) - theta[y] (S) :

gam [sv] : = K l [ 3) * t h e t a [ y ] (S) - Kl[2]*theta[z] (5) + diff(theta[x] (5) , 5 ) :

gam[w] :=gam[sv)-kappa[w]:

# Matrice contra intes / deformations normalisée dans le repere centra l pr incipal d' inertie :

CC : =ma trix (B , B ,0) :

cc [1 ,1] : =E *A :

CC [2,2] : =E *A :

CC[3,3] : = G* A:

CC [ 4 , 4] : =E * 1 [y] :

CC [ 5 ,5] : =E * l [z] :

CC [ 6 , 6 ] : =E * l [w] :

CC [7 r 7] : =G* J :

CC[7 , B ] : = G* ( 1 Cp] - J) :

CC [B , 7] : = G* (1 [p ] - J) :

CC [B,B] : = G* J:

CC :=evalm(CC) :

EFR : = v ec t or(B) :

EPS := vector(B) :

EPS (1) : =eps [0 ] :

EPS (2) :=gam[sy] :

EPS [3] : = g a m [ 5 z ] :

EPS[4] := kappa [y] :

EPS[5] := kappa[z] :

EPS[6]:= kappa[w] :

EPS [7] : =gam [sv] :

EPS [ B] : =gam [w] :

# Ca lcul des efforts re sultants :

EFR := evalm(CC&* EPS) :

d e p :={ u [ g ] (s) , v [ g ] ( s) , w [ g ] (5) ,theta[x] (s) ,theta[y] (s) , t h e t a [z ] (s) , d i f f (

theta [ x ] (s) , s ) , d l f f (th eta [ y ] (s) ,s) , d i f f ( t h e t a [ z ] (5) , 5 ) , di f f (p zi ( 5 ) , 5 ) }:

qx :=co l l e c t ( f a c t o r ( e x p a n d ( E F R [ l ) ) ,dep) :

qy : =col lec t ( f a c t o r ( e x p a n d ( E FR [ 2] » ,dep) :

4



EPR[ 2)

EPR[ J]

EPR [ 4 ]

EPR [ 5 J

qz :=collect(factor(expand(EFR[3])) , d e p )

my:=co l l e c t ( f a c t o r ( e x p a n d ( E F R [ 4 ] ) ) ,dep)

mz:=collect(factor(expand(EFR[5]») , d e p )

mw :=c ollect(factor( expand(EFR[6])) , d e p )

tsv=coll e c t ( f a c t o r ( e x p a n d ( E F R [ 7 ] ) ) , d e p ) :

t w :=collect(factor(expand(EFR[B])) , d e p ) :

# Construction de L'Equation de Lamé

DE PR := [u [g] (5 ) ,v ~ g ] ( 5 ) , w [ g ] ( 5) , t h e t a [ x ) (5) , t h e t a [ y ) ( 5 ) , t h e t a [ z ] (s) ,PS1. (

5) ] :

EPR : =vector(B) :

EPR[l ] = D5 *u [g ] (5) + Kl[3]*v[ g] (5) - Kl(2) *w[g] (5) :

: = Ds *v [g] (5) - Kl [3]*u[g] (5) + Kl[l]*w[g] (5) + t h e t a [ z ) (5)

:=D5*w [g) (s ) + Kl[2)*u[g] (s) - Kl[l]*v[g] (5) - theta[y) (5)

:= - K l[3] * the ta [ x ) (5) + Kl[l]*theta[z) (s) + D5*the ta[y] (5)

: = K l [2 ] *theta [x) (5) - K l(l)*theta(y] (5) + Ds*theta[z] (s) :

EPR(6) : = D5*ps i( s) :

E PR [ 7 ] : = K l [ 3 ] * t h e t a ( y ] ( s) - Kl[ 2]*theta[z ) (s) + D5* t h eta[x ) (s)

EPR[ B] : = K l [ J ] * t h e t a [ y ] (5) - Kl[ 2] *theta(z) (5) + Ds*the t a [x] (s)

Ds*pzi (5) :

L L : = matr ix(B , 7,O)

for i from 1 t o B do

for j from 1 to 7 do

L L[ l ,] ) :=coeff(EPR[ iJ , DE PR [ j ) )

end do :

end do ;

LL: =evalm(LL)

Bba r = <fbx, fby , f bz, mb x , mby , mb z , mbw> :

EQU : =evalm(tran5po5e(LL)&*EFR+Bbar)

f or i from 1 t o 7 d o

equ ( i ) : = EQ U [ i )

end do :



# Substitition de Os par l'operateur differentiel dans les equations:

e qua 1 : =E * A *di f f (di f f (u [ g] (s) ,s) , s ) + fbx :
e q l : = co l l e c t ( e x p a n d ( e qua l ) , d e p ) :

equa2 :=E*A*diff((diff(v[g] (s) , s ) + Kx * w [ g ] (s)+theta[z] (s)) ,s)

Kx*G*A* (diff (w Cg] (s) ,s) -Kx*v [g] (s) -theta [y] (s) ) +fby:

equa3:=Kx*E*A*(diff(v[g ] (s) ,s)+Kx*w[g] (s)+theta[z] (s))+G*A*diff((diff(w

[g] (s) , s ) -Kx*v[g] (s) -theta[y] (s)) , s ) + f b z :

equa4:=diff((G*J*diff(theta[x] (5) ,s)+G*( I[p]- J)*(diff(theta[x] (s) ,s)

diff (pzi (s) ,s) ) ) , s) +diff ( (G* (1 [p]-

J)*diff(theta[x] (s) , s ) + G* J * (d i f f ( t h e t a [ x ] (s) ,s) -diff(pzi(s) ,s))) , s )

eq4 :=collect(expand(equa4) , d e p ) :

equaS:= -G*A*(diff(w[g] ( s) , s ) - Kx * v [ g ] (s)-

theta[y] (s))+E*I[y]*diff((Kx*theta[z] (s)+diff(theta[y] (s) ,s)) ,s)

Kx*E*I [z] * (-Kx*theta[y] (s) +diff (theta[z] (s) , s ) ) +mby :

eqS :=collect(expand(equaS) , d ep )

equa6 : =E*A* (diff (v [g] (s) , s ) +Kx*w [g] (s) +theta [z] (s) ) +Kx*E* I [y ] * (Kx.-* theta

[z] (s)+diff(theta[y] (s) , s ) ) + E * I [ z ] * d i f f ( -

Kx*theta[y] (s)+diff(theta [z] (s) , s ) ) , s ) +mb z :

equa7:=E*I[w]*diff(diff(pzi(s) , s ) , s ) +mbw :

eql :=collect(expand(equal) , d e p )

eq2 :=collect(expand(equa2) , d e p )

eq3 : =collect(expand(equa3) ,dep)

eq4:=collect(expand(equa4) ,dep)

eqS :=collect(expand(equaS) , d e p )

eq6 :=collect(expand(equa6) , d e p )

eq7:=collect(expand(equa7) ,dep)

syst :=(eql = O ,eq2=O ,eq3=O ,eq4=O ,eqS=O ,eq6=O ,eq7=O} :

i nc : =(u[g] (s) , v [g] (s) , w [g] (s) , t h e t a [ x ] (s) , t h e t a [ y ] (s) , t h e t a[ z ] (s) , p z i ( s

) } :

s ol :=dsolve(systlnc) :

te rm : = [s , s " 2 r s " 3 , s " 4] :
for i from 1 to 7 do

print (simpli fy (collect (fac t or (sol [i]) , t e r m) ) )

end do

tetaz:=s- >(2* G*I[y]*I[z]*E*A*Kx "3*_C7*coS(KX*S ) *s+G*I[z ]*A*mbz*Kx

G*I[ z] * f bz *A-G * I [ y ]* A* mb z * Kx +G * I [ y ] *fb z * A 

G* I [ y ] * I [z ] * E * A *K x"2* _C 7 * s i n ( Kx *s ) - 3 * G * I [y ]* I[z ] *E * A*K x *_C S*s l n ( Kx *s)

3*G*I[ y] *I[z]*E*A*Kx*_ C8*cos(Kx * s)-



3*G*I[y]~2*E*A*Kx~3*_C8*cos(Kx*s)*s ~2

3*G*I[y)~2*E*A*Kx~2*_C8*sin(Kx*s)*s

6*I[y) ~2*I[z)*E~2*Kx~3*_C5*sin(Kx*s)

2*G*I[y) ~2*E*A*Kx ~3*_C4*sin(Kx*s)*s

3*G*I[y] ~2*E*A*Kx~3*_C5*sin(Kx*s)*s~2-G*I[y] ~2*E*A*KX ~2* C7*sin(Kx*s)
G* I [ y ]~2 * E * A * Kx~ 3 *_C 6 * co s ( Kx * s ) + 3 * G * I [ y ]~2 * E * A * Kx~ 2 * _C 5 * c o s ( Kx * s ) * s 

2*G*Ily]~2*E*A*Kx~3*_C7*cos(Kx*s)*s-3*G*I[y)~2*E*A*Kx*_C5*sin(Kx*s)

3*G*I[y]~2*E*A*Kx*_C8*cos(Kx*s)+G*I[y)*I[z)*E*A*Kx~3*_C3*sin(Kx*s)+G*I[

y]*I[z]*E*A*Kx~2*_C4*cos(Kx*s)+G*I[y)*I[z)*E*A*Kx~3*_C6*cos(Kx*s)+3*G*I

[y)*I[z)*E*A*Kx~3*_C8*cos(Kx*s)*s~2

3*G*I[y]*I[z]*E*A*Kx~2*_C8*sin(Kx*s)*s+6*G*I[y]~2*I[z)*E*Kx~3* C5*sin(K
x*s)+6*G*I[y)~2*I[z)*E*Kx~3*_C8*cos(Kx*s)

G*I[y]~2*E*A*Kx~3*_C3*sin(Kx*s)+G*I(y)~2*E*A*Kx~2*_C4*cos(Kx*s)

6 * I [ y ]~ 2 * I [ z ) * E ~ 2 * Kx ~ 3 *_C 8 * co s ( Kx * s ) + 2 * G * I ( y ] * I [ z ) * E *A * Kx ~ 3 *_C 4 * s i n ( Kx *

s )*s+3*G*I[y]*I[z]*E*A*Kx~3*_C5*sin(Kx*s)*s~2+3*G*I[y)*1[z]*E*A*Kx~2*_C

5*cos(Kx*s)*s)/(Kx~3*G*1(y]*E*A*(I(y]-I(z]»

vg :=s->(-fby*A*G
fby*E*Kx~2*1[z]+G*A*Kx*mby+_Cl*cos(Kx*s)*Kx~4*G*E*A*I[z]+C2*sin(Kx*s)*
Kx~4*G*E*A*1(z]+ C3*sin(Kx*s)*s*Kx~4*G*E*A*I[z]+ C4*sin(Kx*s)*s~2*Kx~4*

G*E*A*1[z] + C5*s~n(Kx*s) *s~3*Kx~4*G*E*A*I[z]+ C6~cos(Kx*s) *s*Kx~4*G*E*A
- -

*1[z]+ C7*cos(Kx*s)*s~2*Kx~4*G*E*A*1[z]+_C8*cos(Kx*s)*s~3*Kx~4*G*E*A*I[

z ] ) / (Kx~4*G*E*A*I [z]) :

ug _=s -> -1/2*(fbx*s~2-2* C13*s*E*A-2* C14*E*A)/(E*A) :

t e t a y : =s- > ( - G* I [ z ] *A* f b y +G* I [ y ] *A*f b y +G* I [ z ] *A*mby * Kx - G* I [ y ] *A*mby * Kx 
2rG*I[z] ~ 2*Kx~3*A*E*_C7*sin(Kx*s)*s+G*I[z] ~2*Kx ~2*A*E*_C7*cos(Kx*s)+G*I

l y ] * 1 [ z ] * A * E * Kx ~ 2 * _C 7 * co s ( Kx * s ) + 2 * G * I ( z ] ~ 2 * Kx ~ 3 * A * E *_C 4 * cos ( Kx * s ) * s +G * I

[ z ] ~ 2 * Kx ~ 2 * A * E *_C 4 * s in ( Kx * s ) +G * I [ y ] * I ( z ] * A * E * Kx ~ 3 *_C 6 * s l n ( Kx * s ) 

G*I[y]*I[z]*A*E*Kx~3*_C3*cos(Kx*s)+3*G*1[y]*I(z]*A*E*Kx~3*_C8*sin(Kx*s)

* s ~ 2+G*I(y ]*1[z]*A*E*Kx~2*_C4*sin(Kx*s)+3*G*1[z] ~2*KX~2*A*E* C5 * s i n (Kx *
s)*s+6*G*I[y)*1[z]~2*E*Kx ~3*_C5*cos(Kx*s) -

G*1(z] ~ 2*Kx ~3*A*E*_C6*sln(Kx*s)+3*G*1(y)*1(z)*A*E*Kx ~2* C5*sln(Kx*s)*s+
2 * G * I ( y ] * 1 ( z ] * A* E * Kx~ 3 *_C 7 * s ln ( Kx * s ) * s 

3*G*1(y)*I[z]*A*E*Kx~3*_C5*cos(Kx*s)*s~2+6*I(yJ*1[z]~2*E~2*Kx~3*_C8*sin

(Kx*s)
2 *G * I [ y ] * I [ z ] * A * E * Kx~ 3 *_C 4 *co s ( Kx * s ) * s +G * I ( z ]~ 2 * Kx~ 3 * A * E *_C3 * co s ( Kx * s ) 

l *G * 1[ z l ~ 2 *Kx~ 3 *A * E * C 8*sin(Kx*s)*s~2+3*G*I[z] ~2*Kx~2*A*E*__C8 *c o s (Kx *s i
*s -

6 * G * I [ Y J * I [ z] -' 2 * E * Kx ~ 3 *_C 8 * s l n ( Kx * s ) + 3 * G * 1 [ z ] ~ 2 * K x ~ 3 * A * E *_C 5 * co s ( Kx * s ) *

s ~ 2+3*G*1[y]*1[z]*A*E*Kx~2*_C8*cos(KX*s)*s-

6 *1 [y) *1 [z) ~ 2 * E ~ 2 * KxA 3 * C5*cos (Kx*s) / (G*1 [z] *E*A*Kx A3* (1 (y] -1 (z]»

wg =s - >(G*I[y]*1[z]*fbz*Kx~2-G*1[y)~2*fbz*Kx~2 

G * I[ y J * I r z ] * E *A * Kx A 4 * _C 7 * s i n ( Kx * S ) * s ~ 2 + 1 ( y ]~ 2 * G * E *A * Kx ~ 4 *_C 8 * s i n ( Kx * s ) *

s ~3+G*I[y]*1(zJ*E*A*Kx~4*_C5*cos(Kx*s)*s~3

G * 1( yj *I [z ] * E *A * Kx A 4 *_C l * s i n ( K x * s ) +G * I [ y ] * 1 ( z ] * E * A * Kx ~ 4 * C3*cos(Kx*s)*s
+G*I[y]*1[z]*E*A*Kx~4*_C2*cos(Kx*s)

G *1 [ y ] * 1[ z ] * E *A * Kx ~ 4 *_C 8 * s l n ( K x * s ) * s~ 3

G ' I [ y ] * I [ z ] * E * A * K x ~ 4 * C6*sin(Kx*s)*s+1[y)~2*G*E*A*Kx~4* C7*sln(Kx*s)*s~
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2+G*I[y]*I[z]*E*A*KxA4*_C4*cos(Kx*s)*SA2+I[y]A2*G*E*A*KxA4*_Cl*sin(Kx*s

)-I[y]A2*G*E*A*KxA4*_C2*cos(Kx*s) -I[y]A2*G*E*A*KxA4*_C3*cos(Kx*s)*s
I[y]A2*G*E*A*KXA4*_C4*cos(Kx*s)*SA2

I[y] A2*G*E*A*KxA4*_C5*cos(Kx*s)*sA3+I[y] A2*G*E*A*KxA4*_C6*sin(Kx*s)*s-
G*I[z]*A*mbz*Kx+G*I[z]*fbz*A+G*I[y]*A*mbz*Kx

G*I[y]*fbz*A+G* I[y] *I[z]*E*A*Kx A2*_C7*sin(Kx*s) +3*G*I[y]*I[z]*E*A*Kx*_C
5 *s i n (Kx *s ) +3 *G* I [y ] * I [ z ] * E*A*Kx *_ C8 *c o s ( Kx * s ) + 3 *G* I [y ]A 2 *E*A*Kx A2 *_ C8 *
s in(Kx* s)*s+6*I (y] A 2*I(z]*E

A2*Kx A3*_C5*sin(Kx*s)+G*I[y]
A2*E*A*Kx A2*~C7*

sin(Kx*s)
3*G*I(y] A2*E*A*Kx A2*_C5*cos(Kx*s)*s+3*G*I[y] A2*E*A*Kx*_C5*sin(Kx*s)+3*G

*I[y] A2*E*A*Kx*_C8*cos(Kx*s)
G*I[y]*I(Z]*E*A*KX A2*_C4*cos(KX*s)+3*G*I[y]*I[z]*E*A*Kx A2*_C8*sin(Kx*s)

*s+6*G*I[y] A2*I[z]*E*Kx A3*_C5*sin(Kx*s)+6*G*I[y]A2*I[z] *E*Kx A3*_C8*cos (
Kx*s)

G*I[y] A2*E*A*Kx A2*_C4*cos(Kx*s)+6*I[y] A2*I[z]*E A2*Kx A3*_C8* cos(Kx*s)
3 *G* I [y ] *I [z ] *E *A*Kx A2 * C5*cos(Kx*s)*s)/(KxA4*G*I[y]*E*A*(I[y] -I[z])

tetax:=s->1/4*( -s A2*mbw+4*_C9*s*E*I[w]+4*_CIO*E*I[wJ)/(E*I[w]) :

ppi:=s->1/2*( -s A2*mbw+2*_Cll*s*E*I[w]+2*_CI2*E*I[w])/(E*I[w])

ul:=simplify(expand(ug(O)) )
vl :=simplify(expand(vg(O»))
wl :=simplify(expand(wg(O)))

LheLa(xl] : =s i mp l i f y (e xp a n d ( t e t a x ( O) )
t h e La (y l ] : =s i mp l i f y (e xp a n d ( t e t a y (O» ) )
Lheta(zl] :=simplify(expand(tetaz(O»)

ps i[l] : =s i mp l i f y (e xp a n d (p p i (O» )
u2:=simplify(expand(ug(L»))
v2 : = s i mp l i f y (e xp a nd (v g (L» ) ;
w2 :=simplify(expand(wg(L») ;

theta[x2] : =s i mp l i f y (e xp a n d ( t e t a x (L» )
theta[y2] :=simplify(expand(tetay(L»)
theta (z2] :=simplify(expand(tetaz(L»)

p si [ 2] : =simplify (expand (ppi (L») ;

# Homogeneisation solutions deplacements nodaux:

h omo:={ CI=O , C2=O , C3=O, _ C4=O, _ C5 = O, _ C6= O, _ C7=O,_C8 =O, C9=O, CIO =O , Cl
1=O ,_CI2=O ,_CI3=O ,_CI4=Oj

uOI :=subs(homo ,ul)
vOl :=subs(homo,vl) :
wOI:=subs(homo,wl) :

tetaOxl: =subs(homo,theta[xl])
LetaOyl :=subs(homo,theta[yl])
t etaOzl :=subs(homo,theta[zl])

psiOl:=subs(homo,psi[I])
u02:=subs(homo ,u2)
v02 :=subs(homo ,v2) :
w02 ; =subs (homo , w2) ;

LetaOx2 :=subs(homo ,theta[x2])
LetaOy2 :=subs(homo,theta[y2])
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tetaOz 2 :=subs(homo,theta[z2])
psi0 2 : =subs (homo, psi [2] ) :

h om[l] : = {_C 1 =1,_C2 =0 ,_C 3= O,_C 4= 0 , _ CS= O , _ C6= O, _ C7 =O, _C 8= 0 ,_C 9= 0 , C10 = O,
C1 1 =0 , _C 12= 0 ,_C1 3 = O, _C 1 4= 0 ) :

h om[2] : = {_ C1 =0 , _ C2 = 1 , _ C3= 0 , _ C4= 0 , _ CS= O , _ C6=0 , _ C7= 0 , _ C8= 0 , _ C9= O , _ C1 0= O ,
C11=O,_C12=0 , _C13=O,_C14=0) :

hom[3] :=(_C1=O , C2=0 ,_C3=l,_C4=O,_CS=O ,_C6=0 ,_C7=0 ,_C8=O ,_C9=0 ,_C10=O,
C11=O,_C12=O ,_C13=0,_C14=0) :

hom[4] : = (_ C1 = O, _ C2= O, _ C3 = 0 , _ C4= 1 , _ CS= O , _ C6= O, _ C7= O , _ C8 = O , _ C9= O , _ C10= O ,
C11=O,_C1 2=O ,_C13=O,_C14=0} :

h om eS ] : = (_ C1= O, C2=0 , _C 3=O ,_C4=O , _C S=1 ,_C6=0 ,_C7=O,_C8=O , C9= 0 , _C 10=0,
C1 1=O , _ C1 2 = 0 ,_C1 3= 0, _C 1 4=0 ) :

hom [ 6 ] : = (_ C1 = O, _ C2 = 0 , _ C3 = 0 , _ C4= 0 ,_ CS= 0 , _ C6= l , _ C7 =0 , C8=0 ,_C9=0 , C: O= O ,
C1 1= 0 , _ C12 = O,_C 13= 0, _ C1 4= 0 ) :

h om[7] : = ( C1 =O , C2=0,_C3=0 ,_C4=0 ,_CS=O ,_C6=0 ,_C7=1 ,_C8=0 ,_C9=O , _C10=0 ,
C11=O ,_C12=O , _C1 3=0 ,_C14=0 ) :

h om[8] : = ( C1 =O, C2 =0 , C3=0 , C4=O, CS=O , C6=0 , C7=0 , C8=1 , C9=O , C10=O ,
- Cll=O ,~C12=0~ _C 13;o , _C14~0) : - ~

hom(9] : = {_ C1=0, C2=0 , _ C3= 0 ,_C 4= 0 , _C S=0, _C 6= O, _ C7= O, C8 = O, C9=1 , C1 0= 0 ,
C11=O ,_C12=0 , _C 1 3=0 ,_C14=O j :

hom ( 1 0 ]={ C1=O . C2=O I_C3 =0, _C 4=O, CS= O , _ C6=O,_C7 = O . c 8 = C C9= O , C ~ O =l

_ C1 1= O, _ C12 = Û,_CI J= O I_ C1 4=O ) .
h om[ll] : =(_C1=O , C2=O, _ C3=O, _C 4= O, _ CS=O ,_C6= OI_C7=OI _ C8 =O C9= O, CI O=O ,

C11=1 , _ C12=O , _C 13=O ,_C14=O) :
h om(1 2] := (_C1=O, _ C2 = O,_C3=O ,_C4=O ,_CS=0 ,_C6=O,_C7= 0 , C8=0, C9= 0, _C 1 0 =O,

C1 1=O, _C 1 2 = 1 , _ C1 3 =O, _C 1 4= 0 ) :
h om(13] : = (_ C1= O, C2= O,_C3=O ,_C4=O ,_C S=0 ,_C6=O ,_C7=O ,_C8=O,_C9=O, C10=O ,

_C 1 1 =O,_C1 2 = O, _C 13= 1 , _ C1 4= 0 } :
hom(14] : = (_ C1= O, _ C2 = O, _ C3 =O, _ C4= 0 , _ CS= O , _ C6= O, _ C7 = O, C8= O , _C 9= 0 , _CI O=O ,

C1 1= O, C12=O , C1 3 = O, C1 4= 1 ):- - -
CM: =ma t r l x ( 1 4 , 1 4) :
for i fr om 1 to 14

d o
CM (l , .i ] : = f a c t o r (sub s (hom [i] ,u1-u0 1 ) )
CM[ 2 , l] : = f a c t o r ( s ub s (h o m [ l ] v 1 - v0 1 ))
CMl3 , lj : = f a c t o r ( s ub s (h o m ( l j , w1 - w0 1 ) ):

CM[ 4 , a ] =f a c t or (subs (h om [ l J . the t a [ x l : - te t a Ox 1 ) )
CM[ S ,l- ] : = f a c t o r ( s ub s (h o m [ l j , t h e t a [ y 1 ] - t e t a Oy 1 ) )
CM[6 , i ] . = f ac to r (s ubs (hom ll ] , theta [zl] -tetaOz1))

CM[ 7 , l ] : = fac to r (subs (hom( i ] , p s l [ l j - p s l 0 1 ) )

CM[B .l] : = f a c t o r ( s ub s (h o m [ i j . u 2 --u 0 2 ) ):
CM[ 9 ,l ] : =f ac t o r (s ub s (b orn j a ] , v 2 - v 0 2 ) ) :

CM[ 1 0 , i ] : = f a c t o r ( s ub s (h o m [ i ] , w2- w02 ) ):
CM[ l l ,l j=fa ctor( subs (hom[l] ,th e ta [ x 2 ]- t e t a Ox 2) )
CM[ 12 . l J : = f a c t o r ( s ub s (ho m [ l. ] , t h eta [ y 2j -tetaOy2 ) )
CM(13 lj = f a c tor (subs (hom[l ] , t h e t a [ z 2]- t e t a Oz 2 ) )

CM( 1 4 , i] = f ac t or(s ubs( ho m( l ] , p s l [ 2 ] - p s i 0 2 ) ).



end do:

CM :=evalm{CM)

# Inversion de MC :

MC:=evalm{CMA{ -l»

# Construction de la matrice [8] :

> Qxx : =s - >E*A*diff (ug (s) ,s) ;

Qyy :=s->E*A*diff{vg{s) , s ) + E*A*Kx*wg{s) + E*A*tetaz{s) :
Qzz :=s->G*A*diff{vg{s) ,s)- G*A*Kx*vg{s) - G*A*tetay(s) :

Myy :=s- >E*I[y]*Kx*tetaz{s) + E*I[y]*diff{tetay{s) , s ) :
Mzz:==s- >-E*I[z]*Kx*tetay{s) + E*I[z]*diff{tetaz{s) , s ):

Mww:=s->E*I[w]*diff{ppi{s) ,s) :
Mxx:=s- >2*G*I[p]*diff{tetax{s) ,s) - G*I[p]*diff{ppi{s) , s )

Efforts nodaux:

Qxl :=simplify{expand{Qxx{O»)
Qyl :==simplify{expand{Qyy{O») ;
Qzl :==simplify{expand{Qzz{O») ;
Mxl:==simplify{expand{Mxx{O») ;
Myl:=simplify{expand{Myy{O») ;
Mzl:==simplify{expand{Mzz{O») ;
Mwl :==simplify{expand{Mww{O»)
Qx2:==simplify{expand{Qxx{L»)
Qy2:==simplify{expand{Qyy{L»)
Qz2 :==simplify{expand{Qzz{L»)
Mx2:=simpl ify{expand{Mxx{L» )
My2 :=simplify{expand{Myy{L»)
Mz2 :==simplify{expand{Mzz{L»)
Mw2 :=s implify{expand{Mww{L» )

Efforts nodaux homogènes :

QxOl :=subs{homo,Qxl)
QyOl :==subs{homo,Qyl)
QzO l :=subs{homo,Qzl)
MxOl :=subs{homo,Mxl)
MyOl:=subs{homo ,Myl)
MzOl:=subs(homo ,Mzl )
MwOl :==subs{homo,Mwl )
Qx02:=subs{homo/Qx2)
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Qy02:=subs(homo,Qy2) :.
Qz02:=subs(homo,Qz2) :
Mx02 :=subs(homo,Mx2) :
My02:=subs(homo,My2) :
Mz02 :=subs(homo,Mz2)
Mw02 :=subs(homo ,Mw2) :

# Construction matrice B :

BM:=matr~x(14 ,14)

for i fr om 1 to 1 4
do

BM [l ,i ) : =f a c t o r ( s u b s (h o m ( i ) , Qx l - Qx Ol ) )
BM[ 2 , i] : =f a c t o r (subs (hom (i] , Qy l - Qy Ol ) )
BM [ 3 ,i] :=factor(subs(hom[i] ,Qzl-QzOl»)
BM[4 ,i] : =f a c t o r (s ubs (h o m[i ] , Mxl - MxOl ) )
BM[5,1] :=factor(subs(hom[i] , My l - My Ol ) )
BM [ 6 , i ) : =factor (subs (hom [i] , Mz l - Mz Ol) )
BM[7 ,i] : =f a c t o r ( s ubs (h o m ( i ] , Mwl - MwOl ) )

BM[ S , l ] =f a c t o r ( s ub s (h o m ( i ) , Qx 2 - Qx 0 2 ) )
BM[9 , i] : = f a c t o r ( s u b s (h o m ( i ) , Qy 2 - Qy 0 2 ) )

BM [ l 0 , i] : =f a c to r ( s ubs (hom ( i] , Qz 2 - Qz 0 2) )
BM[ll ,i] :=factor(subs(hom [i) ,Mx2-Mx02)
BM[1 2,i) : =f a c t o r (s ubs (hom[ i) , My 2 - My 0 2 )
BM[13 ,i] :=factor(subs(hom[i] , Mz 2 - Mz 0 2 » )
BM( 1 4 , i] . =f a c t o r (subs (h om[i) , Mw2 - Mw0 2 ) )

end do '

# Inversion de BM :

ME : =evalm (BM) ,.

# Matrice de Rigidité [ K 1 :

> KK : =evalm (BM&*MC )

Il


