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de ~
l

II.l.2.

Remarquons, d',lutre part, que si l'on donne une valeur initiale

ct la condition (LI.) , la combinaison des éq ua tio n s II, 1. 1. ~t

dans lesquelles on fait 1 = l permet de dé t c r rn in o r erg 2 ct e z .

des équations

1=2,n_l

e. ( i = 3 n ).
l

Par récurrence on d é t e r rn i u e ensuite, au m oyc.n

IL 1.1, et II, l,2. dans lesquelles on fait successivement

Il
toutes les tensions réduites c-~. ( i = 3 ••• n) et les angles

l

Puis les équations 11,1.3. et n.l.4. permettent de calculer

la tension réduite % et l'angle f ..

sont liés par une relation de 1<. forme

( cr: )

On pourra donc exprimer r:7 et

~=<t:'(01)

et on déduira que ~ et f

~=%
l

If en fonction d e ~
1

r('b
l

)

Mais les équations ILJ. 5. ~ n.l. 7. imposent 3 relations

entrlF les quatre inconnues ~,'f, e , d .. On déduit par é Li ro i ne.ti o n dé e

et d qu'il existe aussi une' r eLat i o n entre b et f de la fu:me :

~=% if)
2

-La résolution de l'équation %1 (. If) = 'R,2 ( f) donne le

résultat.

r
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2.2. - F'o r rn ulat i on d c s équations deI> pct:t~ mouvementE; au voidnage de
rs, la position (l,',:rcïuilibre

Le présent para,graphe, est dé c orrrpo s é en 51X sous
paragraphes:

On rn ont r e d'abr>rd qu'il c x i s t c un s y s t è rn c d c pa r arn ët r c s adapté au
problème j

- On étudie e n sc i t e les forces exté r i eu r e s appliquées à la chaine
pui s il la b oué e ;

On écrit les f(iU2,tionc des petits mouvements

- On c xa rn m e l'ini1uencc, d'une variation harrnonique de faible amplitude
du niveau de la rn e r ;

- On calcule l c s expressions des suppléments de tension pendant
le m ouv e rn ent ,

2.2.1.- Choix des paramètres

On va d'abord former les expressions linéarisées des
accroissements

On a

t. =
/~

~ - X o.. ·
.r~ '-Xo
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* .&. t:.
x = 2: . .e Cos o j = "= .e co ri e. + .2: P. sin e. E..l,(t <-

-J =1 j = 1 .10
j =1 JO J

.f,
.e .f,

Qsin
J.'l

y~ = 2.. sin f)j = Z e. + ::E Ecos e. ê.
J =1 j =1

JO
j =1 JO J

d'où :

~~
f~

Qsin
.-- e. é .= - 2-

j = 1 JO J

~
.e cos?~ = 2 e. é.

j = 1 JO J

(H2.11)

(II2.12)

La résolution de ces équations où é -li est inconnu dcnne

( n 2.1 2 bis) ê - n 1 ( ? n )_'.c - c c 0 s eft0 ~ - ·f./:! - 1 -

-2. sinle~o . (S~'- ~~-1 )

On en déduit les relations:

(1I.2. 1.3.) .!'z E {1. 2 '" • n}

(tg 9 (j + 1) 0 - tg ejo

étant fixe on a = 0 , - Pé..r suite

(1I2.13).premières équatJ:ons

.& - 1
+ L

j = 1

Le point A
o

en fa{sant la .sornm e des ~

Modifiant légèrement les notations du paragraphe 2.1.1.

posons à présent:

fj,.
1

j E [1 ( n - 1 1= tg e tg e . avec • ...J (j + 1) 0
1-

JO
(1I2.1.4)

\ Il
1 A 1= -
an n -+ 1

=tg ta eG
n

0

0
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No u s écrirons al o r s

et

{

X-k =

(11. 2• 1.5)

X
n + 1

J.'z ""ïJ jL
j = 1 L\j

=

(11.2.1.6)

(11.2.1.7),

(II. 2. 1. 8)

(X o' - x , )
"- tl - 1

( tg e X
(fl+1) -C.-l

o

(A +.1 )
((.1 Ci + 11 XI!. l

~ J
i
i
1,,

Si nous posons encore

l',
(11.2.1.9) cS n + 1 =

A tJ.
:E.cos~o n+l

X
n + 1

et si nous considérons les veeteurs à (n + 1 dirn e n s i o n s ê et){

de composantes respectives E, i et Xi avec i t {1 , •••. ' n + 1}

Nous pouvons écrire:

(11.2.1.10) 1 é 0 t (COS)-' 6. t Xl
Expression dans laquelle â désigne la matrice d'ordre (n + 1 ) suivante

o

(0)

(0)



" '.

- 21 -

<.1élligne la rn at r i c c <.1'o1"<.1re (Il + 1 )

Co! 9~•<,
<,

<,

" ,
wG",,.

-,
<,

-,
<,

<:0>9......
W yI)

A ilst unc matrice t r i angul a i rc supérieure: h trois b a n d e s ,

(COS) est urie matrice diagonale.

Il Les nouveaux pa r a rnèt r e s définis par l e ve ct e u r X sont les para-
m è t ti'es les mieux adaptés à notre problème.

Propriété s de la matrice .6.
Lcs nrop r ié té s s ui vantn s s e i-v i r on t na 1- la suite

+ 1:1
t-t1
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.1

(3) Introduisons le "v e c t c u r"

o

, on a

En e If ct :

IJ..
l

-n.
lO

-t>'
n..

__L:....+-.:......;,~6_

Cos SC' )
~t 1 0--n (1.+-2)
o

( !J.. -1- c. 1)
L Li-

="

2.2.2. - Chaîne - Linéarisation des forces de tratnée :

La vitesse intcrvenant dans l'expression de la force de- traînée
est la vitesse relative du courant pal' rapport à un élément ùc chaîne.

--+
Soit v. la vitesse moyenne du .m a i l l on A. A. La

l l - l l

force de traînée moyenne sur ce maillon est

e-. -po -""7)2 --D. = k V V. l F
l l

- ,
1

dA A. dA A. ! i- 0 l 0 l - 1) ( zV. :: + =,
l 2. dt dt

j =1

d'où

-1t..
Jo

1
+ 2.

1

E.
1

--,
" 1

.P" 1-

e.r
l -

-dt.
---l. +
.v dt

i - 1

L:
j = 1

d2"
di-)



-L'exprcssion Lirié a r i s é c de F (C) c ut donc

-- --.-. -
F (0) =- F (80 ) + E F' (G,,) avec

---..It- --;... --I-

F'([j) :: (F' (El) - 9 (e) t -/- ( r (B) -(- g' (e) ) Il

L'expression linéarisée cle D. est de s on côté
"-

- -- --..
D. '" ~ V 2 i F (8. ) + ~ V2 t F' (e. )E...

" 1.0 1..0 ~

.i -1

+ -& Vt· 7(e. )(.:2: 2 sin e. Et. + sin e. E',)
vo j=1 Jo J 1.0. t.

Nous utiliserons lcs notations matricielles suivantes

-1'

F(OA) ne" ) 1...
0

"
, . , ~.,

lo) ", (0)-!P'
,

( 0) ~
,, ,

F=
,

F~
,

(kh~: (0)'", .,
(0)

,
. (0)

, , ",:', ,, ..... ,
F(G", ) F'(e.... ) ~e·..e•..

. .:"6"0 0

-. ')""
';'" ~

• : f .', . -I i.••

:. ';1

• 1. ":"; 'c;;' ; _.; t', ,.... 1 ~" ~! '. rj '; •

. Nous avons alors : .

l'
li

Il
\
1
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2.2.3. - Bo ué c - Linéarisa~inJ1 def' forces extérieures et calcul----
d(~;; r.lonlcnts -

1) Mo uv c m c n t de la bouée -

A partir de la po s it i on d'équilibre, le dé pl a c crn c nt de tout point de
la bouée est dé te r m i né lorsque l'on c o nnait

- le déplacement du point A
11 -- la rotation d'angle {Ij autour du point A .(notée W ).

n

L'expression Iiné a r i s é e du déplacement
quelconque est:

-MM' d'un point M

MM'
..., --
I.~

= c.. i +"/n
-n .i +

.Jn
- --WAA M

n

En particulier, l'expression linéarisée du déplacement du point 1
projection de A sur l'axe de lé·. bouée est:

n
....-,

II'
t:

n

"-"
= '? i +

-r; n +UJ d) j

2) Force de poussée -

. A l'équilibre, la résultante des pressions exercées par l'eau de
mer sur la bouée est une {oree

appliquée au centre de carène.

Pour déterminer l'(;xpression Liné a ri s é e du.moment de la force
"'de poussée appliquée à la ·bo·uée da n-s une po s itâon voisine de la position
d'équilibre, nous é tu d i e r o n s successivement la variation du volume de
carène et le déplacement du centre de carène. La variation du volume de
carène donne l'expression linéarisée de la pouss é e dans le déplacement du
centre de ca r è ne , .

On en déduit l'expreudon linéarisée du moment de la poussée.

Variation du volume de carène -

Soit D. V la va r i a t i o n du volume de carène.
o

On a alors la proposition suivante
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Dan~ une r otu ti o n W autour du point l,
e st 0

L'vxpa-c s s ion l iué a ri s é c de ~ V
o

r

Figurc 5

l?>

6'

Pour déterminer l'expression de b.v il revient au meme d'étudie;,
o

la bouée restant fixe, l'effet sur V d'une rotation - ()J du plan d'eau dont

l e tr~lbé su r le plan de la figure 5 est~ B~ Soit alors A' B' la t r a c e sur le

plan de figure du no uv e au plan de flottaison.

Ali B' une parallèle à AB.

Soit V' le volume de carène défini par. Ail B', l'expression linéarisée de
1 0

Av est:
o

b.V = V' +
o 0

s pw
2

V
o

L'expression linéarisée de V'
o

V est, d'autre part
o

ce qui démontre la proposition.

(*) B B' = mBtgu.) et mB = ~/2 -IPtg ~

linéarisée de

B B'

B B' est

= .!-W
2
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Il est clair, d'autre part

qu'une translation horizontale de la'bouée est Bans effet sur le
v o lum c de ca r ènc ,

qu'une translation verticale de la bouée de valeur 1) n + uJ d

d irn i nu c la poussée de s

En définitive, l'expression linéarisée de la poussée est

Déplacement du centre de carène -

Il s'agit de déterminer, par rapport au point A ,le rn orn erit d'une
n

force verticale (poussée), Il suffit donc de déterminer le déplacement hori
z ont al du centre de carène lors d'un déplacement de la bouée. Seule la
rotation de la bouée autour du point A modifie l'abscisse du centre de

n

Soit donc une rotation W autour du point A • La figure pré cé
n

dente permet de déterminer la distance du nouveau centre de carène par
rapport à l'axe de la bouée dans sa nouvelleposition.

, l '
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Le centre de g r a vit é du volume délimité par les plans du tracé

A'!B ' ct Ali B' est à la d i s t a n c c -P_ de l'axe de la bouée,
8

Le nouveau centrc de carène est donc à une distance de l'axe de
la Douée dont l'expression linéarisée est

x
c

j:s
8

T

cp/2 uJ ::
V

o

s lf> 2

16 V
o

w

L'expression l iné a r i s é e de li', nouvelle abscisse du centre de c a r ene dans le
Il, --

repère Ai, j est donc:

d - (..') - y
c

uJ

Moment de la poussé'~ par rapport à

L'ex,pression de ce m orn er.t est

A
n

)~t
A

n

Soit

V -s
o

+ 4> 2 s
16

.l e moment d'inertie géométrique de la flottaison à l'équilibre pa ru-a ppor t

à un lxe perpendiculaire au plan de l'équilibre situé dans le plan de flot
taiso~ et situé à la distance d de l'axe de la bouée,

, L'expression l irié a r i sé e du moment de la poussée est

){~ ]T
n

pg [ V 0 d - s d ') n - W ( VoY~' + 1S )]

3) Force de tratnée -

Onrie dispose pas de théorie satisfaisante permettant de donner
une expression de la t r a îné e s'exerçant sur un flotteur animé d'un' mouve
ment aonné partiellement .i rnrn c r gé dans 'un fluide incompressible,

\ On ne dispose pas davantage de ré su1tats d'expériencen suppléant
1~

à l'absence de la théorie.
1:

1
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'~ La formule habituelle d e s h yd r au l i c i cn s F ::: K S V i d'après
·Ïaquelle on détermine à l'équillbre 1.,. force de t r a'îué e du courant sur la c oqu c
de la bouée, n I c s t valable que da n s l'hypothèse d'une bouée immobile placée
dans un courant de vitesse unifo r m e à l'infini, ou encore dans celle d'une bouée
r c m o r qu é c à vitesse unifo rrne dans un fluide restant au repos à l'infini.

Il n'est donc pas po s s ib l e , a priori, de ·déterminer la force de traînée
qui s'exerce SlH la bouée dans un rn ou vc m c nt v o i s i n de la position d'équilibre
en admettant que l'expression a na l yt i q u c de la traînée est valable dans ces
'n ou vc lLc s circonstances.

'.,. Cette difficulté est aggravée par deux faits:

- d'une part au voisinage de la position d'équilibre, l'expression de la
force de traînée n'admet pas né c e s s a i r ern ent de développement en série de
Taylor,

- (l'autre part les tests d'applicatïon de la ~léthode conduisent
dans c e r ta i n s cas à des résultats en désaccord avec l'expérience.

Nous avons donc pris le parti d'établir l'expression linéarisée du
moment de la force de traînée dans des hypothèses extrêmement simplifiées,

Nous a vo n s d'abord supposé que la bouée reçoit les mêmes efforts
de traînée qu'une plaque plane dont le plan reste perpendiculaire au plan de
la figure qui contient l'axe de révolution de la bouée.

Puis nous avons étudié les conséquences des deux hypothèses su p
p l é m e nta i r e s suivantes (e xclu s ive s l'une de l'autre).

Hypothèse (a)

Au cours du mouvement l'expression de la force de traînée est

F ::, K -5 V'2

S est la surface du rna'ît r e vc oup l c dans la po ait i on voisine de la position
d'équilibre,

-;2 étant 12. valeur moyenne de la vitesse relative du courant par rapport aux
éléments de la plaque.

":-'

'~ypothès e (b) .

c. Au cours du mouvement l'expression de la ·force de traînée est la rn êm e

qu'à l'équilibre 2
F ::: K S V

On étudie ci-après les variations de S et de V.

Variations de s.-

~ -La translation l est sans effet sur S •
n

- -cP~nLa translation ? j fait varier S de
n
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On admet qlle la rotation West sans c Ife t ,

Var~ation dc V-

-?n j

La translation

i

La translation

E7n
--+

l fait varier la vitessc rn o y cnnc

est sans effet sur V.

V de

1 Étudions l'effct d e la rotation lJJ de vitesse a ngulai r z,

W' ~ ~~. Soit y l'ordonnéc par r a ppo r t à l'horizonté'.1e du point An

d'Ull/poillt quelconque Q de la plaque à laquelle la boué e est assimilée.

-La composante horizontale d e la vitesse de Q cst- uJ' y j ct

la composante horizontale de la vitesse relative du COUJ:a'1t par rapport
' \1. da ce p o i n t est one:

V t W' y

On admet que la force de traînée a pour e xp r c s s i on

:r :en' t W' 2K

Js
(V- ':7 y) ds

ct que le moment de la force de traînée par rapport au point An est

-KI
's

, : '

): 'y )2(V- 7 n tUl' y d s

L'e;>épression linéarisée de cette expression est

- K y . cl 5 - Z y K W' [

o

l cl 5 + Z K y S'~.{ y d s

Le premier terme est égal à

ydS =_Ky2[SY -epn y]
. D /n 0

o

Le ;OClrn
"

1:

est é gal à
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- 2 K W' J

en posant

2
Y d S

o

Lt c x.p re s s i on linéarisée du moment d e s forces de t r a îné c est

ainsi (hypothè~e (a))

(II.2. 3.1. ) - K S y2 - 2 1< y uJ 1 J + 2 K Y S y
D

o

..~

Dans l'hypothèse (b) , l'expressio 11 Li né a r i s é e du rn om c nt de la

force de t r a irié e par rapport au point d'attache est simplement:

-.

(II 2. 3. 2 ~ )

4) Poid~ -

Au cours du mouvement l'expression Liné a.r i s é e de l'abscisse
du centre de gravité dans le repère A x A y est:

. n n

Le moment du poids est donc

(II. 2 • 3. 3. ) f/L t

• An

-p = Mg (d-

'. &
5) Forces d'inerties d'entralnement·

Le torseur des forces d'inertie d'entratnement est équivalent
à une force unique:

F.
l

= - M

appliquée au centre de gravité de la bouée.

Le moment résultant en A de cc torseur est donc
n
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Jt i
A

n

-F. =
1

Md ( ~ Il tg e
7 n G n

cc qui d'après (II.2.1. G.) ct (11.2,1. 7.) s'écrit

1

[( X~ ]
J'A t -. li) F. = Md 4 XII - ( 1 + tg e tg (1G )A 1 n n-l nn

2.2.4. - Equations de la dynamique

On montre dans le pré sent sous paragraphe comment sont for
mées les n + 1 équations du s y s t è m e ,

Une première équation 'est obtenue en appliquant à la bouée seule
le tHéorème du moment cinétique (para graphe A).

On établit ensuite n équations supplémentaires indépendantes
(paragraphe B).

On donne ensuite l'expression matricielle des n + 1 équations
obtenues (paragraphe C). i

1

A) Application il la bouée seule du théorème du moment cinétique
par rapport au pointl A

1 n

L'équation du moment c~nétique par rapport au point An s'écrit

F.
1

.>, .

. f JSIn -5--
'Z. YOo

Po g s d [ ')n

p + Jt~
n

. ';.,'

'" '

1· W" F
1
,

,

1

On obtient, en utilisant les relations précédemment écrites

III [" I.·J .1 UJ - Md 'b. . X _(1 +tg eG tg e )X" :: -
. n j . n-l .1 n n

V (y C • - ~G) + 15 ]
+.UJ YG s d Y'

. G

+ Kv
2 8 v; 'Jo -'2 KSV!.Y

Do
[ t l s i n ej é; +

2
- K 5 V tg <f uJ YG

,.

1

l,

Il
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Pour la c ornm od i té del> calculs ultérieurs, on pose

X" +.1 .(l+tge tgB )X"
n-l n . n - G n

r...
2

My
G

l

~n+l
X" ]n-ll

~YG---]- ar
4

n+l
(II.2.4,2.)."

"

tg ~O

L\n+l

YF- --'
YG W'c]
é 1 J c ]e. . + sin c..O -S- C~

)) 1 2 n+l
YI::

o

= K PV2
cosr[Yo ~

YG 11 n +l

- 2 K S V.e Sin~l)[~ sin
J )=1

o

=

Hypothè se (a)

(Il.2.4.4.) r
6

n+l
Hypothè s c (b)

(Il.2. 4 , 3 , ) r
S

n+l

el r =r +r +r
n+l 4ntl 5n+l 6n+l

B) Fotmation des n équations supplémentaires indépencl;.ntes.

Considérons les systèmes S.
1

constitués par

- la boué e,

c o rnp r i s
la- partie de la -chaîne situé eau-des sus du ipo int de coupure

entre A. 1 et A.
1- 1

Nous allons écrire la loi fondamentale de la dynamique en.-.écrivant que la projection sur les vecteurs'ni ,'- .:

du torseur des forces extérieures, et des forces d'inertie de
chaque système S. est nul, On o ot i ermr a va.ins i n équations,

1

Pour chaque système S. on calcule successivement:
1

r a t i on

--- Les projections sur les vecteurs n. des quantités d'accélé-
..--

kE{i,

1

l}m l"k des points A
k ' , , , n -
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- Les proje~.!;i,ons s~r les vecteurs n ,

ration dl; la bouée MY G ' l
de 1" quantité d'accélé-

-- Les projections s u r les vecteurs n dès forces extérieures,
l

~. --+.

Projections sur les 11 d cs rn y _
---', i --- k

Définition du vecteur P
--'-

La projection d c s

k ~

= €L f.,.' ' n.
j =1

J J

-?

Ill.Yk avec k E {I , , . , • n - 1] SU):

n , a donc pour expression
l

--..
Nous avons :)r

k

E-" .
J

~n , n ,
l J

k

L
j = 1

n - 1
= mE:;[

k = i
p.

l

santes

Posons

p. avec
l

= 0 et appelons P le vecteur de campo-

n + l}

Nous avons :

p. = m ecos e.
1 ' l

n - 1

L
k = i

k

l
j = 1

cos e. (1 + tge. tg e.) E".
J J l J

On peut écrire

sontdes matrices carrées (n + 1

P = m E (C.OS) T
Il

( c.aS) E
n - 1

avec T =~
k = 1

n + 1 ) d'éléments

où les T
k

T k
(i. j) = 1 + tg e. tg' e.

l J
pour i et j ~ k

'Effectuons le changement de variables (lI.l.I.IO), on il.

que nous écrivons

1

p 1= m (C05) L1- 1 ~ T [j,t X" = rn (COS) &-1 H x"
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Les propriétés de la m"atrice Ô~ dé m o nt ré e s au (IL2.l.) permet
tent de calculer les termes ùe r-~. "

i E {l .. ,. , n - 2)pour

~2
i + 1

2
cos e. 21+

+

2
f..,

1

2
cos e.

1

0(, = ----
1

Posons

2
6 n - l

cos
2 e 1

n-

O r =---::,---".. 11-1

~i
2

~
i + 1

( 1 + tg e. 1 tg
1 + e 2)1+

on a

(0)

(0) o o

o 0

('1 Ci

o 0

o 0 0 (J

--- --.
Projection sur les ni _d_e_l\_1_)...f G -

Définition du vecteui Q

Nous avons

- n

r;, =€L: - e: . 1 -+
n. + sin 9 G

n
G

(<.u"y )
.fi G " 1 J J G

J =. .

Soit q.
1

la projection de M
~ --
V sur les n ,
fJ G :1

• .. l' : : :".~

avec iE{l ..... n]
on a ..: .

= M.e cos e. fi
1 , 1

J =
cos e . (1 + tg

J
e, tg

J

"e,) 6 '
1 J
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O.

. t ",Il

1:.< \ •. ~ !~

Soit () le vc ct eu r de c ornpo sam o , q. avec g =
1 1 n+l

s'écrit:QI

dl "
bordée par une colonne

S
1 est u n o matricc ( n + 1 ,n + 1 ) constitu'::c pal' la matrice Tn

1 + tg ei tg eG ct dont la n + l è m c ligne est nulle.

Considérons maiutenant la quantité
q définie au (1l.2.4.1,)'

n+l

(1l.2.4.l.) q 1 = M cos
n+ l.fJ [D. X" +b. (l t tu e tg

l l n n-l n b G

t l X" JMy; ~n + ntl

e )
n

X"
n

En introduisant le vecteur Oz à n + 1 dimensions dont le-s

n premières composantes sont nulles et dont la dernière composante est

qn+l on a :

QOn pose

o

Qz = 0 = M(COS) ti-Iii
q1It1 '

Q= M (COS )/!1-1 diS At i(' = M (COS) .6- 1 l){"

oh S 10" rn a i nt ODaD' DO' rn a t rlr·. s yrrié t r iq u e "Db l "di. S At.
dlaprts les propriétés de la matrice~ démontrées au (2.2.1.) ~

la matrice:

1
i
1

1
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, 2-
_L\

'ho

l
r

-Projections sur 1er.; Il, des forces exté r i eu r e s •
l

Définition du vecteur t~

Les fo r c es extérieurcs appliquées à chaque système S. sont:
l

- les poids des point s A~

• le poids de la bouée

- mg j avec k E{l , •••• (n-ll)

-- Mg j ,

-e,

-la pousséeJTsur bbouée calculée en II.2.3.1.,

··la force de t r a îné c sur la bouée calculée en 11.2.3.3.,

j=i+l

" .. ' "

-T. t ,
l l

." ", ~ ". ~.

la tension ,;

, t

'1
les fo r c e s lde frë;,înée 'surfa'chiiîne': T}D

i
,+

".

l.. ---+
Lo r sque l:.on projette les Io r c e s sur les n.· la. tension T.

:)n '}"}':;.I,.bÇ- J '.. '';-I;~. .:1:. 1

disparaît. '

Soit ri: la projection des autres forces,
" !

on a : --.F.
el
n.

l

~ l'équllibre'. ,
l
, ,'et n ,

l

1 \ t,_ " '{

F' .0 'le système des forces e xté r i e u r e s s'exerçant à l'équi
eOi"(l~bre sur le système

~;' ......... '.~ '-.,
.~~ t . ~'et n', les veIeur's de· t ,

o'' . 1 0 1 0 . l.".' .
"! '-. ..

peut écrire::on

Soient

-.
+ (F

ci
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i\. l'L:quilibre, 011 il :

--- -

-r.
l

L'cxpresBion lip.éari~;,~c des r . est d on c
l

"'-+ 2. (F
ei

Relîlarquons dès à pl'<.iscnt que l'on il- ~.

~ F ::: T. t.
cio l l

0 0

-n.
l

o

Le p r ern i o j- termc c'.c l'expression de

la f'onnc :

t. =
l
o

- --c.. T. t ,
l l l

o 0

T.
l
o

r.
l

se mct donc sous

Afin de calculer les

suivantes.
r il est utile d'introduire les notations

l

On considère d l a b o ; cl les r , COl111ne les cornpo~antes d'un vee

l

t e u ri de l'espace àn + 1 dimensions.

1
~'1 1

1:. ~ +1

Il convient d'autre part d'introduire le vecteur

dimension 5 ùont le 5 n premiè rer. composantes sont celles

d Il, , 1

ernler e e ompo s a n te est nwt;c ,

R'= 1:~ 1
o

On ~ose de plus

.... ..... ..... .....

,
R à n + l

de R et la

-'11.. =
-

o

,
Le vecteur R est la SOlTImc de 6 vc c t c u r s Cl n + l dimensions
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. ~'.- ..

:;':".

., .
:-.> ...

," . " :':'.

-.',", .

.;' ...•.': .' ~..

~-'~~;:. '-.::':':
. ~ ; ... ' " ,:". '.. '.

est

, ;!.

-.

~··'·i.-.
"

D'après ce que

, .

é ,.
1

provenant de la linéari-

- Tio

~ R":
6

... •... r.. ;..,

.; !.•

des t c r m e s;

-TE.

-, ;.
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R'+ R+H+ R' + R's'"
12 3 4

yectt.ur RI

z , ,

représente la contribution provenant de la linéarisation de la poussée
sur Ia.iboué e ,

repré sente la contribution ùes tenues en E. 1 provenant de la linéari
s at inn des .t ra'îné e s sur. la cha în e , r

R' =

,représentc la contribution
'l'on'vient de voir: 11

1
=

r e p ré sente la contribution des termes en E p r ovenant -dc la linéari
sation ùes t ra'îné e s sur laic lia'în e ,

.,

repré s cnte la contribution du terme en E 1

sation de la traînée s u rTa iboué e ,

Effectuons le changement de' variables

RI

R1

"

R~
6

ni ' . c
1\.'5 représente la contribution du terme en C provenant de la linéari-

aat i on cl" la t r a îné e sur la bouée •

~,,
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Le s coefficients
1 • j) de la m<.Ltrice /J~

. 1 sont alors

al (i. i - 2) = al (i - 2, i) = - z~
.; 1

.6.i-l~ 1

+~. +'\+1
L_'l

al ( i , i) z: Li· )2.6i: 1 (
6. i + l)2
Ll- i +2

al ( i, n + 1) :: al (n + 1 , j) = 0

Vecteur R
2

R. = k V
2 .e n J F ' tE,

2

Effectuons le changement de variables:

Posons

on a

~ I? P" C, A-1 r. '·f
~ = (~'.,;). . Ir·~ JI),
2· 2

Les propriétés de ft nous permettent de voir que A
2

est

pentaëlia go na Ie ,

k V2 - !J. i [,~ !J. . 1 -.... Ai ']1 -et y! := F. - n , 1
~ l

----y- 1 e. 1-1 e. 1
1+

Bi + 1
cos cos COf,i 1 1 -
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Lc s c o cf'fi c i c nt s "z ( i , j )
r,

de Ia rna tr i c c 1-':'2 sont alors

"z (i, i .z) = - "z (I-Z, i)
L'. i _

= Xl.
1 ,6.

1

a
Z

(i, i-I)
LJ.,

l

~i + 1

( i , i ) Xl
Y'i + 1 (1 + ~i ) (~i~)'a

Z = - - X'1
~i + 1 i+Z D.i+Z

(i. i+l) 1 x'. Z
.D.i+l (1 +

~i+l )a
Z = Yi+! +

1+
.1i +z .1i +Z

a Z (i. n+l) = "z (n+l, j) = 0

Soit A = A1 + Az

nou s avons: RI + R2 = (COS)!J. -1 cA){

Nous avons

a (i, i-z )
l ,

= (x. - z.)
1 1

Ll i - 1

A·1

(X'. - z'.)
1 1

(i i)' = (x 1 _ Z ') _ [ y' + z 1
, i i i+l i+l

~. ].:0.,{!+_1_\ 1

~i+ 1 .6 i +1

il i )+ --
L1 i +I '

+[Y~ + z'.1 1+1

(
.6i+l)~

, .6 i+2

"

- (x! Z + z ' Z)1+ 1+

a

a

a + (x~ 21+
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a (i, i+2) = - (x' +
i+2.

Lli+l
Y'i+2)~-

t:.).1 +2

x. = zr. - x'
l l l

(1
t'j.

1 \
Z~

l ..
y. = + --z;--; + y~

l l l
l

6
(Z~ X ~)

i .. 1
z. = + L!.;, -l l l

C'est-à-dire

fJ"z (T.l l
X. = _---,,,-_

l COS
2 e. .e

l

2 )
k V ~~_

F~ n ,
Z l l

( bi_1) k y 2
-.. --y. := x. 1 + LSi + F~ n.

l l l 1- 1

6· 1 fJ..
(-i kV? ....,

~)
1- l

Z. := +--- F'
l 2 e. Z lcos

l

6· c; 1l 1-

cos 8. cos e~1
l 1-

Dans ces conditions nous avons' .

a (i, i-Z) "'-x.
l

fJ. i _

IJ..
l

fj. i+ 1

.0. i +Z

11 .
l

.1 i +1

.1 i _1 )

Â·l
j (i, i-1)

a (;,;) ~ - y Y;+l (1+:':1) - ";+2

a (i, i+1) = Yi +1 + zi+Z (1 + Ai+!)
L). i+Z

a (i, i+2) = - zi+2

1
1

a (i,I1+I) := a (n+1,j) := 0
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Effectuons le changclnent de v a r ia b Ic s

R
3

= 2 k V Ept J F JI: (5([$) (Cçç.)-l [;1t J:

"= 2 k vP. (eCJ~) 6\-lb,(c.()Srl[,~ J. r: <:;: (~tL)) ((,t}~'flI:1t x:

Posons:

Nous avons:

Les propriétés de L1 pe r m ct t c nt de voir que la matrice [3
est pentadiagonale.

Posons :

a. = k v{"'F:-;;
1 l 1

-b. = k VQ./::.. F.
1 l 1

cos e.
1

/.).. .)
cos è. l. 1+·

et s. =
l

Li
i

_
l

il·1

Les coefficients b [i , j) de lé'. rna t r i c e B sont alors.

b (i. i .z) = b .(i-Z. i) = - a i
tg E).

l

Jj.i-l

b.i

Â·l

b (i. i) = ai tg ei + b i +l Si'+l + a i +2 tg ei+2

.6. it l
b (i, i+l) = bi+l tg eitl - a i+Z Si+Z

.6 i+Z

b (i,n+l) = b (n+l,j) = 0

(

. .6i+l)Z

.Ll.i+Z
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Vecteur
r'i
ft.. 4

LeB compOsantl's du vecteur sont:

{

r =
4i

r 4 n+l

~ -;..

s () ~ ('(JI + W cl ) j n
ï ü' n l

= 0

Soit

r = 0
1 4 n+l

A n+l W
= :tJcosf y G

f
~J(e-a)YP+1:12) LOYG]

17 n \ y Z n-t l A

G U n + l
cos If

cos e. E. et
J J

Soit R4 le vecteur dont les n pren1ières composantes sont

et dont la n + 1ème composante r est définie pa r
4 n- ll c s l'Iii

( Il .. n.2.il.2.).

r .11 0 - s ~ g

or .L III.Z.l.:.)

~1 =~t
n . 1

J =

On a dbn c :

(i c o c
j=l

r 4i = -

r 4 ='s o g -e cos tO [it
H \0 {. 1

J=

Nous voyons que R
4

=

e. e. + cos (() é- 1)
J J \ n+

E.. cos e, +~e-;) Yp +b.2
) C06 f E~+l]

J J \ YG
n+1 ~+l

- 6 (J g.e (COS) V l,COS) G.
o

avep

1

(e-0") ~p

~c~
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EfI c c tu o n s le chr.ngcmcnt cie v a r i a L l e s

}) est la rn a tric e

(0) 7- . 2.

.6." _b - b.i L\ ,
'l~ 1. 1'\.. + 1

.'

D =
8,2 ,6.2. L\ 11 ,.

1'\. 'Il. 11- 'i. 1~ ,

~ b. . .6n. !J (V_CL' ~lp!J.2.
h+1 )---+ r 1

1'\.. "t\-t1 V 2.. . l 'l-

"G

etl'ona:

R4 ;;- 5 e g (COS) .6.- 1
D}~

o

Vecteur rRs
ni

Les composantes du vecteur t\ ,. sont:
J

Py
2 - - = 1< ~ y

2 .E
n

r Si = - 1< 11 n
l n. sin G. .2: cos 8. E..

l l
j::;l J J

avec i E{l, ... , n}

(1I.2. 4. 3.) •.

le vecteur dont les n premières c orn po s a n te s sont

les r 5i

Soit R
5

et dont la n+l ème composante

•
r

5n+l
est dé Lin i c par:

.J- 2
r 5n+l =K l' y

qui s'écrit:

'c o s
11 n

~n+l

r 5n+! =K cp y2.€. sin

n

2: cos
j = 1

e. G.
J J

YF cos tf
---

y G t:ln+l
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P
De rn ê m c q uc ])0\\1' P'1 nous pcuvo n s écrire

(1)
~.~"avec \rvl =

~o 1 ~·o 1......
-~-G X-t-:'-(rï~G 6'.'1-1 tg Ir ~"11 {'1 te 1

Effectuons le changemcnt de variables

Posons:

on a

(0)

r.
~ =

·2

- L\.n ts en

-~ 6 n
~G

'2.

!11'l tg en

-1~ 8. n
~G

etl'ona

Vecteur ~6

Les cornposantes du vecteur 0'
t\ 6 sont:

r 8n+l = 0

Soit



\ -~._._-
--_._.__ ._-------_._ .._-

r . = - 2 K V 5 f sin 0 .(z 5 i nO. li.' -1- sin <,1) cS l ,~ i E\.(l, • • •. Il

61 l . 1 J J \ ll".-1
J=

J
.$ 7.

y])
o

changernent de variablesEffectuons le

r 6n +1 = 0

Soit "6 le vecteur dont les n p r c rn i è r c s c ornp o s ant e s sont les

et dont la n+lème estlaquantité r
6

définie par (Il.2.1.4.).
n+ 1

n 1 1

r = - 2 K S V f sin W (2.: sin e. é. + sint!) _J_ é
6n+l 1 j=1 J J ! S 2 n+l

YD
Dans l'hypothèse (a) R6 peut fi 'écrire 0

R6 = - 2 1< S vf!, (Sn~l) V (Sw) Fic
(1)

avec

Posons

on trouve
G = li (COSfl (sm) '( (Sfr~)

Co)

t1 il 1'_ e ~ io
n n+ 1 ~ n 1

-Lfl ~2 1/)
52 n+l l

Y.Do

'0" (> .l'i. - 1 ~V'
=-2KSV (t:..I.))~ V'f'i,

Dans l'hypothèse (b ) on a f:<6 = 0

C)' Mise sous forme matricielle des équations obtenues

L'ensemble des n + 1 équations p r é c é d e rnrn on t écrites prend

la forme vectorielle:

P+Q=R

,Les expressions données ci-dessus de P.Q. Ft permettent

d'écrire ,:

ID (COS)!i-l H){" +~1(œs)li-1LX'

= (COS) tl-l[AX+ ra X~ s r0 d)X + K Pv2 EX - 2 K S y G X']

1. 2 • 4 • 5 . )

Soit enco rc :
. ,

(m H + ML) ).(" + (2 K Y S G-B )n + (s r0 gJ) - K Ty 2 ~ - A)){ = 0
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(0)



4. 7 _

avec

o 0 0
(0)

o
o o o c

(0)

_6t\6
h

+ 1

Li/\'H(1t~ eht'30G)

.e- ( 1,1 ÀJ - 2) = - x -\ ~~ ; 4

) l:J. :...
e, (~/';' - /) ::. <; (.JI ~ 6~~1 -:. "à..i.+.A 6.<. .. ~

C' ') '. (I: ..~) _ 'J.,. ,6';'. of

.<W .4-
1

'" :: - 'X-"" - ~-l.o+}. 1 6.i.+1 ç.N+J.) LLi.... z

( , . ~ Po. (~+~u',d)
rv .to~ ~J';=6i.",{ t O»~Ô 6;,.. +2;

At (.~>. + 2)::: - ~ ;.+21 .

AI (..vI /IV .:. A) ~ (1. ( l't'\. .. ) • j} ::. 0

B
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r

- 1[l·

lo)

, ,

(0)
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2.2 •• 5.- In[luen\.c d'une variation h a rrnonIquo de faible
amplituùe du niveau de la 111er

On ~uppose que la profondeur va r i e selon une loi de la forme

H " H
o

( l + 1v sin a. t )

e st supposé du rn ê rn c ordre de grandeur que le déplacement d'un
point q ue l c o nqu c de 12. bouée.

Il suffit clans l c s calculs précédents da joutc r à l'enfoncement
du point d'attache de la bouée la quantité P.v H sin Il t .

o
Zème rn e rnb r e de l'équation (11.2.4.4.0.) ur.

n + l!)
1 n d
cela conduit à i nt i-o du i r e au
vecteur de composantes

fi " (s ~ g cos e i - 1< cos /}.) ~vH
l 0

sin .n. t

avec

f 1 = (s f g - K <p VZ tg'f ) LB sin...n. t
n+ 0 0

Posons:

on a

o
o

6.'1'\. (-1fo? - K~ y" ~9'IJ

~ _ K~ yJJ Jj- f
V><l€(l

et-l'équation du mouvement devient

,....J !J"
(m n + Mt.) l~ + (2 K S V G - S ) x:
+ (s (~g D - 1< 1 V2 E -tô) ~" F

o
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2.2.6. - C.d.cu1 des Sl.lppJ(,rncn(s cle tension (figure 6)

-...
T.-t+-! 1,;;",),

Figure 6

T.
1

sin (e
i+1

e.) =
1

mg cos e
i+1 - m 3i sin ei+l

avec:

+ m ? i' cos e
i+1

-?
D.

1

-\7

n , l1+
2

- -;>
D. l n , l

H 1+
2

-D.
1

(d'après 4.3.'
l ère partie)

Linéarisons en appelant ~T. le s uppl é m e nt de tension:
l

'r
10 ( 8>. l - é, .) cos ( e, l - e.) + ~ T.

1+ 1 1+ 1 1
sin (e - f):)

i+l 1

= - 6 i+1 mg sin e - m
i+l

sin e + m y.1l cos ai+1
i+1 i

t.
1

Ç.] [-- ~ 1 -; - . ~ 1 ]

l.J i+1 -.a: v.t Fi ni+1 d i + F i +1 ni+l Ù i+1 .

les notations ci-dessus
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oT . =: E. [T (1 + tg e. tg O. 1 ) D..
1 l 10 1 1+ 1

-'\"> -"'" ,

n 2:) F.. n , 1
.{.:~V.r 1+11+

- --2- COG (). cos
1

8-
i+ l

+ é. 1[- T. (1 +tg 8. tg O. 1)b.. - mg
1 + 10 l' 11' 1

tg Si+1

cos 0.
, 1

6.
l

cos e. cos 8. l
1 1+

-" -
F' i +1 n i +1 -- tl.J

cos 0. cos e. l
1 1+1

Il 2'
oU. - '(. l-&vf

1 cJ 1+

-"" -
F n

i+l i+1
cos e. cos e. 1

1 1+
.6..

l

tg Si+1

cos O.
1

11.
1

f:...
1

cos El.
1

En projetant sur n.
1

nous obtenons de la rn ê rn e rn a ni è r e

- -
IJ,. - mg

1

tg e.
1

cos G. l1+

, fi \,2" F'. l n , 1ete )il _~ ,1+ 1+
i g i+l i 2 c~. cos e. l

1 1+
+ Ci +l [-

F! n ,

cos la. ~os e boiJ
1 Hl

T. (l+tg1+1
- -

-- - ....,..

~~
F. n.

J~+1 .ez v.e ' F H 1 n , 1
~v.e

1 l

Â·
1+ /:,..- cos e ei +l

. cos 1
(). cos ei +l

l
1 cos

1

lÎi

cos 0Hl

Il

+ In y.
1

tg O,
1

cos Bi + 1

Pour i := n - 1 , la fo r m ul e qui vient d't!tre écrite

donne br .
n
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3ème PAHTIE---

3. l , - Ré solution de s équ<ltion s de l'équilibre

Nous avons vu au paré! graphe 2.1. que la position d'équilibre

du systèn,e bouée c ha'îne pouvait être déterminée à partir de la con

naissance de l'angle (P ct que nous pouvions déterminer graphiquement

un~ valeur a pp r oché e de cet dngle par l'intersection de deux courbes:

et

A partir des é que ti on s d'équilibre de la cha'îne nous pouvon s

'C- calculer numériquclnent les valeurs des fonctions:
1

Ce calcul est fait par le programme Tange (option 1).

D'autre part les équ<J.tions d'équilibre de la bouée peuvent s'écrire

c:e cos lf = <J>\.. ( tg \f )
Z

1 ~1c-e cos r = y e _ y

1 - ~
yp

1 -
0 AN 0

tg lfJ
H H YF

0

e et YAN étant du rn ë m e ordre de grandeur et pct it s devant H,

cette équation peut se mettre sous la forme approchée

1
avec

Cf: cos Lf

C3t2a (tg ~O) =

CD
= :fl. Za (tg f )

S:l

Cette fonction est connue lorsque l'on a choisi une bouée" et

une chaîne.
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Le calcul ùes v .. l c u r s c xa c t c s des p a r a m è t r c s dé f in i s s ant l'équilibre
sc fait alors de la manière suivante

~!
r-----C-a-l-c-u-l-d-e-l-a-v a'l~e-u-r-a-p-'-p-r-o-c-h-e-'~

v l de "ecos <fpar :R 2 a (tg If) 1

,Il
r-------~' .....------\

Calcul des valeurs exactes des
1;,';: -, e., VI correspondant à la

l l t
, ~, .

valeur approchee v
l

de -Co cos f par

le p r o g r a mrn c Tange en option 2

Choix d'un

nouveau VI

Calcul de la valeur, "z
à partir des valeurs des

fonction

O":~J

de t.cos W à
1

~i' e)[1 par la

(tg lp )

Tension suffisante

Suite du pr o g r a m m e
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3.2, - r:.t.:Tll;lr~

La méthode qu.i p ré c èrlc p c r rn ct rie r é s oud r c tout p r ob l.i.rn e
d'équilibré: donné. Il ~uffit de Iu ir c va r ie r les pa r a rn è t r e s pour obtenir

les résultilts c o r r o s p c n da n t T; telle notation particulière donnée.

Il est intéressant de n ctc r da n s cet ordre d'idées qu'une fois donné
le n orn b r c n de ma i l.l on s Lie lê cl.a'înc Ic s équations 3.1,1. qu.i définis-

sent paramétriquement la Ionc ti cr., (~ -.:... C;[{. :~.Î J ne dépendent que
du pa r a m c t r e .}:; (voir paragraphes 1.2. - Dl ct 2.1.1, J,

Il est commode d'utili sel' un pa r arn e t r c r proportionnel à
"t définit par la. relation

pour

l' =

Les valeurs de

C le m rn , pour V

P
lt étant c aIc u Ié c s en prenant pour unité

le nœud et pour p le daN/m on a :

0( est un coefficient purement r.urn é r iqu e égal à

3, 3 x 0, 5 l '1.42

g et ro
sont des c on s ta n tc s ,

_'\lors les é qu a t i o n s 3,1.1, s'écrivent

~ .eos~= f et = g

Cette remarque sera utilisée plus loin.
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3.2. - n.ésoJution de l'équation <lc:s petits mouvemcnts (II.2.4.5,),

3.2.1.- Principe dc calcul

L'équation rna t ri c i c l l c des .petits rnouve rn cn t s est

c tte équation est de la fo r rn e

(III.2.1.1.) (}1.,x" +$ X' + 8x = 0

ou J" est la matrice symétrique associée à la forme quadratique définie
po i i t i v e de l'énergie cinétique.

Nous pouvons donc décomposer.j", parla méthode de
C oleski sous la forme

où L est une matrice triangulaire, et inversible.

Posons:

m L- t
.t6

l'é uation (III, 2.1.1.) s'écrit

. (III. 2. , 1 . 2 • )

l

.. V X' t :

Posons . =, .(.llI.2~1.2.)s'écrira

1yi + BY. + ex = 0

Dt':= IV
d'où

[V.]=[- 6 -Cl' [V
J
'

,~' lOi ~

Cherchons des solutions de la forme
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'" ~. c - t"t .....> 1,~1 Y "-, - !~t .. " I! 2 X e-~,...:.- h = = = - lA l, e \ J.;" = /"4. · 0.>0. U '7 ..
0

1

d,l ù

B C '.f '1'
-l'- ""0 - t~ i.~o

=~

- ~ 0 V ',,?
~'o l~o

1
au calcul

1

1

1

i

1

1

1

,

pro l'es:

Le problème se ramène à l'c:..:ti a c t io n des valeurs propres et

des vecteurs propres de la matrice d'ordre (2 n + 2) :

La matrice T étant réelle' nous trouverons des valeurs

f3,
l

± J= Cl'i

le système soit stable il faut que la

2 n + Z di rn e n s i o n s un vecteur propre de

T s'écrlt sous la forme

Dans les deux cas pour que

réelle de /.1. i soit positive.

1ï soit complexes c o n gu gé c s

1

1 soit réelles en nombre pa i r ,

1

1

par le
1

1

! Da.n s l'espace 'à
l 1 •

a n a t r i c e

x.
oNou ' ne sommes intéressés que par le vecteur à (n + 1 ) dimensions

,

1

.1 , Les vecteurs propres correspondant à des valeurs propres

conj gue e s sont eux-mC!mes conjugués.

Posons

}(R.
l

XI.
i

= 5te- (X . )
01

= J'rn. (Xo i )

(*)

(*)
Il

Ces notations sont cornmudcs pour l.'pcriture du progran1me.
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11 deux va l cu r s propres conjuguées d c rn ê rn e indice correspon
dent d cux solutions de la forme:

\i'
t'i = ( X R. + j X 1.

l l

x. = (X R. - j XL)
l l l

_C( it
e

A ces solutions on peut faire correspondre les
s o l ut i ons réelles Li n é a i r crn cn t indépendantes suivantes:

X R.
l

cos Pit et X r.
l

-C~lt
e sin po i t

Pour une pulsation 1'i do nrié e , il existe donc deux rn ouve rn e nt s

d'amplitude àifférente en quadrature.

En général ~Re (X .) et JJt:1- (X .) sont I i.n â a i r e m c nt indé-
01 01

pendants. Il n'y a donc aucune relation de phase entre les 2 solutions
réelles.

Nous appelons fo r'rn e propre correspondant à la pseudo
pulsation propre ft i le vecteur de c orn p o sa nt e s :

X.
l

+ X l~
l

ê= + l
1 •

suivant-Le signe· de X R.
l

c'est-à-dire que nous fixons

tous les déphasages

:~ '. , ! ;:. ; ~ . '

La forme propre caractérise donc les amplitudes rna x irna l e s

de chaque point, ces amB,li~~~~s.,l(:,aY':.I:,t'p~s.l.ieu a u.rriërn e i n s tun t ,

seront connus nous pourrons calculer

les

Lorsque les

?i' Si
X.

l

correspondant et les suppléments de tensions.
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3.2,2. - Mr:thodes de calcul

T
H

n'est applicable qu'à des matrices

o pour i >j + i .

-3.2,2. l , - F'o r m a tion de la lTlJ.trice . ~

3.2.2,2. - Rc ch c r c h e des valeurs propres de la matrice T

3,2,2.2,1. -Bal<:ncement de la matriceT(sous programme

Le calcul est fait sur o r d i na tou i-, A chaque étape de calcul c o r r e s-,

ou plusieurs sous progrill1'1l1H'S. On dé c rit cii-après chacune de ces

Les valeurs propres ont été déterminées par la méthode Q R ,

principe est c xpo s é plus loin.

1

pont' un
, ! ..
etap'os.

1

1

!

1 Les sous prcgrarnmes CINET, POT AM, CHOLE ct INVER

sont Iclassiques et n'appellent pas de cOlnrnentaires particuliers,

1

1 On p o u r r a sc r e po r tc r à l'article de M. Rabc cbau l t

précédemment cité.

1
1

1

dont 0
1

1 Toutefois La rn é t.ho d e Q R

dites Id'Hesenberg telles qu e a.. =

1
~

1 Il convient donc au préalabl.s.. de trouver une matrice

'C< d 'HeI:enber g sernblable à LI matrice "

Cette o pé r a ti o n D'effectue en deux temps

- ' alancement de la rn.e.t r i c a T «,

- " é du ct i on à la Io rm e d' Hesenberg.

1

1

BAL.!:!).

1

Soien

A une matrice carrée d'ordre n et de coefficients a ..
1)

ff n
1a . .\ 2 ] 1/2

ILAIi. = ~
E l i= 1 j=l

1) •

la nor e euclidienne de cette matrice,

t: la précision de la machine (lt),

on
de

sai, que le calcul des valeurs propres conduit à des e r r eu r s d'arrondi"T" de t. /lA1i E'

po~r une machine clouné c é est tel que le résultat de l'opération

1 rE est l,

1

1

1

1



Ba lvn c c r une matrice t~ c o n s i s t c à trouver une matrice Aj3'
s e m b laul c à li, telle que l e s normes des éléments de la ligne et de la
colonne de rang i soient a pp r oxim at i v e rn erit ég~les et que sa n o r rn c
soit é g a l c à l •

Dans les C2.S favorables (cette circonstancc s'est présentée
d an s notre pr o bl èrn c ) CJn obtient ce résultat en :

1 0
) Multipliant /J, un nombre ~~ffisant de fois, à droite par une matrice

diagonale convenable ct à gauche par la matrice i.nv e r s e ; On obtient
ainsi une rna t r i c c t..... .

r:.l
2 0

) Multipliant t-~ }Jar un scalaire convenable.

3.2.7...2.2.- R<fducticn de ia matri~e balancée 'T
B

sous

forme d'Besenberg TH (GOUS prograrrllue OR THE)

Pour réduire la matrice TB à la forme d'Hesenberg on a

ern pl o yé la rrré t h o d e des matrices élémentaires de Householder,

La matrice e nt réduite en (n - 2) itérations. La 1ère
itération annule tous les termes de la l ère colonne situés sous la
sous diagonale et ainsi de suite.

Si T es'; la matrice obtenue après la r i èrnc itération. Br

on rn o nt r e que

=p
r T Br Pl'

oùP
l'

est une matrice orthogonale symétrique de la forme

~.

et H "r
()

l'

P =I
l'

(1' )
± a

1'+1, l'

U Ut jH
l' l' l'

l

a- 2
. l'

.' .
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3 , 2. 2 , 3, 1 • - G é Tlé r a li té s

3.2.2,3, - ItcchCl~_hc de," v~leur~_pl-o~~~-.i(Lla11_'<:llric:e T par
la rn é t h o d e d ou bl e (.\ R a vr: c t r a n bl a t i o n d'origine
(é'OtlS-p~'~·;~;:;:,~~iëiT~HM)~--'-------

1

1

1

1

1

1

P · i . 11 '1" Q1'1] ,(:I)C tC a n1ct101lC n.-

On sc propose de rechercher les valeurs propres d'une rn a t r i c e
mis sous la fo r rn e d'Hescnberg.

ITIat i c e s
1

1

1

La méthode consiste essentiellement a trouver une suite de
T s e rnb Iu b l c s à la matrice donnée l' , telle que:

n

- toutes les matrices T soient tl'lIesenberg.
n

la s ou s e di a gona l c des matrices de la1 - l'élément

suite 1 Tn tende vers
,

t 1 den,n-
O lorsque n tend v e r b -;. C~ •

obtient après
soit nul, le t e r rn c

! Lorsqu 'à L'a pp r oxirna ti on de la rn a c h i ne , on
i 'érations une matrice T telle que t

1 n n , n -1
, 0 0 0

est une bonne approxirnati.on de la valeur propre de la matrice T'

n
o

Il suffit alors de r e c ornm e n c c r l I o pé r a t i on en prenant pour
matrice de départ T' la rn a t r i c e d'ordre n - 1 obtenue en supprimant
la de Inière ligne et la dernière colonne de l'

n
o

~r
t
n ) m.

o

Alors la décomposition ci-dessus est unique.

sommairement ci-après comment est justifiée

Q R •

triangulaire

peut s'écrire

peuvent être choisis

réelle d'ordre n > 1

est orthogonale et R
régulière

OÙ Q
A
R

matrice

De plus, les éléments diagonaux de

1 a .

1

1

1

cation de la méthode -Justif

1

1
Nous rappelons

th é o r i] uement la méthode
1

1

o i tion 1 -
1

tous
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D
a) D'après l'énoncé de la proposition (1) ";;' est réelle.

b) Nous ne donno n s pas la démonstration de la p ro p o s ition (1) dite
thé o r è m e de Householder.

Le lecteur pourra se reporte:r à. l'ouvraGe de Will~inson cité en

r e n v oa (*).

La dé rrro n s t r at.i ou donne le procédé de c on s t r u c t i o n de la
matrice Q.

(JI e e met sous la f o rrn e d'une produit

avec

p
n-1 '.. . . P

2
P

l

= l ~ z

\r1 étant un vecteur dont les s eu l c s c ornp o s a nt c s non nulles sont les
r .

composantes d e rang r. r + l, r + 2 •

On en déduit les corollaires suivants

Corollaire 1 -

IJ. Qtt.Jli. est d'Hesenberg< ).. est d'Hesenberg.

La propriété est évidente dans le s en s ç .'.

Dans l'autre sens on montre d'abord que les t e rrn e s de la pre
mière colonne de Q sont nuls pour i >2 puis que ceux d~ la seconde
colonne sont nuls pour i >3 puis pa r récurence que les termes de la
j ième colonne sont .nuls"pour i >j + 1 •

-.

Corollaire 2 -

Posons = A et soit. Q et. l . respectivement

orthogonales ct triangulaire supérieure telles que:

Posons:

(*) Wilkinson Algebraic Eigenvaluer; P'r o bl crn n Clarendon Pre~s.
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C0111111C

(..
[>.';.

l

cous la f o r rn c

( rt Q «) IJ(Q' Q A\t= Ç.J" \.,J' a '. , \t;'" )
l 2 k l 2 k

1

l'''"<t,'
e ~f l

processus on forme une suite de rn a t r i c e As l
k+

Az

En déco111posant

- la mat r i c e A lest s e rnbl a bl e à la lTIatrice A.
k+

- Si A est d'Hesenbcrg, A est d'Hesenberg.
, k+l

a a-
I

1

1

1

1

'1 ,,' l
et'I e n r e rté r ant e

d finie par:

1

,1

1

te Iles que,

Al' rs,,

1

, l .)

1

!i .)

~.

•.1.".

Le point l
1

est évident.
1

Il est clair qu'il suffit de démontrer 2·) - pour la matrice

A =0.,' Aor
t. ' l ' l

pa

Or A2 est 1e produit d'une rna t r i c e triangulair e supé r i eu r e
1

1 une .rna t r i c e d'Hesenberg; Le résultat est alors évident.

1 On a alors la proposition suivante:

1

'1

Pl' position 2

Lorsque l'entier k tend vers

cie rt matrice A
k

tend vers O.
,

1

1

1

'1

+ e-o i e terme a l
ni n-
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Nous ne d(:n1ontrcro:1s pa:> c c tt.« proposition (,,).

Dé Ii n i.ti o n s -

011 a p pc l l cra l g o r i t h m e Q R, le processus qui conduit en

suivant la méthode décrite plus haut ~\ former la matrice /J. k à partir

de la matrice donnée P. i

Mé t h o d o C.2 R 1 la méthode qui permet d c t ro u v c r les

va l e u r s prJjHe,.; successives de t\ a u Ino)"<'11 de n suites de
- m a t r i c c s \• k •

Principe de la méthode double Q R

D"s recherches assez récentes (*;«-) ont pc rrn i s de m e tt r c au
point des méthodes pc r rn e tt a nt d'une part d'accélérer la -c o nv e r g cn c e de

la méthode Q R ; d'autre part d'éviter tout recours ;, l'emploi des nom
bres complexes lorsq~le les valeurs propres de la rna t r i c c A s o n t com

plexes conjuguées.

On va d'abord montrer comrnenl on peut a c cé lé rc r la conver

gence de la méthode Q R au rn o y c n d'une "translation d'origine".

Proposition 3 -

Supposons que l'on connaisse deux valeurs approchées f\ et J.'
des valeurs propres d'une matrice d'Hesenberg A. soit alor~ Sk

une suite de nombre réels ou complexes,

Supposons que Vk

sk un nombre de la suite.

c o rn m e

,
Alors, on peut

k
d ont le terme- a

n , n-l

forrr;er une suite de matrices

k
a

,-- .

A- d t Hc s enbc r g
k

(*) On trouve une démonstration de la proposition (2) dans Wilkinson

ou v rage déjà cité.
(* '+) Cf. j'ouvrage de Wilkinson déjà cité.



- 61 _

No u s n c démonlrons pas c c t t e proposition (--). Nous l'app:J!ons

5 ul c m c nt le i n ud c de Io rm a Lio n de la suite ;':k'

(s b . A
. u ppo son f; 0 Lcnuc la ma t r i c c- (_~

k

de la n i a t r i c o I.~ ).
j{'11

Posons

=!~ -
k

et montrons le procédé de

ct décomposuns Ôk pa 1" la méthode Q R

F rn10l1S

On a :
, t

5 'Il ) rf'Î;
kJi. 'ÎT k

c +1

" n' /.\ Q t
,.\ " k

est une matrice semblable

On posera

C + SkI(a) Ak + l = ~ k+l

Il est clair:

0) - que SI Ar<. est d'Hesenberg il en est de rn ê rn e de 6 k

0) - que C k+l est d'Hesenberg (Corollaire 2 ci-dessus) et que

par suite A est d'Hesenberg.
K+l

Si lion peut trouver une' suite

le p .o c c s su s converge donc r a pid crn c nt ,

("'-) Cf. l'ouvrage de Wilkinson dé j à cité.
1

Sk tel quel' J. - SI, « 1
. fi - sk
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Le n orn de t r a n s l a t i o n d'originc r c l a t.iv c à S cst donné à
l'opération qui consiste à former les matrices A

k
,

On c xa m i n e à présent le rnoyen d'évitcr l~ recours à l'elnploi
des nombres complexes Lo r s qu c les valeurs propr8s de IJ~ sont c orn pl cx c s
conjugué s ,

On utilise à cet eHet 12. proposition suivante,

Proposition .1, -

.:;:'
Soit <"'J la suite de nombres c o rnpl e xe s conjugué s

= 5 •
l

== sk' .•• ,)

soit

. ,. . ~

la suite de rna t r i c e s construites c ornrn c il vient d'être montré,

A!crs la sous-suite:

est une suite de matrices réelles,

Pour démontrer cette proposition, il faut s'appuyer sur le
lemme s u i va n t ,

Lemme l -

Soit B une rna t r i c e r é gu l i ë r e

unitaire et C-{ d'}Iesenberg telle que. :

B Q = Q H

Alors il existe ~

.De plus, on peut cli.oisir arbitrairement' laI ère··:c~lonne·de

Q .' Sil'on. s'i~os~, en outre qu7les éléments sous-diagonaux de H
réels positifs t4 et" H sont dé t e r rn.iriée s de manière unique (*),

(*) la démonstration de ce lemme est donnée dans l'ouvrage de
Wilkinson déjà cité,

soiert
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D mOllslralion '...:, .... propodtion

0,·....."
Calculons à partir de la matrice

ci d c s s u s , la rna t r i c o ~',
N !c+2 •

On a :

A dé Ii , ,
6"f k e rn re par le procede

Ak +2 .= Q !ctl A
, .,

1 t 1 t

Ok c.,
cc ue l'on peut écrire

(a f!. A 't ~ 't
R k vI k "'f' ktl

Si l'on pose:

La relation (a) ci-dessus s'écrit

'A Q t
k (le) A

k+2

'V

~ Qt
Soit Ii".~. (k) une matr, ice orthogonale telle que ait

(k)

la 1 ê rn e première colonne que QI ~k) On peut écrire d'après le

lem el

(b) /J.~k Q (k) = O(k) H

de p us

Il résulte de l'unicité de la décomposition de A
k

que l'on a

et H = Ak
+

2

Pour démontrer la proposition. il suffira donc de démontrer

(Q itaire sera donc

effet que A2k+l est

o r tho g onaIe ) A l étant réelle il s l e n s u.i v r a en

réelle ainsi qu'il est annoncé.
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Or, si lion remplace dans (u) !~ kt2 par sa valeur

(relation (a) proposition 3).

A R 1 CX 't
kt2 = ;'\ kt l '-.'\.' k+ l +

On obtient:

= 0',t r» t n 't
k \.J Je+l ..../ ktl

En rnu l t ipl i a nt à gauche par A 1 on a"'f' kt l

A 'li Q'', t O'>t 0 't C1J(1:4 -s l.), = .• ...JI W~
k k-l-I .. k k''; k+l k+l

Mais c ornm e la relation (a) donne aUSSl

ce qui e nt ra in e :

On a

0; -1
li~ k

t1'\tQt=IL{ k k+l s., Rk

·R k
supérieures.

Posons

sont, rappelons-le, .des matrices triangulaires

_ , ... 't . '.. ',_.
~. H" ,--- _....

, ',~ : .

Rest une matrice trià.nl::\llair ~.:supér i c u r e ,
,•• ~.... 1 ~ . •iY t,

posons à présent

Ak - Sk+l 1) (A k - Sk I) = 1'1
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Supposons que ~ le soit une matrice réelle SI l'on choisit

Skt =~, Ji est une rna t ri c c r é e l l e •

. De l'é ca Ii té f'-~:= Q R et de la proposition (l) on déduit
que Q est récll~.

c.q.f.d.

Con équence -

On évitera donc l'emploi des nombres complexes en Io r rna nt
la s ite des matrices dHe s c nb e r g ,

A l A3 •• Il ••

for

vale
de l
rela

La démonstration rnorit r e chemin faisant que le p r o c c s su sj]e

ation des t~2.ktl consiste à calculer la suite d e s matrices 0(2 kil)'

Il reste à se donner une suite convenable de nombres
et

On montre que de b~nnes valeurs de sk et sk+1 sont les

r s propres de la matrice d'ordre 2. qui forme le coin en bas ct à droite
rna t r i c e courante A . sk et s sont donc définis pa r les

. k ktl
Ions:

(k)
:= a

n-1, n-l
+ a (k)

n, r...

(k)
:= a

n-l
(l,)

a
n,n

(k)
a
n-l,n

(k)
a

n , n-l

Défi ition

On appelle méthode double Q R avec translation d'origine
;·.7~ le p ocessus de formation de la suite

3.2.4.3.- Recherche des vecteurs propres

Il s'agit de trouver les vecteurs propres de la matrice d'ordre
2 n 2

T :=

B
-1

c
o

mat ce.

Rappelons d'abord .1I~S transformations qu'elle a subi.

Balancement : cette opération a consisté à former la



J) TD·J.
est un c rn a r r i c c dia go na l c convenable.

Ré cluct i ou 71 la forme d'Hescnbcrg : cette opération a consisté

à f o r rn c r la ln a tri c c

symétrique.

T "H
P T P où P

.D
est une matrice orthogonale

Soit a

propres de Td

présent X
H

la matrice dont les colonnes sont les vecteurs

, 71
1

les valeurs propres d, T
11

•

Posons

f\ = d ia g (),,)
l

ce qUl entraîne

PT
B

donc

on a

XA
.H

T3 (P }{H) =

La matrice X
B

• dont les colonnes sont les vecteurs propres

est donc:

v = DI '(
f'B 4 H

on en déduit

XB
=

donc

'Les vecteurs propres de T sont les colonnes .de la -rria t r i c e..:

ct ses valeurs propres sont

=D-l"P X 't'

. H

IIT'II
E

À i

: :".. - ". : ,
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3.2.2.3.1. - Recherche des vectenrs rror~~..?_dc h matrice
d']-lcf;cnbcq:: sous-prograrnrnc HVEPR

Si aucun élément de la sous-diagonale d e la rna t r i cc d'Hesenberg
n'cs' nul, les c orn po s a n t c s des vecteurs propres sc déduisent par r é cu r c n c c
i n v c 'se à partir de la dernière composante,

Une difficulté se présente du fait que les valeurs propres de la
matrice sont réelles on complexes conjuguées. Dans ce 2ème cas le
prog:amme de calcul des valeurs propres donne à deux valeurs propres
conj guées deux indices consécutifs. '

Soit donc

=

À. + j u . une valeur propre c orn pl cx c ,
l l '1

\ . - j !IJ.. la valeur propre complexe conjuguée.
l 1 l

le vecteur de

se contenter de

Les ecteurs propres étant définis à une constante multiplicative près.
Il est loisible de sc donner arbitrairement leur Il ième composante, Il est
corn ode de poser cette composante à (l + j) pour tout i , A la valeur

e À. + j Mo. correspondra le vecteur de composantes
1 1 l

0( + J A et à la valeur propre À + j tU
ki' f'ki i+1 1 i+l

Il est ainsi possible dec orn p santes fJ ki + j '" ki •

calcu cr les parties réelles des vecteurs' propres. En effet la partie
i ma g i aire du vecteur propre correspondante à la valeur complexe
À. + 'j u . est la partie réelle, du vecteur propre correspondant à la

l r l

valeuI]. complexe conjuguée et réciproquement. De plus si la valeur propre
est réflle. les parties réelles du vecteur propre obtenues sont celles que
l'ono bti e n d r a i t en donnant la valeur 1 à la dernière composante de ce
v e c t e r-,

Les colonnes de la matrice xH
sont formées des parties

réelle des vecteurs ainsi calculés.

3.2.2.3.2.-Calcul de X

Le sous programme ORTBA forme )(B

Il -suff'i t enfin de former X

3.2.2.3.3. - Retour aux variables initiales et normalisation
(sous programme FORMP)

Le retour aux déplacements des points A
k

ainsi qu'aux

r ota t i o s des vecteurs ~ s'effectue au moyen des formules établies auk '

paragr ph c 2.2.1. (formules II.2.I. 6 .. II.2.I. 7 .• 11.2.1.2. bis).

On s'est donné comme condition de normalisation des vecteurs
propres, :

!
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max [Li Ci)]

Oest arbitraire.

=

Le s ou s c p r o o r a m rn c FOR)\,fP permct dcffc c tuc r ce calcul.

3.2.3.--Calcul de la réponse à une excitation d0nn(~e

Il s'agit de trouver des solutions d c la formc

de l'équation:

sin )1w t + -1 cos LU t

s i n LJJ t

On vérifie fa c i l e rno nt que l'on il

X [G 2 A 2 BeZ A - lB] ··1 r---LU +L.Ù . (1 -w P.)· .. I"o -

X
l

= C zA It}!V
io ! - w f c;)/'~

o

. )'
Le calcul de " o

ve r s i o n de matrice de type

et X. se fa i t au moyen d'un programn.e d'in
J

classique.

3.2.4. - Calcul des suppléments de tensions
sous programme TENSE

Le programme calcule au ternps t les suppléments de
tensions correspondants à un vecteur.

" ,~ . " .. : .

t ••.

x - >. t
e cos

.s
; ,~

~-'IV' . ~''o'"~~.•~,,, ~.'

t ~ .:,
·r, ~.J'
~l

• ~ _ ••• _ •• 0 __ ', _ ••••• ~._..,;.." •••~~•• - ~ _ -v'",
. :"\ . , '".

. .
.........._......~..~.- •.--'-'··i .
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4ème PAn.TIL:

,
RESULTATS

4,.1. - Les résultats présentés ci-aprè~ concernent en tout ou en
pa riti e les bouées suivantes du Service des Phar"~ et BzIis c s

) bouée de 9,3 kda N en a c i e r (.Jit~ bouée de 12 =3),

p) bouée de 3,3 kdaN en alliage l'::Ger (dite bouée o c ô a n iq uc},

) bouée de 70,6 kdaN en acier (dite bouée de 40 m3).
i

, Les schémas et le tableau ci-dessous r é ca pi tulent les données
rela tives à chacune de ces bouées :

Types de bouée
Pararr ètres caractérisant .-
,"

la bouée Bouée de 12 m3
Bouée

Bouée de40m3
océanique

Mas se 9,3 k da N 3,3 k da N 70,6 kdaN

Dian ètre du corps de 2,50 m 3,00 rn 10, 00 mboué~

Mom ent d'inertie par
rapp l'tau centre de 8400 kg/m2 9300 kg/m2 945000 kg/m2
grav té .
Ordo nrié e du centre de

2, 12 0,97 m 0,60 mmc a r ë r e

Ordo née du centre de
l, 13 m 0,75 m 0,55 m. dé r ivp

Ordo née de la surfa-
3,59 m 1,21 m 1,10 mce de flotta i s on

Ordor née du centre de
1,66 m 1,47 In 2,26 m.~

gravI e
,

Y
F o

3,23 m 0,60 m 0,98 m

K 1100 400 400

par barre par patte
en un point situe

Mode a'attache sur l'axe de la
d'attelage d'oie

bouée1

:

1

,



15
zo
Z5
30
35

cal i b rc (mm)

". ;,
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Les c a r a.c t.é r i s Liq u c s des chaînes n o r rn a l i s é e s du Service d c s
Phares et Bali.ses sont d'autre. part indiquées dans le tableau ci-après:

1--~:3~'~~-
f---------i--

4, 9
9, 7

15
Zl

Z8 /

4.Z. - Détermination des posi.tions d'équilibre

La première o pé ration consiste (voir paragraphe 3. 1.) à
déterminer le point d'intersection des courbes <;1t l (1') et ~ZA ( f ).

Le nombre de pa r arn e t r e s caractérisant les bouées est élevé,
le norn b re de types de bouées relativement réduit, enfin lIexpression
'analytique de la fonctio'n Cf --><];:Z ()I)) est très simple. Il est donc

. A ~
inutile de tracer à l'avance un réseau universel de. courbes Jl.

ZA
(.Cf).

En revanche, les courbes ~l (CP) sont d'expression

analytique compliquée et le n om b r e de paramètres caractérisant la c ha'în e
est petit.

Au moyen d e s équations paramétriques du numéro 3. Z. on a
tracé (fig" 7) les réseaux des courbes:

~=

Ji l, (If) '~.)

ete

.. " ' .: t-

en .Dans la pratique,'1\

J\.ZA ((f) et s.. (~
étant c ormujl t înte r s e ct i on des courbes

) faitco,r;~~ître :-:if.'è' ce .. ~ ..
; :. "'~':,.',

. - .,., .. --·Le"ré seau de. courbes de' la' figure' Z"représente'''par-.·allleürS'"'
Le svva r i a t io'n s' erlfoncti.on de lj~g l{'; (voir '~â:ge 5 ', )pou:r;des'vàle~rs ';

, c:onstantes de::f\; et d~ ~o du r'appprt~~d~..:a:~ ~~n_~~_~~_r:.~.:.~~~~~~::~~::~~~:_:1
.·hauteur·du'polnt'·d'aII'l:arrage auvde s su s élu fond (*). " .'

~ 1 .., -" "':'
~ ";'" .o.l

(*) Com~~ la distance du point d'amarrage à)i~j;:~urface libre est le plus
souvent assez petite vis-à-vis de la profondeur. on peut obtenir rapide
ment s a n s recours à la machine. une valeur approchée de la longueur
de la cha'îne connaissant la profondeur d'eau.
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Le tabl cau ci-cles~:ous ùonne, po u r Le s bouées d c IZ 1113 mouill~e>:
pa' une profondeur de 30111, avec une c lia'înc ùe ca l ibrc 35 ITHn, les

101 gu cu r s de cb<lîne, les valeurs .c a lc u l é c s 2. la rn a ch i n c jrlu r a pp o r t ~(e. et:
Ic sltc n s Lon s rn a x i rn a l c s pour des vi t.c s s c s d c courant coi-npriscs entre 2 e t
6 noeud s par pal i c r de 1 uocu d ,

,
Equilibre en position verticale

Bouée de 12 m3

, ~
T'cn s ion rna xima l c Vitesse du c ou r a nttongueur de la

chr"îne en ln~ t r e s

51
75
98

124
150

Rapport Je

i , -785

2,197
3,2'78
4, 113

4, 995
,

el, kcla.N

l, 85
3,28
5, 39
8,28

17., 04

en nœuds

2

3
4
5
6

Le tableuu ci-dessous donne les mêmes résultats po u r une
b our e océanique .rn a i s pou r une chaîne de c a l i l. r e 20 mm.

,
Equilibre en po s i ti on verticale

Bouée océanique cha'în c 2 0 mm

, L >ngueur de la
cha ne en mètres

Rapport de Tension maximale Vitesse du courant
e n kdaN en nœuds

42
51, 3
61,5
72,5
84

1,4
i , 71
2,05
2, 41
2, 80

0,43
0,59
0, 80
1, 07
1,4

2
3
4
5
6

Le tableau Cl-dessous donne les rn ë m e s résultats pour une
b ou é r de 4:0 m3 mais pour une ~haîne de cal i b r e 35 mm.

Équilibre en position verticale
Gr o ss e bouée chaîn c 35 mm

Lo p.gueur de la
charne en mètres

Rap port ;Je Tension m'axirnale Vitesse du courant
en kdaN en nœuds

44,2
56
68,9
82, 3
96,2

1 1 10, 1

1,47
i , 87
2,30
2,71
3,21
3, 68

i, 33
1,92
2,73
3,76
5, 01
6,5

2

3
4
5
6
7
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Enfin le tableau ci-dessous donne/pour une bouée de 12 m 3 et
pour une vitesse de courant de 3 nœuds, diverses so.l ut.i.on s d'arnarri'.ge avec
des cha'inc s de calibre: 20 - 25 - 30 - 35 mm.

Longueur de la
Rapport :st Tension m a xirria l c Cal i b r e~~

chaîne en rn è t r c s en kdaN chaine

118 3,922 2,58 7.0
97 3,23 2,79 25
84 2, 80 3, 02 30
75 2,50 3,28 35

On se rend compte à l'examen du tableau que le rapport d'r reste
compris entre l et 5 •

On juge ainsi de la validité de la règle traditionnelle suivant laquelle
la longueur de chaîne est é gale à environ trois fois la profondeur de mouil
lage.

li est également intéressant de remarquer que les tensions dans
les lignes d'amarrage des bouées en alliage léger sont très inférieures
aux tensions dans les lignesd'amarràge des. bouées en acier.

Ce ré sultat n'est pas surprenant, il constitue une des raisons de
la supé r io r ité pr-o babl.e des boué c s en alliage iéger que le Service des
Phares essaie de mettre au point.

On remarquera enfin que les tensions à l'équilibre des chaînes
d'amarrage' des g r o s se s bouées de 40 m 3 n'excèdent pas, 6,5 kdaN
cequi reste très en de çàde s efforts de traction admissible des cha'îne s
utilisées en pratique (plus de 65 kd~N).

. ,
4.3. - Etude des périodes propres ct des mouveinents propres

J

Les rés~ltats';'dës calculs'i i~ 'ri-ia:c'hi;;'~;'cdnduitspour d e c nombres
de maillons croiss;{;;t'~"(o~'a fait varier le nombre de maillon~ de 5 à .
30) n'ont pas fait appa ra'îtr e de diffé;~nces sensibies sur les fréquences
propres lesplu's bass e sjîes q~e n ~é~~~selO. ;

: .'. t ~.:..t ~...: i
Lesréstiltats ·~i~dessousont,·~tl;,~'c;btenusen limitant le nombre n

de maillons à i ç, ':' \), .~; ,

", '.... -. .. i. ., .. '~:~6j:" '., -. i .: : ~/ ..~~.;., 7' . " . f . . .
., on a d'abord"'rass'embléidans:'ùn'tableau les périodes propres et·
·les coefficients ;d'a~o~tïsscme'ntpotii i~'~' trois c;onfigurations-types

• ~. • .' ~,. .; 1. ' ••

sUIvantes:; .,
, \

i,
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.v-:
~.

COI figuration l Bouée de 12 111 3 - amarrée à une cha în c de 35 mm

pour une profondeur de 30 ln

1 ypothèse a} cie la page 71 Trainée variable,' vitesse courant 4 nœuds

II

Fréquences Amortissement
propres corresponùant

1,256 0,238
i. 18O 0,222
i, 10O 0,456
0,983 0, 732
0, 825 0,969
0,685 0,028
0,664 i , 195
0,478 i , 969
0,369 D, 017
0, 077 0, 121

° 1,478

° 4, 665
Il

nfiguration

COl figuration Il - Bouée o c é a n i q u e - amarrée;l une chaîne de20 mm

1
pour une profondeur (I.e 30 rn

J ypothèse b) de la page 71 Trainée c o n s t a n t c , vitesse courant 4 nœuds

[" n13 - amarrée à une chaîne de 35 mm
pour u ne profondeur de 30 ln

Trainée c o n s t a n t« vitesse courant 4 nœuds

COll 19ura tion lil - Bouce d c 1'0

h poth è s c c} de la page 71

Type de co
l

--
Fré< uences Am o r ti s s om cnt

pl' pres corresponda;'Jt

.c. l, 283 0,022
l , 234 0,041 ,

- I , 155 0, 081
i , ,049 0, 134
0, 912 0, 186
0, 759 0,249
0, ~74 0,280
0, 395 0,344
0, 336 0, 091
0, 32 0,406
0, 29 0,455

1

F'r éq ue nc e s Amortissement
propres correspondant

l,25O 0, Il 8
1, 176 0, 122
i , 102 0, 193
i, 081 0,049
0,996 0,367
0, 857 0, 519
0,705 0, 667
0,530 0,789
0,526 0, 0:02
0, :.34 i , 1 86
0, 034 0, 0:2
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On a. d'autre part, cherché à représenter les "formes p r o p r c s "
correspondant à chacune des fréquences p r o p rc s de la configuration du
type 1.

Du fait de l'amortissement, les divers points de la chaîhe et de la
bouée ne sont pas animés d'un mouvement périodique. Il s ne vibrent pas
en pha s c a li voisina ge de la po s iti o n d' équilib r e ,

Le tracé de la configuration prise par le système à tout instant
ayant paru déborder le cadre de cette étude (bien qu'il n'offre t.héorique-
m e nt aucune difficulté) on s'est contenté de dé t e i-m i ne r les déplacements
des points Ai da n s l'hypothèse o ù il cx i s t c r a i; un instant où les compo
santes du secteur X (t) représentant les m ouv e m e nt s du système seraient
les valeurs Xi définies al pa r a g r a phe 3.2.1.

L'ensemble des figures 9 à 19 représente les rnouvcrn ent s propres
au voisinage de l'équilibre du système décrit sous le nom de configuration
1 à la page précédente.

On obtient une série de lignes brisées r e p r é s cn tant une position
approshée du système en mouvement qui ont l'ihtérCt de faciliter l'iden
tification des mouvements du système.

C'est ainsi que l'on retrouve le fait c xpé r irn cntal que la bouée ne
prend des mouvements d'une amplitude notable q u e dans un tout petit
nombre de cas (tangage, déplacement longituàinaï et pilonnement).

En partiéulier, dans les mouvements propres du système qui se
produisent à fréquences relative;nent élevées, l'amplitude des mouvements
de la bouée restent indécelables à l'échelle du d e s s i n ,

L'importance du rapport de la masse de .l'1. bouée à celle de la
chaîne explique ce phénomène. Une autre rnanife s ta t ion en est la quasi
identité des n - 2 fréquences propres calculées comme il vient d'Ctre
exposé et des n - 2' fréquences propres correspondant au cas où la
chaine est attachée à s e s deux extrémités.

. Comme en mécanique linéaire les amplitudes des mouvements
propres ne sont déterminés qu'à un facteur arbitraire près, on ne peut
pas, a priori, déterminer les suppléments de tension induits dans la
cha'îne a.u t r e rn e nt qu'à un facteur près •.

On a cependant calculé les suppléments de tension dans l'hypothèse
où les déplacements sont tels (condition de normalisation) que l'angle
d'un maillon avec la position qu'il occupe à l'équilibre est de 0,07 radian.

Pour le mouvement propre n° Il (figure 19) dans lequel l'axe de
la bouée prend une i ncl ina i s on notable par r a.ppo rt à la verticale le supplé
ment de tension m.aximale estde 5,51 kdaN alor-s que la tension nominale
à l'équilibre est de 5,39 kda N,

Ce résultat confirme que les suppléments d'efforts extérieurs dü s
au mouvement du système est très appréciable même pour des mouvements
d'amplitude relativement réduits.
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Dès <lue le s uppl é m c n t de t c n s i o n qui peut a v c i r un signe quelconque
att int en valeur absolue, la valeur de la t c n s i o n à l''::quilibre, il peut
d oi C sc produire un dé c oIl crn cnt de deux rna i.l.lo n s successifs. L'étuùe du
co po rt crn c nt de la chaine a p r ë s un tel dé c o l.Lc m cn t sc heurterait c c r ta in e-.

rn cht à de s é r icur c s difficultés analytiques. Elle n'a pas été a b o r dé e ,

On peut cependant c o n clu r c qu'au cours d'un rno uv crn c nt les risques
de hoc de deux rn a i l l.on s les u n s sur les autres sont élevés ct cela confir
me '~'imprcssionque les an1afrages périssent principalcment du fait des
cho s plutôt que du fait de l'application continue d'une sollicitation trop

de.
,

4. 4~ - Influence d'une variation harrnoniC)ue de faible amplitude du
niveau de la mer.

La figure n° 8 repl"(~Jente les variations de l'an1plituùe du
1

ent du paramètre (angle d'c l'axe de la bouée avec la verticale)
"tiOIl de Ia fréquence : d'une 0 s cilla t i o n du plan d'eau.

,
On reconnait sur la figurc,3 pics de résonance de hauteur très

1..e pic central de loin le plus élevé correspond à la fréquence
c1~ tangage de la bouée p r é c é d c rnrn e nt déterminée.
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CONCLUSION

Nous ne pouvons Inanqne r en achevant cet exposé d 'inrliqu e r
com m c nt nous voyons aujourd'hui les directions qu'il faut prendre pour
prolonger l'étude.

li faut évidemment d'abord développer les résultats. Le recours
à la rrra oh i nc va maintenant permettre d'étudier un nombre suffisant de
sy s t ërn c s pour que l'on puis 13 e: dans quelques rn o i s songe r à r crnpla c el' les
règles empiriques de constitution des lignes d'arr13.rrage de nos bouées
par des tableaux ou abaques d'emploi facile.

Mais il faudra aussi confronter de près les résultats théoriques
et l'expérience. On sera ainsi conduit à rechercher puis à développer des
appareils permettant de mesurer le rnouvc m ent des bouées et de leur l i gne
d'amarrage. C'e sera une tache difficile. Les systèmes dont il s'agit sont
soumis à une ambiance très agressive. Au surplus l'on ne dispose pas de
source d'énergie à bord des bouées.

Il est très tentant, d'un autre côté, de songer à étendre les
méthodes qui viennent d'être exposées à des systèmes plus complexes. On
peut penser par exemple à développer une théorie de la dynamique du
remorquage.

Tous les marins connaissent les dangers des opérations de remor
quage qui mettent en présence deux flotteurs reliés par unfil, mais il ne
semble pas que le problème ait été abordé d'une façon analytique.

Cependant, la transposition des méthodes qui viennent d'~tre

décrites à des cas plus complexes ne peut se faire de pla no ,

Du point de vue de la méthode mathé ma.tique , il faut se demander
si le calcul "à la main" du système diffé r c nt.i e.l auquel satisfait le mou
vement ne doit pas ê t r e remplacé par un Ior-rnal.i srne beaucoup plus systé-

, znatique accessible au calcul à lamachine~,La'mise,'en~œ~vre des idées, '
znodernes de mécanique analytique e~t'ë:'ert~~éITl~n{s'u~'~eptiblea;appo;ter
des améliorations dans ce sens. /,' ,',', '

..,'" " ~~'

" .). r •

Du point de vue des hY'Pôtllès,és~physic:i~é'séleft"défautsde notr'?"" "
, " '_, :~.-~. .<. .;.".. ...;r, . . • •

expose apparaissent peut Nr.e· plus.:c~<:I.~r'~men.t:.cncore. ,Les,prmclpales/'"
difficulté s résultent de l' insUIfisaii:c~:,d~~nci'5;.coiinaissancedes'action's' de
l'eau sur un flotteur partieÙé~6~(iIrifu~;ge.;eten mouvcrnent , il s'agit"
d1un domaine très vastequi.dêb;or'd;;·très'l~rgcinentLc-cadrc des"préoc-'
cupations du Service des:.Plùî~é:~:'i~t;:S~Îis'é'~.",:,;~,'/r"" .,..:--..~".,<> ~ .~~ ... .' <:.,': .. -Ô, .-" ••- ".,. , .,."

, .: .•. :.- <'. . . • . •

Le developpement des recherches sur la dynaITllque des flotteurs
ancrés e st donc subordonné à la constitution d'équipes suffisantes.

".'. -, . ., .

C'est donc par cela qu'il faudra c ornrn en c e r ,
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DE TER r,,~ 1N!~T 10 I\J DES PO S1T lOf\! S D'E QUILIBRE

FIGURE?

! 1 l , .z-
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