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L'objectif de ce projet est d'établir les équations aux dérivées

partielles qui régissent le comportement des mécanismes plans à

quatre membrures avec l'hypothèse que les membrures qui les

constituent sont rigides.

Au chapitre 1, un exposé est fait sur les concepts qui sont à

la base de notre analyse: la théorie des mécanisme~ ~lai)s a quatre

membrures, la théorie de l'élasticité. Il y est notamment démontré

les équations fondamentales de l'élasticité linéaire symétrique et

asymétrique; un accent particulier est mis sur l'élasto-dynamique

asymétrique dont les équations constituent le fondement de notre

analyse.

Au chapitre II, les équations cinéto-élasto-dynamiques sont

établ ies. On commence par établ ir les équations. cinétiques et

élasto-dynamiques d'une membrure considérée comme un élément de

poutre rectangulaire, puis l'équivalent de celles-ci pour un

mécanisme à quatre membrures. Des hypothèses sont ensuite énoncées

afin de simplifier les équations obtenues.

Au chapitre III, la modélisation par éléments finis à l'aide de

la méthode de Galerkin est effectuée; ce chapitre contient

également une analyse des types d'ondes possibles dans le cas de

la cinéto-élasto-dynamique ainsi que l'exposé d'une méthode semi

analytique d' analyse. La détermination des modes et fréquences

propres de vibration a été également introduite.
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Ce proj et a pour obj et J' a na Ly s o clnéto-élasto-dynamique des

mécanismes plans à l'aide de la méthode des éléments finis. Le

domaine d'étude appartenant au mouvement des mécanismes avec la

considération de l'élasticité des membrures qui les constitu~nt

s'appelle la cinéto-élasto-dynamique.

L'étude des mécanismes plans s'effectue de façon cillssique en

considérant que les membrures sont rigides. Cette étude se limite

à la détermination des forces et des quantités cinématiques telles

les vitesses et les accélérations, et ne permet pas de mettre en

évidence certains phénomènes I.~"; F,.... rn::ll+- ; r\""'ro\·...... - ..... _ _- .... -.I~'

déplacements, tensions, propagation d'ondes) dûs aux propriétés

d'élasticité du matériau dont sont constituées les membrures.

Le but de ce tr<:lvail est de combler ces lacunes en élaborant un

modèle qui tient compte de l'élasticité des membrures. Nous nous

limiterons dans ce travail au cas des mécanismes à quatre

membrures; l'analyse corisistera essentiellement à dégager les

équations fondamentales et à construire un schéma aux éléments

finis pour leur résolution.

Le choix de la mé t.hode des éléments t .in i s comme schéma de

résolution Ast dû à la simplicité dans li interprétation physique

et dans la formulation mathématique qu 1 offre cette méthode. La

méthode des éléments finis cumule les avantages des autres

I~ l'

algorithmes utilisés dans la résolution des équations aux dérivées

ii



partielles (méthodes variationnelles et méthodes aux différences

finies (5]), et se prête bien à la proqramma~ion par ordinateur.

Cette programmation n'est pas a bo r'd è e clans ce travail, faute de

temps.

Après avoir effectué quelques rappels de concepts fondamentaux

sur les mécanismes plans et lé) t.h é o r .ie de l' é last icité, on établ i t

les équations cinétiques d'un rné c a ni sme (équat.ions du mouvement)

en vue de la détermination des forces, des vitesses et des

accélérations; cette pLlrtie rejoint l'~nalyse classique car

l' hypothèse de base de l' o t udo cinétique consiste en la rigidité

cles membrures.

Puis, on établit les équations éJi1:,.;to-dynamiques d'un mécanisme

permettant de déterminer les déplacements, dé t o rma t i on.s et tensions

résultant de l'élasticité cles momb rnre s è, l'~ide de la théorie de

l'élélsticitç.

Après avoir s impl i fié les é qu a t ions obtenues à l'a ide d' hypothè

ses, les équations é Las t o-edy n a miquo s sont moclél isées par la méthode

des éléments finis.

Enfin, une analyse des types cl' ondes se propageant dans les

membrures est effectuée.

l J. 1.
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Ces rappels seront essentiellement constitués de l'établissement

des équations fondamentales de l'élasticit6. En ce qui concerne la

démonstration des formules fondamentales qui sont à la base de la

formulation des équations cinétiques, le lecteur pourra consulter

l'annexe.

l.l.lO/MECANISMES A QUAT~E J31_M~liliRURÇS-PRINCIPES DE BASE

Le mécanisme fi quatre membrures o s t. une chaîne cinématique

(c'est à dire un ensemble de corps rigides reliés entre eux), à

liaison forcée (le mouvement relatif entre les membrures est unique

et se répète d'un cycle à l'autre) dont les quatre membrures sont

jointes par des chevilles et dont l'une d'elles est fixe.

La membrure fixe sert de référence: la position des autres

membrures est donnée par rapport à celle-ci.

l.l.l.b Çlassification

Une façon de classifier les mécé}nis!l\':::,s ,') auatre membrures est

de le faire selon le type de mouvement de ses membrures motrice et

entraînée:

- Manivelle: lorsqu'elle peut faire un tour complet autour de

son centre de rotation.

1.
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- Balancier: lorsqu'elle oscille une partie d'un tour.

- coul isseau: lorsqu 1 elle rait un mouvement de translation guidé

par la membrure fixe.

On ut i lise la loi de GRASIIOFF pour identi fier le type de

transformation de mouvement effectué par les mécanismes dont les

quatre membrures sont de longueur déterminée. si l est la longueur

de la membrure la plus longue ; si s est la longueur de la membrure

la plus courte; 51 p et q sont les longueurs des autres membrures;

la loi de Gl<M:iIIOFF s t i.pul (' 'luo.:

* si l+s<=p+q ;

la transformation de mouvement sera

Manivelle-balancier 51 ::~ o s t la manivelle adjacente à la

membrure fixe.

- Manivelle-manivelle (ou double manivelle) Sl. s est la memb:cure

fixe.

- Balancier-balancier (ou double balancier) si s est opposée à

la membrure fixe.

* si l+s>p+q le mécanisme sera alors un mécanisme balancier 

b.:llancier.

Mais on distingue d'autres types de méc~nismes à quatre

membrures tels que les mécanismes manivellc-coulisseau (décalé et

non décalé), balancier-colilisseau et coulisseau-coulisseau.

Cette section a pour but p r i ne i p.rI J' et;:ll::>Jif:,sement des équations
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fondamentales de la théorie de l'élasticité ainsi que leur

application aux membrures et aux mécanismes plans. Ces équations

serviront à effectuer l'élssemblaqe des membrures ct à en déduire

les équations aux dérivées partielles de l'6lasto-cinéto-dynamique

d'un mécanisme à quatre(4) membrures.

Pour cela, nous effectuerons dans l'ordre les exposés suivants:

- modèle du corps élastique.

- analyse des déformations ct des déplacements.

- analyse des forces et des contraintes.

- re lat ions c ont r a intes-déforn1ations .

- équations de l'élasticité forrn6es des équations géométriques,

physiques et des équations élastiques.

- modèle élastique ct 1 une membrure c o nrs i d e r e e comme un élément

de poutre rectangulaire.

L'étude effectuée dans ce chapitre porte sur l'élasticité

linéaire. L'élasticité non linéaire, Ja théorie de la plasticité

et l'élasticité quasi-linéi'lire ne seront pas abordées ici. De même

nous considérons que nous nous trouvons dans le champ dynamique

avec présence de forces d'inertie non négligeables.

J



I.2.1.a liYJ2othèse? fond0~Qnt9les: rappels

* Hypothèse de l'espace-temps newtonnien:

L'espace est

indépendant des

e uc I .idi t?n (à trois climens ion::;), le temps est

coordonnées spatiales, les lois de Newton sont

valables. Cette hypothèse situe la mécanique dcs milieux déforma

bles dans la "mécanique clë:lssique".

* Ily pot.h c s e LIU rui Li.e u continu:

Chaque domaine élémentaire contient de la matière. Cette

hypothèse permet de considérer toutes les quant.i tés comme fonctions

du point dans le domaine occupé par le corps, et non c omme des

fonctions de la position des particules qui le composent. Grâçe à

elle, la mécanique des milieux déformables peut largement utiliser

l'appareil de l'analyse classique.

* Hypothèse de L~t rigiditicatioJI de:.; p a r t.Lc s (ou de la solidifi

cat i on) .

* Hypothèse de la dépendance locale

Les forces intérieures (tensions) sont des fonctions du point,

de la déformation, de la température, etc ... mais ne dépendent pas
._-~

explicitement du gradient (des dérivées c pa t i.a Le s ) de ces gran-

deurs.

* Hypothèse de l'él~sticité idéale:

Il existe une correspondance bi-univoque entre les déformations

et les tensions représentée par la loi de llooke.

/1



1.7..2. b') lJY1)gtlLÇ_?'Q~_sl)!lpLU:L~-.:~U:_riçe~

·k Hypothèse d t h y pe r-é La s t i c i t o :

Le trnvail mécanique nécessaire pour dcforll\8r le corps dépend

seulement de son état ini ti a l et de son é t a t final.

* Hypothèse de linéarité g60métriquc

* Hypothèse de linéurité physique:

Les tensions sont des fonctions linéaires des déformations.

* Hypothèse d'isotropie:

* Hypothèse ct 1 h ornciqe n ci. t.o :

L'ensemble de ces hypot:.hcses conduit ~ 1a théorie de l'élasti

cité linéaire des corps isotropes et homogènes.

1.2.2 ET~'I'.-P_l=:_Q_EP~!~Ç.f:l1.f:~_r.r_~};'__~T_l{t Df:_P_EFQRH.ATION DU_ MILIEU

CQNTI~Q - ~NA1~SE Q~~_~EFORMATIONS ET DES DEPLACEMENTS

1.2.7.. a Dépl.ëlcemeD.t_2_Q..t-ioi~ron\!i"_1~iüïl:;

Supposons que le corps V Ile soit soumis à aucune action exté

rieure.

Supposons maintenant que le corps soit sollicité par un système

de forces et de liaisons géométriques. La matière contenue dans V

vient occuper une autre positioll, que nous allons désigner par V*,

de frontière S*. (Chaque élément gardera sa notation initiale

pourvue d'un astérisque.)

Afin que le corps se trouve en équilibre comme corps déformable,

il faut d'abord que le système des forces appliquées (y compris les

forces de r é a c t ion exercées pa r Lors liaisons géométriques ) soit

5



statiquement nul.

Nous allons nous l Lru l t.e r au cas du p a s s aq e du corps V ct' une

position d'équilibre à une autre. La position de chaque point de

V, rapportée aux coordonnées fixes, s ubi t. clonc une modif ication:

ce processus sera appe Lc déplacement.

Les distances réciproques entre les points et les angles entre

les éléments linéaires vont aussi 6trc modifiées: ce processus sera

appelé déformation.

Pour étudier le comportement au voisinage d'un point x il faudra

considérer un second point y assez proche de x, et examiner les

positions occupées les pLI r t, 'i cu l (~S Cl u :i. s c trouvaient

1
initialement en x et y. Toutes les quanticés sont rapportées au

système de coordonnées fixe. Nous ï:lclopton~; ainsi une description

Lagrangienne.

Considérnn~ d9U~ points x et Y=X+T, et supposons connue une loi

de correspondance entre les pol.n cs d(~ V et de VI<:

i==l,2,3 ( 2 . 1)

avec fi fonction vectorielle; SJ les déplacements des pa r t Lcu Le s

sont assez petits, les relations (2.1) peuvent s'écrire:

x·.=x. + u . (x)
\ \ 1

i=l,2,J (L. • 2 )

où les u i sont petits, ou bien encore vectoriellement:
, ,

!,
\....,'

xw=x+u(x) (7. . J)

1
l~ vecteur u est nommé vecteur-déplacement. La dimension de son

6



module est celle d'une longueur.

On suppose que le passage de l'étut V à l'état v* est réalisé

par une transfonnéltion bi-univoqul? o.t bi-continue. Il faut et il

suffit pour cela que f soit de classe Cl et que le jacobien soit

borné et non nul.

On dit alors que la transformation est régulière.

* Transformat_ion des c9mposantes des vecteurs

Avec les notations choisies, les points x,y se transforment en

x =:x: -1 u (x) et y* == y 1- U (y) l-espcctivement, ct 10. vecteur T qui

les joint devient 'r" = ., + ST. Ev i d ernme nt , on a:

.
1 + U (y) == u (x ) -i- T , d 1 0 Ù :

T "i = Ti + U i (x+ 1) - U i (x)

ou bien encore

( 2 . Il )

EiT i == Ui(X+T)-Ui(X) (2 . 5 )

si u deux fois d é r i v ab I e on peu t é c t-ire la formule de Taylor

avec deux termes et son reste, de sorte que (2.5) devient:

OT. == U· .T.
1 i , J J

i,j:ccl,2,J (2. G)

les dérivées étant calculées en x .

Les composantes de 11 élément Line a i r e T deviennent:

T". == (cS .. + u . . )T-
1 1JI, J J

i,j=l,2,:J

7

(2. "7)



OÜ .5 i j sont les composantes du tenSL'L1L' .::10 Y;1:"'C'!~'?r:'l<P:r

.5 .. = 1 pour i=j
1 J .5 .. = 0 po II r .i 'h

1 J
( 2 • 8 )

On arrive donc à des relations linéaires entre les composantes

avant, et celles après la déform~tion, d'un élément linéaire r. La

seule condition de validité de ces relatiolls est que les r soient

petits. Sous une forme développée, (2.7) s'écrit:

·1 1 = (l-t-U 1, l ) 1 1 + U1 , Z1 2 + 11l,3 T3

· ( 2 .9)1 2 U 2 , l 1 1
., (1+Uz " ) 1 ,, -l- u 2 , 31 3

". -

·1 3 = U3 , l 1, +
113, "

1 2
-\- (1+U 3 , 3 ) 1 3

1.2. 2.. c .D,gJ.Qn1J~lion.--tLQl1\Qg_ène

si nous choisissons pour (2.1) la forme la plus simple possible

une transformation affine:

.
x . a- .x . + a . (J.l)

1 IJ J \

avec a i j et ai constantes.

On déduit alors de (2.2):

.
}('I -)(. = (a .. - f, .. j x , + a·

1 1 J 1 J J 1
(J.?)

Il en résulte que Jos lli sont également linéaires. D'autre part

si lion pose:

avec Qjj et ai constantes on ob t i o n t :

i ;

•x X. + u· = (Q .. + o.. )x. + a· (J.II)
1 1 1 J 1 J J 1

8



où O'· -1- .5.. = é1 ..
1 J 1 J 1 J

Dans le cas d'une telle t r a ns f o rma t i.on , toutes les parties du

corps se modifipn~ rlp la même manière d'où le nom de déformation

homogène attribué à la déformation caractérisée par (3.1) et (3.3).

Les relations (2.6) et (J.]) conduisent. à 10. formule:

•0'(. T ·-T. := o'· T· (11.1)
1 1 1 1 J J

On peut considérer la variation ST comme étant composée de deux

parties: la première, due à un d é p Lo c e me n t, rigicle du voisinage de

x dans son ensemble; 1<1 seconde, due à la va r .ia t. io n des distances

réciproques entre les points de ce voisinage. On a évidemment

T* = T + OT, 17*1' = T*.7* "c ITl 2 -1 27.ST + [sTI'

la variation de la longueur de '( est. donc ca r ac t.é r i s é e par:

s 1TI' == 1-r '* l' -- l t l ' /.T.57 -l- \5'(\'. (/f.2)

si la déformation est infinitésimale le terme quadratique est

négligeable.

Dans le cas d'un déplacement rigide infinitésimal, la longueur

dos vecteurs ne varie pas et de (Il.?) il vient:

ce qui équivaut à la condition d'ùnti.-sYJiH~tciE~:

n .. + n .. =0 , i,J'=l,2,3 (/f.t'.)
1 J JI

C)



Désignons los co~npOSéH1te~3 de LI pa rt i 0 a nti e symé t r i que de la

matrice Cl'jj par:

PI

En considérant encore (1.1), les formules (1.1) deviennent:

ou bien encore, en no t.a nt. av e c p le vecteur cJe composantes Pi:

01 -pA1 (1.7)

Sx . é x ". + or.
1 1 1

En notant ici oX"

(1.7):

a. et a
1

si la matrice Cl' est antisymétrique, 18 déplacement du point x

se réduit donc b. une t r ans t at i on (caractérisée par a) et à une

rotation (caractérisée par -pl c'est-à-dire à un déplacement rigide

Ln f i n l t.é s i ma I de V dans son ensembl0., le même en tous ses points

10



puisque a et p sont constants.

Supposons maintenant que la transformation (3.5) soit définie

par une mat.rice infinitésimale de cornpos a n t s qu e l conqu e s Ct i j

Décomposons-la en l~ somme de ses parties symétriqué et anti-

symétrique:

E .. == t. . '; ( Cti j + a·· ) ( 4 • 9 )
IJ JI JI

,

w i j
- w·· = \ ( œ. . - (l j i ) ( Il . 10)

JI 1 J

d e sorte que l'on a:

a· .
IJ

(11.11)

Puisque la déformat.ioll est infinitésimale, on peut utiliser le

principe de l a superposition e t; affirmer que la matrice wi j décrit

un déplacement rigide infinitésimal de V.

Assurément les relations (Il.]) a (Il.B) ne sont plus maintenant

valables.

En portant (4.11) en (1\.1), on obtient:

07; = (E i j -1- w i j ) 7 j j (4.12)

si la déformation c s t; .in f in it.oa irna Lo , on peut négliger les

termes quadratiques, ce qui mène (~ l~ place de (4.2) et (4.3)

à l'expression:

== 2( .. 1.1 (11.13)
1 J 1 J

11



(compte

maintenant:

tenu de w·.r - '[Ô,
1 J 1 J

0) . De ( 4 . 5 ) et (4.10) on tire

P:s

Par conséquent, le~ six composants de la partie symétrique de

la matrice Q' ca r ac t.é ri s en t; 18~-:; vori a t i.on s de distance et les trois

composants de sa partie anti-symetriquo, la rotùtion rigide.

Afin de préciser- 1.<1 siqni Licn t i.cn des grandeurs E, déterminons

l'allongement r eLa t.i f d'un v0cteur ù-cbitrail-e T. Nous allons

désigner pùr le vecteur uni t.air-e :

m= T / Il 1 ( '1 • 15 )

dont les composantes In l l 1Il;>I ml seront lc~~ oor.i.nu s directeurs de

1 .

La quantité qui nous intéresse est donc:

(/l.16)

Elle peut être positive ou rieq at Lv e . On trouve aisément

(\r*\ - \rl)*(17 -1- 1 7 * 1) .- E \ 7 1 (E 1 t 1 + 2 1 ri)

ou bien encore, en tenant compte de (4.13) cc lQ.i5):

, . .1

e . .rn.rn .
1 J 1 J

(1]. U)

17



où la notation t m indique le f air. que l'<.J.llongement r e La t i.

dépend de m et non de \11.

La solution de (4.17) ~"";'é~(T.it:

E == -) -1- (1 + /.E ..m.m)
III 1 J 1 J

où le signe positif correspond j ce que Irl<l/lrl>O .

la déformation pure, et le s c co nd , celle du déplacement rigide,

Le premier terme de ('1.:12) représente donc la contribution

de la déforrnélt:ion (pure o t, .i.n fi.n ito sLmu Lo j .

( .. s'appelle ma t ri
1 J

Ede' compo c a o tesLa ma t r i cc s y rné t.ri que

la variation des compo s ant.crs du vect.eur '/

Revenons au CLIS c1'IIl1Q loi de t.ro n s.f o r mnLi.o n quelconque:

x (5. ))

ce qui conclut t. ("1 u x rcla t ions:

or.
1

U· . T·r
l, J J

( 0 .. ./ u . . ) T. (r-;. 2 )
1) i , J J

où l Ion 5 II pp 0 s e U c1,~ c 1Cl '.: ::> ce/. .

Ct, .
1 J u·

l , J
( 5 • J)

on ob t i en t il l'a ide Cl o (Il. 9 ) - ( Il . 11)

1:3



C· = 1.; (li. . 1- U .. ) (~).Il)
1 J " J J,l

vi· . = \ (u. . - u . .) ( ~) • :5 )
1 J l, J J ,1

lI· . (.. + IV .. (S. 6)r , J IJ IJ

Les équations (S.Il) et (S.5) I o rrnc n t. le système des é qua t i.on s

géométriques. C'est un système aux dérivées partielles, linéaire,

à coefficients const~nts, du p r omi e r o rd r c par rapport aux

:. 1

déplacements, et contenant les composalltes de la déformation sous

forme entière.

Les compos~ntes cij de ln déformntion [arment un tenseur

othogonal du second ordre: le tenseur déformation ..

Nous allons ma i n tena n t. fixer notre a t t e ntion sur les forces qui

sollicitent le corps de l'extérieur et sur celles qui, sous l'ef-

fet de cette sollicitation apparaissent ell son intérieur.

On a ppe Ll.e force extérieure t.ou t c force qui caractérise 11 action

cl' un corps extérieur .i V, siu r des points de V+S. Les forces

agissant sur des points dl un s ou s-rdoma i ne V 1 inclus d a n s V sont

appelées forces volumiques. Celles qui agissent sur les points dlun

sous-domaine S'inclus dans S sont nommées forces surfaciques.

si R est la ré~-:;ultantc des focces o x t.or i.o u r-e s aq i s s a nt; sur VI

li!



on appelle force volumique en x appu r t.c nan t; ft V 1<1 limite:

F(x)= li11\
R (V' )

mes (V' )
, pou r "- êl pp <1 rte n a n t il vIi ne lus du nsV.

avec mes(V I) étant la mesure de V' tendant vers zéro.

Soit Mr le moment résultant des forces extérieures agissant sur

VI. On appelle moment volumique en x appartenant à V la limite:

M(x)=lim
Mr (V 1 )

mes(V')
, pour x appartenant il VI inclus dans v.

avec mes(V') tendant vc~s z&ro.

si pour d(V')---->O, le moment r é s u Lta nt. en x a ppa r t e nan t à V

n'est pas négligeable ,011 devra faire une théorie asymétrique des

milieux continus.

De même on c1éfinit les f o r c e s rsur t a c ique s pa r la relation:

f(x)= lim
R (S' )

mes(S')
pour x appartellallt j SI inclus dans S .

avec mes(S') tendant vers zéro.

Les définitions ci-dessus n'ont plus de sens si la résultante

R ne tend pas vers zéro avec le diamètre du domaine considéré. si

cette r é s u Lta nt;c i.\ une Li rui t.o qui n'est pas nu I l.o , on dit qu'en x

est appliquée une force concentrée (volumique ou surfaeique) égale

simplement à la limite de la résultante.

1 ". ..J



Sous 11 action des forces e x t é r i e u r c s, d c s forces intérieures

agissant entre les particules de V font lellr apparition, Pour les

étudier, on f~it ~ppel à l~ méthode des sections imaginaires de

Cauchy,

Supposons donc le corps \j en c q u i I ibre, et séparons par

l'imagination) une portion V
"

et 1(1 partie complémentaire V Z '

Désignons par Si la pnrtie de S qui appartient j la frontière de Vi

(i=1,2), et par S'2 r a frontièr-e commune des domaines V" V2 ' qu'on

suppose av o i r un p La n t a nq e nt.. .c t i\ cleux f a c e s .

Pour que la portion v1 reste en e qui.Lib r e a p r è s cette séparation

il faut que l'action de ln p.i r tio V2 quit.nlnsmet. à VI I 1 effet

des forces ext.ér i eures nCJis~;an t su r "/2 ~-;t ::;-.;:::- '3" front ière et cel u i

des forces intérieures développées dans V2 ) soit remplacée par

l'act.ion de certaines [orccs agissant sur 5 12 "

ext.érieures

êt.re

équilibre, sans aucune

l' act. ion conj liguée des

rua n i è r e que V, reste en

s a con figura tion, sous

appli-antérieurement.

de

dechoisies

modir:icëltion

forces

doiventCelles-ci

quées, et des forces d 1 .i nt.c r ac ti.o n e ntrc V, et V2 introduites plus

haut.. Ces dernières jouent le r61e de forces de cohésion, et les

considérer, rev ient à foire u s aq e de l' hy pot.he s e de la rigidisa

tian,

On définit 10 notion de tension comme s u i t.:

a=lim
R(5 1 1 2 )

mes(S'l/.)
pour x a ppar t e na n t. à S' 12 inclus dans 5 12 ,

16



avec mes(S'12) qui tend vers zéro.

On peut définir en chaque point du d oma inc une ma t r i ce L: de

compc s ant.e s ai j appo Le e ma t; r .ice de tells .icns . Lc s ai i seront les com-

posantes normales et Jes o' seront J.cs composantes tangentielles
\ )

de la tension.

Puisque l'on peut exprimer tout vcctellr-tension par l'intermé-

d i a i r e de c e r t a i rie s c omp o co nr.c c ~3Lllh:i,"'Irc1, lc,~> cqua t i o ns d'équili-

bre pour un domaine a rb i t r a iro d oi.v e nt; conduire a des relations

entre les forces extérieure~ et les composantes de lù tension.

Les é qua t.j ons ch:: CL1UCllY :;'ubtic'l1IV"lt de: J;I condition d'ciquilibre

statique. Nous nous oon t o nt.o r ons. dl:.: lc,s énumorer sans les démon-

trer.

(J ... + F'
I

= 0
JI, J

avec i,j=l,2.

La condi tian cl' annulation du motne n t; r o s u I tant des forces

extérieures permet d'écricc:

a hk = 0kh d'où:

a .. · + FI' = 0, i,j=l,2
lJ, J

On montre également que les c omp o s a n t.e s de la tension forment

un tenseur symétrique du second ordre appelé tenseur des tensions.

Les équations c i s-de s s u a r cp r é s c n t o n t. les équations statiques et

17



symétriques de la théorie l incidil·C'. Pour leur démonstration voir

[ l ] .

Dans le cas où le moment volumique ries forces extérieures ne

s'annule PêlS, on 0:

On L'lit a l o rs une t.h é o r ic a s ymé tr Lqu e Lin c a i r e .

Hecherchons Ie s relations entre 0il~ or a kil clans le cas où le

moment volumique n t o s t; PLI::; n c ql Lq c a b l.c . Ecrivons la condition

d'annulation du moment r o nu Lr a n t :

rr(XkD h - xI a ,.) c1S -1-JJS' ri 1 r, r. Jlr (x F - X 11F'k) d V +
JJ

k il
V'

o

avec M moment volumique.

Or on 0: () • r-r- (J··Il, d'où:
III J 1 J

rr(XkD '1 -XI o.,) ndS -1-JJS " J' 1 J~ J
o

En faisant usage de la formule d'Ostrogradsky-Causs, on tire:

o

si l'on tient compte de:

D .. . + F. 0
J', ) \

on tire:

Okil - 0ilk -1- 1"1 =0 ou encore:

ln



Dans ce CdS, le tenseur d o s t.o n s i o nr: n' (~:c; t; P'l:; s y mé t r ique. Les

équations d'équilibre s'écrivent alors:

O'· = o'· - 1'1J \ 1 J

O, . . +F.=O
1 \. J 1

Ce sont les é qun t i ons s t.a ri quo s foot Iiné a i r c s de la théori.e

é:lsymétrique.

La théorie qéolllé:t~riquc, ct 1<1 t.ilc~ur·ic :c-;t.':ltiquC' cJéj.:t o xam Lné e s

font abst r a c t ion des p r o p r i e t o s mec.an iques rée 11e~; des ma t é r .iaux ,

Dans ces conditions, r .ie n ne peutS t re précisé sur la manière

5e]on lêlquelle los [orees extérieures provoquent grâce aux

propriétés du ma t é r i a u , ce r t.a i nn dc p La c cme n t s ct d e f orrua t.Lons : au-

trement dit sur 1;) ma ni.è r c c101H. I c corps s' oppose è'. la sollicita-

tion.

Il faut maintenant pr6ciser Je modèle choisi, en établissant la

forme de la dépendance entre Le champ des défonn<ltions et celui

des tensions, c ' est-tl-cH 1'"0 1'1 Loi physique.

si à des d é f o rrna t ions nu Ll.o s corresponcknt des tensions nulles,

on tire la loi de !looke CJénér.êllisée:

1 ()



. l hkou es Cij sont

i,j,h,k =1,/.,3

en qénér<11 cles fonctions du point, du choix des

axes, et de la températu 1:"0. Leur cl imension est Fe?.

E et de 2: conduit aux égalités évidentes:

tlk kh hk kil
C,. = c,. =c,. =c,.

1 J 1 J J 1 J 1

de sorte que leur nombre se réduit ~ GxG=J6.

En résolvant les relations ci-dessus par rapport aux El]' on ob-

tien t:

hl<
E·· = C.. al"

1 J 1 J l,.

Les quantités citk s'appellent coefficients de rigidité élastique

tandis que les C s'appellent coefficients de détormabilité.

Les coefficients de rigidité éLlstiqU8 forment un tenseur: le

tenseur de Hooke.

On d toujours:

o· .
Il

i,j,h,}:

On peut aussi écrire:

A ..
1 J

,h
-. C,·

1 )

Puisque: El<h thl< (symétrie (:u t.o n s e u r C1(~[ormCltion), on a:

. 1 . nk .d'oü une réduction cu nomo r e des Cij a 81-27=54.

De plus on a 1 es r e La t Lor.s :::",\1 i va n t.o s entre les coeff :i.cients c:

a·· = o'· - M avec I1 moment volumique.
1 J JI

d'où: c .. Iü
:

1 J

hk
C,·

1 J

hk .
c

j i
- M/f

hk
• Le nombre (j(, coefLicicllCS i nd è p e nda n t.s est

:~ a



donc réduit à 51.

C.
1)

O<lns ce cas,la loi de IIooke prend la forme:

11
1 C"

n
-1-

~~ :)
0 11 C,l é 11 ( l~ C" c 33

'
c r.

0 22 == C
22

11
e 11

., C 22
22

-1-
33

En C 22 E :rs 1

11 22 33
0 35 C 33 C 11 <-:-:.~ .s en -1 (. ~ -, -r ( :~:~ ,J ..)

0 , 2 ? C 12
12

( 12 '

2C23
?~~

an (2:~ ,

°31 2C 3 1
31

C 31

avec

11 22 3:1 ;>;> 33
C)3

11
C n C n C

33
,",1 Cl \ C n

C
Z2

11
C3:~

2? 33-- - C
' 1

C

Cl?
12

C 23
23

C 3 1
31 Li

et:

b =C =1) , cl =-= J.L , a -- r, -1- 2JL D'où:

a: = Ge f, .. + 21L E" 1" J. av CC:
1 J 1 J

b

e = E" 11 + € 22 ., E" 33 = Ll . 
J. )

On a donc finalement:

cliv(u) .

22 11 3:S ;~2 11
C

"

C n C 22 C~·, J C J JJJ

11 22 ~-~
BI?!LCIl C n CJ:~

C
' 2

12
C

2 3
23 31

== C 3 1 J.L

Les coefficients [) et IL s'appellent constantes de Lamé; J.L est

au s s i appelé c orrs t a ntc de COLI L orub .



On a aussi la relation:

l
E· .

1 J
2/.1. ( J f) + 2 IL )

(Jf) -1- /.IL)08 .. -1-
1 J

") IL
O, .

1.1

N.B: pour l'étdblissement des relations ci-dessus voir [1].

En ra Ls o nrra n t. comme dans Je cas de J.a t.héor .i e symé tr ique,

trouve les relations suivnntos:

C
' 1

1 ,
c

22
22 :\3

-- C 33 <"1 ,

C 33
11 c .. n r- 33 b,

Il -Ii'

C'l
33

== CD
22 11

C C,?2

C 12
12 3' 2:\

cl,
;, 1 L~ 32

C 3 1
_. c n C

2 1 el:) e 3? e.

La loi de Hook c SI é c ri t ZlJOl":~;:

a" <.H: 11 + bEn + eE D

0 22 == CE 1 \ + i'l E 22 + bE 33

0 33 b e 11 -1- CE 22 1- il E YI

0 12 2dE 12 , 0 23
- .. 2d c 23

' CJ :\ 1 ? cl C q

0 21 == 2e( 12 2dE \2 tl

0 32 2eE 2~ 2dE 23 M

013 7.eE 13 2dc~1 t·'l

On a éga Lement::

7.7.



b = c = r~ , cl =. Il, ù 0= J3 ·1· 2fL cl'OLI l'on t iro :

0 11
f)O + 2 AL e 11 ' On f)(J ·1· /.ILC??, o-: r~o 1 21LC33'.'J

Cl12
..- 2 J..L C 12 ' O?:~ /.ILf. 23, °31 2 iL C31 '

°21 -- 2J..LE 12-t-1, <J .~2 Î.IL [:l5-H, °15 ~JL !.C 31
- H.

CI est la loi. de Ho o k o pour des corps ü;otropes dans le cas de

1<1 théorie êlsymétrique.

En noCJ lig ca nt t.o u t; d o p 1<'1cc men t: év en t; u o I. clLI c o r p s dans son

<:1utour d'une positi.on d'équiLibre,

élùsto-dynamiques linéaires.

on obtient les équations

Jusqu 1.) présent. le cornpo r t e ment. d u corps élastique a été examiné

de trois points de vue dif f c rc n t s , cc qui nous El conduit il

consi.dérertroi~; compos a nt.c s du d e p La c crnc n t , six composantes de la

déformation, et six cornpo s a n tes de 13 t.e nsion .

Ces fonctions sont liées par six équatioJ1S géométriques, trois

équations é La s t i quo s et six c qu a ti.on s phy s i qu e s ce qui fait quinze

é quet.Lons <1 quinze .irroon nuc s .

Ces équations sont:



C· \ ( Ll . . + u· . )
1 J i , J ].1

S" u;
0 ... + F; -p- O

1). J
6 t 2

A .. h"._. C .. E hk1 J 1 J

ou encore:

f. ..
1 J

hk= C·. 0",
1 J no(

Ce systeme Si appelle :o:;ystè:lTle c orupl.er. dl c qu a r i.ons de 10. théorie

de l'élasto-dynêlmique symétrique.

On p (--; ut Cl l 1 ai ch~ c1 c s I j il. L~; 0 nsen t r "" l e ~~ t; 12 n:::; .i 0 nset 1 es dé f 0 rm a -

équations dynamiques de Lamé. Ces équations s'écrivent comme suit:

cS" u .
1

St·;
Tf'.

1
o

Ev
avec [)

(li v) (1 - /.v)

E module d'élasticit6.

v coefficient de Poisson.

r, et u constantes de Lamé.

ct r(
E

2(1 + v)

l.a forme:

0ji,j -1- Î'j .' P
S 2 U.

1

é t; 2



a· . a·· - M
1J JI

f .. -- 1, (u .. + u· .
1 J 1• J J.I

f. .. C,. hk
°hk1J 1 J

On a 9 composantes de la tension, J composantes du déplacement,

et 6 composantes de la déformation soient 18 inconnues.

On dispose de G équations élastiques, 6 équations géométriques

et 6 équations physiques, soient 18 équations. Le système est donc

résoluble.

Afin de clarifier l.es idées nous ~crivons ci-dessous entièrement

les équations s us e me n t i orméos :

Eq II a t ions é las t 0 -- cly na mi C{ll C~; :

0°11 S°21 C; 0 31
c .'. U Iu

+ ------ + .--------- l- F P ._-----
1

6x 1 6>:2 5 ):3 St"

5° 12 l\ o 22 5° 32
oC' u 2

+ ------ + ---_.~ + F p2
6X, 8x 5x, <St:'

? J

SOn ('

S 033
r ~ U 3

ü 0 23 ü

---- + -_._-------- + ._----"-- + F:5 p --_.~_.~--

5x 1 <SX 2 sX 3
St ~

0 12 °21
- H

Equa t ioris q é orné t.r Lqu c s :

ou,

2'.)



€ 33 --

OUI
\ (------ -1

5xz

(\ U z
--------)

5x l

0\1 1
li (------

SX3

éU_~
1- -----------)

(S Xl

S u ,
~ (----_.~._-_. .,

Sx 1
-'

SU 3
--------)

6x Z

Equa t ions phys .iqu c s

cr2'~ /./L C -" ,
•.. J ~~ iL e .', i '

On a u r a i t; a us s ; pu écrire le s y s t.o mo ch, façon à. avoir 3

équations élùsto-c1yndmiqlJe~:;, G équations géométriques et 9

équations physiques; en é.l .i.mi.na n t; des équations é La s t i quo s les

rel ë\ t ionsent rel c sai j ct; I o S Ci j i' etC' n i'\ :i o Ll t a nt a u x é qua t ions

physiques les relations ci-aprbs:

0Z1 -- 2/L€1Z - t-l, °32 01:1 = 2i-L c31 - ftl.

On peut également Obccllir des ~qllations on termes de dépldce-

me n ts uni qu erne nt. comme d a n s: .1 o Cël :,; clc: L't th oo r i e ~:; ymé t r iqu e .



On sait que:

O··
JI

dl ou :

O., - 1'1 et (), . -1- F
1 J JI, J 1

o

0" , + F,
1 J. J 1

Or

M,
, J

o

o i j GO -1- 7. Il C: i j

par conséquent:

i'.j
, J

()

( fl,1)J. ) / Jl -r-;

En tenant compte de:

- 1(l-7.v)

ci-dessus s'écri.t:

(avec v coefficient dc Poisson) le système

Ll. .. +
1,lJ

. -, -,
( 1 - 2 v ) \l." ,1- 1L F ,.

.-- J , J 1 r

-,
JL 1'J -.)

(J.

Sous forme développée, les ('quëltions de. Lë.n.é pour des corps

homogènes et isotropes s'écri.vent:

1)' u,
[-----,.,- +

1)Xl'

I)'u,
1- ----.-----,-,--



.s.'u~

-1. -"-'---"-"'-'--'·"--1

,5:<1 0 :-:3

-,
-=C~L P

élU
2

[-------
<5 X, 1

8' \.1,

St'

-1- - .-------...-
6' II2

1- -- - ----------.- ---.-.

8' Hl.,
1 ( 1- 2 v ) r----.--- ------ +

8 y 10 X 2

-,
""Jl P

6' u.,
J

..- ._ .._- -- -._--_._-- ) - 1-.,
l- 1L J' 2

- 1
- iL

ûM

6 1 LI3r...--.--------- 1-

S XI'

S] 1.1
3------_ .. _-- ---_.-- ---------- . \-

·1-1- ( 1- 2 V) [ ---- ----- ------ --

SXl t'ix 3

-1
=IL P

<St'

\. _.--. ---~----- 1

8:- u .
.J

--- -------- ]

5 :-:3'

-, -,
1 IL F:I - IL

SM

.5 X,

Ce système de trois o qua t.ions. ,\t(oL~ inconnues joint aux

équations géométriques ( .....__ L II 1.1 >: e qua t Lo n s physiques permet de

déterminer les déplacements, les tensions et les déformations.

Pour 11 étude des s y s tcmo s out.e nu s a us si bien dans le cadre de

- la théorie symétrique quo d a nn celui de la théorie asymétrique, on

dispose de deux voies:

On cannait li) c c n f jq u r a t.io n du corps, les coefficients é La s>
l.~'

ti que s du matériau, et le~; a c t.Lo ris. o x ~~orieures. On demande de

28



déterminer l'ét.;)t élastique dllC()tT)~~.

Dans le c ad r o de notre o t.ud o 1 c 1 c~;t cc problème que nous aurons

* Méthode inVQr~0_._.._"- - ._--._---

On connai.t l'état é La s t i que du corps, sa configuration ,ses

coefficients élastiques. On d e mc nô r» de déterminer l'action

extérieure et la configuration.

La structure même (jc~; é~(l\l;Jtjon~; (le l'èl~l~-:;ti.cité nous oblige il

chercher des solutions u hicoJltinGrnent dérivables sur le domaine

V, afin d'assurer la continuité. d o s fo rce c volumiques. Mieux, pour

que tes conditions au x Limit.or. (.ient un sens, il faut que les

composantes G i j et u , pu i s s o nt. ôt:cc prolonqées par continuité sur S.

On cherchera donc

uiCC' (V) nC" (V+S) .

.l (' S U - t (' 1. S (1 U C :
l J



Soit un solide plnn dnns un référentiel fixe. Ce solide

possède une vitesse angulaire O(t) et une vitesse linéaire V(t) .

Il s'agit d'établir les équations du mouvement pour un tel corps.

On se sery ira à cet e f let du f o r ma l .i.smc La q r a nq ien qui a été exposé

en é\nneX8.

Sa rnas s e est supposée constante et égél1e ~1 ru. Son moment

d'inertie principal est égal j 1.

L'énergie cinétique du solide est égal j la somme de son énergie

ci.néti.que de t rn ns l a t i o n ct ~t .CG l1.l~ autour de son

centre de gravité,

Soi.t:

Equations de La q ra nq e POUl- un c o r p s rigide

cl 8T ,sT
0 j "".L , 2 , . ,n

dt 8q' . é q ,
J J

La connaissance de x,y,n suffit pleinement pour déterminer la

posi.tion du COl'PS à tautin::~ti:tnl-.. tlou:::; lc~~~ pr e nd r o ns donc comme

coordonnées général ic~ées cie notre: :;;y:-:;t(~Ill(~.

o 1 a li les é Cl II a t i 0 n s sui. v <i n tes:

cl

dt

eST

6x 1

ST

<S ','
O.

JO



ct ST

dt tS y 1

d ST

dt sn'..
V' X" +y l'

0'1'

Sy

ST

M1

-. 0

a

'l' '.co 1, In ( X" ·1· yI,'

eST
rnx "

.sv!

-1- '; J'Ï'"

my"
oy'

ST
r ,~)"

ST

&x

d'où:

ST

&'1'

8T

<S .:.,

cl d' :..: .\
(mx") .. 0 ::::> III F'·'

dt ci t. :

cl cl' Y EquatLons c1u mouvement d'un
(my" ) 0 ==-=> fIl ....• Fy corps rigide plan dans undt cl t' r ,i ré r en t it=:- l

g2ll.iLeen.
cl d' ·fl

(H>" ) 0 - . .- l 1'1 CJ
dt clt'
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ç li}. ? Il' R~_Lr.

~..QQ!\TI0 N!Lll~__J;·û~.~_lli~.rr0 - I;:J,,/.,S 'tQ.::J~.'Dib~I9_U_IL ~9JLr~_l}l{ H1::C t\~U s 11 E P Ln.t!

Afin d'établir les é qu a t i ou s de 1<1 cinëto-él"lsto-dynamique d'un

mécanisme plan, nous adopterons le schéma suivant:

- on établit Les éq1lélt ions c i né ti quc s ou équations du mouvement.

d'une mcmb r ure c.o n s i d e r é e comme un é1.er:\i::;nt de poutr-e rigide à

l'aide des césultilts de l'étude du [or~alisme lagrangien .

•- 0 nef f e c tue I l ,1.~; S e [il b L.J.cr" cl '2:3 1I\(' 1:\h r u r e sen t ré'n <1 n t cornpte de l a

loi de l'action et de la réaction. Orl obtient alors les équations

cinétiques d' un J1lf:'~cani::;mc:~ pL\.11 èl qu,1.t".:-e l1Ii~mbrur-es s uppo s é e s

r i'J i.d(.:'~; .

on ét.:1bLit 1«: c~qu.")tiol\:'; riJ:lc;l:.ü-dyn:lmiquc:::.: d'llllC membrur.-e

- on effectue l' o s s ernbl a qe d;c~s l11'2rnbnlres en tenant compte de la

compatibilité des d é f o r rna c i.o n s ct des d é p La c e raon t s au x nocuds afin

d'obtenir- les équations élëlsto-dynilmigues d'un mécanisme plan.

Les équations cinéto-él(lst()-d,/n,:l.l:1lqu,~srésultent de la prise en

cons idé r-a t Lon de 1 i\ [0 cc '." cl li. Il 12 t· ti. '2 (calculée ~ l'aide des

c o.u.ue f o r c e v oLum iqu e dans les équationséquat.Loris c irié t; iqu o s

élasto-dynamiques.

LIa s p e c t v i.b r a toi t"" c: 0 U cl y Il ;,"tI1l i.CI Il ces t t c: nue n CO!TIpte dan s les

P'-·i r CO fI ::; i ci (~ r :t ti. 0 n pe:tits

mouvements a u t ou r c1i~ la po s i t Lon d i e qui Li b r e .

1
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Hypothèses de base: - 1,'1 membrure est assimilée a un élément de

poutre rectangulaire rigide.

- le système formé par l~ membrur~ est holonome et soumis a des

f o rc o s c on s e rv a tiv e s (voir a nrie xe pour La définition de ces

termes)

soit un système de [orees:

Fxa , Fxb, ... , Fxn , fJ'd, Fyo , ... , Fyn, ml) (poids) agissant sur la membrure.

Soi e n t d Y0. , d yb, . . . , clYn ,les cl i.s t .:\ n ces é-; é p:.1 ru nt r espee t iveTIl en t

les forces Fxu,Fxb, .. o,Fxn de C.

Soient d x a i d xb , .. ° ,cl:·:n l.c s di s t a ricc s s,::'p.:n-,,-,nt rc::~pectivement les

forces Fy a . Fyb, ... ,F'yn (le G.

Avec G centre Je gravitd de 10. poutre.

Rédu isons ces fo r c e s au s,/steme F,,:", F/~ ,[.( a pp I i.qu e CiU centre de

gravité.

o n Cl les (>fi Il ,,\ t_ i en" ~.; u iv .11\ L~~ . > •

n
,-, l"
';' . Xi
1""<:1

n
l,Fy i - mg Fl'
i""a

JJ



n n
2:Fx .dy 1- LFy 'Idy., -_ He
• 1 1
l=a i=3.

Ces équations permettent la réductlon du système Fa, .. ,Fn au

torseur [Fxc,Fye,Mc
] appliqué au centre de gravité.

Soit un systèm0 d'aX0S fixes U·...... ··"f
"1 •

Coordonnées du noeud 1 (Xl' Y1)

Coo r d o n nées Cl II no o lld Î (:-:" ,I/;~)

Coordonnées du c o n L ce d(~ gravi. té C (:-: l ,,/ 1 ) •

F Xl' F Y 1 forces a q i.;,;~; a n t él LI Il 0 (ê: II d. 1..

q r av i t o .

cF Xl

!_: F :-: Ill - ----.-

dt'

d'y'
:~ Fy m---------

dt'

ci l 'f>
}:~lg I ------

cl t '

d' x '

cl t'



Y2 !r-----
1
!

--

o

"! i 1 ~. -._. ;

.,~'

_.
F~
x

r'"

..: '-...•.. '-

.f~_~' .~ ..-.. ,,.~.~ ~. -. -.



2. Fy, + Fyz + Fx
e

== m
dt'

d'Ill

d t '

'1 • Tg(~)==

.L'

,)

On a S i x (G) é CI li a t ion s è\ 0 n z e (11 ) i :,c (, n n \ 1~ S qu i son t :

de la membrure>.

Masse de la membrure 1: ml

Moment d'inertie de la membrure 1: Il

Coordonnées dl! c e n t r e clp- gravité de la membrure 1: x " ,y •.

Coordonnées du noeud 0: xo~O=yo: on suppose l'origine du repère

ùu noeud o.

Co o r d orm èe s du no o ud 1: :':1' YI'

soi.ent f:/' et: f'/\l<:~::; c ompo s an tc s de lLl [O[Te exercée par la

mernb r u r'e 2 SUl' 1<1 I1~CmbCllt'e 1. CP:; r o r c o s s t e xc r ce nt; lI.U noeud 1.

soient f:-:0 1 et F il 1'y la force exercée par la

rnembr u r e fixe 0 su l' l,~ momb t'ure 1. Ces fo r c e s s 1 e xerc e n tau noeudü.

s o i e nt; fX"1 c t; r:,,,cl 1· p. zo 0 t s l~ 1"" r é lt t d~ ! c;..~"; e mp san e s C '.: n _ e s u an e es forces

e xr é ri e u r e s r é d uit e a ;1l1 cent.r'" cie cjravité et s'appliquant à la
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membrure 1.

soit Mel le moment résultant des forces extérieures réduites au

centre de gravité et s'appliquant à la membrure 1.

On a donc en supposant 0, comme une constante et en considérant

les forces aux noeuds 0 et 1 et au centre de gravité:

=> 1>, = 01 t + C avec C = constante.
dt

ln, ----

2 . Fy2 l F 01 e'+ y + Fy =m,
d~y'

y"

x"

5.
( i , ) 1

De l'équation J1 on tire:

Y"=X"Tg('~l)

De l'équation 5 on tire:

4
=--==>x' (t) --

2 [ l-I-Tg' (.p 1 ( t) ) ] t.

=>y' (t) =
l,Tg ( if>, ( t) )

1
! •

De l'équation 6 on tire:

JG



[ 1 -1- 'l'g l ('1>, ( t) ) ] VI

On se retrouve alors avec les équations suivantes:

(si on tient compte du fait que: xo=Yo=O)

clt'

2.
cl' Y"

Trois(J) é qua t i on s ~l qua t r e t a ) inconnues:

F'Xo" FyOI , Fx2' , Fy21

* Pour la membrure ~:

On connaît x1(t) et Y,(t)

Soient
1? . 1 J

Fx , rv: les composantes de la force c xe r oé e par la

membrure l sur la membrure 2 et appliquée au noeud 1.

Soient Fx e2
, Fy'~2 les composantes de la résul tante des forces

extérieures appliquées à la membrure 2 et réduites au centre de

gravité de la membrure 2.

Soient Fx 32
, Fy32 les composantes de la force e x e r c é e par la

membrure J sur la membrure 2 et appliquée au noeud 2.

Soit Me2 le moment r é dui t .

Les forces s'appliquant au noeud l de la membruce 2 sont:

Fx'2, Fy 12 .
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Forces s'appliquant au noeud 2 de la membrure 2:

Fx32
, Fy32

•

Forces s'appliquant au centre de gravité de la membrure 2:

F e2 F e2 Me2x 1 y, .

On a les relations suivantes:

4. Fx ' Z == _FxZ1

La membrure a une vitesse angulaire 11 (t) =d' .p / dt'Z . Z et une

longueur 12 •

Coordonnées du centre de gravité GO': X O
• ,y.o.

Coordonnées du noeud 1: Xl' Y1.

Coordonnées du noeud 2: x2 ' Yz .

Hasse de la membrure 2: mz.

Moment d'inertie de la membrure 2: 1z.

Les équations du mouvement s'écrivent comme suit:

d' x" •

dt'

mz ---"--

cP '}z

S.Fx3Z ( y z- y ' " ) - fX ' 2 ( y · " - Y1) - Fy~2(X2-;':ù.)+ F'y 12 ( X " " - X 1) -1- Nc2
=: I z-dt/

Yz-Y 1
9 . Tg ( ~ 2 ( t) ) -- -----

- - X 2-x 1

10. (xZ-X I) / + (Yz-Y l ) ' (1z) 1
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* Pour la membrure J:

Coordonnées du centre de gravité de la membrure J: x···,y···.

Coordonées du noeud 2: x2, Y2.

Coordonnées du noeud J: x 3'Y3=O. Le noeud J est fixe.

Forces s' appl i quan t; au noeud 2: Fx23, Fy 23.

Forces Si appl iquant au noeud 3: Fx0 3, Fy03 .

. . e3 e3Forces s'appliquant au centre de gravIté: Fx ,Fy .

Soient Fx23, F/3 les compos a n tes de la force exercée par la

membrure 2 sur la membrure 3 et appliquée au noeud 2.

Soient FX03, Fy03 les composant0s de la

membrure fixe 0 sur la 1110m\) L'U L-C~ :> •

Soient rx'", fye3 les composantes de la

force exercée par la

résul tante des forces

extérieures réduites et appliquées à la membrure 3.

Soit M~ le moment résultant réduit des forces extérieures appli-

quées à la membrure J.

On a les relations suivantes:

Masse de la membrure 3: ID3"

Moment d'inertie de la membrure J: 1 3"

Longueur de la membrure J: 13 •
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Equations du mouvement de la membrure 3:

d'x···
14, FXZ3+FX03+FXe3=m3-'----

cll y •••
15, F/3+F/3+FXe3=m3

dt'

dl <fJ
3

16. FX Z3 ( y Z) -Fx03(-Y3)+F/3 ( X · · O-XZ) - F y03(X3- X O ° ° ) +Mc3= l 3----

yz
18 . Tg ( (~3 ) --

X
Z-X3

( 1
3

) ,

19. (X· • ° l - X3) z + y 0 , n , =:---

il

Le système d'équations (1)-(20) est appelé système d'équations

de la dynamique d'un mécani.sme pl.:lll rigide, Il s'.:lgit d'un système

de vingt équations à vingt inconnues qui sont:

01 01 21 21 12 12 32 32 23 23 03 03
FX Fy Fx Fy F " Fy F" Fy' 1 r x 1 Fy 1 r.'." 1 F\Il' l' l' I··\' l' 1'" 1 l' ... .l

x 0 0 ( t) 1 Y0 0 (t) 1 x " 0 0 (t) 1 Yn, n (t) 1 x 2 ( t) 1 / (t)

Ce 'système est donc r8so1uble.

.~ 3 ( t) l 'l'2 ( t) .

On considère connu le sys tème de forces appl iquées à chaque

membrure ainsi que la longueur de .la membrure fixe. De même sont

40



supposées connues les valeurs initiales des différentes fonctions

du temps.

N.B: sens positif des moments == sens des aiguilles d'une montre.

II.2.1 Détermin;tion des acç~lérations et des vitesses.

Une fois déterminées les forces aux noeuds ainsi que le~ autres

inconnues, les accélérations et les vitesses se déduisent aisément

par simple dérivation.

* Vi..tes?_e_E;'~_cc~ l é rë!..tJon é\JlillLl.9.J res de l a membru re l

Soient 0) et a] les vitesse angulaire et accélération angulaire

de la membrure 1. Par hypothèse on é\ nI connu et u 1 ~ Û.

* Vitesse et a.cc~lération ùn9-\.ll..sli.res de la membrure 2

Soient Oz et Qz les vitesse angulaire et accélération angulaire

de la membrure 2. On a:

Oz (t) d .:v z ( t ) / clt e t a2 ( t ) == d' (~2 ( t ) / clt' .

* Vitesse et accélératioo.-'::Lnqul.s-1ire_? de la membrure J

Soient 03 et a 3 les vitesse angulaire et accélération angulaire

de la membrure J. On a:

* Vitesse et aç_c~léG11-ion du noel!..'::l_Q

So ient V0 et ao l es vitesse et a c co l e r a t ion du noeud O.

Le noeud a appartenant à la membrure fixe, on a:

Vo==ao==O
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* Vitesse et accélération du centre de gr~vité de la membrure l

Soient VO et aO les vitesse et accélération du centre de gravité

de la membrure 1. On a:

dx ' (t)
VOx(t)

dt

aOx(t)

dy"(t)
V'y(t)

dt

d~yO(t)

aOy(t)=----------
d t ~

v ° (t) =[ (V ° x) 1 1- (V ° y) l ] '"

a' (t)=[ (a'x)' +(a"y)! J~'I

La connaissance des grandeurs V',V"x,V'y,a',aOx,aOy permet de

caractériser entièrement la cin~matique du centre de gravité de la

membrure 1.

Soient V
1

et al les v itesse et a cc è l é r a t. Lon du IIU~UI..I 1.. vi-I Ct;

a, x ( t)

dxl(t)
V, x ( t ) ==----

dt

ctzx1(t)

d t.'

V1(t)=[ (V 1x ) 2+(V]y)2 ]'/1

dy](t)
vly(t)"-'---~-

dt

œYl(t)
êI]y(t)--

dt'

* Vitesse et accéléLaLLQG-lj~QéaL~~sdu centre de ~[ravité de la

Soient v : ° et a 0' les vitesse et accélération du centre de

gravité de la membrure 2. On a:



V· °x(t)
dt

dy : • ( t)
V· °'l(t) =----

dt

aOOx(t)
d'x·O(t)

aO°'l(t)
d''I°O(t)

dt'

v 0 0 (t) =[ (V 0 0 x) , + (V 0 0 y) , ) ~',

a " 0 (t)=[ (a O°x) 2 +(a O0'1)' ]'11

soient V2 et a 2 les vitesse et accélération du noeud 2. On a:

ctx2 ( t)
V2X ( t) =----~---

dt

ct' >:':2 ( t)
azx (t) =-_._--

dt'

V2 ( t) = [ (V2x) 1 + (V2y) , ] '1;

ël
Z

( t) =[ (ël
Z
x ) , 1- ( a 2y) , ] ~,

a
2
y (t) =-------

dt'

k vitesse et accél_ératj.9lLJj...ll~IlLr_~sdu centre de qravité de la

Soient V' ··(t) et a'·· (t) les vitesse et accélération du centre

de gravité de lël membrure J. On a:

c1xO O ' ( t )
VOOOx(t)=------

dt
V'''·y(t) -

cl '1 o " ° (t)

dt

d'x··O(t)
a· O

> X (t) co--·------

d'yOO'(t)
a . o '> Y ( t) ~o-----'---

dt'

V 0 0 0 ( t) = [ (V > 0 • x) 1 + ( V' " , '1) , ] 'I,

a 0 0 • (t) =: [ (il. " • , x) , + ( ël • c 0 '1) z ] 'I,
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* vitesse et accélération ling~ires du noeud 3

Le noeud 3 appa rtenant à la membrure fixe 1 ses vitesse et

accélération sont nulles. Soit donc:

II.2.2 Détermination des forces d 1inertie

* Force d'inertie de la mem~rure 1

soit Fi 1 la force d' inert ie qu i, Si exerce sur la membrure 1. Elle

Vë:l.ut:

avec

1 21 01 el
FYil=rn a 0 y=:fy -t-Fy +fy

Soit Fi 2 la force d'inertie s'exercant sur la membrure 2:

avec:



* Force ct' inertie de la m,Çmg.rJ:!S_~.J.

soit f i 3 la force d'inertie s'exercant sur la membrure 3:

avec:

Fx
i 3=m(3)

a 0 c 0 X::=FX23+Fx03+Fxc3

FYi3==m(3)a 00 .y=F/3+Fl3+fye3

Soit une poutre rectangulaire dans le référentiel fixe Oxy.

Cette poutre est soumise aux forces :

FX 1, fy 1 au noeud l

FXZ' fyz au noeud 2

Fxe,fYe au centre de gravité

Me moment au centre de gravité

et possède une accélération angulaire a et une accélération

Li néaire a.

La résultante des forces extérieures appliquées à la poutre est

égale à la force d'inertie. On est en présence de moment volumique

représenté par le moment au cerltre de gravité. Afin d'établir les

équations élasto-dynamiques de la poutre, nous devrons donc faire

\. appel à la théorie a s ymé t r i que . De plus, on considère que l'on il

un état plan de contraintes et cle d é t o rma t i.o ns .

15
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Les équations élasto-dynamique de Lamé de lù poutre s'écrivent

sous ces conditions:

Equations de Lamé

--- +
S!u

+ (1-2y.)"[ ~
ox!

o!u
y

-1- ---]

Sxoy

om
+ J.1."fi( - J.1.-'

oy

0' u,-, ~

= J.1. p---
ot'

-1
=J.1. Q---

OIU S!u o'u o!u
y X Y " Y

+ + ( 1-2y) [--~- 1- -_._-] r J.1. f:-= ).L-1Q
oyl ox6y oy'

y
ot'

où fi( et f
y

sont I e s composùnt.es volumiques de la force dl inertie

e t m ce 11 e d II mamen t tL

La force d'inertie suivant A vaut:

avec x
G

abcisse c1u centre de gravité.

Or on peut écrire:

\ Irv LXPdVx G =

dl

Iv
Pd V

dl

Jt'XdV Jp
d' x

F>::o= xG -- -- --- dV
dt' cl t! cl t'

d'x

cl t'

II
De même on a: r y

d'y
p ---

clt'

On sait que: N =IC"l avec l moment d'inertie.
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Sm
-- 2 p1'a

..
1

S1'

d'où la forme suivante des équations de Lamé:

s2 u
x rS 2 llx OIU 8 l u d'v OIU

-1 x y -,
-2)'a) ==J.l-'p

x
+ + ( 1 - 2y) [ ---- -1- ] +J.l 12.(~-

ox l oyl Sx' Ox.S1' d t.' ot l

Slu 0 2 U 0 1 U OIU d' y OIU
y v

(1-2y)-'[
x y

Jl - '12
-, y

---- + + + --] + J.l p
ox ' oy' SxSy S y' dt l ot l

Dans ces équa t ions, a pp a ca LSé~Cnt I C~; te r rnos
d' X dl Y

-,--_..- Gt. qui
dt: ' d t '

représentent l'accélération Li riéai r e d'un élément de volume dont

le centre de gravité a pour coo~données x et y.

Les équations dynamiques de T~mé font apparaitre des termes de

dérivées partielles par aux. vaciables spatiales x et y et à la

variable temporelle t. Oc, x et y sont des fonctions du temps. Il

\\
, es t donc nécessai re de réécrire ces équations en fonction de

variables spatiales indépendantes du temps. Cela peut se faire en
~I

r é éc r i van t les équations de Lamé dans un ré féren t ie l lié à la

membrure, d'origine le noeud let clont 1'Ll:-:e d c s a bc i s s e s est

confondu avec l'axe de symétrie de la membrure.

Soi e n ta, b les coa r cl0 n née s cl' un po i nt clans l E~ r é f é r en t i e l lié

à La membrure noeudl-a-b; soient X, y les coordonnées de ce même

point dans le réfécentiel fixe.

On a les relations suivantes:
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XZ-Xl YZ-Y l
a = (X-Xl) + (Y-Y1)

l l

Y,-Yz xZ-x l
b --- (x-x,) + ---~ (y-y])

l l

x =

y
l

l

a 1-

a +

l

l

OÙ X,'YI sont los coordonnées du n o e ud l dans 10 r é f é r e rrt i e L oxy

et l la longueur de la membrure.

On a :

0 oa 0 ob S
+

6x 6x Sa cSx Sb
·0\

\
1 cS <5a s :Sb S

=-- +
~ i

cSy 8y Sa Sy Sb

s xz-x, 6 y \-Yz S
= + ----

cSx l cSa l Sb

<5 YZ-Yl cS xz- :<, cS
------ + ------

oy 1 Sa L Sb

---'
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.5 2 x2-x l .5 ' (X2- X 1) (Y 1-YZ)
=( )2 -1- 2

é x ' l <Sa' l '

s. Yl-YZ 6 2

+ ( )2 __

6a ob l 6b 2

1

(Yz-Y l ) (X2- x l) 6' x2-x, 6 2

+ 2
__________.4 ____._,

-'--- + ( ___ ) l

l' Sa ob l 6b l

X 2-X 1+ (_.._--
l.

) ,
.5 b'

6 1 (X2- x 1) (Yz-Y,) li' ( x2 - X \) ! - (y z-y 1) 1 6'
= + -

<sx6y 1 ' Sa l l' oaSb

(x2-x 1) (Y 1-YZ) 6'
+

l' <Sb'

él +
1 l

.a -1-

él -é11.2 l< 1
b 1-

l 1

~.
:

où a x i et a y i représentent les oompo s o n t e s d a ns le référentiel oxy

de l'accéléréltion t i noa..ire du noeudi..

A partir de ces formules de tCQnsformQtion on peut écrire les

équations de Lamé comme suit :



c5'ux<'i' u y yXz- X 1 _, x 1- 2 _,
[( )1 (1-2v) +1]-- + [(--)' (1-2v) +1]--

l 0 a' l

+ (1-2V l -
1 [2

0' Ux (XZ-X 1) (1'2-1',)
-1-

Sa <Sb l'

+ +
021 ob

ot'

l'
] +- f(a,b,t)

Y , o'u x " o'U-2-1'1 ,1 1 '2-'-'1 , y
[ ( ) , (1- 2 v ) + l ] --,---- 1- [( '--~-'---) , (1- 2 v) - -1- 1 J---

l 021' l .sb'

-)+ (l-?v) [) -------- -1-

l'

o'u x

(x2-x,)' --(1'2-1'1)"
+---

.,
.- J1 P

eSt'

avec

S'l! x

Sù Sb

(;{?-x 1 ) (Yl- YJ
+ ---------

l'

0' li x
---] -1- g(a,b,t)
ob'

_, i1 x2 - i1,\ 1
f(a,b,t)='j1 p[ (---- -

l

Yz-Y 1
2--- CI)

l
\-

l

:<2-;':1
- 2---

l
Ct) b -\-

-1 '::\2- o YI
CJ ( il. 1 b, t) ""1L P (---.-.-'-'--' ,II,

.1. l
b -1- a )

11

Les autres P'1I I ::> ':: i orvs élastiques Si écrivent:
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géométriques

Sb

ob

l

l

+
Sa

oa

l

l

.sUx
f. =xx

ox

OUy
f. =yy

oy

oU x oU

E - ~(-- + --y)
xy

oy .sx

Xz-X, ou OU x YZ- Yl Su OUyy x
q (--- + ---) -1- ---~- (- - --) J

l Sa e5b 1 Sa ob

Equations physiques

ou oUy
ôux .~

a ~B + --- ) + 2J--L ---.--
xx ox Sy Sx

x Z- x 1 Su Yj-Y'!. ÔU
.~ x

=.: ( BI- 2tL) [-_._-- -1- ---_.

l oa l Sb

Y2- Yl SUy Xz-X 1 Su y
-+- J} [ ---- + ------

l S i'\ l Sb

ou bu 5ux y y
a =B 1- -----) + 2 J.L -----_._-

yy ox oy 0,/

':1
1

Yz-Y 1 oU y
sz: (I)+2J-L) [--

l Sil
-1- --~

l

ou y
----..- ]

Sb

XZ-Xl ou Yl-Y Z
r
u u.x .,

l- f) [ '--_. 1- ---_.

l S<l l Sb

ou ou
x y

a =J.L (--- 1- ---)xy
oy Sx

Xz-X, ou Su.
= JL [ (_r:---. -1- -~-)

l Sa Sb

Yz-y 1 Sux
1- --- ( ----.

l Sa

SUy
----) J
ob
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SUI( SUy

0yx=J.L (-- + --) - P (X 2 +yl ) Cl

Sy OX

l

Su
y

(--
0<1

oux
+ --) +

Sb l

oUx Su
-y-) ](- -

6a ob

x2-x, y, -y~
-pa { [ .- a +

l i

Y2- Y,
b +X.]l+(__-

1

l
él + b + y,]2}

l

- Type des équations de Lamé

Les équations de Lamé sont des équéltions aux dérivées partielles

linéaires et non-stationnaires.

Les dérivées spatiales intervenant d<1ns les équations

élasto-dynamiques sont prises par rappor-t aux composantes spatiales

de la membrur-e considér-ée comme rigide. La force d'inertie est la

force s'exerçant sur- le corps considér-é comme rigide. Ce faisant,

on néglige la contribution des déformations et des déplacements

dans la force d'inertie.

- Les équations ci-dessus permettent de trouver- les déforma-

tions, les déplacements et les tensions en fonction de a , b, et

1 du temps. Pour retrouver ces paramètres dans le référentiel fixe,

il suffit d'utiliser les formules de tr-ansformation.

f(a,b,t) et g(a,b,t) représentent la contribution des

accélérations liné~ire et angulaire dans la configuration de la

memo r u r e . Ils représentent donc l' a s pec t; cinétique de la configura-

tion.

1 __ t

Les termes --- (i===x,y) représentent les vibr-ations que subit
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la membrure au cours du mouvement; ils représentent donc l'aspect

dynamique de la configuration.

Quant aux autres termes des équations de Lamé ,ils représentent

l'aspect élastique de la configuration: c'est la cinëto-élasto-dy

namique.

II. M ~pS@BL~9.~~~S l-iEMBRURES: cinéto-élasto-dynami.sr..ue d'un

méçan~sme pl.9n

II.2,:. l Àna~Ls_e cinéto-élas to-d,YJ1a1!!i~ d 'une membrur_~

Les équations cinéto-élastQ-clynamiques d'une membrure sont

composées de:

- les équations de la dynami4u~ ~iSid~.

- les équations de l'élasto-dynamique.

- les conditions initiales, et aux limites.

II.~.2 Ana1JLse cinéto-é~asto-dynamiqued'un mécanisme plan

Les équations de la C.E.D d'un mécanisme plan sont composées:

- de vingt (20) équations de la dynamique rigide d'un mécanisme

plan avec vingt (20) inconnues.

- de vingt-sept (27) équations de l'élasticité avec vingt-sept

inconnues.

* Equations c~néto-élasto-sl:LnillJ:LLqlle_sde la membrure 1.

- Equations cinétiques

Voir le chapitre sur la dynamique des corps rigides, page 35.

- Equations élasto-dynamiques

Noeud 0: xo=yo="'O.
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Noeud 1: X"Yl'

Longueur de lu membcure: II'

Vitesse angulaire de lu membrure constante d'où accélération

angulaire 0==0.

Les déplacements, les déformations et les tensions sont notées

avec l'exposant 1 indiquant la membrure 1.

oa,b 1 est le référentiel lié à la membrure 1.

Equations de Lamé

l ',
XtY\ o' u 1

y
---- "i-

11 ' S<1
1

2

YI
[ (---) ,

11

-_._- +
X 1Yl

[ -2----

1,'

x S'ul1 ., x
[(--) 1 (1-2v) +1]----1-

II oa l '

S' U 1
x• 1

1- (1-2V)

1.

1 2
1

0' u 1
y

--]
ob. '

1

S' u 1
x

I·L -1 p.--------------
St:'

2.
Yl .,

[ (------) , (1 - 2 v ) -1- 1 ]

11 S,) \'

X 1Y1
S' U 1

y
+ (1-2V)-1 [ 2 ---~-- -1-

l ' SUI Sb}1

;':I Y1 S' u 1 v ,
-YI' S' u 1

x "1 A
-----_.- ---- Or" _._-----

l ' .s al' l ' oa lob 11 1

1 l
1

-,
f< p

St'

avec:

ël x1 a yI-1
IL P ( ----_._- a - b)

Il 11

a yl ël x1
fL· 1P (--- Cl 1- ---- b )

1 1 Il
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Equations géométrLques

1
X, 01.1 ',.; YI su 1,.;

J . E xx=
1, oa, 1 1 ob,

ou \ .su 1

E'
Y, Xl Y

4 . ee - ---- +yy
l, oa, 1 1 Sb,

E' ==
X, 01.1\ Su\

5. \[- (-- + --) +xy
1, 6a 1 ob,

Equations physiques

6. a' = (IH2JL) E ' -1- 0E: 'xx xx yy

7 . a' (G+2{L) E
1 -t- GE

,
yy yy xx

8 . al ,
== 2jJ. E xyxy

9. al , 1 1
yx 21..1. te xy a xy

- Equations cinétiques

Voir chapitre sur la dynamique des corps rigides.

- Equations élasto-dynamiques

Equations de Lamé

-1
-1- (1-2v) _ [2

10.
X

2-X 1 -1( (-----) , (1 - 2 v ) + 1 ]
1 2

y 1-1'2
-1+ (----)' (1-i-2v) +1]

12

c : :'o : U
x

-------- +

" ,

"....-

-1 -

l '2

------- 1-

-1
Il. P

(>:2- Xl) (Yl-YZ) 0' u\
---------------- ----]

1/ 6b'

St'
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Y2-Yl
11. [(- )2 (1-2v)-1+1]

12

.,
-1- (1-2V) [2

+

avec:

Sa 2
Z

X
2-X 1

+ [( )2 (l-7.V)-'+l]
1z

Ù y 1- a
y Z

+ (----- - 2

1z

a +

Equations géométriques

e5 u
Z ?

xz-x, Y1-Y2 Su
[z x x

12. -- ---- 1- ---
xx

1z .s a Z 1 2 .sb 2

YZ-Y 1 OUZ
X;.>->:, .suZy

[Z
y

13. -- + --~

yy
12 0,:1 ? 12 Sb z

XZ-X t <5 UZ
y

SuZ
yz-y 1 ou\

[z x
14. =1, [____ -1- ) -/- --- (,-y

1z .s Clz Sb2 1z .5 a Z

Equations physiques

'---) ]

v.. -'

1 Î
l "

15.

16.

oZ -- ( B+ 2 Jl) E Z;0 + BEz
xx yy

oZ ""' ( B+ 2 j.L) E Z + J) E2
yy yy xx
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2 Z X Z-X 1 Y1--YZ Y2- Y l X 2-X1
18. a yx=a Xy-pa z{ [ Li + b + x,J' +[ Li \- ~-- b + Yl]' l

l z 12 1 2 1 2

* Equation? cineto-éla?to-dynamigues de la membrure J

Equations cinétiques

Voir chapitre traitant de la dynamique des corps rigides.

- Equations élasto-dynamiques

Equations de Lamé

19.
X

Z-X3
( (-----) 2 (1-2v) ·'+1]

yz
+ ((__ )1 (1-2v)-'+1]

1:5

l,

.'

(X2 - X:5 ) Y 2
+ (1-2v) -1 [ -2---~-

.L 3 '

+

-1·

l '3
l 1

3

20.
Yz -1

[(---) 1 (1-2V) +1]
1 3

-1
Il P

c , 3u-u
y

+ [( -----) 1 (1-2v) -'+1]

-1 (xZ-x3) Yz
+ (1- 2 v) [2---------

1),

+

----- -/-

~., 3
o ' U x

1 1
3

-1
+g3 ( a 3 ' b 3 1 t) == JL P

St'

avec:
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Y2 Ù y2 X
Z
- x3

2-- 0:3 ) a - (- + 2---- ('[7 b
J

1 3 1 3 1 5

-~-_._- b]

l 3

'._.-J

Equations géométriques

5 3

E
3

:<2- X3 é u )( Yz bu x

2l. = ---- ---- --_.._--
xx

1 3 5 a,3 1 3
ob3

.Ç 11.
) ou)V_ >:2-;{3

E
3 - < y y

22. -- ---- + --- --"---
yy

1 3 S (1:\ 1 3 Sb3

3
,

) 3 3
X Z- X3 oU oU Y2 ou SU

E
3 y )( x y

2 J .
=1, [ _____ (---- -1- ------\ .L (------ - ) ]xy l 1

5 êl 3 ob 3 L c .5b 31 3 J
ua:,

Equùtions physiques

24. 0
3 = ( l)+ 2 J..L) E 3xx l- l) (3

xx yy

25. 0
3 -- ( fH-2 iL) E \y + f) E 3
yy x>.

26. 0
3 = 2J1. E

3
xy xy

3
=0

3
-

XZ-X 3 Yz Yz x Z-x3
27.0 pa3[ [---- <\3 - b 3 + x

3
J 1 +- [----0.

3
l- bJ) 1 }yx xy

1 3 13 1 3 13

En ce qui COnCeLI1F~ les concliti.ons aux limites et les

conditions Ln i t.La l e s , pour des r ai s oris de commodité nous les

écrirons seulement d a n s le cas c1es é qua ti.o ns sLmp Li f i.é e s .
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II.5 llYPOTHESES SIMpLIFICATRICES-EOUATIONS SIHPLIFIEES DE LA

Ç.E.D D'UN MEC~NISME PLA~

Dans l'hypothèse que toutes les dérivées par rapport à b ainsi

que tous les paramètres proportionnels à b sont nuls, on obtient

les équations simplifiées de la C.E.D. Cette hypothèse se justifie

lorsque la largeur de la poutre est très petite devant sa longueur.

Elle signifie que la poutre est assimilée à urt élément linéaire.

Sous ces hypothèses 1 les é qu a t ions cinëto-élasto-dynamiques dl un

mécanisme plan s'écrivent:

- Equations cinétiques

Voir chapitre Dynamique des corps rigides

- Equaclons élasto-dynam.iques

Equations de L~mé

l Z
1

1.
Xl <5' u'

- 1 x 1
[ (--) 1 (1- 2 v) -1- 1 ]--- -1- (1 - 2 v) - --

1 , <5a,'

S Z II \
x- 1+ I.L p

ë\ xl -\Il p-------~

St'

2.
YI -1

[( __ )Z (1-2v) +1]

1 1

S' u' y -1 X'Yl
-1- (1 - ~ v ) ----

1, Z

OZ LI1
x

,-_....:

-,
+ J.L P

ë\ y'
Cl = -1

IL P

S 1 111
Y

St'
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Equations géométriques

3. 1
€ xx ==

Xl ou\.

Yl
.s 1

_ l U y

4 • c -- -
yy

1, 00.
1

E'
X, SUl y Y, é u 'x

5. \[~~- --- + ..~----]
xy

1, Sa, 1, 0<:1. ,

Equations physiques

6. al == «()+2j.1.)E ' !· ()E 1
xx xx yy

7. 0 \y == «()+ 2p) E\y + () E\;..

9. a l
y X

2pE \y
2J.L € 1

xy
al

.< y

.1

- Equ.J.tions cinéti.ques

Voir dyn.J.mique des corps rigides

- Equations élasto-dynamiques

Equations de Lamé

X
Z-X 1 S' u 2

(:<2-:<\) (Y2- Y l ) 0' u Z

(1-2v) -1+ 1 ]
x -1 y

10. [(--) , _._-- + (1-2v)
12 00.2

1 1 1 00. 2
1

2

.)

·1
I·L P

t :

1

Il.
YZ-Yl -1

[ (-----)' (1-2v) +1)
12

·1
jJ. P

Sa'2

- 1+- (1-2v) -
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a -a1.2 xl

avec

- 2 a -+-

12.

14.

Equations géométriques

&u 2
x

12 8ël2

Y2-Y 1 ou\
1 2 <5 ël 2

X 2-X 1 ou\ Y2- Y l
€2 = q +

xy
12 <5ël 2 12

Equations physiques

15. 2 2 f)E 2
o xx = (f)t-2j..l.) E xx -\- yy

16. 0 2 = (f)+2IL) E\'I -+- f)E 2
xxyy

17. 0
2 = 21.1.

_2
1:xy xy

YZ-Y 1
1- [------ a -1- y 1 l ' }

1/

- Equations cinétiques

Voir chapitre traitant de la dynamique des corps rigides

- Equations élëlsto-dynamiques

Equations de L~me
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19.
X 2-X3

[ (---) 2 (1-2v) -'+1]
(X2-X3 ) YZ

+ (1-2V)-1 -----

·1
== ~L P

<5 t'

l 2
3

20.
YZ -1

[(--)' (1-2v) +lJ
1 3

- 1+ (1-2v)

-1
J-1 P

c' 3
u' U

y

<5t'

avec:

-,
g 3 ( <:1 3 ' b 3 ' t) == JL P ---- a

Equations géométriques

:5
Su x

21.
-'

-'

22.

2 J.

- sou x
----_.]

<5 ù 3

! - ,

, ,1

Il

Equations physiques

21. 0
3

'-"=
3 l3E3(l3+2)L)E xx +xx y,

25. 0
3 == (13+2)L) E\y -1- 13 E3

yy AI..

26. 0
3 3

-- 2J-1€ xyxy

G2



27.

- Déformation du nOGud 0 ffiGmbrure 1 = 0

El (noeud 0)xx
11

... 0 dl où:
a 1= 0

Y, DU 1 DU
1

El Y Y(noeud 0)= ----"-..----- - 0 d'où: --- = 0yy

11 Sai Cl ::-:0 <5 al a 1= 0. 1

- Dé forma t ion du noeud 1 memb r u r e 1 .- dé tonna t ion du noeud 1

membrure 2

E \, (noeud 1) -- E 2 . (n 0 e LI cl 1) ~; () i t :
XI.

XI OUI v - XI DU
Z

)<x "Z
--_ .•~---- -----

J., oa1 d, =1 1 1 z Sa? élZ=O

-'

<SUl ly
------- -

Sd l . él 1= 1 1

2 l .E yy(nocuc 1) 501t:

- 0 é for In él t Lon clu n 0 e LI cl 2 me 1111) r U r t'~ 2

membrure> J

déformation du noeud 2

3 _
E xx (noeud 2)

1 5

l ... )

, ,
l '

GJ



€2yy(noeud 2) = t\y (noeud 2)

Yz

-Déformation du noeud J membrure J = 0

On voit a i n s i que. l'on d.i c po s c en plus des c o nd i LLo n s dUX

limites au noeud a de la membrure l et au noeud J de la membrure

J, de quatre conditiuns aux limites supplémentaires avec 8

inconnues qui sont les déformations au noeud 1 de la membrure l,

au noeud 1 de la membrure 2, au noeud 2 de la membrure 2 et au

noeud 2 de la membrure J.

Cela i.mpose que l'on connai.sse explicitement quatre conditions

- aux l imi tes supplémenta ires LI. f in de pouvo i r résoudre les équations.

Pour la suite, nous supposerons que:

E\x(noeud 1), E\y(nOeUd 1), E\,,(noeud J), E3
yy(noeud J) sont

connus et sont respectivement égales ~ Dl, 02, DJ, D4 qui sont des

fonctions du temps.

On suppose connues les va leurs des déplacements et de leurs

premières dérivées sur toutes les membrures à l'instant initial.

Nous ni insisterons pas plus sur ces conditions; elles interviennent

surtout dans l'élaboration du schema aux différences finies
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j

nécessaire pour la résolution du système différentiel résultant de

la modélisation par éléments finis, schéma quin'est pas développé

dons ce travail.
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RESOLUTION PAR LA METHODE DES :E;];.,];.tt~NTS~::çNIS E'l' ANALYSE;.

Dans ce chapitre, nous décrirons le modèle par éléments finis

des équations aux dérivées p~rtielles obtenues, plus précisement

des équations de Lamé; en effet, une fois les déplacements obtenus,

les au tres 9 randeu cs (tens ions et dé forma t i o nn s ) se. c a LcuLe n t

aisément pa r s i mpl e d e riva t.io n numérique.

LI évolution actuelle de la technologie amène l'ingénieur b.

mettre en oeuvre des projets de plus en plus complexes et soumis

il. des contra in tes d e s é cu r i té sévères. Pour ln i eu x cerne r ces

pr-ojets, l'ingénieur" " bc s o i n de modc Les qui lui permettent de

simuler le comportement de systèmes physiques complexes. Les

sciences de l'ingénieur permettent de décrire le comportement de

systèmes physiques griiçe .1 des équations aux dérivées p,),rtielles.

La méthode des éléments finis est l'une des méthodes les plus

utilisées aujollrd'hui pour résoudre ces é4u~ti8~S. Elle n~c8ssite

l'utilisation intensive de l'ordinateur et s'applique à un~ grande

variété de problèmes: problèmes stationnaires ou non stationnaires,

linéaires ou non Li noai r e s 1 définis clans une géométrie quelconque.

La méthode d05 élcments finis consiste à utiliser une

_.- approximation simple des var.Lables inCOr"lnUeS pour transformer les

équations aux dérivées partielles en équations algéb~iques. Elle

fait appel aux trois domaines suivants :
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- Sciences de 11 ingénieur pour construire les équations aux

dérivées partielles.

- Méthodes numériques pour construire et résoudre les équations

algébriques .

- Programmation et informatique pour exécuter efficacement les

calculs sur ordinateur .

111.1.1 Méthode des résidus ~Qgé~é~

Les différents algorithmes de la méthode des éléments finis

peuvent être formulés en utilisant la méthode des résid~s pondérés.

Délns la méthode des résidus pondérés, la fonction désirée u(.)

est remplacée par une approximation sérielle finie Q,

u(.) # Q(.) ~U(t>. ( • )
J J

j=l,2, ... ,!'l ( 1)

En général, les fonctions j=l,2, ... ,N peuvent être

définies dans un espace spatio-temporel tandis que les Uj sont des

~ coefficients indéterminés.

sontfonctionslesfinis,élémentsla méthode desDans <p.
J

choisies sous forme polyn6miale de façon à satisfaire les condi-

.-'
tions aux frontières homogènes ainsi que les conditions de

continuité et de dérivabilité imposées au problème. Ces fonctions

sont appelées fonctions de base, fonctions d'interpolation etc ...

si on considère une équation aux dériv~8s p~~ti011~s~

Lu ( .) - f o avec L opérateur différentiel,
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en substituant à u l'approximation Q, on obtient:

LQ ( .) - f = R ( . )

où R(.} est appelle résidu.

L'objectif est de choisir les coefficients indéterminés Uj de

sorte que le résidu soit minimal. Cela peut se faire en annulant

l'intégral du résidu:

r r R(.)dvdt
JtJ V

o

Ce schéma génère une ~;eu1e équation pour les H coefficients V j

inconnus et peut être modiEié en introduisant des fonctions de

pondéra tian Hi ( • ), 1==1,2, ... , tl.

En considérant que l'intégral de chaque résidu pondéré est égal

à zéro, on obti.ent n équations indépendantes:

r r R(. )w i (. )clvdt="'O,
J tJ V

i=l,2, ... ,N ( 2 )

-,

)

L'équation (2) est l'équation générale de la méthode des résidus

pondérés, et beaucoup de scllémas sont déduits de cette expression

à partir de la définition des fonctions de pond6ration.

Da n s la pratique de 11 i.ngénieur, les mc t hodc s de Galerkin,

collocation par points c~t collocation pat" sous domaines sont les

plus utilisées de ln famille de l~ méthode des résidus pondérés.

Nous nous contenter:ons de f ai r e une br lève description de la

méthode de Galerkin. Pour plus de renseignements, on pourra

consulter les ouvrages sur la méthode des éléments finis cités en
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référence (4,5,6).

III.1.1.a La méthode de GALERKIN

La méthode de Galerkin est obtenue en choissisant comme

fonctions de pondération les fonctions d'interpolation. On obtient

alors:

r rR(.),t>j(')clV dt
j tj V

0, i =1, ... ,n ( 3 )

Reécrivons les équations dynamlques de Lamé:

l
[ (-

S' ux
---) , (1-2v) -'+1 ]---

6a z
-1+(1-2v)

+f(a,t)

(XZ-X 1) (YZ- Yl )

1 z

-lp
J..L

st!

)

[ (
é'u

- 1 Y -1
) 1 (1-2v) +1] --- -1- (1-2v)

<5d Z

(XZ-X l) (Yz-Y 1 )

1 z <5 a'

+g(a,t)

••1

<5 t l

Sous forme matricielle, cette équation s'écrit:

S'u o'u
[A]{--} + [8] (---} l f}

oa' eSt'

avec:
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Matrice [A]:

X 2-X 1 -1
(---) 2 (1-2v) -1-1

1

., (x2-x 1 ) (Y2- Yl)
( 1-7.v) --------

l'
(X 2-X 1) (Y2- Yl)(1-2v) -1 _

Matrice [ BJ :

-1 al.,
JL P

-lJa

t'Ia tricet f } :

YZ-Yl
(-----)' (1-2v) -'+

l

[ -f(a/t)]

-g(a/t)

O'U
Motrice {--- }:

03. '
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cP u
Hatrice {---}:

St'

co t t e équation ma t r i ci e lLo éI la r o rrne q é rié r a Le de lléquation

d'ondes; nous la résoudrons à l'élide de la méthode de Galerkin.

si l1J\ et t\ s orit; les a pp rox i ma ti o ns des fonctions uJ\ et l1y ' la

méthode de Galerkin exige que le résidu généré par la substitution

de Cl
A

et û y d a n s le s y s t cme d' équations de Lamé soit orthogonal aux

fonc t. i o n s de ponde rCI t i o n c ho i s i o s o q aI c~~ CIu x fonc t ions d' in terpo l a-

tion 'p.•
1

Soit donc:

a i:=1,2, ... ,N.

..1 r Rz( il, t) ,p. ( Cl) d a == 0
Ja 1

i""1,2, ... ,N.

N étant égal au nombre de v a ri.o b l c s nodales attachées aux noeuds

de chaque élément.

Les foncti.ons R,(a,t) et RZ(éI,t) sont les résidus attachées à

chacune des équations de Lamé; i.ls s'écrivent:

il ( . ) -i- b ( . )
0' Ù

y
-1- f(a, t)

-1
IL P

I)'û
A

RZ (il, t)
.5' Ù S' û

A
8' û yy - 1pa' ( . ) ------- 1- b ( . ) ------ -1- g(a,t) - IL

8 a ' Sa' 8 t~
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avec:

a ( . )
l

)2 (1-2'1)-1 -\- 1

'.~

a 1 ( • )

b ( . )

YZ-Y 1 -,
-- (--.-----)' (1-2'1) -/- 1

l

l. '

En introduisant clans l'équùtion représentant la condition

dl orthogan il i té du résidu les express ions de Hl et Rz et après

intégration par- parties on obtient pour R,:

r
5ûx

d,~ . 5ù d'~ . ,s' Û
1 t 1 -1 x

[-3 (.)-- --- - b(. )--- -,_.-- -1- ,) i f ( a , t) -1> i tL p--) da
Ja ot\. da S ,,:\ cl ,"J ,s t 2

! a ( .) <f> i

Sù
Â

6a

l

.0
-\- IJ ( .) ,p i

<5ù
y

l

o
o

Les conditions aux limites sont introduites au niveau de

l'expression:

-l- a ( .) 1> i

si on a:

.sa
-1- b ( .) 'v i

où
y

.sa

l

o

.sûx

S.:l

1

T1
C2

1
;=: CJ

10 oa
;=: C4

l

l'expr-ession devient:
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a(.) ~i(a==1)C2 + <Pj(a==O)Cl -1- b(.) 1.(a=1)C4 - ~.(a=O)C3
1 1

Supposons que lion ait découpé le domaine considéré en un nombre

nel d'éléments. L'expression ci-dessus n'existe pas alors pour les

éléments internes; elle existe seulement pour les éléments

contenant les noeuds correspondant ~ a==O et à a=l c'est-à-dire pour

les éléments externes, r-espectivement le premier et le cle r n i e r

élément. L'équation ci-dessus peut alors s'écr-ire comme la somme

des intégr-a les sur ch a que e I é mon t.

La contribution de chaque élément clans l'intégrale s'écrit:

- éléments internes:

r
6û,\

[-a ( .)--
Ja" 6a da

- b ( . )
<5 Ci"

y

Sa

- élément l

St 2

c : • C() . u
xl

, S-e

[-a (.)~-
J <le cS a

cH.
1

da
- b ( . )

r ,C
U l\ y

Sa

cl ,r, .
1 -1

-----·j-'t>/(a, t) -'PjJ..L p----]da
da

- a ( . ) '~i ( a == 0) Cl - b ( . ) '~i ( a =,0) CJ

- élément e n
cl

St 1
r

6ûe
[-a(. )_x_

J<le é a

d ë •

1

da
- b ( . )

.sÜ'~
y

cl ,t, .

---~+(P if ((\, t) -'PiJ..L -'P----] da
d.:l.

, __ ,1

L'exposant e se r é f è r e à l'é.l.élllent.

Sur chaque élément, les fonctions L\ et û y peuvent Si écrire comme

une combinaison linéair-e d e s fonctions de base 1>., soit:
1
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~e

l: u" j (t) ~ j (a)u X
::::

j =1, ... , N
~e

l: v" j (t) e . (ct)u y ::::
J

OÙ u". et v". sont les variables nodales (fonctions du temps)
1 J

attachées aux noeuds de l'élément.

En utilisant ces relations dans l'expression représentant la

contribution de chaque élément, on obtient:

- éléments internes

c.1! u".
-1 J

'P j E ( ait) j.1. P 'P j ------ ] cla
cit'

+ 1~.f(êI,t) da 1/

J
e \

a

- élément l

1
cH. cH>.

e 1 (" 1 1
l:: [-a ( . ) LI .--- - b ( • ) V'. --- - 'p. f (ù. 1 t) ~L' P'~'
Ja" J da j da 1 J dt'

+ 1<1> . f ( ait) d Cl - a ( . ) ,p. ( a ~" 0 ) C l - b ( . ) ,l'. ( ::1:== a ) C JJa e 1 1 1

- é l émen t e~'nel

1 e d-l>j (l-f'i
." . 1 .

2: I : a ( . ) u .--~ - b ( . ) V '. ------ - ,p 1 f ( él. 1 t) j.1. P 'l> J'

J e J J
ct da da

f- r 'Ii. r (ait) clal· a ( . ) 'P', (.l. oc; L) C71 b ( . ) 'PI ( a'" l ) C '1

J
e 1

i1

cF u".
___J] da

dt'

la somme s'étendant de j=l Li tI; Cf?' qui p c u t; s'écrire s o u s la

forme:



dlU
(i\Je{ __ }c + [B]c{U)c -1- [C]c{V}c + {f)e

d t '

avec:

[C] (! {c'?.}
1 j

C

a i j

b C
.•
1 J

.,ë
C "

1 J

J' daJ.L p'l>. '1> .e 1 Ja

d'li . d'l>jJl a ( . 1 --- --- da
e

da daa

cl '1> . d,v
J 1

b ( . ) --_._-'--.- ---- da
e

dil daa

- éléments internes

C.
1

- élément e l

l' 'l'i!.' ( a , t)
Ja"

r ,li. f ( .). , t) clLI -' a ( . ) ,1). ( a =0 ) C l - b ( . ) ,p . ( a =0 ) C J
J ." 1 1 1(1.-

- élément e n·el

" 'I>· E ( él , t) cl~l -1- il ( . ) ,t, . ( ':1'-l. ) C 2 -1- b ( . ) '1>'1 (a =1 ) C 4.,1 1Ja'

De mê me , 1(1. c o n t r Lbu ci.o n cl"~ c ha qu e élément a l'octhoqonalité du

résidu R? s'écrit:

œv
( 1\ ( ( --- ) C -l [0 1 J '?{ V r" + [C ] ': ( U l ': -1- (f 'le

d t.'

avec:
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J a'

d,v. cH.
[B 1 ] e {b ' e _. } b ' p. ..

J 1
::: ( . ) _.._- da

1 J IJ
a e

cl il da

- élémencs internes

fi".
l

f 'f>.g(a, t)

J
e 1

a
da

-- élément e 1

f • ".• 1 1· 'l' CJ ( a , t) cl i1 - a ' ( . ) ,p. ( é'l:= Ü ) C J . - b ( • ) '1> ,. ( a = 0) C J.

J
~ 1 1

a

- élément e= ne(

t f' }e= t fie i } f ,"
- 1 [' 'pg(a,t) cL.1!· a' (.)'v.(a:c:l)C4 +b(.)1>j(a=l)C2

J
e 1 1

a

A l'a ide de c e ci 1 on peu t é c r Lce la c o n t; r ibut ion. de chaque

élément à l'orthogonalité du vecteuc résidu du système d'équations

(vecteur dont les c oinpo s a n t.e s sont HI et R2 ) sous La forme s u i v a n t.e :

o

o
cl'U

( .. ) e

clt'
œv

{--_.} '!

dt'

l+

[C J'~

[ Bile

+ .

Les matr-ices [A(, [[3(, [B' Je et. [Clé' sont c1G~, matrices carrées

d'ordre NxN, N étallt le nombr0 de v3.r-iables nodales ëlttachées aUX

noeuds de ch aque élément. Ainsi qu 1 on peut le constater 1 ces

matrices sont symétciques.

Le s ma tri ces ( cl! U/ clt' ) e , ( cl' V/cl t' ) e , ( f ) e et ( fi) o son t cle s

vecteurs colonnes d'orelre N.



Les matrices:

[B]C [c]c

[c]c [B'Jc
L 1

sont dites respectivement matrice de masse élémentaire, matrice

de rigidité élémentaire et vecteur sollicitations élémentaire.

En sommant les ne l contributions de tous les éléments dans lequel

le domaine est subdivisé, on aboutit au système d'équations

différentielles par rapport au temps suivant:

d'V
[ A ]{-- } + [B] 1U }t- [C ] 1V) -l- 1 f } 0

dt'

d'V
[A] {---} + [BI](V} + [C](U} 1- If') 0

dt'

ou encore:

[A] 0 I~-I] [ B] [c] (u ) ( f 1 0
dt' -r -r ==
d!V [C J [ 13 1 ]

0 [ AJ (--) 1V} . { fi} 0
dt'

Les matrices:

o ],[[[3]
[C]

[A]

[C]

[ B' ] .[:::J
sont dites respectivement matrice de masse globale, matrice de

raideur globale et vecteur global de sollicitations.

Les matrices [A],[B],[G'],[C] sont d'ordre nclNxnetN et les
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vecteurs colonnes possèden t ncl tl lignes. Ces ma tr i.ce s sont obtenues

par assemblage des matices élémentaires.

L'assemblage o s t; l'opét'J.tion qui consiste à construire les

matricesglobë11es (A],(!J],[!J'l,[C1, les vecteurs {fl,{f'}, à partir

des matrices élémentaires (l\]C!, [BJe, [BI Je, [Cie et des vecteurs

élémentaires {f}è et {f')". La technique utilisée est celle de

llassemblë1ge par expaIlsion; elle se prête bien à lë1 programmation

par ordinateur. Dë1ns cet exposé, nous nous contente~ons de

l'exposer à l'aide d'exemples simples.

Considérons à t i t r e d'e:.:el<l[lle, l'e;,:pl:Qssion:

~11 b 12tb 2 1 b 22

[B({Ulf! + {[ l'~

Le vecteur global des v~ri~b18s nodales est:

U1
{ U } U2

pour que He rest.e i nc ho nq éo Si l'on remplace {Ul e par {U}, il
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faut:

remplacer [B]e par une matrice [13( de dimensions nxn dans

laquelle b l l , b Z1 ' b 12 et b Z2 occupent r e s pec t i.ve me n t; la colonne r

et la ligne 1; la colonne l et l~ ligne J; la colonne J et la ligne

1; la colonne J et la ligne J; toutes les autres cellules de la

matrice étant occupées par des zéros.

- remplacer {fIC par un vecteur (Ole de dimension n dont le terme

l est fi' le terme J f
J

et dont tous les autres termes sont nuls.

soit donc:

0 0 0 0

0 k 11 K12 •

0 0 0

0 k 2 1 k 2?

o o

t
colonne l

o
, r
colonne J

0

1
fi <--- ligne l

[ f) ] e 0 = {8 }C

ligne J

L'expansion des matrices [Ale, [B' Je, [ele . se fait de façon

similaire à celle de [B]e. On doit seulement retenir que l'expan-

sion doit se faire en tenant compte aussi bien des Ui que des Vi'

011 aboutit ai n s i. à des ma t r i oe s élémentaires étendues [a]e, [IV Je

et ui".

De même, l'expansion de {fi je se fait de façon identique à celle

de {fIe et on aboutit à un vecteur étendu {G' je.
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On obtient les matrices [A]I [B], [B'], CC] et les vecteurs

[f]1 Cf'] par sommation des matrices et vecteurs étendus, la

sommation s'effectuant sur le nombr~ d'éléments; soit:

[ 1\ ] .- ~[o:]e

[B] ~[f3]e

[ BI] 00' ~(f31 ]e

CC] z j r j"

{f ' }= E{8'}c

On peut remarquer que les matrices ilssemblées sont des matrices

creuses; leur stockaqe se fait clonc de façon aisée.

Les critères de c h o i x du tyP(~ cl' éléments s o n t.:

- la géométrie du domaine.

- les conditions de continuité et de dérivabilité des fonctions

inconnues.

Dans notre cas, le domaine choisi est un domaine linéaire, à une

dimension. Les éléments seront donc de s éléments linéaires à une

dimension.

Nous avons dans le ch~pitre l paragraphe J que les déplacements

doivent ~tre de classe C! dans l~ domaine et de classe C· sur sa

frontière. Cela nous impose comme choix des éléments du cinquième

ordre avec deux noeuds et trois variClbles nodales par noeud:

- pour la fonction u 1 au noeud i :x

{u i l e5u j/e5a, e5 2 u ;/ Sa ! J.
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- pour la fonct ion u y 1 au noeud i:

Ces éléments sont di ts éléments de hn u t e précision de type

Hermitte. [4].

Ainsi donc on a:

ue
li! Ue

SaUt U\ s' a
U l noeud 1.

\ 2

Ui) -- U 2 UC -- 5 U~
(Je S! il u 2 noeud 2 .

4 . 5 a c, 6

ye
'11

yC fi v Ile -- 5! V noeud l.1 2 a 1 3 ;:, 1

ye -- '1 4
ye 5 V v", &: V noeud 2 .4 5 n 2 /, o 2

où 0a et 6 2 a r ep r é s e n t e n t respectivement les dérivées premières

et secondes par rapport ~ él.

De manière à simplifier La d e f i ni t i on a n a l y t i qu e des éléments,

on introdu i t; l a notion d' é l émen t de ré férence: un élément de

référence yr est un élément de forme tr6s simple, repéré dans un

espace de ré f é rence, qu i peu t ê t.r e t ra ns fo r mé en chaque é l émen t

réel ve par une transformation géométrique TC.

-k----1 ------ *--->
-1 0 l

Vr

---k-----i------*-->
al 0 él 2

Ve

La t.ran s r o rma t i on TC définit Le s coocdonnées a C de chaque point

de l' élément réel èl p a r t; il: de~~ c o o rd on néo s c du point c o r r c s pondo nt;

de l'élément de référence.

TC dépend de la forme et de la position de l'élément réel, donc

des coordonnées des noeuds g~ométriques qui le définissent. Il y
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a donc une transformation Te pour chaque élément réel.

On appelle noeuds géométriques les noeuds servant à définir.la

géométrie de l'élément. Les noeuds d'interpola tion sont les points

où la fonction approchée coincide avec la fonction exacte.

La transformation "T est associée à des polynomes Ni dits

fonctions de transformation ']éométrlque qui permettent d'effectuer

le changement de variables. On a ainsi:

T": E ~-- > a ( t:) ,-, [t 1( e ) ) {i\, }

avec (an) c oo r dormo e s ùes noo ud s géométriques de l'élément réel.

Soit encore:

NI(E) al + N2 ( E ) a 2

Un élément est dit isoparamétrique Sl les fonctions de transfor-

mation géométrique N(E) sont identiques aux fonctions d'interpola-

tion 'P(E); il est dit pseudo-isoparamétrique si N et 'f> sont des

polynomes di f férents ut i. l I s a n t les mômes monornes 1 sub-paramétr ique

si l'ordre des polynomes N(E) est inférieur à l'ordre des polynômes

~(e) et super-paramétrique dans le cas contraire.

Dans notre cas, les éléments choisis nous imposent comme

fonct ions de t ca fiS fa tilla t ion qéolllé, trique:

NI ( E) 2(1 - E) 2(1 + c)

Oju c;



et comme fonctions d'interpolation (Référence 4):

<Il 1 ( E ) 16(1 E)3(8 + 9E + JE: ) ;

<I>2 ( E ) == 16(1 E ) 3 ( 1 + e ) (5 + JE) ;

c:>3(E) --- 16(1 - E ) 3 ( l -i- E ) : ;

~4 ( E ) == 16(1 l- f. ) 3 ( 8 - 9E + JE 2 ) ;

~S ( E )
, r , ~ . v . 1 E) (5 JE)•.1- V \ ..l. -t- t ) ( - 1- -

<:'6(E) 16(1 l- E) 3 ( 1 - E ) , ;

Les é l é rno n t s que nous Clv o n s clio i s Ls ~30n t donc sub-pa r amé triques.

Sous ces conditions, les ëlpproximntions sur l'élément de

référence des fonctions u et u s'écrivent:.\ y

Û,\(E,t) 2: Ur. ( t ) '1> . ( c )
J J

j=l, ... ,N

soit sous forme développée:

+ U z( t) 'I>!, ( E) -l- l\ II 2 ( t; ) Il> 5 (n -1- <5' € U 2 ( t. ) ,p 0 ( E )

LÎ\ ( E , t) ~-= VI ( t) '1> 1 ( E)I 's.: 'J 1 ( t; ) 'J';> ( () 1- 0' (V 1 ( t.) ,f'~ ( E )

1 v Z ( t) 'l", ( C ) 1 cl ( 'J!. ( l~) II5 ( t ) 1- <5' ~ V;I ( t ) ,[. 6 ( E )

où OE et 5: c: re p r é s e n t.e n t; les de r i.v c e s premières et secondes

p a r rapport;i l'éLément de rét:l?n~ncc.
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Les fonctions, cl' une part û\ (<: 1 t) et û\ (E, t), ct 1 autre part

a~(a,t) et Ûey(a,t) prennent les mêmes valeurs en des points qui se

correspondent dans la transformation géométrique.

Ainsi donc, nous venons de déterminer les fonctions d'interpola-

tian' mais sur l'élémerlt de référence; les approximations des

fonctions inconnues sont aussi écrites sur l'élém~nt de référence

ainsi que les var iables nodales. Il faut donc trans former dans

l'expression représentant la contribution de chaque élément les

cl é r i vat ionsen i} e n cl é r î. v L1 t .i a n ~; c n f. 1 c t l 1 i n t (~ 9 rat Lons11 r aCe n

une intégration s u r t.

Les dérivées p a r r a ppo r t; b. a q u i, Ln t.e r v i crme n t; dans la contribu-

tion de chaque élément :::~ont.:

ru~C 1/1ua y' (<Pi ca .

On a:

avec le longueur de l'élément réel.

De même on a:

( 2/ l '~) (cS '- ù'\ )

LI intégrale sur l'élément réel est r e mpLa c.e e par l'intégrale sur

l'élément de référence:



r... da
Ja C

Les vari~bles nodales {U)c

l' é lémen t réel son t r e rùpl.a c é e s pa r les var iabl es noda les sur

"'" (;~/le)f, II· ;8' u .
~ 1 d 1

soit donc:

((J)~ [T]{U)(

avec:

1 0 0 0 0 0
0 2/1 0 0 0 0

[1'J== 0 0 (2/1 c
) , 0 0 0

0 0 0 l 0 0
0 0 0 0 2/.L e 0
0 0 0 0 0 7./1 c

) ,

À l'aide de ces rel a t i.on s , les ma r r i c e s élémentaires peuvent

ètre réécr i tes en fonct ion de e , et la con tr l bu t; ion de chaque

élément s'écrit alors:

d'U
(AJe{~-)r + (B]C{U)i + (C]c{V)r + {fje

d t;?
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cPV
[ A ( (-- ) r + [il 1 ] e(V ) r 1- [C Jet U )' + t f ' } e

d t.'

avec:

où [A] € es t un e mat r.i.c c d cd u i. t".: de l Cl trans [0 rrna t ion du d orna i, ne

d vi n t.é q r a t.Lo n et dont un é10[l1(:~nt i-j s'écrit:

rE=l

(1"/2) J d~~~.'~i·~j d e

[l1Jc = [l1]([T]

où [8]€ est une mat~jce déduite de la tr.ansformation du domaine

d'intégr.ation et dont un élément ij s'écrit:

[B,]e = [B' ](['1'J

où [B']€ est une matrice déduite de la transformation du domaine

d'intégration et dont un élément ij s'écrit:

[C]e = [C](r'!']

OÜ [C]i ost une m,~1tri.c..~ d cr.lu it c d,.: latt"ansfo(m~ltion du domaine

d'intégration et dont un élément: i j s'écrit:
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et:

[fl e vecteur colonne dont la composante i s'écrit:

- éléments internes

- élément e=1

J
t = l

( Le/ 2) 1> i f ( E 1 t) cl f. - a ( . ) <[> . ( E = - l ) C 1 - b ( . ) 'I>. ( E ;=: - 1 ) C 3
\ l,

E=-l

- élément e~n 1c

J
E= l

( l P./ 2 ) ,~ i f ( E 1 t) cl E + il ( . ) ,~ i ( E =-: l ) C 2 -1- h ( . ) ,~ i ( E = l ) C t\
E=-l

[ f 1 ( V e cte u r col o n n (~ ci0 rle 1. a CI) r:I P 0 Sdn te .i s 1 é c r i t :

- élément internes

- élément e = l

(lCj 2) r<1>Ei~~Eft)c1E - il l (.),vi(E=-l)CJ -b(.)<Pi(E=-l)Cl
J E=-l

- élément e = ne l

Les rua t r i.c e s ci-dessus sont des \1iéltrices d'or-dre G.

{U l r et {V J r. sont Ch~:3 v c c t o u r s colonne cl 1 ordre G qui Si écrivent

respectivement:
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u 1

V,

,)1 V
e \

52 V
( 2

L'erreur dt a pp r o x ima t io n en tout point a d e 11 élément réel est

définie p a r :

e(a) = û ï a ) - u t a )

L'erreur au point ~ de l'élément de référence est:

e(E) = ù t e ) - u t e )

En deux points a et e qui se correspondent dans la transforma-

tian géométrique, les erreurs e(a) et e(e) prennent la même valeur.

Pour définir: l'erretlt- maximale sur l'éléraent, on utilise la

no rme du ma x i rnu m cie la [onet i o n e (:1)

1e 1 = M:1X i mum ~~llr vl~ cie 1e (a) 1

On définit l'et-reur sur chacune des dé r iv èe e d'ordre s comme

s u i t:
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La norme correspondante s'écrit:

lel s == Maximum sur 'le de IDs(e(êl))1

Les erreurs d'approximation sur un élément de type Hermitte du

cinquième ordre s'écrivent:

e(E)<= (1/120) (1-t)3.folaxls6u/5f6Ivr

lel o <== (1/720) (16/ Gtl ) i'lël x l s6u/sa6lve

1 e 1 1 <"'" (1/720) (1 S/ nr Cl C ( 3) ) r'la x 1 SI', u/ 5 0
6

1 v(.

L'assemblage des matrices é Lé me n t a i r e s conduit à un système

différentiel du temps qui peut être résolu à It a i d 8 d'un schéma aux

di f férences fin ies . La r.ésol ut ion de ces é qua tions permet de

déterminer les v a r i a b Le s nod a I e s et clonc les expressions des

fonctions de d e p l a c e me n t; SUt- chaque élément de référence U,\(E) et

Le déplacement sur une membrure

u'\ (é). 1\ l'aide des

peut déterminer u\(a)

est alors égCll à la

fonctions de tronsformation géométrique on

Nous n ' aborderons pas d a n s ce t r av a il les s ch érna s aux di f f e r e nc e s
1

finies qui peuvent être mis en oeuvre. Pour un travail ultérieur

nous proposons l' app r o x .ima t ion de Houbol t qu i, fourn i t un schéma

implicite de résolution. Cette méthode a été introduite en 1950

pour l'analyse de la réponse dynamique des ailes d'avion. [7J
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1II.2.5 Fo~e des~atri~~s é~émentaires pour un mécanisme plan

Les matrices élémentaires pour les membrures d'un mécanisme ont

la forme générale précédemment écrite; seules sont modifiées les

fonctions a(.) 1 a' (.), b(.), f(a,t) et g(d,t). Ces expressions sont

écrites de façon détaillée dans le chapitre II paragraphe 4.

Il faut auss L se r appe 11er que les é qua t ions de Lamé sont

écrites pour chaque membrure c1ê1ns Url référentiel qui lui est lié.

Dans les exp r e s s Lons des vecteurs 5011 iC.L ta t ion. é l émen ta i re pour

les éléments o x t.o ri eu r o , l'jntr'oductLon dQS conditions aux Limi t.e s

se fait en prenant:

*pour la membrure l:

Cl = 0 ; CJ -- 0 ; C2

*pour la membrure 2 :

C2

Cl CJ

C4 D4*lz/(Yz- YI )

* pour la membrure J

Cl = 0 ; C2 = DJ*13/(xZ-x3) Cl = 0

Dans le chêlpitre précédent, nous êlvons vu que le vecteur

déplacement d'une memb~ULe considérée comme un élément de poutre

rectangulaire obéissait à une équêltion d'ondes de vibrations

forcée. Nous avons également élaboré le schéma aux éléments finis

nécessaire pour la résolution des équations pour un mécanisme plan

ainsi que les différentes conclusions qualitatives que l'on pouvait

tirer d'une telle étude.



Dans ce chapitre, nous décr-irons une: ffi8thocle hybride d'analyse

aussi bien d'une membrure que d'un m~canisme plan.

Notre étude portera sur l'analyse vibratoire d'une membrure, et

qUl sera axée sur la mise en évidence des types d'ondes possibles;

nous parlerons également s orama i r eme n t; des notions de fréquences

propres et de. modes de v i b r a tio n d'une me mb r u r e e t; nous indiquerons

la réponse dynamique de celle-ci..

Nous nous limiterons :1U cas d'une membrure t.e n t; il est vrai que

pOli r un m é ca n i s rnc , le s f r.équ~ ne 2:::; p r o p res, 1 e~; modes de vibra t ion

a i.n s i que la réponse d y n arn i.qu e son t cons t 1. tués de l 1 ensemb le des

valeurs po u r Ch2..qUiC.: me n.o ru r e .

Le système d'équations dynamiques de Lamé s'éc~it sous forme

vectorielle:

( 1)
• 1 " - 1

u +(l-?v) dIV qrad(ll)l' Il F
6'u

-1IL p-~----

<5 t'

où grad représente l'opérateuc q r a d i e n t; dans Le référ-entiel Eixe

Oxy.

Supposons quo u (~t F puissent être assujetties ;1 la décompo-

sition de STUK~S:

u

F

q r ,'1clP 1 r.- 0 t q

q r acl P ~ cu tQ

(n

( j )

c'est-à-dire que u et F sont décomposés en la somme d'un champ
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de vecteurs solénoidal et d'un champ potentiel.

Voyons quelles sont les équations auxquelles doivent être

astreintes la fonction P et le vecteur Q pour que cette décompo-

sition soit possible; à pa r ti.r de la formule (1.1.3) on peut

écrire:

P == cl i "IF ('1)

rotrotq == rotF (5)

avec F vecteur de composantes Px et F y telles gue:

d~ x
P (---- - 2yù:)

dt ~

F - Py

d'y

dt'

En se servant des formules de transformation on peut exprimer

Fx et Fy en fonction de a et b ainsi que l'expression de la

divergence de F dans le référentiel ab.

On trouve a Lo r s :

divF

l\ partir de (1) on tire a Lo r s l'équ.:ltlon rs uive n t e que doit

vérifier P pour va i i d o r L:1 d o c o mpo s.it.j o n de' STOI'~r:s:

<s'p
P ==-- -1

é x '

2..?



6 2 P 6 2 P
:::-- + (6)

<Sa 2 <Sb'

De même, Q peut être d e t.e r min è e à partit: de la relation (5).

Le vecteut: F ayant des

et j du référentiel fixe,

composClntes

seules nous

F et F suivant les axes .i
li. Y

intéressent en vertu de la

relation (3) la c ompo s a n t e suivant ces i1:<es de rotQ. si Q' a pour

composantes Qx' Qy' Qz suivant respectivement i, j, k, alors on peut

écrire :

rotQ

Au r e qn r d de c o t t.e o xp r e s s i ou , on P(~ut d i r e que seule la

détermination d c Qz nous importe. On peut donc se fixer Qi(=Qy=D sans

pour au ta n tc.:;s t re .i ridr e la qc"néra l i b~.

En développant La relat..:ion (5), on aboutit à I t é que t i on

suivante:

8 1
Qz S' Ql S ; Ql S' Ql

Qz ----- + -_._- --- + ._~--

tSx 1 S y' <5 a' Sb'

SFx

Sy

H'
y

II. l'aide des formules de t r a ns f o rma t i on et des e xp r o s s i cris des

Fi selon a et !J, on t.ro uv e :

------ +
2p

.-- --'---[(YZ-Y 1) (n .,-Cl. ,)-r'(:<)-x 1) (a l-a' Z " X ) - Cl 1 2
)

A~ X L. Y t
l'

(7)

Lo s é qua t i on s (G) ct (-;) per:l1Iottellt de d é t.o r mi n e r les fonctions



P et Qz nécessaires pour effectuer l~ décomposition de STOKES du

vecteur F sous certaines conditions aux limites. Ces équations sont

des équations de LAPLACE non-homogènes.

*Recherche des conditions aux limites

Les conditions aux limites sont telles que la force d'inertie

volumique au ':::'::il~Lt= lie gravité soit égale à:

A 11 a ide de la décampas Lt Lon de STOKES 1 l es équations de LAME

prennent la forme suivante:

6 1 p 8 l q
• 1 . 1 • 1

[l+(1-2v) ]qracl( p jrro t t q)+IL [gt.'ac1P+rotq)=p p[grad-- +- rot--]
St l cStl

Cette équation est satisfaite Si lion pose:

p

·1
P

.. P -1-

11 ( 1- 2 v ) 1

= --- -l- --.-"-- ( 8 )

·1
IL P_._.._-_._--

·111' ( 1- 2 v)

<5'p

Sa 2 .s b 2

q
·1 .,

-Il q + Il p
6 2 q

St'

cS li 2

+ _...__.-_..

6b.'
( 9 )

si lion suppose que q = (Cl 1 q ,q )., '( t: suivant J.a décomposition de

STOKES du vecteur u , on ne doit pas avoir de composantes de rotq
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suivant k. Cela implique que la com20sante suivant k de rotq doit

être nulle, soit:

oq/Sx - Sqjoy -- 0

Les cornpos a nt.e s suivant i et j de rotq étant respectivement

I\insi, l'on a r a meno les é qua ti o ns dynamiques de LAME en la

recherche de quatre fonctions p,qz' P, et Qz"

Les fonc tians Pet Oz véc i [ icn t les équations de POISSON

non-homogènes (6) et (7) tandis que p vérifie l'équation (8); quant

à qz ' son équation ~'écrit:

SI qz 6 Z
ql

e5 : CIL-1 -,--- + --- -\- JL Qz == Jl. P ~-----_.~-

ot' &t' e5 t:
( 10)

Les équations aux dérivées partielles que vérifient les

fonctions p et qz sont des équations quo.si-harmoniques ( équations

de type hyperbolique non-homoCJène et non-stationnaire) :ce sont des

cque t i ons d'ondes sous vibrations forcées. On peut donc interpréter

la d é c ompo s i t ion de STO[-\ES comme la décompos i tion du vecteur

déplacement en deux vecteurs vériEiallt l'équation d'ondes

L'observation de ces équations montre que:

- la composante irrotationnel18 gradp se propage avec la vitesse

la composante à divergence nulle r o t q se propage avec la

'i,vitesse Cz ==(;L/p) .



La composante grLl.dp est une onde longitidunale se propageant à

la vitesse Cl tandis que ILl. composante rotq est une onde

transversale se propageant avec la vitesse c z.

Le déplacement cinéto-élasto-dynamique se présente donc comme

une supe rpos i t ion d' ondes long i. t Lduria Le s et transve r s a l e s sous

l'effet de vibrations forcées.

Dans I a mod e I i.s a ti on pa r éléments finis, nous avcn s tr-ouvé que

l'équation dynamique

déplacements ~:~crit:

fondamentale lLl.quelle obéissent les

[:AI [
d'U

0 (---_.- ) [[UI [C]
dt! ·1·

d'V [C] [ 13 1 ]

[ l\ ] {---}

c1 t'

•.--1

Il s'agit d'un système. d'équations différentielles à 2N

.i ncoririu e s qu i. sont les v a ri ab Le s noo a l c s . Nous avons également

montré comment les ma t r ic c s intervenant dans cette équation

pouvaient êtr.e obtenues (par assemblage des matr-ices élémentaires) .

Dans ce paragraphe, nous montrerons comment l'on détermine les

mocles de v Lb r a t i o n et les tr é que nc e s propres de vibration d'une

membrure à partir de cette équation .

Le vecteur s oI li c i La t Lo n q Lo ba I rc p r é s e n t e l(~ ter-me d'excitation

d e v l u membrure; il contient en effet les termes d'inertie représen-

tant la ci né ti qu e de la membrure. si ce terme e s c nul, autrement

dit s ti I n'y a pa s cl t o xc i t e t Lo n , l'équation générale ci-dessus
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s'écrit:

cl'U -l---}] r.
dt' - \- l
d'V [CJ

{---- 1
dt'

et peut se mettre soug la forme condensée:
d'

[K]{H} + [M] ----{ \'1 1 = 0
dt'

Cette équation a la forme de l'équation cl 1 ondes et il existe

donc une solution périodique réelle simple:

si:

( [ K ] - 'd ' [M 1) {~'I o} = o. ( l )

Ceci n'est possible que pour c e r t ai ne s v a l cu r s de w pour le

déterminant de la matrice entre parenthèses est nul. Les matrices

[KJ et [t1J é t a n t; de dimensions 2Ux2t1 (avec nombre de variables

nodales), 1", ,-l';\..l~r.ïni.nant o s c de dégré ?N et il existe 2N racines

réelles w' Ces ra.cines définissent les fréquences propres

angulaires du système et leur détermination pose un problème de

valeurs propres:

de t 1 [K J - v:' P'l ] l "-= 0

p.,r lest d è t e r mi n é à l'êl.id(~ d e s oo nd it i.o ns initiales.
o

À oha qu e fréquence pout" l o q u e l Le l'équation ((1) est vérifiée

corr.espond un vecteur {\1olj a pp e lo mocie clu ~;y~)tèm''3.

En pratique, il e s t; commode de définir le niod u Le de ces vecteurs

par la condition:

{W r. T [ i1 J (I-l l,o 1 0 1
T (m.i t r Lca identité)



OÙ {Ho}jT est La t r a rispo s é c c11~ lW o } " Avec cette définition, les

vecteurs propres sont dits modes normés du système.

* ~ 0 llLtj,_QJJ..--iot!L-PI q.12.L~_JIl-?- d ~.-Y..9 L~ll r s__.RX:~r') r ~â

La détermination des vi110urs propres et des vecteurs propres

peut se faire numériquement à l'aide d ' i1 l g o r i t h me s appropriés qui

font l'objet de l'analyse numérique; énoncer ces algorithmes dans

ces lignes nous semble dénué d'intérêt. üne telLe étude n'aurait

de sens que dans le cadre de l'élalJot"i1tion dl un programme infor

matique.

Le but de ce pa r aq r a ph e était b e au cc up plus de mettre en

évidence les types c1lonrJ2~-,; p o s ss iolo s d a rus le c ad r c d e l'analyse

C.E.D.

La décompos i tian de CLEI3SCH fourn i t des voies ct' étude semi

analytiques des équations de la C.E.D. En effet, il est possible

de clétermi.ner a l o r s 10s f o nc cio ns: de' d o p l a c c me n t; en suivant le

schéma ci-après:

- résoudre les équations homoq e ne s en P et Qz : ces équations sont

des équations de La p Ln c e dont les solutions générales Pg et Qzg

peuvent être déterminées analytiquement;

- résoudre les équéltions non-tlOmoqèlle:'> en P et Qz s.o u s des condi

tions aux limites tic t.i v o s èl L'di.cl';:> dt? 1;:1 lI1éthoc1e d e s éléments

finis; on c1étermLnol.-i} a l o r s ai nc i des solutl.ons pa r c i cu r i e r e s Pp

et Qzp.

- les solutions des équations s'écrirollt alors comme la somme des

solutions p a r t Lcu Li è r e s et d e s salut ions générales sous des



l_••.. '

l '

conditions aux limi.tes modifiées t e na n t; compte des C. L fictives

imposéees pour la détermination des solutions particulières.

- résoudre les équations homogènes ( équations d'ondes) en p et qz;

la solution générale peut 6tre obtenue analytiquement;

- résoudre les équation non-homogènes en p et gz sous des condi

t ions aux l imi tes f ict ives à l'aide de l a méthode des éléments

finis.

les so lu t ions p et q;~ Si é c ri ven t alors oo mmo la somme des

solutions particulières et des solutions générales en tenant compte

des conditions aux limites fictives.

- déterminer les fonctions de déplacement Cl l'aide de la décomposi

t ion de Sto}:es.

1 II. J . l . c Ré.f>Q...fl~ e _cl v fl~l n~Üille _çl~JJ n c·_ me ln brure

La réponse d y n a rn i qu e cl' u n e momb ru re .j une e xo i t a t ion es t donnée

par la solution du modèle par éléments finis.



L'étude menée dans ce proj e t nous aura permis ct' é t ab I i r les

équations de la cinéto-élasto-dynami~uepour un mécanisme plan à

quatre membrures ainsi que l'élaboration d'un schéma numérique aux

éléments finis pour la résolution des équations.

Dans ce travail, nous nous sommes beaucoup plus appesantis sur

l'étude des équations élasto-dynamiques. En effet, l'étude

cinétique des mécanismes, c1est-b-dire la détermination des

accélérati ons et forces

l'hypothèse fondamentale

différentes grandeurs cinéma tiques et dynamiques (vitesses,

ct 1 .ino r t; i e ) , ne peut être faite qu 1 avec

de rigidité. Par conséquent, une telle

étude rejoindrait l'analyse classique et ce sont d'ailleurs les

concepts de base de cette analyse qui en constituent le fondement.

L'étude élasto-dynamique par contre, est beaucoup plus féconde

et permet de faire ressortir certains aspects fondamentaux du

comportement des mécanismes tels les modes de vibration, fréquences

propres etc ...

Mais pour que cette étude soit complète, il est nécessaire de

calculer explicitement ces propriétés fondamentales (modes et les

fréquences propres etc ... ), qui constituent la base de l'analyse

v ibratoire des mécan i srnc s . Cela peut être f ai t notamment par

l'élaboration d'un programme informatique, qui, à partir des

équations fondamentales et du schéma aux éléments finis élaboré,

permettra de valider le modèle par le traitement de cas pratiques.
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Il serait également pos s i.b Lo dl ét.endre 11 étude au cas des

mécanismes de forme plus complexe.

Nous recommandons par conséquent:

l'élélboration d'un schéma au x différences finies pour la

résolution du système d'équations différentielles résultant de la

modélisation par éléments finis.

l'élaboration d'un programme informatique afin de résoudre

numériquement les équations obtenues; ce programme devra permettre

le calcul des déplacements, des déformations, des tensions , des

modes et fréquences propres de vibration.

- l'extension aux mécanismes de forme complexe.
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DY:NMJ.QQLD_~_ÇQJ~RLR±gJ_P-.f:_S-~Ol1J...q._I,J.JSME LAGRANGIEt!

1 0

/ MECANIQUE ANALYTI.Q..UE-éguations de LAGRANGE

L'établissement des é qua t Lon s de LAGRMIGE peut se faire:

- soit en pa r t a n t; de la considération d e l'état instanta.nné du

système et des déplacements virtuels autour de l'état instantané

c'est n dire d'lin "principe cl.ifEérentiel" tel que le principe de

D'ALEHBERT.

- soit à partir d'un principe qui considère le mouvement total

du système entre? les .i n s t a n t s tl o t; t2 et d o s faibles variations

virtuelles du mouvemellt total autour du mouvement c'est à dire un

principe intégral.

C'est cette démarche que nous choisirons mais auparavant voici

quelques définitions de concepts qui apparaîtront au cours de notre

exposé.

1. a ç-9orgonD~es généra l isé_~-=_Ç_QIl triJ. intes et lia 1sons

Le mouvement d'un système peut être limité par des contraintes

ou liaisons. On distingue plusieurs classifications des contraintes

d'un système:

contraintes holonomes: les conditions de liaison peuvent

s'exprimer sous forme d'équations r.eliant les coordonnées des

particules (et le temps) ayant pour forme:

équation nOl: f(r1,rZ , •••• ,t)oo:O

les liaisons ne s'exprimant pas de cette manière sont dites

non holonomes.

Les contra i n t o s sont o n ou t.r o cl."1~.;s6es selon qu 1 elles sont
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indépendantes du t.comps (sc Lé r onornc s ) ou qu'elles contiennent

. 1 q3n-k l t)

exp lie i temen t le temps (rlléonOrrt85'».

Les liaisons introduisent deux types de difficultés dans la

résolution des problèmes cle Hécanique. Prem.i è r-eme n t , les coor

données ri ne sont plus indépendantes puisque qu'elles sont reliées

par des équatiolls de liaison. Deuxièmem8nt, les forces de liaison

f i qu r errt; pa r mi, les .in co nuuc s du p r o o Lèrr;c et doivent s'obtenir de

la solution que nous crio r ch o ns .

Dans le cas de c o n t r a i.n t e s h ol o no mos ICI première difficulté

est levée par l'intLoduction de coordonnées généralisées.

Un système de particules libres de contraintes a 3N coordonnées

indépendantes ou deQrés de liberté. s'iL eXlste des contraintes

holonomes e xpr i rné e s pa r }: équations de la [orme 1, on peut éliminer

k des ]N coordonnées et il reste JN-k degrés de liberté.

Cette élimination des coordonnées dépendantes peut sleEfectuer

d'une autre façon par l'introduction de 3N-k nouvelles variables

indépendantes Ql' q2 , .... iCJ31H en fonction desquelles les anciennes

coordonnées sont exprimées par des équations de la forme:

r 1= r 1 ( q 1 ' qz '

r 2=rZ ( Q j , Q 2 '

etc

contenant implicitement les contraintes.

si les c o n t r a l n t e s: sont non holonomes, les équa t i oris s e rva n t à

les e xp r i.me L peuvent être ut.ilisées pout" éliminer les

coordonné e s dépendantes.
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Il se définit comme un cha nq eme n t dans la configuration du

système résultant d'un changement o rb i t r a i.r e infinitésimai des

coordonnées Sri compatible avoc les forces et les liaisons imposées

au système à l'instant donné t.

On décrit la configuration Ln s t a n t arié e d'un système par les

va l e u r s des n coordonnées qénécZll i s é e s Cl I ' C{2' •••• , qn et elle

correspond <i un point p a r t Lc u Lio r' d'lin hyperespace cartésien où les

coordonnées q constituent les n axes de coordonnées. Cet espace est

dit espace de configuration.

l\ mesure que le t.e mps v a ri e , l'état du système change et le

point r ep r è s en t a t; i f se meut dans l'espace de confiquration en

décrivant une courbe dite Il trajectoire du mouv eme n t; du système".

chaquo point de III t r a j e c t oi r e représente la configuration

entière du système à un certain instllnt donné.

Le mouvement d'un système depuis l'instant tl jusqu'à l'instant

t2 est tel que l'intégrale ue ligne:

1= r,
J
où L=T-'j avec r. éner'gLI~ ci.n é r Lqu c du ~:;ytèmr~.

V potentiel du système .

Tel est le principe dlHamiltoTl pour des systèmes conservatifs

ou admettant des potentiels généralisés.
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En d'autres tprmp~ 11 Lnt èq r a l e dl:! ligne I pour des temps tl

et t2 fixes est égale ~ zéro.

La déduct ion des équa t ions de Ldqrang e a pa rt i r du pr inc i pe

d'Hamilton se fait à l'aide des méthodes dll calcul des variations

qui ne sera pas développée ici.

Les équations de Lagrange s'écrivent:

cl

dt

aL

é q 1 i

aL
- ----- 0

Sqj

On peut aussi q é né r a Li s e r Le p r iric i pe d'Hamilton de manière à

y inclure les forces non conservatives, aux systèmes non conscr-

vatifs. Il s'écrit alors:

01= r~T+H)dt
Jl

o

On trouve a l.o r s :

d oT oT
--- 0-1

dt é q ' i Sqi

avec Qi force qénriraLisée.

lOS
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