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Résumé

Cette thèse étudie dans sa première partie le problème de la déformation infini­

tésimale des structures feuillétées qui n'est que le prolongement de celui posé dans

les années 1950 par K.Kodaira et D.C Spencer concernant les déformations infinitési­

males des structures complexes sur les espaces complexes. Dans les deux cas les classes

d'équivalence des transformations infinitésimales sont en correspondance biunivoque

avec respectivement H1(M,N:;:) et H1(M,B) . On montre que dans le cas d'un flot

obtenu en suspendant un difféomorphisme d'une variété F compact,Hl(M,N:;:) est

exactement la 1-cohomologie H1(Z, X(F)) du groupe Z à valeur dans le Z module

X(F) . Puis on détermine H 1(Z, X(F)) dans le cas où F == SO(3)

La seconde partie est consacrée à l'étude de la structure homogène des fibrés unitaires

de certains espaces symétriques compacts de rang 1 notamment pnJH[ et p 2Ca. Dans

le cas de pnlHI on a construit deux structures homogènes et déterminer toutes les mé­

triques invariantes. Ensuite la variété des géodésiques de pnlHI a été étudier du même

point de vue. Enfin pour p2Ca on a étudié la structure homogène qui est F4 / spin7 et

on a également déterminer les métriques Adspin7F4-invariantes en utilisant le système

de poids et racines .

ix



Introduction

Cette thèse comporte deux grandes parties. la première partie est consacrée à

l'étude des déformations infinitésimales des feuilletages et la seconde porte sur la

géométrie différentielle des fibrés unitaires de certains espaces symétriques de rang 1.

La théorie des feuilletages généralise la théorie des systèmes dynamiques dont

l'étude a été introduite par le mathématicien Henri Poincaré à la fin du XIxème

siècle. C'est l'étude qualitative des trajectoires maximales d'un champ de vecteurs

sans singularités sur une variété M de dimension n et qui consiste en l'étude des

courbes intégrales maximales d'un champ de vecteurs X. Ces courbes définissent une

partition de M en sous variétés immergées de dimension un.

Plus généralement un « feuilletage de codimension q» sur M définira une partition

Fde M en sous variétés de dimension n - q : les feuilles. La première image globale

qui vient à l'esprit est celle d'un empilement de « plaques» ; regardé par la tranche,

un tel empilement fera voir l'ensemble des plaques comme une sous variété quotient

N de dimension q, la projection naturelle 1T : M --» N étant une submersion.

En réalité, cette image correspond à un cas particulier de feuilletage, celui des

feuilletages « simples ».

En général, c'est seulement localement (dans un ouvert simple) qu'un feuilletage se

présente comme un empilement de plaques. Globalement une même feuille peut venir

recouper l'ouvert simple U suivant line infinité de plaqlIes.

La notion de feuilletage a été introduite par C. Ehresmann et G. Reeb, et l'étude de

la topologie et de la géométrie globale des «variétés feuilletées» a donné lieu à un

ensemble de travaux extraordinairement riche et varié.

1
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C'est à l'étude d'une propriété très particulière connue sous le nom de « défor­

mations des feuilletages» que les présentes notes sont consacrées. L'origine de la

théorie générale des déformations des feuilletages est l'étude des déformations des

variétés complexes et de beaucoup d'autres pseudogroupes, initiée par Kodaira et

Spencer [18], puis complètée par Kuranishi [19] qui a prouvé l'existence d'un espace

analytique paramétrant une déformation.

De façon concrète soit F un feuilletage de dimension m et de codimension n sur

une variété compacte M. L'expression« coordonnées locales» va toujours signifier un

système (x, y) = (Xl, X2,· •. ,Xm, YI, Y2,··· ,Yn) pour lequel le feuilletage F est défini

localement par des équations

dYI = dY2 = ... = dYn = O.

On note TM le fibré tangent à M, TF Le fibré tangent à F, NF == TM/TF le fibré

normal à F, NF, sera le faisceau des germes de champs de vecteurs qui s'écrivent

localement :

i. e. les automorphismes infinitésimaux (locaux) de F. On munit l'espace F(M, m)

des feuilletages de dimension m sur M de la topologie Coo (convergence uniforme sur

les compacts de toutes les dérivées); ceci est toujours possible puisque cet espace

est un fermé de l'espace des sections globales de classe Coo du fibré Ç}(M, m) ---+ M

de fibre au point X E M la grassmanienne des rn-plans dans TxM. On appelle alors

déformation de F paramétrée par un espace topologique S ( dans notre cas ce sera

toujours un intervalle ouvert de lR du type] - €, €( avec € > 0 « assez petit» ) une

application continue :

S~F(M,m).

Pour étudier les déformations de F(M, m) il est d'usage de commencer par voir com­

ment sont les déformations du fibré T F ( en tant que section de Ç}(M, m) ---+ M)

qu'on appelle déformations infinitésimales de F; celles-ci sont décrites par le groupe

de cohomologie Hl (M, NF)[16]. Ce groupe a donc beaucoup d'importance et son
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calcul n'est connu que dans très peu de situations. Pour un flot (i. e. m == 1 ) obtenu

en suspendant un difféomorphisme 'P d'une variété compacte F, H1(M,Ny::) est exac­

tement la l-cohomologie H1Z, X(F) du groupeZ à valeurs dans le 'Il-module X(F) des

champs de vecteurs sur F; c'est aussi le quotient de X(F) par le sous espace B E X(F)

des éléments de la forme X - 'P*(X) avec X variant dans X(F). (ici 'P*(X) désigne

l'image réciproque du champ X par le difféomorphisme 'P. Il Y a donc une action de

Z sur le module X(F).

Un calcul du groupe de cohomologie H1(Z, X(F)) sera donc dévéloppé dans notre ex­

posé, précédé d'un bref aperçu sur les feuilletages et les déformations des feuilletages.

Le chapitre 1 est consacré aux généralités sur les feuilletages. On y rappelle la dé­

finition d'un feuilletage suivie de quelques propriétés géométriques comme les notions

d'holonomie et de r -structures transverses. Quelques résultats sur les feuilletages de

Lie complètent ce chapitre.

Le chapitre 2 traitera des déformations des feuilletages, on commençera par rap­

peler la définition d'une déformation, puis on étudiera les déformations infinitésimales

d'un feuilletage et celles de l'holonomie d'une feuille. Un énoncé du théorème Kodaira­

Spencer-Kuranishi viendra clore ce chapitre.

Enfin dans le chapitre 3 on fera un bref rappel de la théorie des représentations

linéaires d'un groupe de Lie compact, puis on se servira de ces résultats pour calculer

le groupe de cohomologie H1(Z, X(F).

Sa détermination se fera dans le cas d'un feuilletage de Lie obtenu en suspendant un

difféomorphisme ce qui pourrait ouvrir la voie à l'étude plus complète des déforma­

tionsde cette classe de feuilletages.

Abordons à présent la seconde partie de cette thèse.

Un espace homogène est une variété difféomorphe à un espace quotient G/ H où G

est un groupe de Lie compact et H un sous groupe de Lie de G. La topologie de ces

espaces homogènes est assez bien comprise.

Par contre la géométrie de ces espaces pose de nombreux problèmes. Si M est difféo­

morphe à G/H, il existe sur M des métriques riemanniennes G-invariantes. A l'aide
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d'exemples simples on peut mettre en évidence les faits suivants:

a) Une même variété peut se mettre sous la forme G/ H avec G effectif de plusieurs

façons.

b) Pour un même groupe G opérant transitivement sur M, il existe en général une

famille de métriques riemanniennes G-homogènes :

on a un espace de modules qui, sauf dans.le cas des groupes compacts, est assez

mal connu.

La représentation linéaire d'isotropie est équivalente à l'action de Ad(H) sur g/~. Si

cette représentation est irréductible il y a sur G/ H une unique métrique

G-homogène. Un sous cas important est celui des espaces symétriques (irréductibles)

classés par Elie Cartan. Ces espaces admettent de belles caractérisations

géométriques. Notamment, une variété riemannienne (M, g) est localement isomé­

trique à un espace symétrique si et seulement si son tenseur de courbure est parallèle

par rapport à la connexion de Levi-Civita.

Dans cette thèse nous étudions une classe particulièrement intéressante d'espaces

hornogènes définis de façon géométrique à savoir les fibrés llnitaires des espaces pro­

jectifs quaternioniens et le fibré unitaire du plan de Cayley quand les variétés de base

sont munies de leur métrique d'espaces symétriques. Malgré la simplicité de leur dé­

finition, ces espaces font apparaître les difficultés aux quelles se heurtent l'étude des

espaces homogènes; ils sont homogènes sous plusieurs groupes et ne sont jamais à

isotropie irréductible. Pour ce qui concerne le plan de Cayley nous n'avons étudié que

sa structure homogène sous le groupe de Lie F4 •

Enfin nous étudions au passage par le biais du flot géodésique, la variété des

géodésiques de pnlHI (le projectif quaternionien). C'est aussi un espace homogène

qui n'est pas à isotropie irréductible. Nous déterminons l'ensemble des métriques

Sp(n + l)-homogènes sur cette variété.



Première partie

Sur les Déformations infinitésimales

des feuilletages
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Chapitre 1

Généralités sur les Feuilletages

Dans ce chapitre nous rappelerons d'abord très brièvement les notions de feuille­

tages, d'holonomie d'un feuilletage, puis nous étudierons les structures transverses

et les f structures. Quelques résultats sur les feuilletages de Lie viendront clore le

chapitre.

1.1 Notion de Feuilletages

Nous commençons par définir la notion de pseudogroupe de transformations que

nous utiliserons pour définir les feuilletages et les structures transverses.

1.1.1 Pseudogroupe de transforlDations

Un pseudogroupe de transformations de ~n, n E N est une famille r de difféomor­

phismes locaux de Rn telle que :

Pl : Si cp E r,alors cp-l E r.

P2 : Si <p : U~ U' et <p' : U' ---t U" appartiennent à f,alors <po<p' aussi appartient

à f.

P3 : Si <p ; U~ U' appartient à f, alors sa restriction à l'ouvert U1 C U appartient

à f.

6
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P4 : Si cp : U~ U' est un diffémorphisme local de }Rn qui coincide,au voisisinage

de chaque point de U avec un élément de r alors cp Er.

P5 : L'application identique de }Rn appartient à r.

Soit p un entier, 0 < P < n et notons q n - p. On identifie Rn au produit jRP x Rq

et on désigne par 7r la projection naturelle }Rn~ Rq.

On appelle espace vertical en un point u de }Rn le noyau de l'application· tangente

1f* en ce point.

L'ensemble rn,q des difféomorphismes locaux de ~n dont l'application linéaire tan-

gente en ce point envoie l'espace vertical en ce point sur l'espace vertical image de ce

point, (en d'autres termes, cp E Dif f(IR.n) , est un élément de rn,q s'il est localement

projetable par 1f sur ]Rn) est un pseudogroupe de transformation de }Rn.

1.1.2 Définition d'un feuilletage

Un atlas feuilleté de dimension p et de codimension q sur une variété

différentiable M de dimension n est un atlas A de la variété vn pour lequel les

changements de cartes appartiennent à r n,q. On dit encore que A est un r n,q-atlas.

Un feuilletage F de codimension q sur M est un atlas feuilleté de codimension q

maximal.

Cette structure de variété feuilletée F détermine également sur vn une structure de

variété différentiable de classe Coo et de dimension p. La topologie correspondante est

appelée topologie fine de M associée à F : elle est en effet plus fine que la topologie

«initiale» correspondant à sa structure de variété de dimension n ( que l'on considère

dans la suite comme structure de base ).

Les sources des cartes de F ayant pour image un polytope de }Rn forment une base

de la topologie de M. On les appelle les ouverts distingués pour F. Leurs composantes

connexes pour la topologie fine de M associée à F forment une base pour cette

topologie fine et sont appelées les plaques de F.
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1.1.3 Définition d'une feuille

Une feuille du feuilletage F sur M est une composante connexe de M pour la

topologie fine associée à F.

Les feuilles d'un feuilletage F sur M définissent une partition de M en sous variétés

connexes de classe Coo et de dimension p. On note MlF l'espace des feuilles corres­

pondant.

Le saturé d'un sous espace A de M pour F est alors la réunion de toutes les

feuilles de F rencontrant A ; on dit que A est saturé si cette réunion est A lui-même.

Proposition 1. La relation d'équivalence associée à une structure de variété feuille­

tée est ouverte.

En effet soit (Ui)iEI un recouvrement ouvert de M par des ouverts distingués pour

F et soit Pi la relation d'équivalence sur M identifiant les points d'une même plaque

de F dans Ui. Chacune de ces relations est ouverte et la relation d'équivalence associée

à F est la réunion des Pi.

Cependant cette relation d'équivalence n'est pas en générale fermée. Elle ne l'est que

lorsque par exemple toute feuille de F est fermée et possède un système fondamental

de voisinages saturés pour F.

corollaire 1. Si un sous espace de M est saturé pour F il en est de même de son

complémentaire, de son adhérence, de son intérieur et de sa frontière.

En particulier l'adhérence d'une feuille F de F est un fermé connexe saturé pour

F. On dit alors d'une feuille de F contenue dans ft' qu'elle est adhérente à F.

Proposition 2. Soit M une variété de dimension n et de classe Coo, et deux entiers

p et q tel que 0 < p < n et q = n - p.

La donnée d'un feuilletage F de classe Coo et de dimension p sur M est équivalente

à la donnée:

- d'un recouvrement ouvert (Ui)iEI de vn ,.
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- d'une famille de submersions (fi)iEI, Ji : U ---t JRq de classe COQ de façon qu'au

voisinage de chaque point de uinuj on ait :fj = gji O fi avec gji dans Difn::'JJRq)

En effet pour chaque carte '{Ji : Ui ---t JRn = JRP x JRq de la variété feuilletée

de codimension q de classe. COQ determinée par un feuilletage F de M, la seconde

composante ki de '{Ji est une submersion de Ui dans JRq; et pour chaque point x de

Uj nUj il existe une application de transition 9ji dans Di f fOQ (JRq) telle que kj = gji 0ki

d'où la proposition.

Ainsi, une submersion k de M dans JRq détermine un feuilletage de codimension q de

vn dont les feuilles sont les composantes connexes des fibres de k.

FIG. 1.1 - Un tore feuilleté

1.1.4 Feuilletages et intégrabilité

Le fibré tangent à un feuilletage F de classe COQ et de dimension p d'une variété

différentiable vn détermine sur vn un système différentiel S de classe COQ et de di­

mension p complètement intégrable. Inversement selon le théorème de Frobenius[3],

un sytème différentiel de classe COQ et de dimension p complètement intégrable déter­

mine un feuilletage de classe COQ et de dimension p ayant pour feuilles les sous variétés
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intégrales maximales de ce système.

La correspondance ainsi établie entre feuilletages et systèmes différentiels S de classe

Coo complètement intégrables est biunivoque et analytique.

Un système différentiel S de classe Coo et de dimension p sur une variété vn est

déterminé par la donnée en chaque point Xo de vn d'un sous espace Pxo de Txo vn de

dimension p, et tel que \:Ixo E vn il existe un voisinage U de Xo , et Xl, X 2, . .. ,Xp , P

champs de vecteurs différentiables sur vn et linéairement indépendants de classe Coo

engendrant le sous espace Py en tout point· y de U.

Désignons par Xs = {X E X(Vn); \:Ix E V n,Xx E Px} le sous module associé au

système différentiel S. La condition de complète intégrabilité du système différentiel

S est alors

[xs, Xs] c Xs·

De façon duale le fibré tangent du feuilletage F est caractérisé par un système de

Pfaff P de classe Coo et de rang q = n p complètement intégrable s'annulant sur XS.

Un système de PfaffP de rang q et de classe Coo sur une variété vn est déterminé

par la donnée en chaque point Xo de vn d'un sous espace P;o de T;o vn de dimension

n - q,et tel que VXo E vn il existe un voisinage U de Xo , et WI, W2, . .. , wq , q formes

différentielles sur vn linéairement indépendants de classe Coo engendrant le sous es­

pace P; en tout point de U.

Désignons par A(P) = {w E A(Vn),wx E P;, \:Ix E V n}, et par I(A(P)) l'idéal en­

gendré par A(P).

La condition de complète intégrabilité se traduit alors par:

dA(P) C I(A(P))

Remarque : La feuille Fxo du feuilletage F passant par Xo est alors l'ensemble

des points de M que l'on peut atteindre à partir de Xo par un chemin continûment

différentiable par morceaux dont le (ou les) vecteur(s) tangent(s) en chaque point x

appartient à Fx •
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1.2 Quelques types de feuilletages

1.2.1 Feuilletage simple

Soit M une variété de dimension n, 7T : M ---t N une submersion de M dans

une variété N de dimension q. Le système différentiel S = ker 7[* est complètement

intégrable. Le feuilletage correspondant F a pour feuilles les composantes connexes

des préimages par 1r des points de N. On dit que le feuilletage est défini par la

submersion 1f. Les feuilles sont des sous variétés propres fermées [9].

Si en outre les préimages par 1f des points de N sont connexes, on dira que

le feuilletage F est simple. En identifiant N à M / F on note que la topologie de N

est exactement la topologie quotient M / F et sa structure de variété est entièrement

déterminée par la condition que la projection canonique 7T : M ---t M / F soit une

submersion.

Considérons une variété feuilletée (M, F) quelconque. U étant un ouvert quelconque

de M, soit Fu le feuilletage induit par F sur U. On dira que U est un ouvert simple

dans M pour F si Fu est un feuilletage simple. Le feuilletage est alors défini dans

U par la projection 1ru : U ---t U sur une variété quotient locale. On observera que

tout point de M admet une base de voisinages ouverts simples pour F. Il suffira pour

cela de considérer une carte feuilletée cp : U ---t n dont on a restreint le domaine de

façon que n soit un pavé de Rn.

1.2.2 Feuilletage quotient

Soit G un sous groupe discret de Diffoo(yn) opérant différentiablement, propre­

ment, et librement sur une variété différentiable yn de classe Coo :

la projection p : yn --+- yn/G est un revêtement.

Soit F un feuilletage de classe cr et de dimension p sur yn invariant par G, c'est­

à-dire 9*:F = :F pour tout 9 E G, il existe un feuilletage :FIG sur yn1G de même

nature que :F et un seul tel que si Pu est un difféomorphisme d'un ouvert U de vn

sur un ouvert Y de ynlG alors les traces des feuilles de :FIG sont les images par Pu
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des traces des feuilles F sur U. (FIG)u = p*(Fu).

FIG est le feuilletage quotient du feuilletage F par le groupe G. Les feuilles de F

sont les revêments de celles de FIG.

1.2.3 Feuilletage image inverse par une fibration

Soient M et vn deux variétés différentiables, 'Ir : M ~ vn une fibration locale­

ment triviale de fibre F, et F un feuilletage de classe cr et de dimension p sur V n . Le

feuilletage 'Ir*F image inverse de F par la fibration 1r est le feuilletage dont les feuilles

sont dans M les composantes connexes des inverses par 1T des feuilles de F.

Les feuilles de F sont pour la projection 1r des fibrés localement triviaux ayant pour

fibre type des réunions des composantes connexes de F.

En particulier,

Si 'Ir est un revêtement de V n , les feuilles de 1r*F sont des revêtements de celles de F.

Si F est le feuilletage trivial de vn par ses points, les feuilles de Tf*F sont des com­

posantes connexes des fibres de 1r. Dans ces conditions on dit que le feuilletage 1r*F

est simple et est déterminé par la fibration 1T .

Si 'Ir est un difféomorphisme, les feuilles de 'Ir*F sont des images par 1r-
1 des feuilles

deF.

1.2.4 Suspension d'un feuilletage par un groupe de difféonlor­

phisllles

Considérons une variété différentiable connexe B de dimension p et une variété

différentiable connexe T de dimension q. Soit p : 1Tl(B;xo) ~ Diff(T) un homo­

morphisme du groupe fondamental de B dans le grotlpe des difféomorphismes de T.

Sur le produit cartésien li == T x Ê de T par le revêtement universel de B (identifié

aux classes d'homotopie de chemins issus de Xo ), la première projection pr} : V --t T

définit un feuilletage j: de codimension q.

On définit sur li une action différentiable de 7fl (B; xo) en posant, pour tout
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[,] E 7rl(B;xo) : R[~](y,x) = (p([,]-l)(y),X.[,])
On note V l'ensemble des orbites de 11"} (B; xo) par cette action, et 11" : if ------+ V la

projection canonique. L'élément de V défini par (y, x) sera noté (y,' A~. Si on se place

dans l'ouvert T x Û de if, où Û est la préimage d'un ouvert U simplement connexe

de B par p : Ê ------+ B, la correspondance y,'A~ t----t (y,p(x)) définit une bijection <Pu

de 1I"(T x Û) sur T x U. Il existe une unique structure de variété sur V pour laquelle

les <Pu sont des difféomorphismes locaux. Pour cette structure, 11" : if ------+ V est un

étaiement. Comme R[-y) envoie les feuilles de j: sur des feuilles de j:, la projection sur

V définit un feuilletage :F de codimension q de V dont les feuilles sont les projections

de celles de j:. La projection p : V ~ B définie par p((y,' A~) = p(x) est une fibration

localement triviale de fibre -type T. On voit alors que les feuilles de:F sont transverses

aux fibres de la fibration p.

1.3 Sous-variétés transverses; feuilles propres

1.3.1 Sous-variété transverse

Soit T une sous variété immergée de M de dimension q. T est dite sous-variété

transverse de :F si, en tout point de T l'espace tangent à T est supplémentaire de

l'espace tangent à la feuille passant par x.

Lemme 1. [9J : Le saturé d'une sous-variété transverse de :F est ouvert.

1.3.2 Feuille propre; feuille locale:ment dense

Une feuille F d'une structure de variété feuilletée F sur une variété M est propre

(resp. localement dense) si la topologie fine de F coïncide avec celle induite par M

(resp. s'il existe un ouvert de M dans lequel F est dense).

Proposition 3. [9] :Si Fxo est la feuille de :F passant par Xo, les propriétés suivantes

sont équivalentes :
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(i) Fxo est propre

(ii) Il existe une sous-variété transverse T telle que : T n Fxo = {xo}

1.4 L'holonomie des feuilles

1.4.1 Le glissement le long des feuilles d'un feuilletage

Considérons T et T' deux sous variétés transverses d'un feuilletage:F de V. L'objet

de ce paragraphe est de définir une application de T dans T' qui à un point x de T

fait correspondre un point x' de T' situé sur la même feuille. Seulement la difficulté,

voir fig.l, reside au fait que la feuille passant par x peut ne pas rencontrer T', ou au

contraire la rencontrer en plusieurs points.

fig.!

'L-------xo

T'
..-- x~

fig.2

w

Toutefois en se ramenant au cas particulier du feuilletage simple défini par la

projection 1f : V ----+ W de V sur une variété quotient (voir fig.2), on peut considérer

deux points quelconques Xo et x~ qui se projettent sur un point y. Il existe alors un

voisinage ouvert U de Xo dans T et un voisinage U de x~ dans T' tel que la relation

d'appartenance à la même feuille définisse sans ambiguïté un difféomorphisme de U

dans U' qui sera dit glissement le long des feuilles.
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1.4.2 Cas général

En revenant au cas général, Soient T et T' deux variétés transverses de F. Consi­

dérons des points Xo E T et x~ appartenant à la même feuille F.

L'idée suggérée par le cas des feuilletages simples, est de définir le glissement le long

des feuilles en suivant une chaîne d'ouverts simples allant de Xo à x~.

Pour cela choisissons dans F un chemin continu

, : [0, 1] ~ F avec ,(0) = Xo et ,(1) = x~.

Soit to = 0 <tl < ... < tk = 1 une subdivision de [0,1] telle que, pour 1 ~ i ~ k,

l'image de 1'([ti-b ti]) est contenue dans un ouvert simple Ui · On dira que {Ut, · · · ,Ud

est une chaîne d'ouverts recouvrant le chemin ,. De la connexité, on déduit que chaque

,([ti-l, t i ]) est contenue dans une plaque Fi de l'ouvert Ui . Pour 1 ~ i ~ k 1 dési­

gnons par 1i la sous variété transverse de F passant par Xi = 'i(t i ).

Le glissement le long des plaques dans l'ouvert simple Uk définit un

difféomorphisme 'Pk d'un voisinage ouvert U k - l de Xk-l dans Tk - l sur un voisinage

ouvert Uk de x~ = Xk dans T'. Le glissement dans U k - l définit un difféomorphisIIle

'Pk-l d'un voisinage ouvert U k - 2 de Xk-2 dans Tk - 2 sur un voisinage ouvert Uk - l de

Xk-l dans Tk - l , etc ... , jusqu'à un difféomorphisme 'Pl d'un voisinage ouvert U de Xo

dans T sur un voisinage ouvert UI de Xl dans Tl, Finalement en posant :

on obtient un difféomorphisme

<.pk 0 <.pk-l 0 · · · <.pl : U ~ U'

d'un voisinage ouvert de Xo dans T sur un voisinage ouvert de x~ dans T'. De plus ce

difféomorphisme ne dépend visiblement pas du choix de ces sous variétés transverses

Tl, T2 , • • · ,Tk - l utilisées.

On notera h"Y le germe en Xo de ce difféomorphisme. C'est un difféomorphisme du

germe de T en Xo sur le germe de T' en x~. On dira que h"Y est le glissement le long

des feuilles suivant ,. h-y ne dépend pas de la chaîne d'ouverts simples utilisés mais

seulement de la classe d'homotopie du chemin ,.
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1.4.3 Le groupe fondalllental de la feuille F en Xo

Dans le cas particulier où "'1 est un lacet en Xo c'est- à -dire un chemin continu

d'origine et d'extrémité xo, dans la feuille F, le glissement le long des feuilles définit un

germe h, en Xo de difféornorphisme de la sous variété transverse T respectant le point

Xo· Considérons un autre lacet "'11 en Xo dans la feuille F ,il vient que h"'l = h, 0 h'l
comme h, ne dépend que la classe d'homotopie ["'1], on définit une

correspondance [')1] -----+ h, qui est un homomorphisme

du groupe d'homotopie de la feuille en Xo dans le groupe des germes des difféomor­

phismes locaux laissant fixe le point xo.

On dira que hxo est la représentation d'holonomie de la feuille F en xo. Son image est

le groupe d'holonomie de F en xo.

En remplaçant T par une autre sous variété transverse Tl passant par xo, le glisse­

ment le long des feuilles dans un voisinage ouvert simple arbitraire de Xo identifie

canoniquement le germe en Xo de T avec le germe en Xo de Tl, donc Diff(T) avec

Diff(Tl ). Il vient que le groupe d'holonomie de F en Xo est défini indépendamment

de la sous variété transverse. On pourrait alors raisonner modulo le glissement le long

des feuilles, i. e. considérer hxo(["'I]) = h, comme un germe de difféomorphisme de la

variété quotient locale en xo.

1.5 Feuillletages et r-Structures

Pour systématiser ce point de vue on considère une variété différentiable W q de

dimension q et de classe Coo, un sous-pseudogroupe r du pseudogroupe r(Wq) des

difféomorphismes locaux de classe Coo de W q
, ainsi que l'ensemble 1Tr des germes des

éléments de r avec sa projection source Œ sur W et sa topologie de faisceau (cette

topologie est engendrée par les ouverts obtenus en prenant pour chaque élément de

r ses germes en tous les points de la source; pour cette topologie a est un étalement
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sur W). La composition et le passage à l'inverse munissent 1Tr d'une structure de

groupoïde topologique.

1.5.1 r -cocycle

Un r -cocycle régulier de classe Coo sur une variété différentiable vn de dimension

n 2: q est déterminé par les données d'un recouvrement ouvert (Ui)iEI,de V n
, et

pour chaque couple (i, j) d'indices d'une application continue rji de Ui n Uj dans 1Tr

vérifiant les conditions suivantes de cocycles et de régularité:

i) rki et rkj 0 rji coïncident sur Ui n Uj n Uk

ii) fi = a 0 rii est une submersion de classe Coo de Ui dans wq.
('Yii = identité)

Untel cocycle détermine un feuilletage F de codimension q et de classe Coo de

vn caractérisé par la propriété d'induire sur chacun des ouverts Ui le feuilletage

défini par la submersion fi d'où la proposition:

Proposition 4. La donnée d'un feuilletage F de codimension q sur une variété

vn est équivalente à la donnée d'un 'Y-cocycle régulier (Ui;rij) sur une variété

W q de dimension q.

Deux tels cocyles (Ui;rij) et (Ui ; rij) correspondant à un même recouvrement

ouvert (Ui)iEI de vn sont cohomologues s'ils définissent le même feuilletage de

V n
, ou encore si pour chaque indice i E l il existe une application Ài : Ui ---+ 1Tr

telle que pour chaque couple (i, j) d'indices on ait la propriété suivante :

iii) 'YJi et ÀjrjiÀ:;l coïncident sur Ui n Uj : condition de cobord.

Plus généralement, deux tels cocycles (Ui ; 'Yij) et (UI; r:j) correspondants à deux

recouvrements ouverts (Ui)iEI et (Uj)jEJ sont équivalents si les cocycles qu'ils

induisent sur le recouvrement ouvert (Ui x Uj)Ci,j)EIXJ sont cohomologues, c'est

à dire en fait si ces deux cocycles définissent le même feuilletage de vn
.

On définit alors une f- Structure régulière sur vn comme un élément du premier

groupe de cohomologie Hl (Vn,f) à valeurs dans le faisceau sur vn des germes



18

d'applications continues de vn dans 1rr ce qui correspond à une classe de f­

cocycle réguliers équivalents. On dit alors que le feuilletage F sur vn est un

f -feuilletage s'il peut être associé à une telle r - structure régulière.

On dit aussi que vn est une f- variété lorsque ce feuilletage est de dimension 0,

c'est à dire lorsque la dimension de M est égale à q. La donnée d'un f- cocycle

régulier correspond alors à celle d'un atlas de vn dans wq avec changements

de cartes dans le pseudogroupe f.

Partant de ce dernier point de vue et considérant que le pseudogroupe r est une

géomètrie sur W q , on peut donc dire qu'un r - cocycle régulier sur vn correspond

à un feuilletage ayant une structure géomètrique transverse modelée sur celle

de W q
.

Exemples

i) Feuilletages transversalement de Lie W9 est un groupe de Lie et r est le pseu­

dogroupe obtenu par localisation du groupe des translations à gauche de W q
•

ii) Feuilletages transversalement parallélisables W q est une variété paralléli­

sable et r est le pseudogroupe des difféomorphismes locaux conservant un pa-

rallélisme.

Hi) Feuilletages riemanniens W q est une variété riemannienne et r est le pseudo­

groupe des isomètries locales.

1.6 Feuilletages de Lie

Dans cette partie on désigne par 9 une algèbre de Lie réelle de dimension n et par

G un groupe de Lie connexe ayant 9 pour algèbre de Lie.

Soit M, une variété différentiable connexe et paracompact de dimension p, p ~ n.

Toutes les variétés, applications, formes, champs de vecteurs sont supposées de

classe Coc.
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1.6.1 Définition

Soit F un feuilletage de codimension q sur une variété M. Une structure de G­

feuilletage de Lie pour F est déterminée par la donnée d'un f-cocycle régulier défi­

nissant F, où f est le pseudogroupe sur G obtenu par localisation du groupe de ses

translations à gauche. Autrement dit un tel feuilletage avec sa structure transverse

est déterminé par les données :

- d'un recouvrement ouvert (Ui)iEI de M,

- d'une famille de submersions fi : Ui --+ G,

_ d'une famille d'applications localement constantes gij : Ui n Uj -+ G, tels que

l'on ait f; = gijf; sur Uj n Uj

1.6.2 Exemples

i) Le feuilletage défini par une submersion d'une variété M dans un groupe de Lie G

possède une structure canonique de G-feuilletage de Lie.

ii) Toute forme de Pfaff fermée et sans singularités sur une variété M, détermine un

lR-feuilletage de Lie sur M.

iii) Soient H et G deux groupes de Lie simplement connexes et D un homomorphisme

surjectif de H dans G. Les fibres de- D définissent un feuilletage de Lie sur H

que nous noterons F. Soit f un sous groupe discret uniforme de H ( i. e. H jf

est un compact ). F est invariant par les translations à droite de f. Par suite

F induit sur Hjf un feuilletage de Lie de groupe G dont l'homomorphisme

d'holonomie est h : 1fl(Hjf) -+ G.

Proposition 5. [3] :

La donnée d'un g-feuilletage de Lie F sur une variété M est équivalente à la donnée:

- d'un homomorphisme h : 1fl(M) --+ G

- d'un revêtement galoisien p : N -+ M de groupe h(1fl (M»

- d'une submersion q : N --+ C, équivariante par h

(i. e. q(a.x) = h(a)q(x) Va E 1rl(M) , Vx E N J.
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De plus si la variété M est compacte alors q est une fibration à fibres compactes.

Théorème 1. de structure (3](E. FEDIDA)

Avec les notations et les hypothèses de la proposition précédente,

si H = h(1fl (M)) est le groupe d'holonomie globale de F, les adhérences des feuilles

de F sont une fibratiort de M sur l'espace homogène G/ fI. De plus si F est une

feuille de F, le feuilletage induit par F sur ft' est un K -feuilletage de Lie où K est

la composante connexe de fI contenant l'identité de G.

En particulier, si M est connexe et si F a une feuille compacte (resp. localement

dense) toutes les feuilles de F sont compactes (resp. partout denses ).



Chapitre 2

Déformations des Feuilletages

Dans ce chapitre nous présentons quelques résultats de base sur les déformations

d'un feuilletage, ensuite on étudie les déformations infinitésimales des feuilletages

transversalement holomorphes et de celles de l'holonomie d'une feuille.

2.1 Définitions

Nous allons rappeler la définition d'une déformation d'un feuilletage de manière

générale. Pour tout x élément de M , on note Gx(M; n) la grassmannienne des plans

de codimension n de TxM. On obtient ainsi un fibré localement trivial

Q(M; n) ----+- M

de fibre type la grassmannienne G(p+n, n) de l'espace IRn+p. Un champ de classe Coo

de p - plan est une section de classe Coo de Q(M; n) ----+- M.

Soient 7 un champ de p - plan sur M et (71; 72; ... ; 7p ) une base de sections locales
p p

de 'T. Si X L ai'Ti et Y = L bi'Ti sont deux sections locales de 'T , on a :
i=l j=l
p p

[X, Y] L aibj['Ti, 'Tj] + L {ai'Ti(bj)'Tj - bj'Tj(ai)'Ti}'
i,j=l i,j=l

Dans le quotient v T M /7, la valeur de [X, Y] en un point x E M ne dépend que

de celle X et Y et non celles de leurs dérivées. Ce qui permet définir une 2-forme

21
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nT : T X T ---+ V dont la valeur en Xx et Yx est la classe dans le quotient 1/x du

vecteur [X, Y]x. Par le théorème de Frobenuis le champ de p-plans T est intégrable

si et seulement si nT est identiquement nulle. Dans ce cas T définit un feuilletage de

codimension n sur M.

On munit l'espace r(Q(M, n» des sections Coo de Q(M, n) de la topologie Coo qui en

fait une variété de Fréchet. L'ensemble :F(M, n) des feuilletages de codimension n sur

M (zéros de n) en est un fermé; on le munit de la topologie induite.

2.1.1 Déforlllation d'un feuilletage

Une déformation d'un feuilletage F E F(M, n) paramètrée par un voisinage 8 de

odans ]Rn est une application continue: p : t E T ---+ Ft E F(M, n) telle que

p(O) = :Fo == :F

Le groupe Diff(M) des difféomorphismes de classe Coo de M agit sur

F(M, n». Pour tout F E F(M, n) on notera OF l'orbite de :F.

2.1.2 Déformation à type différentiable fixé

Une déformation p : t E T ~ Ft E F(M, n) paramètrée par un voisinage 8 de 0

dans ]Rn est dite à type différentiable fixé si pour tout t E T, p(t) E OF; en d'autres

termes il existe une famille différentiable (ht)tET de difféomorphismes de M tels que:

h;(F) ==:F.

Considérons maintenant un feuilletage F transversalement holomorphe de codi­

mension n d'une varété M compacte, défini par un cocycle feuilleté {Ui , fi, 'Yij} où

(Ui)iEI est un recouvrement ouvert de M, fi : Ui ----t en une submersion et 'Yij des

biholomophismes locaux de en tels que sur Ui n Uj :f:. <I> on ait fj == 'Yji 0 fi.

Une déformation Ft de F paramètrée par un espace analytique (8,0) (cf. [20] pour

plus de détails) est la donnée d'un recouvrement ouvert (Ui)iEI de M, ff :Ui --+ <en
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une submersion et d'une famille de biholomorphismes locaux ('Yf;)(i,;)EIXJ tels que

'Yf
j

: ff (Ui n Uj ) ---t fJ (Ui n Uj ) dépendant holomorphiquement de t tels que :

i) f} == 'Yf; 0 ff ;

ii) fP == fi et 'Y~ 'Yij·

On peut alors dire que nous avons sur (S, 0) x M, un feuilletage Ft défini par

les subermersions locales (s,x) ---+ (s, ft (x)) de (S,a) x Ui dans (S, 0) x en dont la

structure transverse est localement isomorphe à (S,O) x en.
Deux déformations ;:t et F't paramètrées par le même espace (S, 0) sont dites

isomorphes s'il existe une famille différentiable de difféomorphismes (h t ) de M tels

que ;:t == (ht )*F't.

Plus précisément, si F't est défini par un reCOllvrement ouvert (U~)kEK et une

famille de submersions {f~t : U~ ---+ en}. Pour tout x E Ui n Uk il existe une famille

analytique (,f;) d'isomorphismes complexes locaux de Cn telle que: f Ifk 0 fkt
0 ht

sur un voisinage de x.

Si cp : (S', 0) ---+ (S, 0) est morphisme analytique, alors FCP(t/) sera une déformation

de F paramètrée par (S, 0) appelée déformation de F induite par cp.

2.2 Déformations infinitésimales

Pour étudier des cas pratiques nous allons nous placer dans le cas où l'espace S

paramètrant les déformations désignera toujours un voisinage ouvert de 0 dans C.

Désignons par ;:t une famille à un paramètre ;:t de feuilletages paramètrée par le

complexe t.

On peut considérer ii(X) = ~ff(x)lt=o comme un champ de vecteurs le long de

fP == fi (i. e. une section du pull back ft(Ten ) du fibré tangent de en ).
â

Aussi 'Yij(X) = at 'Y:j(x)lt=o peut être considéré comme un champ de vecteurs holo-

morphe le long de 'ij == ,g.
Les relations ff == 'Yij 0 fl donnent

i) fi lij 0 fj
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ii) ii = 'Yik 0 h + d,ij(ji)

et les relations "'/. = ry~. 0 ry~k donnent .
'~J '~J 'J .

iii) "'Iij = "'Iij 0 Ijk

iv) 1ik = 1ij 0 "'Ijk + d"'lij(1jk).

d'où la définition:

2.2.1 Définition

Soit F un feuilletage transversalement holomorphe de M de codimension n s,ur une

variété compacte M. On appelle déformation infinitésimale de F toute déforn1ation

P de F paramètrée par un voisinage ouvert S de 0 dans C ( dans notre cas Ssera

toujours un intervalle de IR du type] - E, E(, avec € assez petit) du fibré tangent TF

en tant que section de Q(M, n) ----t M.

Une déformation infintésimale sera alors définie par la donnée d'une famille (fi, ji),

où fi est une submersion de Ui dans en, ji un champ de vecteurs le long de fi, et

d'une famille ("'Iij, 1ij) , où "'Iij est un biholomorphisme de fj(Ui n Uj ) sur fi(Ui n Uj ),

et 'Yij est un champ de vecteurs le long de "'Iij telle que les conditions i ) - iv ) soient

satisfaites.

2.2.2 ChaIIlps de vecteurs feuilletés

Définition

Soit F un feuilletage de dimension m et de codimension n sur une variété M,

défini par la donnée d'un système différentiel complètement intégrable S.

Un champ de vecteurs X E Xs est dit feuilleté si, pour tout Y E Xs, le crochet [X, Y]

appartient à XS. L'ensemble X(M, F) des champs feuilletés est le normalisateur dans

X(M) de la sous algèbre de Lie XS. X(M, F) est une sous algèbre de Lie de X(M). On

peut d'ailleurs donner à la notion de champ feuilleté plusieurs définitions équivalentes,

comme le montre la proposition suivante :
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Proposition 6. (9] : Soit X E X(M) les propriétés suivantes sont équivalentes:

i) X est feuilleté.

l l , 'lot ., , X au votistinage d'unii) Si (cpt) Itl<€ est le groupe oca a un parame re aSSSOC'le a Il Il

point arbitraire de M, pour tout difféomorphisme local <Pt, <Pt laisse invariant le

système différentiable S.

iii) Dans tout ouvert simple distingué, (i. e. un ouvert de co-ordonnées locales

(Xl, X2, ..• ,Xm, YI, ... ,Yn) sur lequel le feuilletage Fest défirti par les équations

dYI = dY2 = ... = dYn = 0 ) les n dernières composantes de X ne dépendent

que des variables YI, · · · ,Yn).

Il découle de la proposition ci-dessus que :

- Dans tout ouvert simple U, un champ feuilleté X est projetable en un champ

de vecteurs différentiables sur la variété quotient locale Ü ( ceci est encore une

caractérisation des champs feuilletés ).

- Le quotient X(MjF) = X(M,F)/Xs est une algèbre de Lie appelée l'algèbre

des champs basiques de F.

2.2.3 Le faisceau fondamental e

Soient F un feuilletage transversalement holomorphe, et ê le faisceau des germes

des champs de vecteurs feuilletés sur M. Un tel champ de vecteurs est projetable

sur un ouvert simple distingué par fi en un champ de vecteurs sur un ouvert de en
engendrant un groupe local à un paramètre d'isomorphismes analytiques.

Soit (x, z) un système de coordonnées locales dans lequel fi est définie par:

(x, z) ----+ z, alors ç est de la forme:

ç(X, z)
â â - â

a(x, z) 8x + b(z) 8z + b(z) 8z

où b(z) est holomorphe en z.

Désignons par e le quotient de ê par le faisceau des germes des champs de vecteurs

tangents aux feuilles. On dit que c'est le faisceau des germes de champs de vecteurs
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basiques. La restriction de e à Ui est canoniquement isomorphe à ft (Sen), où Sen

désigne le faisceau des germes de champs de vecteurs holomorphes sur en.
Le crochet des champs de vecteurs induit une structure d'algèbre de Lie graduée

sur les groupes de cohomologie H*(M, 8).

Considérons maintenant une déformation F' du feuilletage F paramètrée par

(S,O) il existe un morphisme linaire bien défini connu sous le nom de morphisme

de .. Kodaira - Spencer·· définie par :

qui à :8 E roB fait correspondre la classe du cocycle associant à Ui n Uj la section

ft (ts ,ij ) de e/Ui n Uj = ft (8 en ) / Ui n Uj .

Il résultent de ce qui précède que la compacité de la variété M rend buinivoque

la correspondance entre les éléments de H1(M, 8) et les classes d'équivalence des

déformations infinitésimales de F. D'où le théorème:

Théorème 2. Soit Mune variété différentiable compact, et:F un feuilletage de M.

L'espace H 1(M, 8) paramètre les classes d'équivalence des déformations infinitési­

males de :F

2.2.4 Déformations infinitésimales d'un feuilletage suspension

Dans cette partie nous nous intéresserons à l'étude des déformations infinitési­

males d'un flot F d'un groupe de Lie compact G obtenues en suspendant un difféo­

morphisme <p de G. Considérons G un groupe de Lie compact et connexe, et cp un

difféomorphisme de G. En suspendant le difféomorphisme G, on obtient un flot F

de G (i. e. un feuilletage de G de dimension 1 ). Ce feuilletage est engendré par un

système différentiel complètement intégrable, déterminé par un champ de vecteurs

sans singularités X tel que :

X = ep*(X).

Désignons par :

C°(.Z, X(G)) l'ensemble des fonctions f définies de Z dans X(G) par
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fx : n ~ X - cp*(X) avec X E X(X);

'C1 (Z, X(G)) l'ensemble des fonctions 1 définies de Z dans X(G) par

fk,X : n~ k(n)X avec k E End(Z));

C2 (Z, X(G)) l'ensemble des fonctions 1 définies de Z2 dans X(G) par

gk,X : (n, m)~ ken, m)X avec k E End(Z2).

Soient 80 l'application linéaire définie de CO(Z, X(G)) dans C1(Z, X(G)), par:

80(f) == Ik,X-cp*X avec k E EndZ, et 81 l'application linéaire définie de C1(Z,X(G))

dans C2(Z, X(G)), par

81(/k,X) == 0 si le sous module Xx est une sous algèbre de Lie de l'algèbre de Lie X(G)

où lx : n~ k(n)X;X E x(G),et Xx == {Y E XG, Vx E G, où Gx == vect < Xx >}.

G étant un groupe de Lie compact, tout champ de vecteurs non nul X est sans sin­

gularités (i. e. Xx =1= 0 \Ix E G) par suite le système différentiel qu'il engendre est

complètement intégrable. En appliquant le théorème de Frobenuis on montre que Xx

est une sous algèbre de Lie de X(G). Ainsi pour tout lx E CO(Z, X(G)) on a :

81 [8o(Ix )]

81(fk,X -cp* (X))

o

D'où: 81 0 80 o.
Par suite le complexe :

CO(Z, X(G)) C1(Z, X(G») ~ C2(Z, X(G) définit un groupe de cohomologie:

H1(Z X(G)) = Cl(Z, X(G))
, 80 (CO(Z,X(G))

que l'on peut aisément identifier à X(G)/B avec

B {X - cp*(X)

. On a alors le théorème suivant :

X E X(G)}

Théorème 3. Les classes d'équivalence des déformations infinitésimales d'un flot

F, sur un groupe de Lie compact G, obtenu en suspendarLt un difféomorphisme <p
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de G sont décrites par le premier groupe de cohomologie Hl(Z, X(G)) du groupe Z

à valeurs dans le Z-module X(G) qui s'identifie également au quotient de X(G) par

le sous espace B c X(G) des éléments de la forme X - ep*(X) avec X variant dans

X(G).

2.2.5 Déformations infinitésilllaies de l'holonomie d'une feuille

Soit F une feuille propre d'un feuilletage F de M de codimension n, et V une

sous variété transverse à la feuille F passant par Xo. L'holonomie de F sera un homo­

morphisme:

où ?-l est le groupe des germes en Zo des difféomorphismes de V laissant Zo invariant.

Sur (8,0) x M nous avons un feuilletage FS dont la structure transverse locale est

isomorphe à (8,0) x Cn,défini par les projections:

(s, x) ~ (8, Jt(x)).

On peut étendre la sous variété transverse locale V en une sous varété Vs isomorphe

à (8,0) x V au dessus de (S, 0). L'holonomie de F considérée comme 'une feuille de

F8 sera un homomorphisme :

où ?-ls est le groupe des germes en Zo des automorphismes analytiques de Vs au dessus

de S. Si nous identifions Vs à (8,0) x V, alors h8 sera de la forme:

Soit 8 0 , l'espace vectoriel des germes en Zo des champs de vecteurs holomorphes

sur V. La restriction du faisceau e à la feuille F est un faisceau 8 F localement

constant isomorphe à 8 0 en Zo0 Elle est déterminée par la représentation du groupe

fondamental nI (F, zo) dans 8 0 induite par l'holonomie ha de F.



29

o -1 (âhS(et) 1 )o -----t ç(o) = h (0). 8s 8=0

est cocycle représentant un élément de H1(1r1(F, zo), 8 0) == H 1(F, 8 F ). Cet élément

est précisément l'image de ;s par la composition de :

p : ToS -----t H1(M, e)

Ainsi pour p = 0;1 , HP(F,8F ) est isomorphe à HP(7rl(F,zo),80), la cohomo­

logie du groupe 7rl(F, zo) dans 8 0 considérée comme 7rl(F, zo)-module à travers la

représentation hO.

La fonction :

avec la restriction

H 1(M,8) -----t H 1(F, 8 F ).

Il mesure les déformations infinitésimales de l'holonomie de F.

2.3 Le théorème Kodaira-Spencer-Kuranishi [16]

Théorème 4. soient F un feuilletage transversalement holomorphe de codimension

n sur une variété compacte M et 8 le faisceau des germes des champs de vecteurs

basiques.. Alors il existe un germe d'espace analytique (S, 0) paramétrant une défor­

mation F s tel que pour toute autre déformation Ft paramètrée par (T,O) il existe un

morphisme cp : (T,O) -+ (S,O) tel que la défomation induite Fcp(t) soit isomorphe à

Ft- En plus il existe un voisinage U de 0 dans H1(M, 8) (qui est de dimension finie)

et une application différentiable f3 : U -----t H2(M, 0) tels que (S,O) est le germe en 0

de f3-1(0).

Le germe d'espace (S, 0) est appelé espace versel (ou espace de Kuranishi) de F

et FS appelée la famille verselle de F.

corollaire 2. (Kalka-Duchamp)

Si H 1(M, 8) 0, alors tout feuilletage F' muni d'une structure transverse très proche

de F est isomorphe à F.

on dit que F est rigide, si S est réduit à un point.
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corollaire 3. Si H 2(M,8) = 0, alors l'espace versel des déformations de Fest

isomorphe à un voisinage ouvert de 0 dans H 1(M, 8).

corollaire 4. Si dans l'assertion du théorème ci-dessus le germe (S',O) n'est pas

unique et si p : TaS' --t H 1(M, 8) est un isomorphisme, alors cp : (S', 0) ~ (8,0)

est un isomorphisme.



Chapitre 3

Groupe de Cohomologie H 1(7l; X(F))

3.1 Introduction

Pour calculer Hl(Z, X(F)) où F SO(3) désigne le groupe spécial des rotations

de l'espace euclidien ]R3, il faut déterminer l'espace

B = {X - ep*(X);X E X(F)}. Pour cela il faut se donner X E X(F) et trouver

Z E X(F) solution de l'équation

(El) Z - ep*(Z) = X

Considérons (Xl; X 2; X 3) une base de champs de vecteurs invariants à gauche du

module libre X(F) de rang 3 sur l'anneau COO(F) des fonctions complexes de classe

Coo sur F. Alors se donner un champ de vecteurs X E X(F) revient à se donner trois

fonctions fI, f2' f3 E COO(F) telle que:

X = flXl + f2X2 + f3X3 Comme les champs de vecteurs Xl , X 2 , etX3 sont

invariants à gauche on a :

<p*(Xi) Xi pour i = 1,2,3. D'où

<p*(X) = fI 0 epXl + f2 0 <pX2 + f3 0 <pX3

Si on pose Z 9lXl + 92X2 + 93X3 l'équation (El) est alors équivalente au système

31



32

suivant ( où chacune des inconnues est cette fois-ci une fonction ).

(8)
91 - 91 0 cp = /1

92 - 92 0 cp = /2

93 - 93 0 cp = /3

En réalité tout revient à résoudre l'équation ( dite équation homologique) :

Etant donnée une fonction / E Coo (F) ), trouver 9 E Coo (F) telle que :

(E) 9 - 9 0 cp = /

Dans un 1er temps nous allons résoudre l'équation (*) ci-dessous sur la sphère 8 2 :

Etant donnée une fonction / E coo(S2) et L~ (a E 80(3)) la translation à gauche

provenant de l'action à gauche du groupe SO(3) sur la sphère 8 2 ,trouver une fonction

9 E COO(82) telle que:

Ensuite nous établirons que la résolution de l'équation (*) est suffisante pour décrire

toutes les solutions de l'équation (E) dans COO (SO(3)).

Enfin nous procédérons à une description du groupe de cohomologie H 1(Z, X(F))

3.2 Représentations linéaires des groupes compacts

dans les espaces de Hilbert

3.2.1 Définition

Soient G un groupe topologique, et E un espace vectoriel sur R ou C.

Une représentation linéaire continue (p, E) de G est un homomorphisme p : x --t Px

de G dans l'ensemble des endomorphismes de E,

(PxPy = Pxy; Pe = identité de E ) tel que l'application (a, x) ---t px(a) de E x G da~s

E soit continue.
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Lemme 2. (lemme de Schur)

Soient (Pl, El), (P2' E2) deux représentations linéaires irréductibles d'un groupe

compact G.

Si , est une application linéaire de E 2 dans El telle que :

'Plx 0, ,0 P2x; \:Ix E G

Alors on a : , == 0 ou, est un isomorphisme de E 2 dans El

Pour établir ce Lemme nous distinguons les deux cas suivants :

1. Si a E lm, on a : a == ,(b) avec b E E2 d'où

Plx(a) = Plx("I(b)) ==,0 P2x(b) == ,(P2x(b)); \:Ix E G donc /m"l est stable par Pl,

donc si "1 =1= 0 on a : / m, El

2. Si b E ker",(p2(b)) == Pl (,(b)) == 0 donc ker, = E2·

En résumé on a : "1 = 0, , est un isomrphisme de E2 dans El,

conséquence

Si P est une représentation matricielle irréductible d'un groupe compact G, les

seules matrices qui commutent avec tous les Px sont les matrices scalaires' (i.e. de la

forme À/, À E C ).

Soit M une telle matrice, À une valeur propre on a :

Px.(M - ÀI) = (M ÀI).px; \:Ix E G

comme M - ÀI n'est pas un isomorphisme il vient que M ÀI

Cette preuve est basée sur l'existence de la valeur propre À. ce qui est effectif si

l'espace de la représentation est un C-espace vectoriel.

Proposition 7. soit P et JL deux représentations matricielles irréductibles d'un même

groupe compact G de dégré n et m respectivement. Si on pose

Px == (ai (x) ) Ilx == (b~ (x) )

Alors

1
.. { 0 si P non équivalente à Il

a](x)ai(x)dx == J~Jj
· G _2_l si p équivalente à Il

n
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Pour démontrer ce résultat considérons M une matrice quelconque à n lignes et

m colonnes; posons N =1pxM p'xdx.

On vérifie immédiatement <fue : Py 0 N = N 0 p,y; Vy E G. donc d'après le lemme de

Schur si p n'est équivalente à J-l; on a N == 0 pour toute matrice M. En particulier

si nous prenons M == Ek matrice dont tous les les éléments sont nuls sauf celui de la

ième ligne et de la kème colonne qui vaut 1. Alors on obtient le 1er résultat.

Si maintenant p est équivalente à Il alors N == al où a est un scalaire en prenant la

trace des deux membres, on a : tr(N) = tr(M) == atr(I) == a.n
D'où: a = tr(M)

n

En prenant alors de nouveau M == Ek on a : tr(M) = <5l et on obtient le second

résultat.

Dans tout ce qui suit G sera toujours un groupe compact, on désignera par A

l'ensemble des classes d'équivalence des représentations linéaires finies irréductibles

de G. Si À E A son dégré sera noté n~ , on pourra toujours supposer choisi dans A

un représentant unitaire; une représentation matricielle associée sera notée ~a;; 1 ::;

i,j ~ nA'

Proposition 8.

cette proposition découle de la proposition ci-dessus

3.2.2 Le théorème de Peter-Weyl

Théorème 5. Si G est un groupe compact le système des fonctions ~(Aa~),

(1 ::; i, j ::; nA), À E Â, est orthogonal et complet dans L2(G)

L2(G) désigne l'ensemble des fonctions de carrées sommables sur G. Il a été déjà

établi ( cf. Proposition7 ) que le système était orthonormal.

Si le groupe G est fini, le système comporte 2:= n~ = card(G) = dimL2 (G) fonctions.
ÀEA
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Il est donc complet. Nous supposerons donc G compact non fini. Pour démontrer que

le système Aa~, (1 ~ i,j ~ nA), À E A est complet dans L2(G), il suffit de vérifier

que si f E L2(G) et si f est orthogonal à tous les Aa~ alors f = O. Soit f E L
2
(G)

et f =1= 0, alors f * j est une fonction continue non nulle car (j * j)(e) = IlfW; où

(j(x) = f(x- 1) et (j * j)(x) = IGf(xy-l)j(y)dy-----
d'autre part on vérifie facilement que f * j = f * j donc l'opérateur Lf*J défini par:

.cf*J(h) = (j * j) * h Vh E L2 (G) ) est hermitien, compact non nul et admet une

décomposition de la forme
00

Lf*J = L:'>~iPi
i=l

où les ~ sont des projecteurs orthogonaux sur L2 (G), les sous espaces propres

~(L2(G)) étant de dimension finie (propriétés des opérateurs compacts).

Soit Eiun sous espace propre pour lequel Lf*J =1= 0, de la relation

.cf*J = Lf.LJ, on déduit que sur Ei on a: .ci" si R la représentation regulière à droite

de G, définie par: (RaJ)(x) = f(xa) Vf E L2(G) a E G

Comme Lf commute avec R x , pour tout x E G, Ei est invariant par R alors (R, Ei )

est une représentation linéaire finie de G, donc il existe une base de E i formée de

fonctions du type Aa{, À E A. Puisque Lf =1= 0 il existe au moins une fonction Aa{ telle

que

Lla{ = f * Aa{ =1= 0

or (j * Aa{)(x) = JG f(xy-l)Aa{(y)dy = JGf(u)Aa{(u-1x)du

= L~~l Aaf(x) JGf(u)Aaf(u)du.

ainsi f ne peut être orthogonal à tous les Aa{.

Ce qui démontre le théorème.

Remarque

si f E L2(G) et nous posons:

Ac1 = IG f(X)Aaf(x)dx, 1 :s; nA :s; n À E A, il résulte du théorème précédent que:

[lf(x)12dX = L nA( L I(A)c!12
)

AEA l~nÀ~n
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On vérifie aisément que le coefficient de n>.. n'est autre chose que la trace de Àf.Àf*,

en désignant par Àf la représentation Àf = 1f(x)Àxdx et par Àf* l'adjoint de Àf
(Àf * = Àf ) on a donc la formule suivante:

r If(x)1 2dx = L n>..Tr(Àf.Àf*)
Je >"EA

Théorème 6. soit p une représentation d'un groupe compact G dans un espace de

Hilbert H .. Alors p est somme directe hilbertienne de représentations irréductibles de

dimensions finies

Nous allons effectuer une décomposition de H à partir d'une famille de projecteurs

orthogonaux (P>")>"EA avec (Pn ). = n>..l Px·X>..(x)dx. posons:

(P>..u, v) = n>.. [(Pxu, v) X>.. (x)dx , \:lu EH, \:lu EH, \:lÀ E A, avec n>.. dési­

gnant le dégré de la représentation À .. Pour vérifier qu'on a une famille de projecteurs

orthogonaux formons pour À E A et Il E A l'expression

(P>.Pp.U, v) n>.np. JG JG(PXYu, v)X>. (x)Xp. (y)dxdy

= n>.np. JGJG(Pzu, v)X>.(x)Xp.(x-1z)dxdz

= n>.np, JG JG(pzu, v)(X>. * Xp.)(z )dz.

De la proposition 8 et de la définition du caractère il découle que :

{
0 si À =1= J-t

X>. * Xp. == (À, J-t) E A x A
n si À == J-t
n,\

Par suite on a: (P>'PIJU, v) == 0 si À =1= J-t, et (P>. PIJu ,v) == (P>.u,v) si À == J-t ..

Nous allons maintenant montrer que la somme de ces projecteurs estl'identité sur

H .. pour cela il suffit de vérifier que: P>.u == 0 entraine À == 0

Posons h(x) == (u, Pxu) \Ix E GuE H il vient:

(h *X>J(x) = r(u, Pxy-l u)X>.. (y)dy = ~(u, PxP>..u)
JG n>.

on a donc h * X>. == 0, on en déduit h*h * X>. = O.ce qui donne en particulier :

(h * h * x>.)(e) == O. Or le premier membre de cette équation n'est rien d'autre que la

trace de l'opérateur Àh*h lequel rappelons nous est défini par:

Àft*h = l (h *h)Àxdx
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D'autre part d'apès la remarque qui suit le théorème 1 on a :

r Ih(xWdx = L n).,Tr(Àh*h)
Je ).,E!I.

d'où Ilhlb = 0 et comme h est continue h(e) = 0 c'est-à-dire (u,u) = 0 ou encore

u = 0 dans H
Pour vérifier que l'espace E>.. = P>..(H) est stable par p, il suffit de vérifier la formule:

(PxP>..Py-1U,V) = (P).,u,v), Vu E H,Vv E H.

3.2.3 Les représentations linéaires du groupe 80(3)

Si (p, V) est une représentation linéaire finie de 80(3), l'algèbre de Lie p(SO(3))

sera un sous espace de H om(V, V) de dimension 3 et pour lequel il existera une base

(Al, A2 , As) telle que:

pour déterminer les représentations linéaires finies de 80(3) on est donc amené à

rechercher tous les espaces vectoriels V et les opérateurs Ai,

(i = 1,2,3) sur V qui satisfont aux relations de commutation ci-dessus. 80(3) étant

compact on peut toujours supposer p unitaire.

En écrivant Pg = exp(alAI + a 2A 2 + aSAs), 9 E 80(3) et en traduisant la relation

p;.p = E (opérateur identique) on vérifie que:

Ar = -Ai, (i = 1,2,3)

autrement dit pour une représentation unitaire les opérateurs Ai sont antihermitiens.

Pour des commodités du calcul on pose :

l'opérateur Hs est hermitien et H+ et H_ sont hermitiquement conjugués. On vérifie

les relations de commutations:
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Les valeurs propres À de H3 sont réelles et les vecteurs propres l/).. associés deux à

deux orthogonaux. On vérifie que :

1. H+l/).. est nul ou est vecteur propre de H3 avec la valeur propre À + 1.

2. H_l/).. est nul ou est vecteur propre de H3 avec la valeur propre À + 1.

on peut alors écrire:

{
H+v).. ­

H+l/)..

On établit les relations de récurrence :

Désignons par j la plus grande valeur propre de H3 , on vérifie que -j est la plus

petite. Le nombre de valeurs propres de H3 est donc 2j + 1 d'où il resulte que j est

entier où demi entier.

Considérons alors les vecteurs V_j, V-j+1, . .. ,Vj supposés normés; ils sont orthogo­

naux et constituent une base d'un espace R2j+1 à 2j + 1 dimensions , espace dans

lequel se réalise la représentation p(j) de SO(3) de degré 2j + 1.

Nous allons montrer que cette représentation est irréductible. Soit

R' C R2j+ 1 un sous espace invariant par p(j) et h un vecteur propre de H3 appartenant

à R' et correspondant à la plus grande valeur propre de H3 restreint à R'.

On a:

h = E{=-l ckVk et H+h = 0

==} E{=-i c
k

H+Vk = E{=-l cfj3kVk+l = a
==} c- j = c-j +1 = ... = &-1 = 0

===} h = CjVj donc Vj E R',

mais comme R' est stable par H_, Vj-1, .. . , V_j appartiennent à R', donc R' == R2j+1.

On a ainsi réalisé une représentation irréductible Pj de SO(3) de dimension 2j + 1. j

est appellé le poids dominant de la représentation.

Considérons maintenant une représentation unitaire quelconque (p, Vn ) dans un

espace à n dimensions; construisons les matrices H+, H_, H3 , et trouvons la plus
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grande valeur propre j' de H31 associons lui le vecteur vi' et à l'aide de H_ formons la

suite des vecteurs propres Vjl, . .. ,V_j" Ils engendrent un espace R2jl+1 sur lequel se

réalise une composante irréductible p(jl) de p. Soit R' le supplémentaire orthogonal de

R2j/+I dans Vn . On recommence le même procédé sur R' et on décompose ainsi p en

somme directe de représentations irréductibles du type p(j/) de p. En définitive après

résolution des équations de recurrence donnant ŒÀ et (3À on établit le théorème:

Théorème 7. Toute représentation unitaire, irréductible de dimension finie du

groupe 80(3) est définie par un certain nombre positif entier

ou ~ entier j. le degré de la représentation est 2j + 1. Les opérateurs H3 , H+, H_ sont

donnés dans une certaine base orthonormée Vj, . .. ,V_j par les formules

(k = -j, ... ,+j).

Le théorème ci-dessus donne les conditions nécéssaires que doivent vérifier les

représentations irréductibles de 80(3), mais la question qui se pose est la suivante :à

tout entier ou demi entier j correspond-il une représentation continue de 80(3) du

type p(j) ? La réponse n'est positive que si j est entier. Pour mettre cela en évidence

nous allons considérer un revêtement universel de 80(3) soit 8U(2).

On sait déjà que 8U(2) est simplement connexe ( confert [10]). Tout élément de 8U(2)

peut être représenter par une matrice de la forme

(; -:)
avec a E C, f3 E C et (a1 2 + ((31 2 = 1.

D'autre part tout élément 9 de 80(3) peut être considéré comme produit de trois

rotations, l'une d'angle 'P2 autour de Oz, l'autre d'angle {} autour de Ox,troisième

d'angle 'Pl autour de Oz avec 0 :::; 'Pl :::; 27r, 0 :::; () :::; 1f, 0 :::; 'P2 :::; 21f.
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A tout élément a de 8U(2) on peut associer un élément 9 de 80(3) défini par:

· () 1 () <Pl + <P2 <Pl - <P2 1r
sm "2 .BI ; cos "2 = lai; 2 arga ; 2 arg(3 - 2

Si on désigne par f l'application ainsi définie n'est pas injective; (f,8U(2)) est un

revêtement du groupe simplement connexe 80(3).

L'application f ainsi définie n'est pas injecctive : tout élément 9 de 80(3) est l'image

de deux éléments de 8U(2) représentés par les matrices

+
() i(CPI +CP2)

COS '2e 2

• • () i(CP2+CPt)
'l SIn 2'e 2

il en résulte que le noyau Kerf est isomorphe au groupe multiplicatif (1, -1) et que

80(3) est le quotient 8U(2)/Kerf.

Par ailleurs 80(3) et· 8U(2) étant localement isomorphes ont la même algèbre de

Lie. il en résulte que les conditions nécéssaires que nous avons touvées pour les re­

présentations unitaires irréductibles de 80(3) sont applicables aux représentations

irréductibles de 8U(2) que nous désignerons par Jl(j), mais la situation est différente

du fait que 8U(2) est simplement connexe. Désignons par H j le sous espace des endo­

morphismes de R2j+1 engendrés par les groupes à un paramètre d'opérateurs infini­

tésimaux H+, H_ et Hg. Jl(j) est un isomorphisme local de 8U(2) dans Hj et comme

8U(2) est simplement connexe Jl(j) être prolongé en un homomorphisme continu de

8U(2) dans H j , le prolongement étant encore noté Jl(j). Il en résulte que pour tout

entier ou demi entier j, J.L(j) est une représentation unitaire continue de 8U(2).

Si nous revenons maintenant aux représentations de 80(3), l'isomorphisme local p(j)

sur H j ne pourra être prolongé en un homomorphisme continu de SO(3) dans H j que

si pour la représentation JL(j) correspondante on a

Il.(j) = I/j )
ra r-a a E 8U(2).

On vérifie que cette circonstance n'a lieu pour j entier d'où le tlléorème
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Théorème 8. Toute représentation irréductible du groupe 80(3) est équivalente à

une représentation pi, avec j entier.

3.3 Résolution de l'équation (*) dans coo (S2)

On considère (p, L2(S2)),la représentation du groupe spécial des rotations 80(3)

dans l'ensemble des fonctions de carrées sommables sur la sphère S2 définie par:

. L'élement d'aire dw = sin(B)dBdr..p étant invariant par rotation et comme on a :

r Ipg(JWdO = r Ifl 2dOJS2 JS2
Alors la représentation est unitaire,par suite elle est décomposable en somme hilber­

tienne de représentations irréductibles dont les espaces de représentations sont des

sous espaces E2j+1 de L2(82) de dimension 2j + 1, (j étant entier ).

Considérons E 2j+1 un tel sous espace et pU) la restriction de p à ce sous espace. nous

allons en chercher une base constituée d'éléments coo (S2) et déterminons les opéra­

teurs infinitésimaux Al, A2 , Ag définis ci-dessus correspondant à pU).

on a Agf = lim pgf - f la limite étant prise au sens de L2(82). Le domaine de défi-
a-+O a

nition ne sera pas L2(82) tout entier mais contiendra coo(S2).

A f(B ) -1· f((}, r..p - a) - f((}, <p) _ af ((} )
3 ,r..p - lm - --a ,r..p

a~ a r..p

D'une façon générale sur coo (82) :

(
aB' ) a ( ar..p') a

A = aai 0 aB + aai 0 âr..p'

En calculant on obtient

. a B a
sm r..p aB + co tan cos r..pa

a &
- cos aB + co tan () sin r..p ar..p

a
ar..p
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{Yj,m = -j,-j + 1,'" ,j} constituée d'élements de coo (82 ) qui sont définis

comme suit:

Si n est un point de la sphère 8 2
, défini par ses angles polaires (e, rp), yj s'écrit alors:

Où j est un entier, et PT désigne le polynôme :

(j -Imll! j2j + 1 1 2 Iml dH1ml(x" - 1)'
----(l-x) 2

(j + Iml)! 2 2j j! dxj+lml
[10], [12]

3.3.1 Résolution de l'équation (*) dans E2j+1

Soit un sous espace invariant E2j+l de L2(82) par la représentation (] précédem­

ment définie, et L l'opérateur linéaire défini dans L2(82) par:

Pour tout g E E2j+l, on a :

g 0 L~ = Pa-1(g) E E2j+l

Par suite l'opérateur L est stable sur E2j+l. Considérons alors la restriction de l'opéra­

teur Là E2j+l que nous noterons encore 1. Résoudre l'équation (*) pour une fonction

JE E2j+l revient à trouver un antécédent g E E2j+l de f par l'opérateur L.

La famille {yj,m = -j, -j + 1",' ,j} étant une base de E2j+l et du fait de la

linéarité de L, l'équation (*) se résoud complètement en faisant parcourir f dans

{yj, m = -j, -j + 1,'" ,j}. De plus a étant un élément de

SO(3),il existe une base de l'espace euclidien IR3 dans laquelle la matrice de a est de

la forme:

a,= ( ~~:t :;: n
avec t E IR Dans la suite a sera toujours pris sous la forme at·
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Proposition 9. Soit t E 1R., et at un élément de SO(3).

L'équation: (*) 9 - 9 0 L~t == Yj, m -j, -j + 1, ... ,j dans E2j+1

donne les solutions suivantes :

(i) si m == 0, il n'y a pas de solutions dans E2j+1

(ii) sim E {-j,-j+1, . .. ,O, ... ,j} : Les solutions de l'équation (*) sont de la

forme:

- Pour t <f. {~:' mo E {-j, - j + 1, ... ,Ô, .. · ,j}, k E Z} on a :

9). = 1. tyj + )..yJ, avec).. E te
1 - e-~m

- Pour t == {2k1r avec k E Z et mo E {-j, -j + 1, ... ,0, ... ,j}, k E Z}
mo

.Si Iml == Imol Il n'y a pas de solutions.

.Si lml =1= Imol,les solutions sont de la forme:

1
9 . y':l + ay9 + f3y:-mo+ "Vy~o avec a , f3 , , E C(a,/3,'*'() == 1 _ e-~mt :J :J :J ' :J

En effet considérons l'opérateur L défini précédemment dans E2j+1 et déterminons

le complètement en calculant les images de la base de E2j+1 par L.

L(yj) == yj - yj 0 L~t

Pour un point n de la sphère 8 2 déterminé par ses coordonnées polaires ((), cp) on a :

cos t sin t 0

- sin t cos t 0

001

sin () cos cp

sin () sin <p

cos (}

Alors atn aura pour coordonnées polaires ((), <p - t) d'où:

L(yj)(n) k(eimCP - eim(cp-t»)Pj(cosO)

_l_eim'P(l - e-imt)p:n(cos (})
v'21r :J

(1 - e-imt)yj(n)
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Par suite:

L(yj) (1 - e-imt)yj (1)

Pour m == 0 on a :

L(yJ) == 0 ==* yJ E KerL

Procédons maintenant à la résolution de l'équation (*).

-Si m == 0, il n'y a pas de solutions d'après (1).

-Si m E {-j, ... ,0, .... ,j}, on distingue alors deux cas :

1er cas : Si t 1: {~: mo E {-j, ... ,Ô, ... ,j},k E Z} les solutions de l'équa-

tion (*) dans E2j+1 sont les fonctions de la forme:

gÀ == ----7/
1

+ ÀyJ, avec À E <C

avec a,f3,~ E C

2° cas : Si t = ~: avec k E Z, mo E {-j, ... ,Ô, ... , j}

On a :L(yjO) == 0 et L(y;mo) 0 Par suite yjO et y;mo E KerL d'où:

-Pour m == Imol il n' y a pas de solutions pour l'équation (*).

-Pour m =f Imol, les solutions de l'équation (*) sont les fonctions de la forme:

_ 1 m + 0 + f3 -mo + mo
g(Ct,/3,--y) - 1 _ e-imt yj aYj Yj ~Yj

3.3.2 Résolution de l'équation (*) dans coo (S2)

On généralise les résultats obtenus dans E2j+1 à L2(S2) qui est une somme hil­

bertienne des espaces E2j+1. comme coo (S2) est dense dans L2(S2) et les éléments

des bases canoniques des sous espaces E2j+1 étant dans coo(S2), alors les résultats

obtenus dans L2(S2) restent valables coo(S2). D'où la proposition:

Théorème 9. Soit tER, etat un élément de 80(3).

L'équation

(*) 9 - 9 0 L~t == yj dans coo (S2),

(où m E {-j, -j + 1,· .. · ,j} et j E Z) a pour solutions:

(i) Si m == 0 et j E il n'y a pas de solutions dans Coo (S 2 )
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(ii) Si j E N* et m E {-j, -j + 1,'" ,Ô,'" ,j};

les solutions de l'équation * sont de la forme:

Pourt rj. {~:,mo E N*,k E Z} on a:

00

1 m '"", 0 À C9). = 1 -imtYj + L...J /\jYj, avec j E
-e . 0

J=

Pour t == 2k1r avec k E Z, et mo E N*mo

• Si (ml Imol, il n'y a pas de solutions;

• Si Iml ImoL les solutions sont de la forme:

00 00 00

L ajyJ + L (3jYjmo + L IjyjO
i=O i=lmol i=lmol

3.4 Description des solutions de l'équation (E)

Considérons (p', L2 (80(3))) la représentation du groupe spécial des rotations

80(3) dans l'espace vectoriel des fonctions de carrée sommable sur 80(3) .80(3)

étant un groupe compact et L2 (80(3)) un espace de Hilbert alors d'après le théo­

rème de Peter Weyl [4], p est décomposable en une somme directe hilbertienne de

représentations irréductibles pli, j étant entier. De plus d'après [3] les espaces de re­

présentations des pli sont des sous espaces E~i+l de L2(80(3)) de dimension 2j +1,j

étant un entier.

Proposition 10. [11] : Toute représentation irréductible T du groupe Lie 80(3) est

isomorphe à l'une des représentations pi.

Où pi désigne une des représentations irréductibles obtenues dans la décomposition

de la représentation (p, L2(S2))

En appliquant le théorème 4 aux répresentations irréductibles sur

L2 (82
), on établit aisément ce théorème. Il découle de ce théorème q~e les représen­

tations ([fi, E2j+1 ) et (g'i, E~j+l) sont isomorphes. Par suite les éléments de la base
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canonique de E~j+l sont des fonctions indéfiniment dérivables sur SO(3). On dé­

duit de l'isomorphisme des représentations p et p', que la résolution du problème (*)

dans coo (S2) est suffisante pour décrire toutes les solutions de l'équation (E) dans

COO(SO(3)). Il vient que la description du groupe de cohomologie HI(Z, X(F)) ­

X(F)/B peut être effectué par la résolution de l'équation (*).

3.5 Description du goupe H 1(M,N;F)

Dans cette partie nous distinguerons deux cas :

1er cas: Si t fi. {2~11",m E N*,k E Z}.

On considére dans un premier temps de l'opérateur L restreint à un espace

E2j+1' et on désigne par K j = kerL = vect < yJ > et par Hj l'ensemble image

de L dans E2j+1. On aH = ImL = vect < Yi
j
,···, 01,···, '0 >.

De ces résultats, on déduit le calcul du noyau de l'opérateur L dans coo(S2), et

de son ensemble image.

Soit K = kerL, et H = l mL on a :

K = Ka EB KI EB ••• EB K j EB ••• , et H = Hl EB H2 EB ... EB H j EB •".

On détermine alors l'espace B = {X - cp*(X), X E X(F)} qui n'est autre que

B = {(h,h,fJ) E (COO(S2))3/3(gl,g2,g3) E (COO(S2))3 : gi - gi 0 Vat = fi;i =

1,2,3} d'où B --=:.. H X H X H.

Il reste à déterminer le groupe X(S2)/B.

Pour cela, on considère l'application cp définie par :

cp:

Il est facile d'établir que cp est un isomorphisme linéaire. On en déduit que:
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cas : Si t == 2k7r, mo E N*, k E Il
mû

On raisonne de manière analogue que précédemment, en déterminant dans un

premier temps le noyau et l'image de l'opéraeur L restreint à un sous espace

E2j+1.Ainsi deux cas sont à distinguer dans ce calcul :

(i) Si 0 ~ j < ma

on a : K j kerL == vect < yJ >

et Hi = ImL Vect < Yji, ... ,14,···,0 >

(ii) Si j 2: 0
'1 . Kt-mû a -mo
1 VIent que: j == vec < Yj 'Yj' Yj >
et H· == ImL == vect < yr:'- > {' --- -0 - '}.J J mE -J, ...,-mo,···, ,... ,mo,···,J

On en déduit dans un 2nd temps le noyau et l'ensemble image de l'opérateur L

dans Coo (S2)

soit : K == kerL == Ka œKI œ... K j œ···
et H == ImL == Hl œH2 œ... Hj œ··..
L'ensemble B {X - cp* (X), X EX(S2)} sera donc isomorphe à H x H x H ==

H 3 . Il vient que le groupe X(S2)/B est isomorphe à K x K x K == K 3 .

D'où:

On a alors théorème suivant :

Théorème 10. Soit F le groupe spécial des transformations orthogonales de l'espace

euclidien R3 , tER, at E SO(3) avec comme matrice dans une base convenablement

choisie
cast sint 0

at -sint cast 0

0 a 1
at-

., et Lat désigne la translation à gauche sur SO(3) suivant

Soit :F un flot de Lie de groupe SO(3) sur la variété M == SI X F, transverse à la

fibration triviale F -----+ M ~ SI (où 1f est la projection sur le facteur

SI ) obtenu en suspendant le difféomorphisme Lat.

Alors on a :



(i) Si t E {2~7r m E N*,k E Il}
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(ii) Si t = 2k7r m E N* k E Zmo' 0 ,
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Géométrie différentielle des fibrés

unitaires de certains espaces

symétriques de rang 1
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Chapitre 1

Quelques Rappels

1.1 Métriques de Levi-Civita du fibré unitaire

Soit P : M ----+ N une submersion; notons que le complémentaire dans TmM de

(TmP)-l(O) est isomorphe à TP(m)N.

Il n'existe pas de choix canonique pour un tel complémentaire, toutefois dans le cas où

M est munit d'une métrique riemanniènne, nous pouvons choisir le complémentaire

orthogonal de (Tm P)-l(O) dans Tm M, soit Hm : c'est le sous espace horizontal de

TmM.

Définition

Une application P de (M, g) dans (N, h) est une submersion riemanniènne si

- P est une submersion lisse.

- Pour m E M, TmP est une isométrie entre Hm et TP(m)N.

Soit (M, g) une variété riemannienne.Le fibré unitaire de (M, g) noté U9 M est

l'ensemble des vecteurs unitaires tangents à M :

U9M = {v E TM 1 g(v,v) I}

53
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Soit PM : T M ~ M la projection canonique. La restriction de PM à U9 M sera notée

p. On désigne par Tvp la différentielle de p. Son noyau est l'espace tangent Tv(TxM) à

la fibre de x = p(v), et cet espace qu'on appelle espace vertical, s'identifie canonique­

ment à TxM. Nous allons définir sur TM une métrique de submersion riemannienne

qui induit la métrique gx sur la fibre TxM. Il suffit pour cela de se donner une distri­

bution de plans dans TTM transverse à la distribution verticale. Une connexion sur

TM définit bien une telle distribution (voir par exemple (Bl],ch.l)). La métrique de

Levi-Civita est obtenue si on prend pour connexion la connexion de Levi-Civita de la

métrique. Cette metrique peut être decrite simplement en se donnant les longueurs

des courbes dans TM. Une telle courbe s(t) = (u(t), v(t)) n'est autre qu'un champ

de vecteurs le long de la courbe t -t u(t) dans M. Le carré de la norme du vecteur

vitesse s'(t) pour la métrique est donnée par

gl(S'(t), s'(t)) = g(u'(t), u'(t)) + g(DUv(t), DUv(t))

où u'(t) est le vecteur tangent à la courbe u(t) dans M, et DUv(t) est la dérivée

covariante de v(t) le long de u(t) dans M.

On voit facilement que cette description est équivalente à la première, et que PM est

à fibres totalement géodésiques.

La métrique induite sur U9M par celle de TM sera aussi notée gl. La projection

p : (U9M, gl)~ (M, g) est encore une submersion riemannienne à fibres totalement

géodésiques.

1.2 Espaces homogènes

1.2.1 Définition

a) Une variété riemannienne (M,g) est homogène si le groupe des isométries I(M,g)

agit transitivement.

b) Une variété riemannienne est dite G-homogène (ou homogène sous le groupe de

Lie G) si G est un sous groupe fermé de I(M, g) qui agit transitivement sur M.



55

Dans ce cas la variété est difféomorphe au quotient G/ H x, où l'on a désigné par

Hx le stabilisateur de x dans G .Notons que Hx est compact (théorème d'Ascoli).

Inversement en utilisant un argument d'intégration (cf. [G - H L] par exemple) on

prouve le résultat suivant :

Théorème 1. Soit G/ H un espace homogène effectif, où H est compact. Alors

il existe sur G1H des métriques riemanniennes G -homogènes. Ces métriques sont

déterminées par les produits scalaires Ad(H)-invariants sur g/l)·

Il est plus commode de travailler avec un supplémentaire

Ad(H)-invariant m de l) ( il existe d'après le même argument d'intégration). Sous

les mêmes hypothèses, il est possible de préciser de combien de paramètres au plus

dépendent ces métriques G-invariantes. Nous utilisons librement le vocabulaire et les

notions de base de la théorie des représentations ( voir par exemple [PC] ).

Théorème 2. Soit m = m1 œ ... œm[ une décomposition de m en somme directe

de H -modules irréductibles deux à deux non isomorphes. Alors tout produit scalaire

Ad(H)-invariant sur m est de la forme

i=l

9 = 2::gi'
i=l

où l'on a désigné par gi un produit scalaire Ad(H)-invariant ( et donc unique à un

facteur

près) sur mi- En particulier, si m est un H -module irréductible, il y a sur G1Hune

métrique G-invariante ( à un facteur scalaire près ).

Une reformulation plus commode est la suivante. On se donne une fois pour toute

un produit scalaire Ad(H)-invariant sur m noté (,). Alors g peut s'écrire sous la forme

En employant ce point de vue dans le cas général où une décomposition de m peut

admettre des composantes irréductibles isomorplles on obtient le résultat suivant.
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Théorème 3. Soit G / H un espace homogène, où G est un groupe de Lie compact,

(,) un produit scalaire AdG-invariant sur g, et m l'orthogonal de fJ pour ce produit

scalaire. Soit

m = ml EB ... EB me

une décomposition de m en somme de directe de H -modules irréductibles alors toute

forme quadratique Ad(H)-invariante sur m peut se mettre sous la forme

i=l

g(u) = LÀ(Ui,Ui)m; + LJ.Lij(<PijUi,Uj)mj
i=l i<j

où Uj désigne la composante dans mi de U E m, et <Pij un H -morphisme de ~ dans

mj

Rappelons que si mi et mj ne sont pas isomorphes il n'existe aucun H-morphisme

de l'un dans l'autre. On retrouve alors le théorème 2. Rappelons aussi que l'ensemble

des H-morphismes d'un H-module irréductible est isomorphe à ffi., C ou H.

Si G est compact et semi simple, il existe sur G/ H une métrique privilégiée : on

choisit pour m l'orthogonal de fJ pour la forme de killing B de g, et on munit m de la

restriction de - B

( rappelons que B est définie négative ).

1.2.2 Définition

Cette métrique s'appelle la métrique normale canonique. Par abus de langage, on

donnera le même nom à toute métrique proportionnelle.

Si G est seulement compact, on appelle métrique normale sur G/ H toute métrique

obtenue à partir d'un produit scalaire Ad(G)-invariant sur g. Notons que si G est

connexe, un produit scalaire (,) sur 9 est Ad(G)-invariant si et seulement si

VX,Y,Z E 9 ([Z, X], Y) + ([Z, Y], X) = O.

Cela conduit à la généralisation suivante des métriques normales.
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1.2.3 Définition

Soit G/ H un espace homogène et m un supplémentaire Ad(H)-invariant de 9 dans

f). Une métrique G-homogène 9 sur G/ H est dite naturellement réductive, si elle est

définie par un produit scalaire (,) sur m tel que

VX,Y,Z E m ([Z,X]m, Y) + ([Z, Y]m,X) == O.

Cette notion dépend bien sûr du choix de m. Dans le cas général, un produit scalaire

Ad(H)-invariant (,) sur m étant donné, on définit une application bilinéaire U de

m x m dans m par la formule

2(U(X, y), Z) == ([Z, X]m, Y) + (X, [Z, Y]m)

1.3 Espaces symétriques de rang 1

Soit M une variété riemannienne et N un voisinage symétrique de 0 dans TmM

tel que eXPmlN : N ---+ Vm est un difféomorphisme.

Définissons s : N ---+ N par s(X) ~X et posons Sm = (exPmIN) 0 S 0 (exPmIN)-l.

Cette application est appelée la symétrie géodésique par rapport à m sur Vm . La

variété M est dite localement symétrique si pour chaque m, il existe N et Vm tel

que la symétrie géodésique est une isométrie. Ces espaces sont caractérisés par la

condition d'intégrabilité suivante:

Théorème 1. Une variété riemannienne M est localement symétrique si et seule­

ment si le tenseur de courbure R (resp. la courbure sectionnelle) est invariant sous

le transport parallèle (où ce qui est équivalent, si DR 0)
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1.3.1 Définition

Une variété riemannienne connexe M est un espace symétrique si pour chaque

m EMil existe une isométrie involutive Sm : M --+ M telle que ( sur TmM )

Il est clair que si M est symétrique, il est localement symétrique et complet.

Le rang d'un espace symétrique M est la dimension maximale des sous variétés plates

( c'est à dire celles de courbure nulle) qui sont totalement géodésiques dans M.

On désigne par ROSSes, les espaces symétriques de rang 1 et par CROSSes les

espaces symétriques compacts de rang 1.

Les espaces pn~, pnC, pnlHI, p 2Ca et les sphères euclidiennes sont des CROSSes.

En fait les espaces symétriques riemanniens peuvent être identifiés de manière ca-·

nonique avec des espaces riemanniens homogènes particuliers, via l'action transitive

de leur groupe d'isométrie. Cette propriété a été utilisée par Elie Cartan pour les

classifier.

1.4 Espace projectif des quaternions

L'espace lHIn+1 où lHI est le corps des quaternions est muni de sa structure d'espace

vectoriel à droite

de son produit hermitien
n+l

< x,y >= L X(Yi

i=l

et de son produit scalaire réel (où norme hermitienne standard)

< x, Y >]R== Re(< x, y »

L'espace projectif pnIHI est l'espace des orbites pour l'action à droite du groupe IH(* ==

IHI \ {ü} sur lHIn+1 \ {ü}. C'est l'ensemble quotient IHIn+l \ {ü}IR où R est la relation
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d'équivalence définie par

xRy {::} ::lÀ E JH[* / x = Ày

Rappelons d'abord la métrique canonique de pnIHI. On considère s4n+3 comme la

sphère unité de JH[n+l pour la norme hermitienne standard, où ce qui revient au même

pour la norme euclidienne standard de l'espace réel associé. C'est la norme associée

à <, >1R.

On a une action de la sphère S3 vu comme l'ensemble des quaternions de norme 1

sur s4n+3 c'est donnée par (z, u) -+ Z . U pour u E 8 3 et z E 84n+3. Le projectif qua­

ternionien pnlH[ c'est aussi l'espace quotient S4n+3/83 . En considérant la projection

induite sur cette action, nous obtenons la fibration de Hopf

(1) q : S4n+3 -+ pnlH[

Ts4n+3 = {(x,u)/x E S4n+3,u E lHIn +1, < X,U >JR== O}

Pour z E S4n+3, lHIn+ 1 se décompose en somme orthogonale réelle lH[n+l = IRzEBTzs4n+3

De plus l'espace tangent à l'orbitre de z sous l'action de S3 étant le sous espace réel

de Tzs 4n+3 on a :

lH[n+l = IRz E9 IRzi EB IRzj E9 IRzk E:9 Lz

avec L z = {v E Hn+l/ < v, z >= O}, où <, > désigne le produit hermitien de lHIn +1•

Tz84n+3 = Lz E9 ~s4n+3 c'est une somme directe orthogonale pour <, >.

L'action de S3 sur T s4n+3 dans (1) est donnée par

((x, u), À) -+ (xÀ, uÀ).

La distribution L x s 4n+3 reste invariante puisque < xÀ, uÀ >== À < x, u > À et il

définit une connexion sur le fibré (1). Il s'en suit que l'espace tangent à pnIHI en q(x)

est isomorphe à l'ensemble des classes {(xÀ,uÀ)/ < x,u >= O,À E S3} ~ Tq(x)pnIHI.

Nous désignerons par q(x, u) un tel vecteur tangent en q(x).
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L'espace projectif pnJH[ est muni d'une structure riemannienne naturelle. Notons

d'abord que pour u, v E IHrn+l et À E S3 ,

< u, v >]R==< uÀ, vÀ >lR

En fait
2 < uÀ,vÀ >R == < uÀ,vÀ > + < vÀ,uÀ >

X< u, v > À + "X < v, U > À

- 2"X < u, v >]R À

2 < u, v >IR

L'expression g(q(x, u), q(x, v)) =< u, v >]R définit une métrique naturelle sur pnlHI

pour laquelle q : s4n+3 ~ pnlHI est une submersion riemannienne à fibres totalement

géodésiques.

Notons que < u, v > n'est pas invariante sur S3 à cause de la non commutativité de

la multiplication.

Désignons par U(n + 1, lHI) = Sp(n + 1) le sous groupe de GL(n + 1, lHI) qui laisse le

produit hermitien <, > invariant c'est à dire

VA E Sp(n + 1), Vx, y E JHIn+l < Ax, Ay >==< x,y > .

Ce groupe est appelé le groupe symplectique. Pour A E Sp(n + 1), x E lHIn+l et À E JfH

on a : A(xÀ) = A(x)À

Sp(n + 1) agit donc transitivement sur s4n+3 C lHIn +1 et agit transitivement aussi sur

pnlHI. Soit (el, ... ,en+l) la base canonique de JH[n+l et ?-lIe sous groupe de Sp(n + 1)

laissant fixe le point q(en+l).

Considérons l'application p : Sp(n + 1) ~ pnlH[ définie par p(A) = q(A(en+l)) pour

A E Sp(n + 1). Cette application est Coo et l'on sait voir( H N 1 pl14 par exemple)

que l'application 1J : Sp(n + 1)/?-l~ pn]ffi donnée par 1J(A7-l) == q(A(en+l)) est un

difféomorphisme. Pour A E 7-l on a :
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Donc A est de la forme A (~~ ) avec B E Sp(n). Ainsi 1i = Sp(n) x Sp(l)

d'où le difféomorphisme cP : Sp(n + 1)/Sp(n) x Sp(1) ---7 pnlR.

Montrons maintenant que l'espace projectif pnIHI a une structure symétrique. Pour

cela on définit l'involution 0 sur Sp(n + 1) en posant: O(A) SAS-1 avec S =

(
In 0 ) ; alors O(A) A si et seulement si A E H. Il s'en suit que (Sp(n+1), 1t, 0)
o -1

est une paire symétrique (voir RN1 pp 173 ou K-N2 pp 225).

La décomposition canonique de l'algèbre de Lie de Sp(n + 1) est donnée par:

sp(n + 1) ~ ~ El:) m avec ~ sp(n) EB sp(1)

Un élément b appartient à sp(n + 1) si et seulement si b+t b 0 et

m = {( 0 ç),çE IHIn}, m s'identifie ainsi à IHIn. Par cette identification l'action
-ç 0

adjointe de 1-l sur m a la forme

Pour ç, 'TJ E m ~ IHIn le produit scalaire réel < ç, 'TJ >]R est adH-invariant. En fait on

a:

Donc Sp(n + 1)/H a une structure riemannienne. On montre (voir [B2]) que

cP : sp(n + 1) /1-l ---7 pnIHI est une isométrie.



Chapitre 2

Le fibré unitaire du projectif

quaternionien pnlH[

2.1 Le fibré unitaire UpnlHI vu comme espace homo­

gène sous Sp(n+l)

En 1) nous avons vu que Tq(x)pnJH{ == {(XÀ, uÀ)/ < x, u >== O,.À E S3}. On

appellera fibré unitaire de pnIHI, l'ensemble des vecteurs de T pnIHI de norme 1 pour

sa métrique naturelle. Nous le noterons UpnJH{.

UpnIHI == {q(x,u) E TpnJHI/g(q(x,u),q(x,u)) ==< u,u >IR== 1}

8p(n + 1) agit sur upnJHI par:

A E 8p(n + 1) et q(x, u) E UpnJHI, Aq(x, u) == q(Ax, Au).

Cette action est transitive car 8p(n + 1) est transitive sur les couples de vecteurs

orthogonaux de IHIn+l.

Reste à déterminer l'isotropie. Choisissons pour point base (q(eo), Teoq(el)). Alors le

groupe d'isotropie pour l'action de Sp(n + 1) est formé des applications linéaires qui

transforment (eo, el) en (eo.À, e1À),.À E 83.
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C'est le groupe des matrices de Sp(n + 1) de la forme:

À 0 0 0

o À 0 0

o 0

A

o 0

où A E Sp(n - 1) et À E 8 3 . On va noter (À, A) une telle matrice. Nous désignerons

par

ce sous groupe d'isotropie. Le fibré unitaire peut donc s'identifier à l'espace homogène

8p(n+ 1)/112 • L'espace tangent au point base s'identifie à l'orthogonal de 1)2 (algèbre

de Lie de H2 ) dans sp(n + 1) pour la forme de Killing. Nous noterons n ce dernier

espace. Il est formé des matrices du type :

x -71

u -x

v w 0

Où x est un quaternion pur, U E lHI, v, w E lHIn - 1 . Un tel vecteur peut alors s'écrire

sous la forme X = (x, U, v, w).

L'action d'isotropie est équivalente à la représentation adjointe de H2 dans n. Elle est

donnée après calcul par :

(À, A) · (x, u, v, w) ---t (Àx"X, ÀU"X, Av"X, Aw~)

Nous déduisons la proposition suivante qui résume notre discussion.

Proposition 1. La représentation d'isotropie de l'espace homogène UpnlHI ~ Sp(n+

1)/7-l2 se décompose en un facteur de dimension réelle 7 et en deux exemplaires 1}2 et

1]3 isomorphes à JH[n-l
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En désignant par 'fJ = 7Jl EB 'fJ2 EB 'fJ3, on voit en appliquant le lemme Schur, qu'une

métrique 8p(n + l)-homogène est déterminée par une forme quadratique sur n du

type:

q(Xl, X2, X3, UA, Ul, U2, U3) + Àlfvl1 2 + pl'wl1 2

+211 < v, W >1R + 211l < vi, W >1R +1/2 < vj, w >1R +1/3 < vk, W >1R .

2.2 Le fibré unitaire vu comme espace

homogène sous Sp(n + 1) x SO(2)

Comme pour toute variété le flot géodésique opère sur le fibré unitaire UpnlHI. Et

comme toutes les géodésiques sont fermées et de même longueur (voir [G-H-L] ou [B2]

chap3), cette action passe au quotient en une action de SO(2). Plus précisésement les

geodésiques de pnlHI sont les images par la projection q des géodésiques horizontales

de s4n+3. Avec les notations de I.D), celles-ci sont de la forme t --7 cos tz + sin tu et

(
COS t - sin t )

le flot géodésique transforme le couple (z, u) en (z, u) .
sin t cos t

Cette action commute avec l'action de S3 et passe au quotient. On obtient ainsi une

action transitive du groupe Sp(n + 1) x 80(2) sur UpnlHI.

Cette· action est définie par :

(A, B) · q(x, u) = q(cos(tAx) + sin(tAu) , - sin(tAx) + cos(tAu))

(
COS t - sin t ) , ,

où B= . E SO(2) et A E Sp(n + 1). Pour qu'un element (A, B) de
sin t cos t

Sp(n + 1) x SO(2) soit dans l'isotropie de (q(eo), Teoq(el)), il faut et

(
COS t - sin t ) ( cos t - sin t )

il suffit que (Aeo, Ael). = À(eo, el) si B =. et
SIn t cos t sIn t cos t

À E 83
.
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Les éléments du sous groupe d'isotropie K 2 se mettent sous la forme:

Àcost Àsint 0 0

-Àsin t Àcost 0 0
( cost -sint)

0 0 an aln-l
sin t cost

0 0 an-l,l an-l,n-l

où À E S3 et A = (aij) est une matrice de Sp(n - 1). Dans ce cas

upnJH[ ~ Sp(n + 1) x SO(2)/K2

On munit sp(n + 1) EB so(2) de la forme bilinéaire associée à la forme quadratique

L'espace tangent à Sp(n + 1) x SO(2)/K2 s'identifie au supplémentaire orthogonal

de l'algèbre de Lie e2 de K 2 pour cette forme. Les éléments de e2 sont de la forme:

a {3 0 0

-{3 a 0 0

(; -:)0 0 bl,l bl,n-l

0 0 bn-l,l bn-l,n-l

où a est un quaternion pur, {3 un réel et (bij ) est une matrice antihermitienne de trace

-2a. Par conséquent les éléments de l'orthogonal p de e2 sont de la forme:

a -{3 + 'Y -VI -Vn-l

{3+'Y -a -Wl -Wn-l

(~ -:)X = (Xl ,X2) = VI Wl 0 0

Vn-l Wn-l 0 0
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Où (3 est réel, a, { des quaternions purs, et v, W E IHIn-1

Ces éléments X == (Xl, X 2) peuvent se noter X == (a, {3, {, v, w).

L'action d'isotropie est alors donnée après calcul par:

(a, (3", v, w) ---* (cos 2tÀa'X + sin 2tÀ{'X, (3, cos 2tÀ,X - sin 2tÀa'X,

cos tAv'X + sin tAw'X, - sin tAv'X + cos tAwX)

Il Y a donc trois sous espaces invariants par cette action. Nous avons:

Proposition 1. La représentation d'isotropie de UpnIHI ~ Sp(n + 1) x SO(2)/K 2

se décompose en trois facteurs irréductibles, le premier est de dimension réelle 6, le

second est trivial de dimension 1, et le troisième de dimension réelle 8(n - 1).

Une métrique Sp(n + 1) x SO(2)-invariante sur upnIHI est donc déterminée par

une forme quadratique sur p du type :

2.3 Métriques homogènes sur la variété des géodé­

siques de pnlHI

La variété pnlHI pour sa métrique canoniques a toutes ses géodésiques fermées

et de même longueur. L'ensemble des géodésiques (orientées) de pnIHI (voir [B]) a

une structure de variété différentiable. Désignons par Geod(pnlHI) cette variété. C'est

encore un espace homogène sous Sp(n+l) puisque ce groupe opère transitivement sur

le fibré unitaire UpnlHI et commute avec l'action de 8 1. Prenons pour point base la

géodésique définie par (q(eo), Teoq(el)). Pour qu'elle soit globalement invariante sous

l'action de A E Sp(n + 1), il faut et il suffit qu'il existe t E IR et À E S3 tel que:

(

COS t - sin t )
(Aeo, Ael) == À(eo, el)

sin t cos t
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Après calcul le sous groupe d'isotropie est le sous groupe de Sp(n + 1) formé des

matrices de la forme
Àcost -Àsint 0 0

À sin t Àcost 0 0

0 0

A

0 0

où A = (aij)l$i~n-I,I$j~n-1 appartient à Sp(ri - 1), et À E S3. Nous noterons Ka ce

groupe. Donc

Geod(pnIHl) ~ Sp(n + 1)/K 3

Soit ta l'algèbre de Lie de Ka. L'espace tangent en un point base de Sp(n +1)/Ka est

l'orthogonal t de ta dans sp(n + 1) pour la forme de Killing. Après calcul on voit que

t est formé des matrices de la forme

x y -Un-l

y -x -Vn-I X y t--u

VI WI 0 0 y -x

u v 0

Un-I Vn-I 0 0

où x, y sont des quaternions purs et Ui E IHl, Vi E lB[ 1::; i ::; nu, v E lB[n-1

En désignant par (x, y, U, v) un élément de t avec x, y quaternions purs, et u, V E

lB[n-l, la représentation d'isotropie est équivalente à la représentation adjointe de Ka

restreinte à t. On en déduit après calcul qu'elle est donnée par:

(x, y, V, w) ~ ((cos 2t)Àx"X + (sin 2t)ÀY"X, (cos 2t)ÀY"X + (sin 2t)Àx"X,

cos tAu"X sin tAvX, sin tAu"X + cos tAvX)

Cette représentation s'obtient à partir de celle de 2.2en supprimant le facteur trivial

de dimension 1.

Proposition 1. La représentation d'isotropie de Geod(pnIHI) rv Sp(n + 1)/K 3 se

décompse en deux facteurs irréductibles tl et t2 de dimensions réelles respectives 6 et

8(n - 1).
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Les métriques Sp(n+l)-invariantes de Sp(n+l)/K3 sont données par les formes

quadratiques définies positives sur t du type

où <, >!ï désigne la restriction à -lï de la forme normale canonique.



Chapitre 3

Le fibré unitaire du plan projectif de

Cayley Up 2CCa

3.1 Algèbres de Lie semi-simples

3.1.1 Algèbres de Lie nilpotentes et algèbres de Lie résolubles

Dans cette partie toutes les algèbres de Lie considérées sont des algèbres de Lie

de dimension finie sur un corps k.

a) Suite centrale descendante

Soit 9 une algèbre de Lie, on appelle suite centrale descendante de g la suite

(Cng)n2::l d'idéaux de 9 définie par les formules:

Clg == g, Cng == [g, cn-lg] si n 2:: 2.

On a C2g == [g, g] et Cn[g, Cmg] C cn+mg

Définition 1 : Une algèbre de Lie 9 est dite nilpotente lorsqu'il existe un en­

tier n tel que Cng 0

Plus précisément 9 est nilpotente de classe inférieure ou égale à r lorsque

C r +1g O. Pour r =::: 1 cela signifie que [g, g] 0 c'est à dire que 9 est abélienne.
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Le centre d'une algèbre de Lie 9 est l'ensemble des x E 9 tels que [x, y] == 0

pour tout y E g. C'est un idéal abelien de g.

Théorème 1. (Engel)

Pour qu'une algèbre de Lie 9 soit nilpotente il faut et il suffit que adx soit

nilpotente pour tout x E 9 .

b) Dérivés successifs

Soit 9 une algèbre de Lie. On appelle suite des dérivés successifs de g, la suite

décroissante (Dng)n~l d'idéaux de 9 définis par les formules:

D 1g == g, Dng == [Dn-1g, Dn-1g) si n 2:: 2

Définition 2: Une algèbre de Lie 9 est dite résoluble lorsqu'il existe un

entier n tel que Dng 0

Ici encore on dit que 9 est résoluble de classe inférieure ou égale à r lorsque

DT+1 g == 0

Le Critère de Cartan

On suppose ici que k est un corps algébriquement clos et de carctéristique o.
Théorème 2. Soient V un espace vectoriel de dimension finie et 9 une sous

algèbre de Lie de End(V). Alors 9 est résoluble si et seulement si tr(x 0 y) == 0

pour tous x E 9 et y E [g, g]

3.1.2 Algèbres de Lie serni-sirnples

Dans cette partie, le corps de base k est de caractéristique zéro.Toutes les algêbres

de Lie et tous les espaces vectoriels considérés sont de dimension finie sur k.

a) Définition d'une algèbre de Lie semi-simple

Soit 9 une algèbre de Lie. Si a et b sont des idéaux résolubles de g, l'idéal a+ b

de 9 est aussi résoluble, étant une extension de b/(a n b) par a. Il existe donc

un plus grand idéal résoluble t de g. On l'appelle le radical de g.
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Définition 3: On dit que 9 est semi-simple si son radical r est réduit à 0

Théorème 3. Soit 9 une algèbre de Lie et soit t son radical

(i) 9/t est semi-simple

(ii) Il existe une sous algèbre de Lie s de 9 qui est supplémentaire de t.

b) Le critère de Cartan-Killing

Soit 9 une algèbre de Lie. Une forme bilinéaire B : 9 x 9 ~ k sur 9 est invariante

si l'on a : B([x, y], z) + B(y, [x, z]) 0 pour tous x, y, z E g.

La forme de Killing B(x, y) tr(adx 0 ady) est invariante et symétrique.

Lemme 1. Soit B une forme bilinéaire invariante sur g, et soit a un idéal de

g. L'orthogonal a' de a pour B est alors un idéal de 9

Par définition a' est l'ensemble des y E 9 tels que B(x, y) 0 pour tout x E a

Théorème 4. (Critère de Cartan-Killing)

Pour q'une algèbre de Lie soit semi-simple, il faut et il suffit que sa forme de

Killing soit non dégénérée.

c) Décomposition des algèbres de Lie semi-simples

Théorème 5. Soit 9 une algèbre de Lie semi-simple et soit a un idéal de g.

L'orthogonal a' de a pour la forme de Killing de 9 est un supplémentaire de a

dans g,. l'algèbre de Lie 9 est canoniquement isomorphe au produit a x a'.

corollaire 1. Tout idéal, tout quotient, et tout produit d'algèbres semi-simples

est semi-simple.

Définition 4 : Une algèbre de Lie est dite simple si :

(i) Elle n'est pas abélienne,

(ii) ses seuls idéaux sont 0 et s.

Théorème 6. Pour qu'une algèbre de Lie 9 soit semi-simple, il faut et il suffit

qu'elle soit isomorphe à un produit d'algèbres simples.

En fait cette décomposition est unique. En effet
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Théorème 7. Soit g une algèbre de Lie semi-simple et soient (ai) ses idéaux

non nuls minimaux. Les (ai) sont des algèbres de Lie simples, et g 8 'identifie

au produit des ai

Il est clair que si.5 est simple, on a 5 [5,5]. Le théorème 6 entraîne donc:

corollaire 2. Si g est semi-simple on a g == [g, g].

cl) Eléments semi-simples et éléments nilpotents

Définition 5 : Soit g une algèbre de semi-simple, et soit x E g.

(i) On dit que x est nilpotent si l'endomorphisme adx de g est nilpotent.

(ii) On dit que x est semi-simple si adx est semi-simple (c'est-à-dire diagonalisable

après extension du corps de base ).

Théorème 8. Si g est semi-simple , tout élément x de g s'écrit d'une façon et d'une

seule sous la forme x == 8 + n avec n nilpotent, 8 semi-simple, et [8, nJ O. De plus

tout élément y E g qui commute à x commute aussi à 8 et à n.

On dit que n est la composante nilpotente de x et 8 sa composante semi-simple.

Théorème 9. Soit <I> : g~ End(V) une représentation linéaire d'une algèbre de

Lie. Si x E g est nilpotent (resp. semi-8imple ), Il en est de même de l'endomorphisme

cp(x).

e) Théorème de complète réductibilité

Rappelons qu'une représentation linéaire cp : g~ End(V) est dite irréductible

(ou simple) si V i= 0 et si ne contient pas d'autres sous-espaces stables (sous

modules) que 0 et V.

On dit que <I> est complètement réductible (ou semi-simple ) si elle est somme

directe de représentations irréductibles; il revient au même de supposer que

tout sous ensemble stable de V admet un supplémentaire stable.

Théorème 10. (H. Weyl)

Toute représentation linéaire (de dimension finie) d'une algèbre de Lie semi­

simple est complètement réductible.
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f) Passage du réel au complexe

Soient go une algèbre de Lie sur ~, g go 0 cr: le complexifiée canonique Vi

obtenu par extention du corps de base.

Théorème Il. Pour que go soit abélienne (resp. nilpotente, resp. résoluble,

resp. semi-simple) il faut et il suffit que g le soit.

Par contre go est simple si et seulement si g est simple ou de la forme .5 x S avec

s et s simples et conjuguées l'une de l'autre.

De plus, toute algèbre de Lie simple complexe 9 est la complexifiée de plu­

sieurs algèbres de Lie simples réelles non isomorphes; on les appelle les «formes

réelles »de g.

3.2 Sous algèbres de Cartan

Dans cette partie (sauf mention du contraire) le corps de base est le corps C des

nombres complexes. toutes les algèbres considérées sont de dimension finie.

3.2.1 Définition des sous algèbres de Cartan

Soit g une algèbre de Lie et soit a une sous algèbre de g. On appelle normalisateur

de a dans 9 l'ensemble n(a) des x E 9 tels que adx(a) Ca; c'est la plus grande sous

algèbre de 9 qui contienne a et dans laquelle a soit un idéal.

Définition 1

Une sous algèbre ~ de 9 est appelée sous algèbre de Cartan de 9 lorsqu'elle vérifie

les deux conditions suivantes :

(i) ~ est nilpotente

(ii) f) est égale à son normalisateur (c'est à dire f) == n(fJ»
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3.2.2 Elélllents réguliers, rang

Soit 9 une algèbre de Lie. Si x E g, nous noterons Px(X) le polynôme caractéris­

tique de l'endomorphisme adx définit par x. On a :

Px(X) == det(X - ad(x))

Si n == dimg, on peut écrire Px(X) sous la forme:

i=n

Px(X) = Lai(X)Xi

i=O

Si x a pour coordonnées Xl, ... , X n (par rapport à une base fixée de g), on peut

considérer ai(x) comme une fonction des n variables complexes Xl, ... , X n et l'on

vérifie immédiatement que c'est un polynôme homogène de degré n - i en Xl, ... ,Xn .

Définition 2

On appelle rang de 9 le plus petit entier l tels que la fonction al définie ci-dessus

ne soit pas identiquement nulle. Un élément X E 9 est dit régulier si al(x) 1= 0

Proposition 1. Soit 9 une algèbre Lie. L'ensemble gr des éléments réguliers de 9

est un sous-ensemble ouvert, dense et connexe de g.

3.2.3 Sous algèbre de Cartan associée à un élélllent régulier

Soit X un élément de l'algèbre de Lie g. Si À E C, nous noterons g; le nilespace

de ad(x) - À, c'est à dire l'ensemble y E 9 tels que (ad(x) - À)Py == 0 pour passez

grand.

En particulier g~ est le nilespace de adx. Sa dimension est la multiplcité de 0 comme

valeur propre de adx c'est à dire le plus petit entier i tel que ai(x) 1= 0

Proposition 2. Soit X E g. Alors:

(i) 9 est somme directe des g;
(ii) (g;, g~J == g;+/L si À, Il E ce
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(iii) g~ est une sous algèbre de Cartan de g.

Théorème 1. Si x est régulier, g~ est une sous algèbre de Cartan de g, sa dimension

est égale au rang l de g.

Pour la démonstration, on peut voir par exemple [S]

3.2.4 Conjugaison des sous algèbres de Cartan

Soit 9 une algèbre de Lie. Nous noterons G le groupe des

automorphismes intérieurs de g, c'est à dire le sous groupe Aut(g) engendré par les

ead(y) pour y E g.

Théorème 2. Le groupe G opère transitivement sur l'ensemble des sous-algèbres de

cartan de g.

En combinant ce théorème avec le théorème précédent on en déduit.

corollaire 1. La dimension d'une sous algèbre de cartan de 9 est égal au rang de 9

corollaire 2. Toute sous algèbre de Cartan de g est de la forme g~ où x est un

élément régulier g.

3.2.5 Le cas semi-simple

Théorème 3. Soit ~ une sous-algèbre de Cartan d'une algèbre de Lie semi simple

g. Alors:

(i) ~ est abélienne

(ii) Tout élément de ~ est semi-simple

(iii) le commutant de ~ est ~

(iv) La restriction à ~ de la forme de killing de 9 est non dégénérée.

Nous déduisons les deux corollaires suivants:
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corollaire 3. ~ est une sous-algèbre abélienne maximale de 9

corollaire 4. Tout élément régulier de 9 est semi-simple.

En effet, un tel élément est contenu dans une sous-algèbre de Cartan de g

Remarque On peut montrer que toute sous algèbre abélienne maximale de g formé

d'éléments semi-simples est une sous algèbre de Cartan de g. Par contre, si 9 =J 0,

il existe des sous algèbres abéliennes maximales de g qui contiennent des éléments

nilpotents non nuls, et ne sont donc pas des sous-algèbres de Cartan.

3.2.6 Algèbres de Lie réelles

Soit 90 une algèbre de Lie sur IR et soit 9 sa complexifiée. Les notions de sous

algèbres de Cartan, d'élément régulier, et de rang se définissent pour go comme dans

le cas complexe. D'ailleurs le rang de 90 est égal à celui de 9 ; une sous algèbre de ~o

de go est une sous algèbre de cartan de si et seulement si sa complexifiée ~ est une

sous-algèbre de Cartan de 9; un élément de go est régulier dans go si et seulement

si il l'est dans 9. Les théorèmes 1 et 3 restent valables (ce qui montre en particulier

l'existence de sous alèbre de Cartan ). Il n'en est pas de même du théorème 2; on

peut seulement affirmer que les sous algèbres de Cartan de go se répartissent en un

nombre fini de classes modulo les automorphismes intérieurs de 90. (cela tient à ce

que l'ensemble des éléments réguliers de go n'est plus nécessairement connexe, mais

seulement réunion finie d'ouverts connexes).

3.3 Système de racines d'une algèbre

de Lie semi-simple complexe

Dans cette partie le corps de base est le corps IR des nombres réels et tous les

espaces vectoriels considérés sont de dimension finie.
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3.3.1 SYInétries

Définition 1

Soit V un espace vectoriel et soit a un élément non nul de V. On appelle

symétrie de vecteur a tout automorphisme s de V vérifiant les conditions suivantes:

(i) s(a) == -a

(ii) L'ensemble H des éléments de V invariants par s est un hyperplan de V.

Il est clair que H est un suppémentaire de la droite Ra engendrée par a. La symétrie

8 est bien déterminée par la donnée de IRa et H.

Soit V* le dual de V, et soit a* l'unique élément de V* qui s'annule sur H et prend

la valeur 2 en a.

s(x) == x- < a*,x > pour x E V,

ce qui s'écrit encore

8 == 1 - a* ® a en identifiant End(V) et V* ® V.

Inversement, si a E V et a* E V* sont tels que < a*, a >== 2 l'élément 1 - a* ® a est

une symétrie de vecteur a

Lemme 1. Soit a un élément non nul de V, et soit R une partie finie de V qui

engendre V. Il existe au plus une symétrie de vecteur a qui laisse stable R ..

En effet soit 8 et s' deux telles symétries et soit u leur produit. L'endomorphisme

u jouit des propriétés suivantes:

u(R) == R . d 't l"d t't" V!Ru ln UI 1 en l e sur a
u(a) a

Les deux dernières propriétés montrent que les valeurs propres de u sont égales à 1.

D'autre part, puisque R est fini, il existe un entier n 2: 1 tel que un(x) == x pour

tout x E R, d'où un == 1 puisque R engendre V. On sait que cela entraîne que u est

diagonalisable; comme ses valeurs propres sont égales à 1, on a donc u == 1 , d'où

8 8'
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Définition 2

Soit V un espace vectoriel et soit R une partie de V. On dit que R est un système

de racines dans V si les conditions suivantes sont satisfaites :

(a) R est fini, engendre V, et ne contient pas 0

(b) Pour tout 0: E R, il existe une symétrie So: de vecteur ct laissant stable R. (cette

symétrie est unique en vertu du lemme1 )

(c) Pour tout a, (3 E R, so:({3) - {3 est un multiple entier de 0:..La dimension de V est

appelé le rang de R. Les éléments de R sont appelés les racines de V (relative­

ment à R).

D'après g1. , la symétrie So: attachée à la racine 0: s'écrit de manière unique:

So: = 1 - a* 0 0:, avec < a*, a >= 2.

L'élément a* de V* s'appelle la racine inverse de Q; la condition (c) est équi­

valente à la suivante :

(c') Pour tout ct, {3 E R, on a < 0*, (3 >E Z.

Soit Q E R. D'après (b) et (c) on a -0: E R puisque -(}: = so(o).

Définition 3

Un système de racines est dit réduit si, pour tout 0: E R,o et -0: sont les seules

racines proportionnelles à Q.

Si un système n'est pas réduit, il contient deux racines proportionnelles a et to avec

o< t < 1. Applicant (c) à {3 = ta, on voit que 2t E Z, ce qui entraîne t = ~.

Les racines proportionnelles à a sont simplement: -a, -a/2, a/2, o.

Remarque Les systèmes de racines réduits sont ceux qui interviennent dans la

théorie des algèbres de Lie (ou groupes algèbriques) semi-simples sur un corps algé­

briquement clos; ce sont les seules que nous rencontrerons. Les systèmes non réduits

apparaissent lorsqu'on ne suppose plus que le corps de base est algébriquement clos.
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Définition 4

Soit R un système de racines dans un espace vectoriel V. On appelle groupe de

Weyl de R le sous groupe W de Gl(V) engendré par les symétries so:, Œ E R.

Proposition 1. Soit R un système de racines dans V. Il existe une forme bilinéaire

symétrique positive non dégénérée (,) sur V qui est invariante par le groupe de Weyl.

La forme (, ) munit V d'une structure d'espace euclidien par rapport à laquelle les

éléments de W sont des transformations orthogonales. Cela s'applique en particulier

aux symétries So.; on en déduit que l'on a So: = x - ((X,O:))Œ pour tout x E V.
0:,0:

3.3.3 Système inverse

Soit R un sysrème de racines dans V.

Proposition 2. L'ensemble R* des racines inverses 0:*, a E R, est un système de

racines dans V*. En outre a** a.

Il est clair que R* est fini, et ne contient pas 0; pour prouver qu'il engendre V*

il suffit (transport de structure) de montrer que les a' = 20,/(0" a) engendrent V, ce

qui est évident. Si 0,* E R* on prend pour symétrie So:. correspondante la transposée

tso: 1 a®a* de So:' Du fait que so.(R) R, on a so:.(R*) = R* . On voit également

que a** = a. Enfin si a*, {3* E R* on a < a**, {3* >=< {3*, 0: >E Z.

Le système R* s'appelle le système inverse (ou dual) du système R. Son groupe de

Weyl s'identifie à celui de R au moyen de l'application

si 0:, {3 sont deux racines posons :

n({3, a) =< 0'.*, {3 >= 2 (a, (3)
(a, a)

on a n({3, 0:) E Z.
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Proposition 3. Soient a et (3 deux racines proportionnelles. Si n({3, a) > 0, lX - (3

est une racine.

Pour la preuve on peut voir par exemple [8]

3.3.4 Bases

Soit R un système de racines dans V.

Définition 5

Une partie S de R est appelée une base de R si les deux conditions suivantes sont

vérifiées:

(i) S est une base de l'espace vectoriel V

(ii) tout {3 E R s'écrit comme combinaison linéaire

où les ma sont des entiers de même signe (c'est à dire tous positifs ou tous

négatifs).

Au lieu de «base »on dit aussi «système simple de racines» ; les éléments de

S sont appelés les « les racines simples».

Théorème 1. Il existe une base.

Preuve (voir par exemple [8] p VII à P VI3)

On désigne par S une base du système de racines R; on note R+ l'ensemble des

racines qui sont combinaisons'linéaires à coefficients positifs des éléments de S; un

élément de R+ est appelé une racine positve (par rapport à S).

Proposition 4. Toute racine positive peut s'écrire
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avec ai E S de telle sorte que toutes les sommes partielles

soient des racines.

Preuve (voir [S])

Proposition 5. Supposons R réduit et soit a E S. La symétrie So. relative à a laisse

stable R+ \ {a}. Soit f3 E R+ \ {a}. On a

f3 = L m,.y'Y avec m'Y ~ 0
"'tES

Puisque R est réduit et (3 =1= " (3 n'est pas proportionnel à " et il existe un ry =1= a

tel que m"'t =1= O. comme so:((3) == (3 - n((3, a)a, on voit que le coefficient de , dans

80.((3) est égal à m'Y. D'où so:((3) E R+ ce qui démontre la proposition.

corollaire 1. Soit p la demi somme des racines positives. On a :

so:(p) == p a pour tout a E S

Proposition 6. Supposons R réduit. L'ensemble S* des racines inverses des éléments

de S est une base de R*

Soit R' le système de racines formé des a' 2a/(a, a) pour a E R. Il suffit

(transport de structure) de prouver que les a', a ES, forment une base de R'. Si

t E V* est tel que (t, a) > 0 pour tout a E S, (R')t est formé des a' avec a E R+.

Le cône convexe C engendré par (R')t est donc le même que celui engendré par R+.

Soit S~ la base correspondante de R'. Les demi-droites engendrées par les éléments

de S~ sont les génératrices extrémales de C; Ce sont donc les demi-droites ]R+a avec

Œ E S. Comme R est réduit, une telle demi-droite contient une seule racine de R', à

savoir a'. On a donc S~ S' .
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Définition 6

On appelle matrice Cartan de R (relativement à la base S choisie) la matrice

(n(Œ, (3) )Ct,{3E8'

On rappelle que n(a, (3) =< {3*, a > est un entier. On a

n(a,a)=2;

si a =F (3 n(a, (3) = 0, -1, -2 ou -3

Par exemple la matrice de Cartan de G2 (groupe des automorphismes de l'algèbre

Ca) est

( 2-1).
-3 2

Proposition 7. Un système de racines réduit est déterminé à isomorphisme près

par sa matrice de Cartan.

Plus précisément :

Proposition 8. Soit R' un système de racines réduit dans un espace vectoriel V', soit

S' une base de R', et soit 4l : S ---* S' une bijection telle que n(4l(a), 4l((3)) = n(a, (3)

pour Œ, (3 ES. Si R est réduit , il existe un isomorphisme f : V ~ V' et un seul qui

prolonge <I> et applique R sur R'.

3.3.6 Systèllle de racines irréductibles

Proposition 9. Supposons que V soit une somme directe de deux sous-espaces Vi
et V2 et que R soit contenu dans Vi U V2 . Soit Ri Rn Vi i = 1,2 Alors:

(a) VI et V2 sont orthogonaux

(b) Ri est un système de racines dans lIi.
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En effet si n E RI et {3 E R2 , n - {3 n'est pas contenu dans Vi U V2 , donc n'est pas

une racine. D'après la proposition 3, (n, f3) est donc inférieure ou égal à O. Comme

ceci s'applique aussi à a et à -{3, on voit que (a, {3) = O. comme Ri engendre Vi, on

en déduit (a).

Pour (b) , il suffit de remarquer que, d'après (a) la symétrie définie par un élément

de RI laisse stable V2, donc aussi Vi·
On dit que le système R est somme des sous-systèmes Ri' Si cela n'est possible que

de façon triviale (c'est à dire avec Vi ou V2 réduit à 0) et si V =1= 0 on dit que Rest

irréductible.

Proposition 10. Tout système de racines est somme de systèmes irréductibles.

On peut montrer qu'une telle décomposition est unique .

3.3.7 Construction des systèInes de racines irréductibles

Dans ce paragraphe on note el, ... ,en la base canonique de IRn et l'on munit IRn de

la forme bilinéaire (,) telle que (ei, ej) t5ij . On note Ln le sous groupe engendré par

les ei. Nous nous bornerons à la construction de F4 . Pour cela, dans V ]R4 soit L~

le sous groupe engendré par L4 et ~(±el ± e2 ± e3 e4)' On prend pour R l'ensemble

des n E L~ tels que (n,a) 1 ou (n,a) 2. Ce sont les ±ei' les ±ei ±ej (i =1 j)

et les ~(±el ± e2 e3 ± e4)'

Pour base on a : e2 - e3, e3 - e4, e4, ~(el - e2 - e3 e4)'

Nous utiliserons plus loin cette construction.

3.3.8 Systèmes de racines complexes

Soit V un espace vectoriel complexe de dimension finie. La définition d\lne sy­

métrie donnée gl. s'applique sans changement et le lemme 1 reste valable. D'où la

notion de système de racines :
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Définition 7

Une partie R de V est appelée un système de racines (complexes) si :

(1) R est fini, engendre V (comme espace vectoriel complexe) et ne contient pas 0

(2) Pour tout a E JR, il existe une symétrie Sa == 1 - a* 0 a de vecteur a qui laisse

stable R.

(3) Si a, (3 E R, sa((3) - (3 est un multiple entier de a.

Exemple Soit R un système de racines dans un espace vectoriel réel Va, et prenons

pour V le complexifié va x C de va. L'espace Va se plonge dans V, et R est un système

de racines dans V. Cela se voit en étendant par linéarité à V les symétries s~ de va.

Théorème 2. Tout système de racines complexes s'obtient par le procédé précédent.

Plus précisément :

Théorème 3. Soit R un système de racines dans un espace vectoriel complexe V.

Soit va le JR sous espace vectoriel de V engendré par R. Alors :

(a) R est un système de racines dans va
(b) L'application canonique i : Va 0 C ----+- V est un isomorphisme

(c) Si a E R, la symétrie Sex de V est l'extension par linéarité de la symétrie s~ de

va·
Démonstration de (a) Il est clair que R engendre va. D'autre part, si a E R, la

symétrie Sex laisse stable R donc va ;Soit s~ sa restriction à va. Si (3 E R, on a

s~((3) = (3 - a*((3)a avec 0:*((3) E Z.

Donc R est un système de racines dans va; de plus, la racine inverse a* de

a n'est autre que l'image de a* E V* par l'homomorphisme de restriction

V* ----+- Hom(VO,C).

Démonstration de (b) Puisque R engendre V, l'homqmorphisme i : va 0 <C ----+- V

est surjectif D'autre part on vient de voir que sa transposée ti : V* ~ va ® c
applique a* sur aôpour tout a E R. Mais d'après la proposition 2 les aôforment
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que ti est surjectif, donc i est injectif, ce qui démontre (b).

Démonstration de (c) Enfin (c) résulte de ce qui a été vu plus haut.

Le théorème 2 ramène entièrement la théorie des systèmes de racines complexes à

celle des systèmes de racines réels.

Toutes les définitions et tous les résultats des paragraphes précédents sont applicables

au cas complexe.

3.4 Structure des algèbres de Lie semi-simples

Dans cette partie, g est une algèbre de Lie semi-simple complexe et f) une sous­

algèbre Cartan de g.

3.4.1 Décomposition de ft

Si a est un élément du dual f)* de f), gO est l'ensemble des éléments x E g tels que

[H, x] == a(H)x, pour tout H E f).

gCX == {x E gl[H,x] = a(H)x, VH E f)}.

Un élément de gO est dit de poids a

En particulier gO est l'ensemble des éléments x E g qui commutent à f) : d'après le

« théorème 3 du chapitre 3 de [S] »on a donc gO f).

On appellera racine de g (relativement à f)) tout élément Œ de f)* tel que a -1 0 et

gO =1 O. L'ensemble des racines sera noté R.

Théorème 1. On a

9 = ~ E9 L t" (somme directe)
oER

Théorème 2. (a) R est un système de racines dans Q* ; ce système est réduit.
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(b) Soit a E R. Alors gU est de dimension 1,. il en est de même du sous espace

~a == [gU, g-aJ de f). Il existe un élément Ha E ~a et un seul tel que a(HoJ == 2;

c'est la racine inverse de Œ.

(c) Soit a E R. Pour tout élément non nul X a de ga, il existe un élément Ya de g-a

et un seul tel que [Xo:, Yo:J == Ha· On a [Ho:, XaJ = 2Xo: et [Ho:, Yo:] == -2Yo:. La

sous algèbre So; = ~o: E9 gO: E9 g-O: est isomorphe à sl(2).

(d) Si Œ, (3 E R et si a + (3 f 0 on a [gO:, g/J] == go:+/J.

Pour la preuve (voir par exemple [S] p VI4)

Dans le théorème suivant on désignera par <, > une forme bilinéaire symétrique

non dégénérée invariante sur g, par exemple la forme de Killing

Théorème 3. (a) Les sous espaces ga et g,8 sont orthogonaux lorsque Œ + /3 =1= o.
La forme <, > met en dualité gO: et g-O:. Sa restriction à f) est non dégénérée.

(b) SiXEgO:,YEg-U,HE~, ona:

< H, [x, y] >== Œ(H) < x, y >

(c) Soit Œ E R, et soit ho: l'élément de l) correspondant à Œ par l'isomorphisme

f) ~ f)* associée à la forme bilinéaire considérée. On a

[x, y] =< x,y > ha si x E gCt,y E g-U

Preuve

Démonstration de (a)

Si x E gU, y E g/J et H E ~, on a < [H, x], y >==< x, [H, y] >= 0 puisque <, >

est invariante cela s'écrit aussi

a(H) < x,y > +f3(H) < x,y >= 0

Si a + (3 =1= 0, on peut choisir H de telle sorte que a(H) + f3(H) =1= 0 , et l'on

obtient alors < x, y >== 0, ce qui prouve bien que gU et g/J sont orthogonaux.

La décomposition
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est donc une décomposition de g en sous espaces deux à deux orthogonaux;

comme <, > est non dégénérée, sa restriction à chacun des sous espaces est

également non dégénérée; les deux assertions de (a) en résultent.

Démonstration de (h) L'invariance de <, > permet d'écrire;

< H, [x, y] >==< [H, x], y >== a(H) < x, y > .

Démonstration de (c) Si H E ~ on a o:(H) =< H, ha > d'après la définition de

ha. La formule (b) peut s'écrire

< H, [x, y] >==< H, < x, y > ha >

. Comme la restriction de <, > à l) est non dégénérée on en déduit bien que

[x, y] ==< x, y > ha

3.4.2 Bases de Weyl

Soit R le système de racines associé à (g, l)) et choisissons une base S de R. Soit

R+ l'ensemble des racines positives par rapport à S. On pose

", = 2:tx,,,,- = 2:g-0

a>O a>O

on a g == 1]- EB l) EB rj == rj- EB b.

On note (QI"'.' Qn) la base S; n == diml) est le rang de g. Pour tout i, on pose

Hi = Hai et on se donne des éléments Xi E gai, Yi E g-ai tels que [Xi, Yi] == Hi'

Posons n(i,j) o:(Hi ). On rappelle que n(i,j) est la matrice de Cartan du système

considéré. On sait que n(i, j) est un entier inférieur où égal.à a-si i =1= j

Théorème 4. (a) 1] est engendrée par les X i ,1]- par les Yi et 9 par les Xi, Yi, Hi.

(h) Ces éléments vérifient les relations (dites de « Weyl»)

[Hi, Hj ] == 0,

[Xi, Yi] Hi, [Xi, Yj] 0 si i =1= j,

[Hi,Xj ] == n(i,j)Xj , [Hi, Yj] == -n(i,j)Yj
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(c) Ils vérifient aussi les relations suivantes :

((}ij) ad(Xi )-n(i,j)+l(Xj ) == 0 (i =1 j)

(Oi;) ad(li)-n(i,j)+l(}j) == 0 (i j)

Démonstration de(a) Il suffit de montrer que TJ est engendré par les Xi- Pour cela,

soit Œ E R+ ; on sait que l'on peut décomposer Œ en somme des Œi;

de telle sorte que les sommes partielles Œil + ... +aih appartiennent à R+ pour

tout h ::; k. Choisissons une telle décomposition, et posons

D'après le théorème 2, Xo. est un élément non nul de gQ. Comme 1] est somme

des go., Œ E R+, cela montre bien que TJ est engendré par les Xi.

Démonstration de(b) La relation [Xi,}j] == 0 pour i =1 j provient de ce que [Xi,}j]

est de poids Œi - aj et l'on sait que Œi - Œj n'est pas une racine (puisque toute

racine est combinaison linéaire des Œi à coefficients de même signe). Les autres

relations sont évidentes.

Démonstration de(c)

L'élément Oij == ad(Xi)-n(i,j)+l(Xj ) est de poids aj n(i, j)ai + Œi == Si(Œj - Œi)

où Si désigne la symétrie relative à Œi- Comme Œj - Œi n'est pas racine il en est

de même de si(aj - Œi), d'où (Jij = O.

La relation 0;; se démontre de la même manière.

Théorème 5. (i) L'algèbre 1] peut être définie par les générateurs Xi et les relations

(}ij i j-

(ii) L'algèbre 9 peut être définie par les générateurs Xi, Yi, Hi, les relations de Weyl

et les relations Oij, (Ji; .
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Théorème 6. Soient 9 (resp. g') une algèbre de Lie semi-simple, f) (resp. f)') une

sous algèbre de Cartan de 9 (resp. g'), S (resp. S') une base du système de racines

correspondant et r : S ----+- S'une bijection transformant la matrice de Cartan de S

en celle de S'. Pour tout i E S (resp j E S') Soit Xi (resp Xj) un élément non nul

de gi (resp g,j), il existe alors un isomorphisme f : 9~ g' et un seul qui applique

Hi sur H;(i) et Xi sur X;(i) pour tout i ES.

Théorème 7. Soit R un sytème de racines réduit. Il existe une algèbre de Lie semi­

simple 9 dont le système de racines est isomorphe à R.

corollaire 1. Pour que 9 soit semi-simple, il faut et il suffit que R soit irréductible.

3.4.3 La norInalisation de Chevalley

Choisissons, pour tout a E R, un élément non nul X a E galpha. On a alors

[Xa , X p] = Na,pXa+fJ si a + /3 E R

[Xa , X/3] = 0 si a + /3 f/.: R, 0: + /3 =1= o.
où Na ,{3 est un scalaire nul. Les Na ,/3 déterminent la « table de multiplication »de g.

toute fois ils dépendent du choix des X a .

Théorème 8. On peut choisir les X a de telle sorte que l'on ait:

[Xa , X a ] Ha pour tout a E R.

Na,fJ = -N_a,-fJ pour 0:, /3, a + /3 E R.

Soit ele R-sous-espace vectoriel 'de 9 engendré par les iHa , les X a - X-a et les

i(Xa + X-a). On vérifie facilement que t est une R-sous algèbre de Lie de 9 et que la

forme de Killing de eest négative; de plus, 9 s'identifie à la complexifiée e0 C de e.
On dit que eest la forme compacte de g.
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3.4.4 Construction des algèbres de Lie semi-sirnples

par générateurs et relations

Soit R un système de racines dans un espace vectoriel complexe V. En liaison

avec les paragraphes précédents, le dual de V sera noté ~, de sorte que V == ~*. Soit

S == (al,' .. ,an) une base de R, Soient Hl,· .. ,Hn E fJ les racines inverses des ai et

Les n(i,j) constituent la matrice de Cartan de R relativement à la base S.

Nous avons le théorème fondamental suivant dont la démonstration se trouve dans

lS] p VI20.

Théorème 9. Soit g l'algèbre de Lie définie par 3n générateurs Xi, Yi, Hi et par les

relations:

(Wl) [Hi, Hj ] == 0

(W2) [Xi, Yi] == Hi, [Xi, Yj] == 0 si i =1 j

(W3) [Hi, Xj] == n(i,j)Xj ,. [Hi, Yj] == -n(i,j)Yj

(Oij) ad(xi)-n(i,j)+I(Xj ) = 0 (i i= j)

(Oi}) ad(Yi)-n(i,j)+I(Yj) == 0 (i i- j)

Alors g est une algèbre de Lie semi-simple, admettant pour sous algèbre de Cartan la

sous algèbre fJ engendrée par les Hi; son système de racines est R.

3.5 Rappels sur· p 2Ca

3.5.1 Doublage d'algèbres, Octaves ou nombres

de Cayley

La construction des quaternions à partir des nombres complexes est entièrement

calquée sur celle des nombres complexes à partir des nombres réels. Mais ces deux
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constructions sont des cas particuliers d'une même construction générale.

Soit A une algèbre (de dimension finie) sur le corps IR, sur laquelle est définie la

conjugaison, c'est à dire un automorphisme involutif a --* a.

Soit A2 l'espace vectoriel somme directe de deux exemplaires d'un espace vectoriel

A. Munissons A2 de la multiplication suivante:

(a,b)(u,v) = (au-vb,bu-va).

Munie de cette multiplication; A2 est une algèbre de dimension 2n ( si dimA n).

Cette algèbre est appelée doublage de l'algèbre A.

La correspondance a --* (a" 0) est un monomorphisme de l'algèbre A dans A 2
.

Nous identifierons a et (a,O). Ainsi A peut être considérée comme une sous algèbre

de A2
•

Soit e (0,1) alors be = (0, b) et par suite (a, b) == a + be quels que soient a, b E A.

Tout élément de l'algèbre A2 se présente d'une seule façon sous la forme a + be. Nous

avons les relations

(1) a(be) == (ba)e (ae)b == (ab)e (ae)(be) = ba.

ce qlli, combiné à la condition de distributivité, définit de façon unique la multipli­

cation sur A2
. En particulier e2 == -1 le doublage de IR c'est C, celui de <C c'est IHI,

l'algèbre des quaternions. Les éléments 1, i, j, k == ij, constituent une base de IHI

Le doublage If-[2 de ]HI est appelé algèbre des octaves ou algèbre des nombres de Cayley

et noté <Ca. Ses éléments sont appelés octaves ou nombres de Cayley.

Par définition, tout ç appartenant à Ca est de la forme ç == a + be où a, b E IHI.

L'algèbre Ca est munie de la conjugaison: si ç == a + be alors~ == a- be. Une base de

l'algèbre Ca est composée de 1 et des 7 éléments i, j, k, e, f == ie, g == je, h == ke dont

le carré est égal à -1.

enfin l'algèbre Ca n'est associative mais alternative c'est à dire Vç, 'fJ E Ca on a :
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3.5.2 Le plan projectif de Cayley p 2Ca

Considérons les matrices d'ordre n dont les éléments sont des octaves c'est à dire

des nombres de Cayley. Etant donné que l'algèbre Ca est munie de la conjugaison,

toute matrice d'octaves X d'ordre n possède une matrice transposée conjuguée X*.

Par analogie au cas complexe une matrice d'octaves X est hermitienne si et seulement

si X* == X. Définissant le produit XY des matrices d'octaves X et Y par la formule

usuelle, on déduit que (XY)* = Y*X*. Cela entraîne que les matrices hermitienne

d'octaves d'ordre n forment une algèbre pour la multiplication jordannienne définie

par: X 0 Y = XY~Yx. Cette algèbre est commutative et unitaire. Son élément unité

sera désignée par E.

Pour n = 3 cette algèbre est appelée algèbre d'Albert et noté AL. Tout élément X de

l'algèbre AL se représente d'une et d'une seule façon sous la forme:

où

1 0 0 0 0 0 0 0 0

E1 == 0 0 0 E2 == 0 1 0 E3 == 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 (2 0 Ç3 0

X1(Çl) == 0 0 Çl X 2(Ç2) = 0 0 0 X3(Ç3) == (3 0 0

0 ~ 0 Ç2 0 0 0 0 0

Un calcul immédiat montre que:

{B- pour i==j
(ct) Ei oEj = ~

pour i=/:j

((3) EioXj(ç) = { 0
pour i==j

~Xj(ç) pour i=/:j

Cl') Xi(ç) 0 Xj(rJ) = { (ç, rJ)(E ~ Ei)
pour i==j

(*)
X i+2(Ç'T]) pour j==i+l



Dans (*) les indices sont considérés comme des résidus modulo 3.

< ç >= çfj + Tl~
.", Tl 2

Les relations précédentes définissent entièrement la structure de l'algèbre AL.

Considérons maintenant l'ensemble des idempotents primitifs de AL. C'est l'ensemble

des vecteurs X E AL vérifiant X 2 = X et trace de X = trX = 1. On montre voir

([P] p283-284) qu'un élément X = alEI + a2E2 + aaEa +XI(Ô) +X2(6) +Xa(6) de

Al est un idempotent primitif si et seulement si

{

(a) al + a2 + aa = 1

(b) ali = Çi+1Çi+2 pour i = 1,2,3

(c) IÇil 2 = ai+lai+2 pour i = 1,2,3

modulo 3

modulo 3

On démontre sans peine (voir [Pl p 184 ) que pour ô, Ç2, 6 E C les équations (a),

(b), (c) définissent une variété difféomorphe au plan projectif complexe P2C, le dif­

féomorphisme [(ZI,Z2,Za)] -+ (ô,6,Ça,al,a2,aa) est définie par les formules

où i = 1,2,3 modulo 3.

De même pour Ô, 6,6 E ]HI les équations (a), (b), (c) définissent une variété difféo­

morphe au plan projectif quaternionique p2]HI.

L'ensemble des idempotents primitifs de AL est appélé le plan projectif de Cayley

(ou plan projectif des octaves) et noté p2Ca.

Soit Ui ; i = 1,2,3 un sous ensemble ouvert du plan projectif p 2Ca, composé des

points (6, Ç2, 6, al, a2, aa) tels que ai =1= O. Il est aisé de voir que cet ensemble est

difféomorphe au produit Ca x Ca ~ ]R16. Par exemple pour i = 3, le difféomorphisme

Ca x Ca -----+ Ua est défini par les formules :
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OÙ 1]1, 1]2 E Ca et par suite simplement connexe . Comme les intersections U1 n U2

et (U1 n U2 ) n U3 sont visiblement connexe (la première est difféomorphe au produit

Ca x (Ca \ {ü}), la seconde au produit «C~ \ {Ü}) x (Ca \ {ü})), p 2Ca = U1 nU2 nU3

d'où il découle que le plan projectif des octaves a une structure de variété différentielle

connexe et simplement connexe de dimension 16.

3.6 Les groupes F4 et Spin(n)

3.6.1 Le groupe de Lie F4

Sur l'algèbre AL on définit le produit scalaire de deux éléments X, Y par

(1) < X, Y >= tr(X 0 Y)

où X 0 Y désigne le produit jordanien des éléments X et Y. le triproduit scalaire sur

AL est défini par

(2) < X, Y, Z >= tr«X 0 Y) 0 Z).

Si un automorphisme cf? : AL -t AL de l'algèbre AL préserve la trace, c'est à dire

que tr(q-,X) = tr(X) pour tout AL, alors il préservera de toute évidence les produits

scalaires, c'est à dire

< <PX, q-,Y >=< X, Y > et < <PX, <PY, q-,Z >=< X, Y, Z >

quels que soient les éléments X, Y, Z E AL.

De là il résulte en particulier, que le groupe des automorphismes de l'algèbre AL

préservant la trace est un sous groupe fermé du groupe orthogonal 0(27) et donc un

sous groupe de lie compact. Nous désignerons ce groupe par F4 .

On montre (voir [Pl) que tout automorphisme de AL préserve la trace, de sorte qu'en

réalité le groupe F4 est le groupe des automorphismes de l'algèbre AL.

Réciproquement on peut remarquer que toute opérateur linéaire respectant

<P : AL -t AL ces produits scalaires est un automorphisme de l'algèbre AL préservant

la trace.
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En effet

< <PX 0 <PY - <I>(X 0 Y), <p(Z) > < <PX, <I>Y, <PZ > - < <p(X 0 Y), <p(Z) >

< X, Y, Z > - < X 0 Y, Z >

- 0

quels que soient X, Y, Z E AL et donc .px 0 <PY = cI> (X 0 Y), car étant une isométrie

pour le produit scalaire (1) l'opérateur flJ n'est pas dégénéré et par suite, tout élément

de l'algèbre AL peut être mis sous la forme cI>Z. Ceci prouve que l'opérateur cI> est

un automorphisme de l'algèbre AL. Donc ~E = E et par suite tr(~X) = tr(X), car

tr(X) =< X, E > pour tout X E AL

Proposition 1. Théorème de Freudenthal (voir [PJ p291)

Pour tout élément X de AL, il existe un automorphisme ~ E (F4 )e tel que

où À1 ::; À2 ::; À3 sont définis de façon unique par élément X.

Deux éléments de l'algèbre AL peuvent être associés par un automorphisme de (F4 )e

si et seulement si les nombres À l ::; À2 ::; .À3 qui leur correspondent sont confondus.

(F4 )e désigne la composante de l'unité du groupe F4

3.6.2 Algèbres de Clifford

Soit Co = lR, Cl l'espace vectoriel de dimension 2, de base 1, e et e2 = la

multiplication sur Cl est définie par:

(a + be)(c + de) = (ac bd) + (ad + bc)e.

Nous voyons que Cl ~ C, comme algèbre réelle de dimension 2.

L'espace vectoriel C2 est le lR espace vectoriel de dimension 4 de base 1, el, e2, ele2

et posons : : ei = 1, e~ -1 et ele2 = -e2el. cela définit la multiplication et la
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correspondance :

1 --., 1

el ---7 i

e2 ---7 j

ele2 --., k

donne un isomorphisme entre C2 et JHI (algèbre des quaternions )

Définition 1

Ck est l'algèbre qui est engendrée comme algèbre par les el, e2, ... ,ek assujettis

aux conditions e; = -1 et eiej = -ejei si i =1 j.

L'ensemble {eil ... eir il < i2 < ... < ir , 0 ::; r ::; k} est une base de vectoriel

Ck (r = 0 désigne l'éléments 1 de la base). On voit sans peine que Ck est de dimension

2k .

L'élément ei dans Ck - l correspond à ei dans Ck , cela permet d'identifier Ck - l à une

sous algèbre de Ck. Ainsi

Co C Cl C · · . C Ck - l C Ck C . · ·

Co, Cl, C2 sont des corps. Par contre pour k > 2, Ck n'est pas intègre. En effet,

Proposition 2. Pour tout k > 2, Ck a des diviseurs de zéro.

Preuve: Il suffit de trouver des diviseurs de zéro dans C3 , c'est à dire un x =1 0

tel qu'il existe y =1 0 et xy = o. x = 1 + ele2e3et Y = 1 - ele2e3 sont des diviseurs de

zéro.

3.6.3 Groupes Pin(k) et Spin(k)

Soit JRk le JR espace vectoriel dans Ck engendré par el, ... ,ek et soit Sk-l la sphère

unité de JRk.

Proposition 3. Si Ck désigne le groupe des unités de Ck , alors Sk-l c Ck' c'est à

dire chaque x E Sk-l est une unité.
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Preuve : Soit x == alel + ·.·+ akek avec

ai+" '+a~ 1, alors (alel + .. ·+akek)((-al)el + .. ·+(-ak)ek) ai+" '+a~ == 1

Définition 2

Pin(k) est le sous groupe de Ck engendré par Sk-l.

Chaque Îément de Pin(k) est un produit fini d'éléments de Sk-l. Définissons une

conjugaison dans Ck . Pour cela il suffit de la définir sur des éléments d'une base.

Posons

(e· ... e· )* == (-e· ) . · · (-e· ) == (_)Te· ... e·t 1 t r tr t 1 tr ~1

Nous avons (x*)* == x et (xy)* == y*x*

Nous définissons aussi un automorphisme a de Ck par a(ei) == -ei

Définition 3

Pour U E Pin(k) et x E ]R.k posons p(u)(x) == a(u)xu*.

Il n'est pas évident que p(u)x appartienne à ffi,k. Mais cela est une conséquence

.des deux propositions suivantes :

Proposition 4. Si u E Sk-l C Pin(k), alors peu) est une réflexion dans ffi,k dans

l'hyperplan perpendiculaire à u.

Preuve: Prenons une base orthonormale UI,· . · ,Uk dans JRk avec UI u. On a :

Si i =1= 1 cela est égal à Ui, et si i == 1 cela est égal -UI ce qui prouve notre proposition.

Proposition 5. p est un homomorphisme de Pin(k) dans O(k) et kerp {1, -I}

Preuve: Chaque élément de Pin(k) étant un produit fini d'éléments de Sk-l, pour

prouver que p est un homomorphisme il suffit de prelldre U, v E Sk-l et x E IRk . Alors

p(uv)(x) == a(uv)x(uv)* == a(u)(a(v)xv*)u* == p(u)(p(v)x)
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Il s'en suit que pour chaque U E Pin(k), p(u) applique }Rk dans }Rk et il est orho­

gonal puisque c'est un produit de réflexions. On sait que O(k) est engendré par des

reflexions, ainsi p est surjective. Il est clair que 1 et -1 sont dans le noyau de p. Si

nous avons eil · . · eir dans le noyau de pavee r > 1 (nous ne pouvons pas avoir rI)

nous avons une contradiction; en effet si p(eil · .. eir ) est l'identité, alors pour chaque

x E lR.k nous devons avoir

a(eil · · · eir)x(eil • · · eir )* == x où eil . · · eirX == xeil··· eir prenant x == eil on a

(-1)r-leil · · · eir == eil eil · . · eir et cela donne ei2 . · · eir 0 puisque r doit être pair

(le produit d'un nombre pair de reflexions ne peut être l'identité ).

Définition 4

Spin(k) == p-I(SO(k))

Si eil · · · eir E Spin(k) alors r est pair et dans ce cas nous avons

(e· ... e· )(e· ... e· )* == 1'lI 'tr 'ti 'tr

3.6.4 p 2CCa est un espace hOlDogène sous F4

Du théorème de Freudental, il résulte immédiatement que le groupe F4 opère

transitivement sur le plan projectif des octaves p 2Ca, des idempotents primitifs de

l'algèbre AL, c'est à dire que tout idempotent primitif peut être envoyé par un auto­

morphisme dans un idempotent primitif. En effet il est clair qu'une matrice diagonale

est idempotente si et seulement si ses éléments diagonaux sont égaux à 0 ou à 1. Donc

les valeurs propres d'un idempotent primitif sont égales à 0,0,1 et par suite, un tel

idempotent est envoyé dans l'idempotent E3 par un certain automorphisme.

Cela signifie que le plan projectif des octaves p 2Ca est homéomrphe à la variété quo­

tient F4 / K du groupe F4 par un sous groupe K qui laisse invariant un idempotent

primitif, pour fixer les idées, l'idempotent El .

Soit cI> E K. Comme cI>EI == El, cI> envoie dans lui même l'annulateur AnnEl de

l'élément El, c'est à dire l'espace vectoriel des éléments X E AL tels que X 0 El == O.
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Mais AnnEl est composé des éléments (1) pour lesquels al == aet Ç2 == Ç3 == aet donc

est somme directe du sous-espace à une dimension des matrices de la forme a(EI +E2 )

et du sous -espace Ann°El des matrices de la forme

X == r(E2 - E3 ) + Xl(p) où r E JR, p E Ca.

L'opérateur cf.> étant orhogonal et cf.>(E2 + Ea) == cf.>(E - El) == E El == E2 + E3 , on

en déduit que l'automorphisme cI> laisse stable le Ann°El, donc induit un opérateur

orthogonal

De façon analogue l'automorphisme cI> envoie dans lui-même l'espace vectoriel f, des

éléments X E AL tels que 2El 0 X == X et par suite, induit un opérateur orthogonal

cI>' : f, ----t f,

D'après les formules (0), (f3), (,) du 5. 2. ) l'espace vectoriel est f, est composée des

matrices de la forme X2 (ç) + Xa(fJ) , ç, fJ E Ca. L'algèbre AL se décompose en somme

directe de l'espace vectoriel f" de l'espace Ann°El et des deux espaces vectoriels à

une dimension engendrés par les éléments El et E2 +Ea. L'automorphisme cf.> est donc

défini de façon unique par les opérateurs <po et <P'.

Par ailleurs l'espace f, est canoniquement isomorphe à l'espace Ca2 des couples

d'octaves (ç,1]) et de l'espace Ann°El à l'espace CaŒ des couples (r, p) où r E JR,

p E Ca. Donc les opérateurs <P' et cI>0 peuvent être traités comme des opérateurs de

Ca2 dans Ca2 et CaE9 dans Ca$ respectivement.

L'élément xu (-rç + P1], rfJ + ~p) de Ca2 où x = (ç,1]) E Ca2 et u == (r, p) E Ca$

sera associée à la matrice

a r1] + ~p -r~+ 1]P a 1] ~ a a a
rfj + pç a a fj a 0 0 a r p

-rç + pfi a a ç a 0 a p -r

de E, qui est le produit jordanien des matrices de [, et de Ann°El associés aux éléments

x et u. Les opérateurs cf.>' et cf.>0 étant induits par l'automorphisme cf.> de l'algèbre AL,

on en déduit que ces opérateurs, traités comme des opérateurs de Ca2 dans Ca2 et
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CaEB dans CaEB satisfont l'identité

(d) <p'(xu) == <p'x · <pou, x E Ca2, u E CaEB

En vertu de la proposition 5(Voir [Pl p280), <P' correspond à un élément et un seul

de Spin(9), donc à tout élément de <P E K est associé un élément de Spin(9). Cette

application est un homomorphisme. C'est même un isomorphisme, car l'identité (d)

est une conditon nécessaire et suffisante pour que l'application correspondante cP

soit un automorphisme de l'algèbre AL. Le sous groupe K est donc canoniquement

isomorphe au groupe spinoriel Spin(9). En identifiant le sous groupe K au groupe

Spin(9) au moyen de cet isomorphisme on trouve en défnitive que le groupe Spin(9)

est un sous groupe de F4 . On a de plus (voir [Pl p295) ;

Proposition 6. La variété quotient F4 / Spin(9) est difféomorphe au plan projectif

de Cayley

De là il résulte en particulier, que dimF4 == dimSpin(9) + dimP2Ca 36 + 16 == 52

Nous avons aussi ( voir [Pl p 296)

Proposition 7. Le groupe F4 est connexe et simplement connexe. Tout groupe de

Lie localement isomorphe au groupe F4 est isomorphe à F4 .

3.7 Le fibré unitaire de p 2Ca vu comme espace ho­

mogène sous F4

Avant de définir le fibré unitaire de p 2Ca, nous allons d'abord déterminer l'espace

tangent en un point de p 2Ca.

Soit X E p 2Ca. Il vérifie les relations X 0 X == X 2 == X et trX == 1.

Rappelons que si X == alEl + a2E2+ a3E3+ XI(~l) + X2(~2) + X3(~3)



al + a2 + a3 == 1

ai[i == Çi+lÇi+2 pour i==1,2,3 modulo 3

IÇiJ2 ai+l ai+2 pour 't 1,2,3 modulo 3
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les relations précédentes équivalent à :

(a)
(b)

(c)

Soit Y == blEl +b2E2+b3E3+ Yi (1]1)+ Y2(1]2) + Y3(1]3) un élément de AL. Y E Tx p 2Ca

si et seulement si

bl + b2+ b3 == 0

(T) bi[i + aifiï == 'TJi+lÇi+2 + Çi+l'TJi+2 pour i==1,2,3 modulo 3

'TJi[i + Çiiji bi+lai+2 + ai+lbi+2 pour i == 1,2,3 modulo 3

Un tel vecteur tangent est unitaire si et seulement si tr(Y 0 Y) == 1.

Le fibré unitaire de p 2Ca est l'ensemble des vecteurs tangents à p 2Ca de norme un.

Nous le noterons Up 2Ca. Autrement dit,

Up2Ca == {(X, Y) E p 2Ca x AL vérifiant (T) et tr(Y 0 Y) 1}.

Remarquons que

Y E Tx p 2Ca ===} tr(X 0 Y) O.

F4 X Up 2Ca ---+ Up 2Ca

(<1>, (X, Y)) ---+ (q>X, q>Y)

Soit (Al, A2) E Up 2Ca et (BI, B2) E Up 2Ca

(Al, A2) E Up 2Ca => 2Al 0 A2 A2 et tr(A2) == 0, tr(A2 0 A2 ) == 1. Donc Vif; E F4

on a (c/>(Al ), c/>(A2)) E Up 2Ca. Soit & {X E AL 12E3 0 X X} == {Xl(Çl) +
X 2(Ç2), Çl, Ç2 E Ca}. Comme F4 agit transitivement sur p2Ca il existe q, E F4 tel que

q>(Al ) == E3. De la relation 2Al 0 A2 == A2 on déduit 2E3 0 cI>(A2) q>(A2), donc

<I>(A2 ) E &. De même il existe <P' E F4 tel que cI>'(B1 ) == E3 et cI>'(B2 ) E &. D'après le

théorème de Freudenthal il existe <1>1 E (F4 )e tel que cI> 1 (cI>(A2)) == 13l E 1 +f32E2+f33E3,

avec 131 ~ (32 ~ 133- Du lemme 1(p292 [Pl) les nombres 131,132,133 vérifient les identités:

(31 + (32 + (33 == 0

13i + 13~ + (3~ 1

(3f + 13~ + 13~ == 0
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De la théorie des polynômes symétriques , ce système admet une solution unique

satisfaisant la relation {31 S {32 S {33' Cette solution est (- V;, 0, V;) , ie <!>I(1)(A2 )) =

-4E1 + 4E3 • Cela prouve qu'il existe un q>2 E (F4 )e tel que 1>2(</J(A2)) = 1>'(B2).

Désignons par AnnE3 l'ensemble des X E AL tels que X 0 E3 == O.

Comme cP2 transforme E en E, il transforme aussi AnnE3 en AnnE3. Donc tP2 vérifie

\/X E E cP2(X) 0 E3 == 0 cP2(X) 0 tP(E3) == O. Cela entraine cP2(X)[tP2(E3) - E3J =

o \/X E E _Cela prouve que cP2(E3) == E3- D'où (BI, B2) == (q/)-l 0 cP2 04>(Al ,A2)-

Déterminons maintenant le sous groupe d'isotropie d'un point de Up 2Ca.

100

Le point El == 0 0 0 est un point de p 2Ca.

000
La courbe

cos2 t sin t cos t 0

C(t) == sin t cos t sin2 t 0

o 0 0

C(t) == al (t)El +a2(t)E2 + a3(t)E3+ Xl (Çl (t)) + X2(Ç2(t)) +X3(Ç3(t)) est une courbe

de p 2Ca passant par El-

En effet on a c(O) == El

al (t) == cos2 t Ç3(t) == sin t cos t == X3 (sin t cos t)

a2(t) == sin2 t Ç2(t) == 0 == X 2 (O)

a3(t) == 0 Çl(t) == 0 == X3(O)

010

Le vecteur C'(O) ==' 1 0 0 == X3(1) est un vecteur tangent en El à p 2Ca et

000

< X3 (1),X3(1) >= 2. Le vecteur C~) est donc un vecteur unitaire de TE1 p2Ca.
C'(O)V2 X3(1).

Soit (El, ~X3(1)) E Up2Ca. Cherchons l'ensemble des q> E F4 tels que

1 1
q>(E1, yi2X3 (1)) = (El> yi2X3 (1))
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i. e. <I>(EI ) El et <I>(~X3(1))= ~X3(1) {:} <I>(EI ) = El et <I>(X3(1)) = X3(1)

On a <Il(EI + E 2 ) = <Il(E El) = E 2 + E 3 -

<Il est stable sur l'annulateur de El, noté (AnnEl) et stable sur l'annulateur de

X 3(1). Donc <I> est stable sur AnnEl n AnnX3(1). Cela entraîne que <Il est stable

sur vectE3 et par conséquent <Il est stable sur vectE2. Donc <I> appartient à l'ensemble

des automorphismes de l'algèbre Al laissant fixes les idempotents Ei , i = 1,2,3. Or

AutOAl ~ Spin(8) (cf [Pl p296). Autrement dit le sous groupe d'isotropie d'un point

( ici (El, 4X3(1))) est l'ensemble des éléments de AutOAl laissant fixe 4X3(1). Mais

l'ensemble des éléments de Spin(8) laissant fixe un vecteur de IR8 est difféomorphe à

Spin(7). (X3 (1) peut s'identifier à un vecteur de IR8 ) (voir [BZ] p36 ou (L-M] p33).

Nous pouvons résumer la discussion suivante en le théorème suivant:

Théorème 1. Le groupe de Lie F4 opère transitivement sur Up 2Ca, le fibré unitaire

de p 2Ca. Le sous groupe d'isotropie d'un point est Spin(7) et Up 2Ca est difféomorphe

à F4 / Spin(7)

3.8 Métriques homogènes de U p 2<Ca sous F4

Maintenant Up 2Ca est considéré comme le quotient F4 / Spin(7). Déterminons

l'espace tangent à F4 / Spin(7) en un point.

Soit Jf l'algèbre de Lie semi-simple complexe construite à partir de son système

de racines irréductibles R. On a V = ~4 EB ce ~ C4 • Désignons par el, e2, e3, e4 la

base canonique de IR4
. On prend pour RIes ±ei' les ±ei ± ej, (i =1- j) et

les 4(±el e2 ± e3) ± e4) soit 48 racines. Désigno~s par V* = l) le dual de V et

S {{JI, {J2' {J3' {J4} une base de R avec {JI = e2 - e3, {J2 = e3 - e4, (33 = e4 et

(34 = 4(±el ± e2 ± e3 ± e4· Soient Hl = H{31' H2 = H{32' H3 = H{33' H4 H{34 E f), les

racines inverses respectives des {JI, {J2' {J3 et {J4.

La matrice de Cartan de R relativement à S est formée par les
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n(i,j) =< (3j, Hi >= (3j(Hd1 :s i,j :s 4. Cette matrice est:

2 -1 0 0

-1 2 -2 0

o -1 2 -1

o 0 -1 2

Les HI, H2 , H3 , H4 constituent une base de ~. Donc les

constituent une base de Ir; avec X{3 E g{3 (Voir notation du gC et D) .

Considérons maintenant la forme compacte de cette algèbre de lie semi-simple com­

plexe. C'est le ]R sous espace vectoriel de Ir que nous noterons simplement 14, en­

gendré par iH{3, les X{3 - X_{3 et les i(X{3 + X_{3) , (3 E R. Il est de dimension 52.

Cette forme compacte est une sous algèbre de Lie de Ir. Sa forme de killing que nous

désignerons par B est négative. De plus Ir s'identifie à la complexifiée 14 ® C de 14

(cf gD). Rappelons que

B(X, Y) = tr(adX 0 AdY), X, Y E 14.

L'espace tangent à Up 2Ca au point base s'identifie à l'orthogonal de l'algèbre de Lie

de Spin(7) dans 14 pour la forme de Killing. Nous noterons m cet espace tangent,

d'où 14 = 80(7) E9 m car l'algèbre de Lie de Spin(7) est isomorphe à celle SO(7).

Considérons l'algèbre de Lie semi-simple complexe de SO(7) (soit 80(7)iC)construite à

partir de son système de racines irréductibles R'. Ici on a Vi = ]R30C c::: C3. Désignons

par e~, e~, e; la base canonique de ]R3. On prend pour R' les ±e~ et les ±e~± ej, (i =1- j),

soit 18 racines. Soit Vt = ~' le dual de Vi et S' = {a~, a;, a;} une base de R', avec

, 1 1 1 1 "'L H' H H' H H' H E h' d" tal = el - e2 , a2 = e2 - e3 , a3 = e3 · es 1 = œ~' 2 = œ~' 3 = œ~ Il eSlgen

les racines inverses respectives des a~, a~ et a;. ]R3 peut être considéré comme un

sous espace vectoriel de ]R4 en identifiant e~ à el, e; à e2 et e; à e3' On peut ainsi

considérer ce système de racines R' comme un sous système de R . Dans ce cas R'

admet pour base S' = {a~, a;, a;} avec a~ = el - e2, a~ = e2 - es, a; = es. On a
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9 racines positives et 9 racines négatives par rapport à cette base. Voici les racines

positives ce sont:

, '- '- '-Œl = el - e2 Œ2 - e2 - e3 Œ3 - e3 Œ4 - el

Œ~ = e2 Œ~ = el + e2 Œ~ = el - e3

Œ~ = el + e3 Œ~ = e2 + e3

Les racines négatives sont les -Œ~ 1 ~ i ~ 9.

De même les {H~, H~, HU U{Xa,}a'ER' constituent une base 80(7)c. Le JR sous espace

vectoriel de 80(7)C engendré par les iHa,, les Xa,-X-a, et les i(Xa'+Xa,) avec Œ' E R'

est de dimension 21, c'est la forme compacte de 80(7)c. Il est une sous algèbre de

so(7)C que nous noterons so(7). Compte tenu de l'identification précédente, rangeons

les racines positives de R de telle sorte que les 9 premières soient les racines positives

de R'. On a ainsi:

Œ9 e2 + e3 ŒlO - e3 - e4 Œu

el + e4 Œ14 e2 - e4 Œ15

Œ17 = ~(el + e2 + e3 + e4) Œ18 = ~(el - e2 + e3 + e4)

Œ19 = ~(el + e2 - e3 + e4) Œ20 = ~(el + e2 + e3 - e4)

Œ2l = ~(el - e2 + ea - e4) Œ22 = ~(el - e2 - e3 + e4)

Œ23 = ~ (el + e2 - e3 - e4) Œ24 = ~ (el - e2 - e3 - e4)

La base S de R est donc S = {Œ2, Œ1O, ŒU, Œ24}, la base S' de R' est S' = {Œl, Œ2, Œ3}'

Dans ce cas



Racines positives

Œ7 = el - e3

Œ8 = el + e3

Œ9 = e2 + e3

Racines négatives

-Œl == -el + e2

-Œ2 = -e2 + e3
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ŒIl = e4 -ŒIl = -e4

Œ12 = el - e4 -Œ12 = -el + e4

Œ13 = el + e4 -Œ13 = -el - e4

Œ14 = e2 - e4 -Œ14 = -e2 + e4

Œ15 = e2 + e4 -Œ15 = -e2 - e4

Œ16- e3 + e4 -Œ16 = -e3 - e4

ŒI7 = ~(el + e2 + e3 + e4) -Œ17 = ~(-ei - e2 - e3 - e4)

Œ18 = ~ (el - e2 + e3 + e4) -Œ18 = ~ (-el + e2 - e3 - e4)

Œ19 = ~(el + e2 - e3 + e4) -Œ19 = ~(-el - e2 + e3 - e4)

Œ20 = ~ (el + e2 + e3 - e4) -Œ20 = ~ (-el - e2 - e3 + e4)

Œ21 = ~(e1 - e2 + e3 - e4) -Œ21 = ~(-el + e2 - 63 + e4)

Œ22 = ~ (el - e2 - e3 + e4) -Œ22 = ~ (-el + e2 + e3 - e4)

-Œ23 = ~(el + e2 - e3 - e4) -Œ23 = ~(-el - e2 + e3 + e4)

Œ24 = ~(el - e2 - e3 - e4) -Œ24 = ~(-el + e2 + e3 + e4)

Uil calcul immédiat donne :

B(Hal , Hall) = 0 B(Ha2 , Hall) = 0 B(Ha3 , Hall) = 0,

B(Ho: I , Xo: j ) = B(Ha2 ,X aj ) = B(Ha3 ,X aj ) = 0 pour j = 10 à 24

B(HoI,X_Oj ) = B(Ha2 ,X-aj ) = B(Ha3 ,X-aj ) = 0 pour j = 10 à 24.
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D'autre part

B(Xai , X ai ) 0 pour i 1 à 9 et j == 10 à 24, car Qj + Qi =1 0

B(X_ai , X ai ) 0 pour i 1 à 9 et j == la à 24 car -Qj + ai =1 0

B(Xai , X-ai) == 0 pour i == 1 à 9 et j la à 24 car aj - ai =1 a
B(X_ai , X-ai) == 0 pour i 1 à 9 et j == 10 à 24 car -aj + (-ai) =1 O.

Par conséquent le :IR sous-espace vectoriel de /4 engendré par la famille

{iHa11 ;X aj X-aj; i(Xo.j + X-o.j)/j == 1,' · · ,24} est le supplémentaire orthogonal

de 80(7) dans /4 pour la forme de Killing. On en déduit :

Proposition 1. L'espace tangent au point base à F4 /Spin(7) ~ Up2Ca est le sous

espace vectoriel de /4 engendré par les vecteurs iHa11 ,Xaj X-aj' i(Xaj + X-aj)

pour j == 1 à 24. Il est de dimension 31.

Cherchons à présent les sous espaces invariants par l'action d'isotropie.

L'action d'isotropie, c'est la représentation adjointe. En désignant par au l'automor­

phisme intérieur de F4 , et E son élément neutre, l'action d'isotopie est donnée par:

Spin(7) x m ---+ m

(0-, M) ---+ a~(E)' M== Ad(o-) · M

Pour 0- == exp(L) == eL, L appartenant à à l'algèbre de Lie de Spin(7),

Pour chaque vecteur de base de m nous allons chercher le sous espace invariant qui le

contient.

Cherchons un le sous espace qui contient iHa11 .

Car la sous algèbre de Cartan de ~ de f4 est abélienne puisque f4 est semi-simple.

D'autre part
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pour j 1 à 9.

De même pour les mêmes raisons

pour j == 1 à 9.

Le groupe Spin(7) peut être considéré comme un sous groupe de GL(n, JR), fermé et

connexe, il est donc engendré par expso(7) (Voir fM-Tl p68 ) et ([Pl p241). Le sous

espace stable qui contient iHa11 est ml = vect{iHa11 }.

Cherchons à présent le espace invariant qui X aio - X-a1o ' Notons m2 ce sous espace.

Nous avons

[Xai - X-ai' X aj - X-aj] - [Xai ,X aj ] - [Xap X-aj] - [X-ai' X aj ]+ [X-ai' X-aj ]

[Xai , X aj ]+ [X-ai' X-aj] - ([Xai , X-aj] + [X-ai' X aj ])

pour i = 1 à 9 et j = 10 à 24 avec

Na,{3Xa+{3 si Œ + (3 E R

o si Œ + (3 t/:. R

pour k = 1 à 9 et j = 10 à 24. D'autre part

[iHak , X Ctj - X-aj] == [iHak , X aj ] - [iHak , X-Ctj]

= i[Hok,Xaj ] - i[Hok,X_Oj ]

iŒj(Hok)XOj + iŒj(Hok)X_aj

Œj(Hok)i(Xaj + X-aj)

pour k == 1 à 3 et j == 10 à 24.

[iHak , i(Xoj + X-aj)] == [iHak , iXaj ]+ [iHak , iX-aj]

-[Hak,Xaj ] - [HOk'X_Oj ]

- -Œj(Hak)Xaj + Œj(Hak)X-aj

-Œj(Hak)(Xaj - X-aj)
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pour k 1 à 3 et j == 10 à 24.

pour k 1 à 9 et j == 10 à 24. Cela étant revenons à la détermination du sous espace

invariant contient X a10 - X -a10. Posons

16

m2 = vect U{(Xak - X-ak ), i(Xak + X- ak )}

k=10

On a pour L E 80(7) ; adL(XYX) == adL(Xa10 - X-(10 )

X a10 X-alo,i(XaIO +X-(10),Xall -X-all,i(Xall + X-aIl)'

adL(XYX) E vect X al2 - X-aI2 , i(Xal2 + X-aI2 ), Xal3 X-aI3 , i(Xal3 + X-aI3 ),

X a14 - X-aI4 , i(Xal4 + X-aI4 ), XOl5 - X-aI5 , i(Xal5 + X-aI5 )

adL(Xalo - X-alo ) E m2 de même adL(i(Xalo - X-(10 )) E m2

Compte des crochets ci-dessus, on a pour L E 80(7)

adL(Xaj - X-aj) E m2 pour j 10 à 16.

adL(i(Xaj + X-aj)) E m2 pour j == 10 à 16.

C'est à dire que adL(m2) C m2, "'IL E 80(7).
. .

Le sous espace stable par l'action d'isotropie qui contient X a10 - X-alo est m2- Pour

le détail des calculs voir annexe.

Remarque: Ce résultat était prévisible, car pour k == 1 à 9 et j == 10 à 16,

±ak aj lorsqu'il appartient à R, ne peut être qu'une racine comprise entre alO et

a16 ou -a10 et -aI6. En effet e4 ne figure pas dans l'écriture des al à ag. Alors qu'il

figure dans l'écriture des aj et -aj pour j == 10 à 16. De plus ±ak ± aj est toujours

une combinaison linéaire de coefficients entiers des el, e2, e3 et e4, il ne peut donc être

une racine comprise entre a17 et a24 ou -a17 et -a24 (Voir liste).

Déterminons maintenant le sous espace stable qui contient X a17 - X-a17

Posons
24

m3 = veet U {(Xak - X- ak ), i(Xak + X- ak )}

k=17
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On a pour L E 80(7)

X a17 - X- a17 , i(XaI7 + X-aI7 ), X aI8 - X-aIS' i(Xa18 + X-aIS)'

OÙ Fam == X a19 - X-aI9 , i(Xal9 + X-aI9 ), X a21 - X-a21 , i(Xa21 + X-a21 ),

X a22 - X- a22 , i(Xa22 + X- a22 ), X a23 - X-a23 , i(Xa23 + X- a23 )
Compte des crochets ci-dessus, on a

adL(Xaj - X-aj) E mg pour j == 17 à 24.

adL(i(Xaj + X-aj)) E mg pour j == 17 à 24.

C'est à dire que adL(mg) C mg, \:IL E 80(7).

Le sous espace stable par l'action d'isotropie qui contient X a17 - X- a17 est mg. Pour

le détail des calculs voir l'annexe situé à la fin de ce texte.

Dans ce cas aussi on peut faire une remarque similaire à celle que nous venons de

faire relative aux sommes ±ak ± aj lorsqu'ils appartiennent à R pour k == 1 à 9 et

j == 17 à 24. Nous pouvons résumer cette discussion en la proposition suivante:

Proposition 2. La représentation d'isotropie de U p 2Ca ~ F4 / Spin(7) se décompose

en trois facteurs irréductibles ml, m2 et mg de dimensions réelles respectives 1,14 et

16.

En désignant toujours par m le supplémentaire orthogonal de 80(7) dans /4 pour

la forme de Killing on a

où

16

m2 = veel U{(Xak - X- ak ), i(Xak + X-ak )}

k=10

24

ma = veel U{(Xak - X- ak ), i(Xak + X- ak )}

k=17

Par conséquent, nous avons
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Proposition 3. Toute métrique F4 -invariante sur Up 2Ca ~ F4 / Spin(7) est de la

jor1ne :

où <> Itlli == -Bltlli (restriction de la forme de Killing à mi) où B est la forme de

Killing de 14.
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Annexe

3 9 9

L = Laj + Lbk(Xok - X-Ok) + LCl(XOI + X-Ol)
j=l k=l l=l

[L, X alo - X alo ] == b2Na2,QIo(XaI4 - X- aI4 ) + c2Ncx2,aloi(XO:I4 + X-O: I4 )

+b3N-a3,alo(Xall - X-aIl) + C2N-a3,O:lOi(XO:ll + X-CXIl)

+b7Ncx7,O:IO(XO:12 X-O:I2 ) + c7Na7,CXloi(XO:I2 + X-O:12 )

+bSN-o:s,alo(XaI3 X-O:13 ) + CSN-o:s,aloi(XO:I3 + X-(13 )

+bgN-ag,O:lo(XO:IS - X-O:IS) + CgN-o:9,0:10i(Xo:IS + X-aIS)

[L, i(Xalo + Xo: lO )] - b2Na2,aloi(XO:14 + X-0:14 ) + C2 N0:2,alo(XO:I4 - X-O:I4 )

+b3N_o:3,O:IOi(XO:ll + X-aIl) + C2 N-0:3,0:10(XOII - X-aIl)

+b7NO:7,0:1oi(XaI2 + X-(12 ) + c7Na7,alo(Xa12 - X-aI2 )

+b8N-as,O:loi(XO:I3 + X-aI3 ) + c8N-cxs,CXlO(XO:I3 - X-0:13 )

+bgN_cxg,O:IOi(XO:IS + X-aIS) + CgN-Og,alo(XO:lS - X-aIS)

[L, XO:II - XCXl1 ] b3Ncx31CXII (XCXI6 - X-aI6 ) + cgN0:3,all i(Xal6 + X-O:I6 )

+baN-0:3,0:11(XaIO - X-alo ) + CaN-a3,0:1Ii(XCXIO + X-o:IO )

+b4N0:4!CXll (XCXI3 - X-aI3 ) + c4Na4,cxll i(Xal3 + X-aI3 )

+b4N -0:4,al1 (XCXI2 - X-aI2 ) + C4N -a4,all i(XO:I2 + X -aI2)

+bsN-aS,O:II (Xa14 - X -(14) + csN-0:5,0:11 i(Xal4 + X-o:14 )

+bSNo:s,all (XO:I5 - X-aIS) + CSNas,all i(Xals + X-aIS)

[L, i(XO:ll + XO:ll )] - bgNa3 ,0:11 i(Xal6 + X-(16 ) + C3 N0:3,O:11 (XCX16 - X-(16 )

+b3N_o:3,O:lli(Xo:IO +X-alo ) +c3N-a3,0:11(Xalo -X-alo )

+b4Na4,alli(XO:13 +X-(13 ) + c4Na4,0:11(XCX13 -X-O:I3 )

+b4N -CX4,CXll i(XCX12 + X-(12) + C4 N -a4,all (XO:I2 - X-CXI2 )

+bsN-aS,O:ll i(XCXI4 + X-o:I4 ) + csN-aS,all (Xa14 - X-(14 )

+bsNas ,0:11 i(Xals + X-aIS) + CSNOS,OII (X01S - X-CXIS)



[L,XOI2 - X OI2] blN_OI,OI2(XOI4 - X-OI4 ) + cIN_OI10I2i(XOI4 + X-OI4 )

+b4N_041012(XOII X-aIl) + c4N_04,012i(XOII + X-aIl)

+b6N-06,aI2(XOIS - X-aIS) + c6N-a6,aI2i(XOIS + X-aIS)

+b7N_07,OI2(XOIO - X-aIO ) + c7N_07,OI2i(XOIO + X-aiO )

+bSN-aS,OI2(XaI6 - X-OI6 ) + CSN-aS'012i(XOI6 + X-aI6 )

(L, i(XOI2 + X(12 )] - blN-al,aI2i(Xo14 + X-(14 ) + cIN-al,aI2(XoI4 - X-aI4 )

+b4N-a4,aI2i(Xall + X-aIl) + C4N -a4,a12(Xall X-aIl)

+b6N-a6,a12i(XaIS + X-aIS) + C6N-06,a12(XCXIS - X-aIS)

+b7N-a7,a12i(XalO + X-aIO ) + c7N-a7,a12(XCXIO - X-OlO)

+bSN-as,a12i(Xa16 + X-(16 ) + CSN-as,a12(XaI6 - X-(16 )

blN-al,aI3(XOIS - X-aIS) + cIN-al,a13i(XOIS + X-OIS)

+b4N-CX4,aI3(Xall - X-aIl) + c4N-04,a13i(Xall + X-aIl)

+b6N-06,a13(X014 X-(14 ) + c6N-a6,aI3i(XOI4 + X-aI4 )

+b7N-a7,013(X016 - X-(16 ) + c7N-a7,013i(XaI6 + X-aI6 )

+bsN_o:s,OI3(XOIO - X-OlO ) + CSN-O:S1013i(XalO + X-alo )

blN-01,o.I3i(Xo.lS + X-aIS) cIN-al,OI3(XOlS - X-OIS)

+b4N-a4,aI3i(Xall + X-aIl) + c4N-04,aI3(Xo.ll - X-aIl)

+b6N-a6,aI3i(Xa14 + X-(14 ) + C6N-06,aI3(XaI4 X-OI4 )

+b7N -a7,a13i (Xa16 + X-aI6 ) + C7N -07,0.13 (Xa16 - X-(16 )

+bSN-as,a13i(XalO + X-alo ) + CSN-as,o.13(XalO - X-alo )

blNal,014(Xa12 - X-(12 ) + Cl Nal,o.l4i(Xa12 X-012 )

+b2N_02,OI4(XOIO - X-alo ) + c2N-02,aI4i(XalO + X-alo )

+bSN-as,aI4(XOll X-aIl) + CSN-aS'OI4i(XOII + X-aIl)

+b6N-a61aI4(XaI3 X-ai3 ) + c6N-a6,aI4i(XaI3 + X-aI3 )

+bgN-ag,014(XaI6 X-(16 ) + CgN-ag,a14i(XOI6 + X-aI6 )
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[L, i(Xa14 + X a14 )] blNalla14i(Xa12 + X-a12 ) + Cl Nal,D:14 (Xa12 - X-a12 )

+b2N-a21a14i(XalO + X-aIO) + c2N-a2,a14(XalO - X-aIO)

+b5N-05,a14i(Xall + X-Oll) + CSN-a5,a14(XOII - X-aIl)

+b6N-06,a14i(Xa13 + X- a13 ) + c6N-a6,a14(Xa13 - X- (13 )

+bgN-ag,aI4i(Xa16 + X-(16 ) + CgN-ag,a14(Xa16 - X-(16 )

[L,Xa15 - X a15 ] = blNal,015(X013 - X-a13 ) + cINol,a15i(Xa13 + X-aI3 )

+b2N-a2 ,aI5 (Xal6 - X-(16 ) + C2 N -a2,a15 i (XaI6 + X-(16 )

+bSN-05 ,aI5 (Xall - X-ail) + CSN-a5,aI5i(XaI1 + X-aIl)

+b6N-a6,a15(Xa12 - X-(12 ) + C6N-a6,a15i(Xa12 + X-(12 )

+bgN-ag,015(XOlO - X-OIO) + CgN-ag,a15i(XalO + X-alO)

[L, i(X015 + X a15 )] blNal,a15i(Xa13 + X-a13 ) + c1N al ,a15 (Xa13 - X-aI3 )

+b2N -a2,aI5 i (XaI6 + X-(16 ) + G2N -a2,015 (X016 - X-a16 )

+bsN-a5,a15i(Xall + X-aIl) + CSN-a5,o15(Xall - X-aIl)

+b6N-a6,aI5i(XaI2 + X-(12 ) + C6N-a6,015(Xa12 - X-a12 )

+bgN-ag,aI5i(XalO + X-alO) + CgN-og,a15(XalO - X-aIO)

[L, X a16 -:- X a16 ] = b2N02,aI6(XaI5 - X-(15 ) + c2Na21a16i(Xa15 + X-a15 )

+b3N-a3,a16(Xall - X-aIl) + c3N-a3,aI6i(Xall + X-aIl)

+b7Na7,aI6(XaI3 - X- a13 ) + c7Na7,aI6i(Xa13 + X- (13 )

+bSN-as,aI6(Xa12 - X- a12 ) + CSN-as,aI6i(XaI2 + X-a12 )

+bgN-ag,a16(X014 - X-a14 ) + egN-09,016i(XaI4 + X-a14 )

[L, i(Xal6 - X aI6 )] - b2Na2,a16i(Xa15 + X-aI5 ) + c2Na2,oI6(XOI5 - X-aI5 )

+b3N_03,OI6i(XOll + X-aIl) + c3N-03,a16(Xall - X-au)

+b7Na7,a16i(XoI3 + X-OI3 ) + c7Na7,a16(Xa13 X-a13 )

+bsN-as,aI6i(XaI2 + X-012 ) + CSN-os,aI6(Xo12 - X-a12 )

+bgN-og,CX16i(XCXI4 + X-OI4 ) + CgN-cx9,CX16 (XCX14 - X-CX14 )
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b3N-a3,017(X019 X-(19 ) + c3N-a3,a17i(X019 + X-019 )

+b4N-04,a17(X024 - X-024 ) + c4N_O:4,017i(Xa24 + X-(24 )

+b5N-as,a17(XOlS - X-aIS) + c5N_O:S,017i(XalS + X-aIS)

+b6N-a6,017(X023 - X-023 ) + c6N-a6,017i(Xa23 + X-(23 )

+bsN_as ,017 (X021 X-021 ) + CSN-OS,017i(X021 + X-(21 )

+bgN-a9,aI7(X022 - X-(22 ) CgN-a9,a17i(Xa22 + X-(22 )

(L, i(Xal7 + X (17 )] - b3N-a3,a17i(XO:I9 + X-aI9 ) + c3N-a3,a17(Xa19 X-(19 )

+b4N-a4,aI7i(Xa24 X- (24 ) + C4N-a4,aI7 (Xa24 - X-(24 )

+b5N-as,aI7i(XalS + X-aIs) + cSN-os,a17 (XaIS - X-aIS)

+b6N-a6,aI7i(Xa23 + X-(23 ) + CfiN-a6 ,a17 (Xa23 - X-(23 )

+bSN-as,aI7i(Xa2I + X-a2I ) + cSN-as ,a17 (Xa21 - X-021 )

+bgN-09,aI7i(Xa22 + X-022 ) + cgN-a9 ,aI7 (Xa22 - X-(22 )

[L, X a1S - X aIS ] blN-al,aI8(Xa24 - X-a24 ) + cIN-al,aIsi(Xo24 + X-(24 )

+b2Na2,als(Xo19 - X-(19 ) + C2Na2,olsi(X019 + X-(19 )

+b3N-a3,aIs(Xo2I - X- a21 ) + c3N-a3,alsi(Xa21 + X-(21 )

+b4N-a4,aIs(Xo23 - X-(23 ) + c4N-a4,alsi(Xa23 + X~(23)

+b5Nas,als(XaI7 - X-(17 ) + cSNas,alsi(Xo17 + X-OI7 )

+bsN-as,ols(X020 - X-(20 ) + cSN-as,alsi(Xa20 + X-(20 )

[L, i(Xals - X a1S )] - blN-al,alsi(Xa24 + X-(24 ) + cIN-al,als(Xa24 - X-(24 )

+b2Na2,alsi(Xa19 + X-(19 ) + c2Na2,als(Xa19 - X-(19 )

+b3N-a3,alsi(Xa21 + X-(21 ) c3N-a3,als(Xa21 - X-(21 )

+b4N-a4,alsi(Xa23 + X-(23 ) + c4N-a4,als(Xa23 - X-(23 )

+b5NaSlalsi(Xa17 + X-(17 ) + cSNas,als(Xa17 X-(17 )

+bsN-aSlalsi(Xa20 + X- a2o ) + cSN-as,als(Xa2o - X-(20 )
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b2N_02,019(X018 - X-OI8 ) + c2N_02,019i(XOI8 + X-aI8 )

+b3N0'3,a19 (XOI7 - X-O: I7 ) + c3Ncx31a19i(Xa17 + X-OI7 )

+b4N_04,019(X021 - X- cx21 ) + c4N-04,aI9i(XCX21 + X-(21 )

+b5N-os ,aI9 (X022 - X-O:22 ) + c4N_cxS,CXI9i(Xa22 + X-CX22 )

+b6N-a6,aI9(X020 - X- CX20 ) + C6N-06,a19i(Xa20 + X- CX20 )

+b7N-a7,OI9(X024 - X-O:24 ) + c7N_O:7,CXI9i(Xa24 + X-(24 )

(L, i(Xal9 - XO:I9 )] - b2N_02,O:19i(XO:I8 + X-aI8 ) + C2 N -a2,aI9 (Xa18 - X-aIS)

+b3No3,aI9i(Xa17 + X-O:17 ) + c3Na3,a19 (XO:17 - X-O:I7 )

+b4N-a4,aI9i(Xa21 + X-(21 ) + C4 N -O:4,O:19 (XO:21 - X-O:21 )

+b5N-aSIO:19i(Xa22 + X-O:22 ) + C4 N -as,O:I9 (XO:22 - X-(22 )

+b6N-a6,a19i(XO:20 + X-a20 ) + C6 N -O:6,a19 (Xa20 - X-(20 )

+b7N-a7,O:19i(X024 + X- a24 ) + C7N-a7,a19 (Xa24 - X-O:24 )

[L,Xa20 - XO:20 ] baN-O:3,a20(XCX23 - X- a23 ) + CaN-a3,020i(XO:23 + X-O:23 )

+b4N-O:4,a20(Xa22 - X-(22 ) + c4N-a4,020i(XO:22 + X- CX22 )

+b5N_o:s,O:20(XO:21 - X-O:21 ) + CSN-OS'020i(Xa21 + X-(21 )

+b6N-a6,CX20(XCXI9 - X- CX19 ) + c6N_06,CX20i(XOI9 + X-OI9 )

+bSN-as,O:20(XO:lS - X-OIS) + c8N-cxs,020i(XCXlS + X-aIS)

+bgN-09,a20(XCX24 - X- CX24 ) + CgN-CX9,O:20i(Xa24 + X-O:24 )

[L, i(XO:20 + X CX20 )] - b3N_03,CX20i(XO:23 + X-O:23 ) + C3 N -cx3,a20(Xa23 - X- CX23 )

+b4N-O:4,a20i(Xcx22 + X-(22 ) + c4N-cx4,a20(Xcx22 - X-O:22 )

+bsN-cxs,a20i(XO:21 + X- CX21 ) + cSN-as,a20(Xcx21 - X-(21 )

+b6N-a6,O:20i(XCXI9 + X-O:I9 ) + C6N_CX6,CX20(XCX19 - X- CXI9 )

+bsN-a8,O:20i(XCXlS + X-O:1S ) + csN-OS,020(XCXI8 - X-O:I8 )

+bgN_O:9,O:20i(XO:24 + X-O:24 ) + cgN-o:9,a20(XO:24 - X-O:24 )
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(L, X a21 - X a21 ] blN-allo21 (X022 X-a22 ) cIN-allo21 i(X022 + X-022 )

+b2N-a2la21 (Xa23 X-a23 ) + c2Na2,a21 i(Xa23 + X-a23 )

+b3N-a3 ,a21 (Xa24 - X-a24 ) + C3N-a3,a21 i(Xa24 + X-a24 )

+b4N-a4la21 (Xa19 - X-aI9 ) + C4N-a4,a21 i(Xal9 + X-aI9 )

+b5Nas ,a21 (Xa2o X- (20 ) C5 N as la21 i(Xa2o + X-a2o )

+bsN-aS,a21 (Xa17 - X-aI7 ) + csN-aS,a21i(Xal7 + X-aI7 )

[L, i(Xa21 + X (21 )] b1N-0'.1,0'.21 i(XO:22 + X-(22 ) + c1N-al,a21 (XO:22 X-(22 )

+b2N-a2 ,a21 i(Xa23 + X-O:23 ) + C2N a2,a21 (Xa23 - X-(23 )

+b3N-O:3,a21i(Xa24 + X-(24 ) + C3N-a3,a21 (Xa24 - X-(24 )

+b4N_a4 ,O:21 i(XO:I9 + X-aI9 ) + C4 N -O:4,O:21 (Xa19 -= X-O: I9 )

+bSNas ,a21 i(Xa20 + X-(20 ) + CSNas ,a21 (Xa20 X-(20 )

+bsN-aS,a21 i(Xal7 + X-aI7 ) + csN-aS,a21 (Xa17 - X-(17 )

[L,Xa22 - XO:22 ] - b1N-O:l,a22(Xa21 - X-(21 ) cIN-al,a22i(Xa21 + X-(21 )

+b3Nœ3,a22(XO:lS - X-aIS) + c3Na3la22i(XalS + X-aIS)

+b4N-a4,a22(Xa20 - X-(20 ) + c4N-a4,a22i(Xa20 + X-(20 )

+bsNas ,a22 (Xa19 X- aI9 ) + CSNaSl022i(XOI9 + X-(19 )

+b7N-as ,a22 (Xa23 X-a23 ) + c7N-a7la22i(Xa23 + X-(23 )

+bgNa9,a22(XaI7 - X-aI7 ) + CSNa9,a22i(XaI7 + X- aI7 )

[L, i(Xa22 - X (22 )] blN-al,a22i(Xa21 + X-021 ) + cIN-alla22 (Xa21 - X-(21 )

+b3Na3,a22i(XaIS + X-aIS) + c3Na3,a22 (XaIS - X-aIS)

+b4N-a4,a22i(Xa20 + X-020 ) + C4N-a4,a22 (Xa20 - X-(20 )

+bSNas,a22i(Xa19 + X-aI9 ) + cSNas ,a22 (Xa19 - X-(19 )

+b7N-oSla22i(Xa23 + X-(23 ) + C7N-a7,a22 (Xa23 X-(23 )

+bgNa9,a22i(Xa17 + X-aI7 ) + cSN a9 ,a22 (Xa17 - X-aI7 )
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[L,X023 -X023 ] b2N02,Ct23(X021 -X-Ct21)+C2No2,023i(X021 +X-CX21 )

+b3Na3,Ct23 (Xa20 - X-020 ) + C4No.3,023i(X020 + X- (20 )

+b4N_04,023(XaI8 - X-aI8 ) + c4N-a4,o.23i(Xo.I8 + X-aI8 )

+bsN-as ,a23 (Xa24 X-(24 ) + CSN-o.s,a23i(Xo.24 + X- Ct24 )

+b6N-a6,o.23(XaI7 - X-aI7 ) + C6 N -o.6,o.23 i (Xo. I7 + X-aI7 )

+b7N-a7ta23(Xa22 - X-(22 ) + c7N-a7,a22i(X022 + X-(22 )

[L, i(X023 + X (23 )] - b2NO:2,O:23i(Xa21 + X-(21 ) + C2 N a2,0.23 (XO:21 - X-0.21 )

+b3N0.3,a23i(X0.20 + X-(20 ) + C4N 0.3,0.23 (X0.20 - X-0.20 )

+b4N-0.4ta23i(Xo.18 + X-0.18 ) + C4N-a4t023 (Xo.18 - X-aI8 )

+b5N-o.s,a23i(Xa24 + X-(24 ) + C5 N -o.S,0.23 (X0.24 - X-(24 )

+b6N-0.6,a23i(Xo.17 + X-(17 ) + C6 N -a6,0.23 (XOI7 - X-aI7 )

+b7N-0.7,a23i(Xa22 + X-0.22 ) + C7N-07,0.22 (X0.2: - X-(22 )

[L, X 024 - X0.24 ] b1N-0.1,024 (Xa18 - X-0. 18 ) + c1N-CX1,0.24i(Xal8 + X-OIS)

+b3N-a,O:24(Xa2I - X-(21 ) + c3N-a3,0.24i(X021 + X-a2l )

+b4N-a4 ,a24 (Xa17 - X-(17 ) + C4N -a4,a24 i(XOI7 + X-aI7 )

+bSN o.s,a24 (Xa23 - X-0.23 ) + C5No.s,0.24i(Xa23 + X-(23 )

+b7N-a7,0.24(XCXI9 - X- (19 ) + c7N-a7,a24i(XOI9 + X-(19 )

+bgNa9,a24(X0.20 - X-(20 ) + egNg0.9,CX24i(X020 + X-0.20 )

[L, i(Xa24 + X CX24 )] b1N-01,024 i(XO:18 + X -0.18) + c1N-01,0.24 (XO:18 - X-0. 18 )

+b3N-0.,a24 i (X0.21 + X-0.21 ) + C3 N -03,0.24 (X0.2l - X-02l )

+b4N-0.4,a24i(Xo.17 + X-0.17 ) + C4N-04,024(XOI7 - X-(17 )

+bSNos,a24i(X0.23 + X-0.23 ) + C5 N o.S,0.24 (X0.23 - X-a:23)

+b7N_07,a:24i(Xo.I9 + X- a1g ) + C7N -o.7,0.24 (Xo. 19 - X-0.19 )

+bgN ag ,0.24 i (Xa:20 + X-(20 ) + CgN g0.9,o.24 (X0.20 X- a20 )
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