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Résumé

Cette thése étudie dans sa premiére partie le probléme de la déformation infini-
tésimale des structures feuillétées qui n’est que le prolongement de celui posé dans
les années 1950 par K.Kodaira et D.C Spencer concernant les déformations infinitési-
males des structures complexes sur les espaces complexes. Dans les deux cas les classes
d’équivalence des transformations infinitésimales sont en correspondance biunivoque
avec respectivement H'(M,Nz) et H'(M,8) . On montre que dans le cas d'un flot
obtenu en suspendant un difféomorphisme d’une variété F compact,H!(M, Nz) est
exactement la 1-cohomologie H'(Z, x(F)) du groupe Z & valeur dans le Z module
x(F) . Puis on détermine H(Z, x(F)) dans le cas ou F = SO(3)

La seconde partie est consacrée a I’étude de la structure homogéne des fibrés unitaires
de certains espaces symétriques compacts de rang 1 notamment P"H et P?Ca. Dans
le cas de P™H on a construit deux structures homogénes et déterminer toutes les mé-
triques invariantes. Ensuite la variété des géodésiques de P"H a été étudier du méme
point de vue. Enfin pour P2Ca on a étudié la structure homogene qui est Fy/spin7 et
on a également déterminer les métriques Ad,p;n7Fy-invariantes en utilisant le systéme

de poids et racines .
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Introduction

Cette thése comporte deux grandes parties. la premiére partie est consacrée a
I'étude des déformations infinitésimales des feuilletages et la seconde porte sur la
géométrie différentielle des fibrés unitaires de certains espaces symétriques de rang 1.

La théorie des feuilletages généralise la théorie des systémes dynamiques dont

l'étude a été introduite par le mathématicien Henri Poincaré a la fin du XIX®™e
siécle. C’est I’étude qualitative des trajectoires maximales d’'un champ de vecteurs
sans singularités sur une variété M de dimension n et qui consiste en ’étude des
courbes intégrales maximales d’un champ de vecteurs X. Ces courbes définissent une
partition de M en sous variétés immergées de dimension un.
Plus généralement un « feuilletage de codimension q » sur M définira une partition
F de M en sous variétés de dimension n — g : les feuilles. La premiére image globale
.qui vient & I’esprit est celle d’'un empilement de « plaques » ; regardé par la tranche,
un tel empilement fera voir ’ensemble des plaques comme une sous variété quotient
N de dimension q, la projection naturelle 7 : M — N étant une submersion.

En réalité, cette image correspond & un cas particulier de feuilletage, celui des
feuilletages « simples ».

En général, c’est seulement localement (dans un ouvert simple) qu’un feuilletage se
présente comme un empilement de plaques. Globalement une méme feuille peut venir
recouper l'ouvert simple U suivant une infinité de plaques.

La notion de feuilletage a été introduite par C. Ehresmann et G. Reeb, et ’étude de
la topologie et de la géométrie globale des « variétés feuilletées » a donné lieu 4 un

ensemble de travaux extraordinairement riche et varié.



C’est a ’étude d’une propriété trés particuliére connue sous le nom de « défor-
mations des feuilletages » que les présentes notes sont consacrées. L’origine de la
théorie générale des déformations des feuilletages est ’étude des déformations des
variétés complexes et de beaucoup d’autres pseudogroupes, initiée par Kodaira et
Spencer [18], puis complétée par Kuranishi [19] qui a prouvé ’existence d’un espace
analytique paramétrant une déformation.

De fagon concréte soit F un feuilletage de dimension m et de codimension n sur
une variété compacte M. L’expression « coordonnées locales » va toujours signifier un
systéme (z,y) = (Z1,Z2,"** ,Tm, Y1,Y2, ' ** , Yn) DOUr lequel le feuilletage F est défini

localement par des équations
dyy=dys = -+ =dy, =0.

On note TM le fibré tangent & M, TF Le fibré tangent & F, N = TM/TF le fibré
normal & F, Ny, sera le faisceau des germes de champs de vecteurs qui s ’écrivent
localement :
S ales)g, +hlo) g

i. e. les automorphismes infinitésimaux (locaux) de . On munit I'espace F(M,m)
des feuilletages de dimension m sur M de la topologie C* (convergence uniforme sur
les compacts de toutes les dérivées); ceci est toujours possible puisque cet espace
est un fermé de lespace des sections globales de classe C* du fibré G(M,m) — M
de fibre au point x € M la grassmanienne des m-plans dans T, M. On appelle alors
déformation de F paramétrée par un espace topologique S ( dans notre cas ce sera
toujours un intervalle ouvert de R du type | — €, €[ avec € > 0 « assez petit » ) une
application continue :

S L F(M,m).

Pour étudier les déformations de F(M,m) il est d’usage de commencer par voir com-
ment sont les déformations du fibré T F ( en tant que section de G(M,m) — M)
qu’on appelle déformations infinitésimales de F ; celles-ci sont décrites par le groupe

de cohomologie H!(M,Nx)[16]. Ce groupe a donc beaucoup d’importance et son



calcul n'est connu que dans trés peu de situations. Pour un flot (i. e. m = 1) obtenu
en suspendant un difféomorphisme ¢ d'une variété compacte F, H'(M,Nr) est exac-
tement la 1-cohomologie HZ, x(F) du groupe Z & valeurs dans le Z-module x(F) des
champs de vecteurs sur F'; c’est aussi le quotient de x(F") par le sous espace B € x(F)
des éléments de la forme X — ¢*(X) avec X variant dans x(F). (ici ¢*(X) désigne
I’image réciproque du champ X par le diffeomorphisme ¢. Il y a donc une action de
Z sur le module x(F).

Un calcul du groupe de cohomologie H'(Z, x(F)) sera donc dévéloppé dans notre ex-
posé, précédé d'un bref apercu sur les feuilletages et les déformations des feuilletages.

Le chapitre 1 est consacré aux généralités sur les feuilletages. On y rappelle la dé-
finition d’un feuilletage suivie de quelques propriétés géométriques comme les notions
d’holonomie et de I'-structures transverses. Quelques résultats sur les feuilletages de
Lie complétent ce chapitre.

Le chapitre 2 traitera des déformations des feuilletages, on commengera par rap-
peler la définition d’une déformation, puis on étudiera les déformations infinitésimales
d’un feuilletage et celles de I’holonomie d’une feuille. Un énoncé du théoréme Kodaira-
Spencer-Kuranishi viendra clore ce chapitre.

Enfin dans le chapitre 3 on fera un bref rappel de la théorie des représentations
linéaires d’un groupe de Lie compact, puis on se servira de ces résultats pour calculer

le groupe de cohomologie H'(Z, x(F)).

Sa détermination se fera dans le cas d’un feuilletage de Lie obtenu en suspendant un
difféomorphisme ce qui pourrait ouvrir la voie a I’étude plus compléte des déforma-
tions de cette classe de feuilletages.

Abordons & présent la seconde partie de cette thése.

Un espace homogéne est une variété difféomorphe & un espace quotient G/H oa G
est un groupe de Lie compact et H un sous groupe de Lie de G. La topologie de ces
espaces homogeénes est assez bien comprise.

Par contre la géométrie de ces espaces pose de nombreux problémes. Si M est difféo-

morphe & G/H, il existe sur M des métriques riemanniennes G-invariantes. A ’aide



d’exemples simples on peut mettre en évidence les faits suivants :

a) Une méme variété peut se mettre sous la forme G/H avec G eflectif de plusieurs

fagons.

b) Pour un méme groupe G opérant transitivement sur M, il existe en général une
famille de métriques riemanniennes G-homogeénes :
on a un espace de modules qui, sauf dans.le cas des groupes compacts, est assez

mal connu.

La représentation linéaire d’isotropie est équivalente & I’action de Ad(H) sur g/h. Si
cette représentation est irréductible il y a sur G/H une unique métrique
G-homogéne. Un sous cas important est celui des espaces symétriques (irréductibles)
classés par Elie Cartan. Ces espaces admettent de belles caractérisations
géométriques. Notamment, une variété riemannienne (M, g) est localement isomé-
trique & un espace symétrique si et seulement si son tenseur de courbure est paralléle
par rapport & la connexion de Levi-Civita.

Dans cette thése nous étudions une classe particuliérement intéressante d’espaces
homogenes définis de fagon géométrique & savoir les fibrés unitaires des espaces pro-
jectifs quaternioniens et le fibré unitaire du plan de Cayley quand les variétés de base
sont munies de leur métrique d’espaces symétriques. Malgré la simplicité de leur dé-
finition, ces espaces font apparaitre les difficultés aux quelles se heurtent 1’étude des
espaces homogénes; ils sont homogénes sous plusieurs groupes et ne sont jamais &
isotropie irréductible. Pour ce qui concerne le plan de Cayley nous n’avons étudié que
sa structure homogéne sous le groupe de Lie Fj.

Enfin nous étudions au passage par le biais du flot géodésique, la variété des
géodésiques de P™H (le projectif quaternionien). C’est aussi un espace homogéene
qui n’est pas i isotropie irréductible. Nous déterminons 1’ensemble des métriques

Sp(n + 1)-homogeénes sur cette variété.



Premiére partie

Sur les Déformations infinitésimales

des feuilletages



Chapitre 1
Généralités sur les Feuilletages

Dans ce chapitre nous rappelerons d’abord trés briévement les notions de feuille-
tages, d’holonomie d’un feuilletage, puis nous étudierons les structures transverses
et les I' structures. Quelques résultats sur les feuilletages de Lie viendront clore le

chapitre.

1.1 Notion de Feuilletages

Nous commencons par définir la notion de pseudogroupe de transformations que

nous utiliserons pour définir les feuilletages et les structures transverses.

1.1.1 Pseudogroupe de transformations

Un pseudogroupe de transformations de R™, n € N est une famille I" de difféomor-
phismes locaux de R™ telle que :
P1: SipeTalors p~! €T
P2: Sip:U — U'ety : U — U” appartiennent a I" alors o’ aussi appartient
arl.
P3 : Siy:U — U’ appartient a ', alors sa restriction a 'ouvert Uy C U appartient
arl.



P4: Sip:U — U’ est un diffémorphisme local de R™ qui coincide,au voisisinage

de chaque point de U avec un élément de I" alors ¢ € I.
P5 : L’application identique de R™ appartient & I

Soit p un entier, 0 < p < n et notons g = n—p. On identifie R™ au produit R? x R?
et on désigne par 7 la projection naturelle R — R?.

On appelle espace vertical en un point u de R™ le noyau de ’application tangente
T, en ce point.
L’ensemble T, , des difféeomorphismes locaux de R™ dont 'application linéaire tan-
gente en ce point envoie ’espace vertical en ce point sur I'espace vertical image de ce
point, (en d’autres termes , p € Dif f(R™), est un élément de I', , s'il est localement

projetable par « sur R™) est un pseudogroupe de transformation de R".

1.1.2 Définition d’un feuilletage

Un atlas feuilleté de dimension p et de codimension ¢ sur une variété
différentiable M de dimension n est un atlas A de la variété V™ pour lequel les
changements de cartes appartiennent & I';, ;. On dit encore que A est un I', ;-atlas.

Un feuilletage F de codimension q sur M est un atlas feuilleté de codimension g

maximal.
Cette structure de variété feuilletée F détermine également sur V" une structure de
variété différentiable de classe C* et de dimension p. La topologie correspondante est
appelée topologie fine de M associée & F : elle est en effet plus fine que la topologie
«initiale » correspondant & sa structure de variété de dimension n ( que ’on considére
dans la suite comme structure de base ).

Les sources des cartes de F ayant pour image un polytope de R™ forment une base
de la topologie de M. On les appelle les ouverts distingués pour F. Leurs composantes
connexes pour la topologie fine de M associée & F forment une base pour cette

topologie fine et sont appelées les plagques de F.



1.1.3 Définition d’une feuille

Une feuille du feuilletage F sur M est une composante connexe de M pour la
topologie fine associée a F.
Les feuilles d’un feuilletage F sur M définissent une partition de M en sous variétés
connexes de classe C*™ et de dimension p. On note M/F ’espace des feuilles corres-

pondant.
Le saturé d’un sous espace A de M pour F est alors la réunion de toutes les

feuilles de F rencontrant A; on dit que A est saturé si cette réunion est A lui-méme.

Proposition 1. La relation d’équivalence associée a une structure de variété feuille-

tée est ouverte.

En effet soit (U;);e; un recouvrement ouvert de M par des ouverts distingués pour
F et soit p; la relation d’équivalence sur M identifiant les points d’'une méme plaque
de F dans U;. Chacune de ces relations est ouverte et la relation d’équivalence associée
a F est la réunion des p;.
Cependant cette relation d’équivalence n’est pas en générale fermée. Elle ne ’est que
lorsque par exemple toute feuille de F est fermée et posséde un systéme fondamental

de voisinages saturés pour F.

corollaire 1. Si un sous espace de M est saturé pour F il en est de méme de son

complémentaire, de son adhérence, de son intérieur et de sa frontiére.

En particulier I’adhérence d’une feuille F' de F est un fermé connexe saturé pour

F. On dit alors d’'une feuille de 7 contenue dans F qu’elle est adhérente a F.

Proposition 2. Soit M une varz’été de dimension n et de classe C®, et deux entiers
petgtelque0<p<netg=n-—np.

La donnée d’un feuilletage F de classe C* et de dimension p sur M est équivalente
a la donnée :

- d’un recouvrement ouvert (U;)ic; de V™ ;



~ d’une famille de submersions (fi)icr, fi : U — R de classe C* de fagon qu’au

voisinage de chaque point de U;NU; on ait :f; = gj0 fi avec gj; dans Dif f72(R9)

En effet pour chaque carte ¢; : U; — R® = RP x R? de la variété feuilletée
de codimension g de classe C* determinée par un feuilletage F de M, la seconde
composante k; de ¢; est une submersion de U; dans R?; et pour chaque point z de
U;NUj il existe une application de transition g;; dans Di f f°(R?) telle que k; = gjiok;
d’ot1 la proposition.

Ainsi, une submersion k¥ de M dans R? détermine un feuilletage de codimension q‘ de

V™ dont les feuilles sont les composantes connexes des fibres de k.

A/
4&‘01/1111 |

7T

Re

=~

F1G. 1.1 — Un tore feuilleté

1.1.4 Feuilletages et intégrabilité

Le fibré tangent & un feuilletage F de classe C* et de dimension p d’une variété
différentiable V™ détermine sur V™ un systéme différentiel S de classe C*® et de di-
mension p complétement intégrable. Inversement selon le théoréme de Frobenius[3],
un sytéme différentiel de classe C* et de dimension p complétement intégrable déter-

mine un feuilletage de classe C* et de dimension p ayant pour feuilles les sous variétés
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intégrales maximales de ce systéme.
La correspondance ainsi établie entre feuilletages et systémes différentiels S de classe
C* complétement intégrables est biunivoque et analytique.

Un systéme différentiel S de classe C* et de dimension p sur une variété V" est
déterminé par la donnée en chaque point zo de V™ d’un sous espace P, de 1., V" de
dimension p, et tel que Vz, € V™ il existe un voisinage U de zp , et X1, Xs,..., X, p
champs de vecteurs différentiables sur V™ et linéairement indépendants de classe C*®
engendrant le sous espace P, en tout point y de U.

Désignons par xs = {X € x(V*);Vz € V", X, € P,} le sous module associé au
systéme différentiel S. La condition de compléte intégrabilité du systéme différentiel
S est alors

[xs, Xxs] C xs-

De fagon duale le fibré tangent du feuilletage JF est caractérisé par un systéme de
Pfaff P de classe C™ et de rang ¢ = n — p complétement intégrable s’annulant sur xs.
Un systéme de Pfaff P de rang q et de classe C% sur une variété V" est déterminé
par la donnée en chaque point x de V™ d’un sous espace P, de 7T, V™ de dimension
n — g,et tel que Vzo € V™ il existe un voisinage U de zg , et wy,wo,...,w,, ¢ formes
différentielles sur V™ linéairement indépendants de classe C*™ engendrant le sous es-
pace P, en tout point de U.
Désignons par A(P) = {w € A(V"),w, € P;,Vz € V"}, et par Z(A(P)) l'idéal en-
gendré par A(P).

La condition de compléte intégrabilité se traduit alors par :
dA(P) C Z(A(P))

Remarque : La feuille F,, du feuilletage F passant par z; est alors 'ensemble
des points de M que 'on peut atteindre & partir de zp par un chemin continiment
différentiable par morceaux dont le (ou les ) vecteur(s) tangent(s) en chaque point =

appartient a Fy.
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1.2  Quelques types de feuilletages

1.2.1 Feuilletage simple

Soit M une variété de dimension n,7 : M — N une submersion de M dans
une variété N de dimension ¢. Le systéme différentiel S = ker 7, est complétement
intégrable. Le feuilletage correspondant F a pour feuilles les composantes connexes
des préimages par 7 des points de N. On dit que le feuilletage est défini par la
submersion 7. Les feuilles sont des sous variétés propres fermées [9].

Si en outre les préimages par 7 des points de N sont connexes, on dira que
le feuilletage F est simple. En identifiant N & M/F on note que la topologie de N
est exactement la topologie quotient M/F et sa structure de variété est entiérement
déterminée par la condition que la projection canonique 7 : M — M/F soit une
submersion.

Considérons une variété feuilletée (M, F) quelconque. U étant un ouvert quelconque
de M, soit Fy le feuilletage induit par F sur U. On dira que U est un ouvert simple
dans M pour F si Fy est un feuilletage simple. Le feuilletage est alors défini dans
U par la projection my : U — U sur une variété quotient locale. On observera que
tout point de M admet une base de voisinages ouverts simples pour F. I suffira pour
cela de considérer une carte feuilletée ¢ : U — ) dont on a restreint le domaine de

fagon que (2 soit un pavé de R™.

1.2.2 Feuilletage quotient

Soit G un sous groupe discret de Dif f(V™) opérant différentiablement, propre-
ment, et librement sur une variété différentiable V™ de classe C* :
la projection p: V® — V™ /G est un revétement.
Soit F un feuilletage de classe C” et de dimension p sur V” invariant par G, c’est-
a-dire g,F = F pour tout g € G, il existe un feuilletage F/G sur V"/G de méme
nature que ¥ et un seul tel que si py est un difféomorphisme d’un ouvert U de V™

sur un ouvert V' de V™ /G alors les traces des feuilles de /G sont les images par py
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des traces des feuilles F sur U. (F/G)y = p*(Fv).
F/G est le feuilletage quotient du feuilletage F par le groupe G. Les feuilles de F

sont les revéments de celles de F/G.

1.2.3 Feuilletage image inverse par une fibration

Soient M et V™ deux variétés différentiables, 7 : M — V™ une fibration locale-
ment triviale de fibre F, et F un feuilletage de classe C™ et de dimension p sur V™. Le
feuilletage 7, F image inverse de F par la fibration 7 est le feuilletage dont les feuilles
sont dans M les composantes connexes des inverses par 7 des feuilles de F.

Les feuilles de F sont pour la projection 7 des fibrés localement triviaux ayant pour
fibre type des réunions des composantes connexes de F'.

En particulier,

Si 7 est un revétement de V™, les feuilles de 7, F sont des revétements de celles de F.
Si F est le feuilletage trivial de V™ par ses points, les feuilles de 7,F sont des com-
posantes connexes des fibres de 7. Dans ces conditions on dit que le feuilletage m.J
est simple et est déterminé par la fibration .

Si 7 est un difféomorphisme, les feuilles de 7, F sont des images par 7~! des feuilles

de F.

1.2.4 Suspension d’un feuilletage par un groupé de difféomor-
phismes

Considérons une variété différentiable connexe B de dimension p et une variété
différentiable connexe T de dimension g. Soit p : m(B;xo) — Dif f(T) un homo-
morphisme du groupe fondamental de B dans le groupe des difféomorphismes de 7.
Sur le produit cartésien V =T x B de T par le revétement universel de B (identifié
aux classes d’homotopie de chemins issus de z ), la premiére projection pry : V—T
définit un feuilletage F de codimension g.

On définit sur V une action différentiable de m;(B;zo) en posant, pour tout
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[] € (B o) : By (y, 2) = (p([7]7)(w), 2. [v]) ]

On note V l'ensemble des orbites de my(B;xg) par cette action, et 7 : V — V' la
projection canonique. L’élément de V' défini par (y, £) sera noté (y,. "2). Si on se place
dans Youvert T x U de V, out U est la préimage d’un ouvert U simplement connexe
de B par p : B — B, la correspondance y,'AJ) — (y, p(&)) définit une bijection ¢y
de n(T x U) sur T x U. 1l existe une unique structure de variété sur V pour laquelle
les ¢y sont des diffeomorphismes locaux. Pour cette structure, 7 : ¥V — V est un
étalement. Comme R|,| envoie les feuilles de F sur des feuilles de F, la projection sur
V' définit un feuilletage F de codimension q de V' dont les feuilles sont les projections
de celles de . La projection p : V ~— B définie par p((y, "3)) = P(Z) est une fibration
localement triviale de fibre -type T'. On voit alors que les feuilles de F sont transverses

auz fibres de la fibration p.

1.3 Sous-variétés transverses; feuilles propres

1.3.1 Sous-variété transverse

Soit 7" une sous variété immergée de M de dimension q. T est dite sous-variété
transverse de F si, en tout point de T I'espace tangent a T est supplémentaire de

I'espace tangent a la feuille passant par z.

Lemme 1. [9] : Le saturé d’une sous-variété transverse de F est ouvert.

1.3.2 Feuille propre; feuille localement dense

Une feuille F' d’une structure de variété feuilletée F sur une variété M est propre
(resp. localement dense) si la topologie fine de F' coincide avec celle induite par M

(resp. s'il existe un ouvert de M dans lequel F' est dense).

Proposition 3. [9] :Si F,, est la feuille de F passant par Ty, les propriétés suivantes

sont équivalentes :
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(i) Fy, est propre

(ii) Il existe une sous-variété transverse T telle que : T N Fyy = {z0}

1.4 L’holonomie des feuilles

1.4.1 Le glissement le long des feuilles d’un feuilletage

Considérons T et T" deux sous variétés transverses d’un feuilletage F de V. L’objet
de ce paragraphe est de définir une application de T dans 7" qui & un point ¢ de T
fait correspondre un point z’ de 7" situé sur la méme feuille. Seulement la difficulte,
voir fig.1, reside au fait que la feuille passant par = peut ne pas rencontrer 77, ou au

contraire la rencontrer en plusieurs points.

A%
’I‘///—-}_{_()
T
w
fig.2

Toutefois en se ramenant au cas particulier du feuilletage simple défini par la
projection 7 : V. — W de V sur une variété quotient (voir fig.2), on peut considérer
deux points quelconques x, et zj qui se projettent sur un point y. Il existe alors un
voisinage ouvert U de zy dans T et un voisinage U de zj, dans T” tel que la relation
d’appartenance & la méme feuille définisse sans ambiguité un difféomorphisme de U

dans U’ qui sera dit glissement le long des feuilles.
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1.4.2 Cas général

En revenant au cas général, Soient T" et T" deux variétés transverses de F. Consi-
dérons des points zo € T et z, appartenant & la méme feuille F'.
L’idée suggérée par le cas des feuilletages simples, est de définir le glissement le long
des feuilles en suivant une chaine d’ouverts simples allant de o & zp.
Pour cela choisissons dans F' un chemin continu
~v:[0,1] = F avec v(0) = o et (1) = zo.
Soit tp = 0 < tlv < ... < t; = 1 une subdivision de [0, 1] telle que, pour 1 <7 <k,
P'image de ([ti_1,%i]) est contenue dans un ouvert simple U;. On dira que {U, -, Uk}
est une chaine d’ouverts recouvrant le chemin +. De la connexité, on déduit que chaque
¥([ti-1,ti]) est contenue dans une plaque F; de l'ouvert U;. Pour 1 <14 < k — 1 dési-
gnons par T; la sous variété transverse de F passant par z; = v;(t:)-
Le glissement le long des plaques dans I'ouvert simple Uy définit un
difféomorphisme ¢ d’un voisinage ouvert Uy_; de zx_; dans T;_; sur un voisinage
ouvert Uy, de zj, = zx dans T". Le glissement dans Ui_; définit un difféomorphisme
-1 d’'un voisinage ouvert Uy_, de xx_o dans Ty_, sur un voisinage ouvert Ux_; de
zx_1 dans Ty_,, etc .. ., jusqu’a un diffeomorphisme ¢; d’un voisinage ouvert U de xg

dans T" sur un voisinage ouvert U; de x; dans T}, Finalement en posant :

U'=prope10--¢p(U)

on obtient un difféomorphisme
Yrog10--p:U—-U

d’un voisinage ouvert de z dans T sur un voisinage ouvert de z, dans T". De plus ce
difféomorphisme ne dépend visiblement pas du choix de ces sous variétés transverses
T, T3, ..., Tr_; utilisées.

On notera h, le germe en z, de ce difféomorphisme. C’est un difféomorphisme du
germe de T' en z, sur le germe de 7" en zj,. On dira que h, est le glissement le long
des feuilles suivant 7. h, ne dépend pas de la chaine d’ouverts simples utilisés mais

seulement de la classe d’homotopie du chemin 7.
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1.4.3 Le groupe fondamental de la feuille F en z,

Dans le cas particulier ot v est un lacet en z, c’est- & -dire un chemin continu
d’origine et d’extrémité zg, dans la feuille F', le glissement le long des feuilles définit un
germe h, en z, de difféomorphisme de la sous variété transverse T respectant le point
xo. Considérons un autre lacet v, en zo dans la feuille F,il vient que hyyy = hyohy
comme h, ne dépend que la classe d’homotopie [v], on définit une

correspondance [y] — h., qui est un homomorphisme
ey 71'I(F; -'EO) - Diffmo(T)

du groupe d’homotopie de la feuille en xy dans le groupe des germes des difféomor-
phismes locaux laissant fixe le point z.

On dira que h;, est la représentation d’holonomie de la feuille F en zy. Son image est
le groupe d’holonomie de F en z;.

En remplagant T par une autre sous variété transverse Ty passant par x, le glisse-
ment le long des feuilles dans un voisinage ouvert simple arbitraire de zy identifie
canoniquement le germe en o de T avec le germe en zo de T3, donc Dif f(T) avec
Dif f(T1). Il vient que le groupe d’holonomie de F' en x, est défini indépendamment
de la sous variété transverse. On pourrait alors raisonner modulo le glissement le long
des feuilles, i. e. considérer h,,([v]) = h, comme un germe de difféomorphisme de la

variété quotient locale en xg.

1.5 Feuillletages et ['-Structures

Pour systématiser ce point de vue on considére une variété différentiable W2 de
dimension ¢q et de classe C*, un sous-pseudogroupe I' du pseudogroupe I'(W?) des
difféomorphismes locaux de classe C* de WY, ainsi que I'ensemble 7 des germes des
éléments de I avec sa projection source o sur W et sa topologie de faisceau (cette
topologie est engendrée par les ouverts obtenus en prenant pour chaque élément de

I' ses germes en tous les points de la source ; pour cette topologie a est un étalement
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sur W). La composition et le passage & I'inverse munissent 7 d’une structure de

groupoide topologique.

1.5.1 T -cocycle

Un I -cocycle régulier de classe C* sur une variété différentiable V™ de dimension

n > q est déterminé par les données d'un recouvrement ouvert (U;)ier de V7, et
pour chaque couple (4, j) d’indices d’une application continue <y;; de U; N U; dans 7
vérifiant les conditions suivantes de cocycles et de régularité :
1) vk et ykj © v4i coincident sur U; N U; N Uy
ii) f; = a o ~; est une submersion de classe C*° de U; dans W¥.

(714 = identité)

Un tel cocycle détermine un feuilletage F de codimension ¢ et de classe C*™ de

V™ caractérisé par la propriété d’induire sur chacun des ouverts U; le feuilletage

défini par la submersion f; d’ot la proposition :

Proposition 4. La donnée d’un feuilletage F de codimension q sur une variété
V™ est équivalente & la donnée d’un y-cocycle régulier (Uj;~i;) sur une variété

W1 de dimension q.

Deux tels cocyles (U;;+i;) et (Ui;yi;) correspondant & un méme recouvrement
ouvert (U;)icr de V™ sont cohomologues s’ils définissent le méme feuilletage de
V™, ou encore si pour chaque indice 7 € I il existe une application A; : U; — 7
telle que pour chaque couple (7, 7) d’indices on ait la propriété suivante :
iii) 7}; et Ajv;A;" coincident sur U; NUj : condition de cobord.

Plus généralement , deux tels cocycles (Us; ;) et (U]; ;) correspondants a deux
recouvrements ouverts (U;)icr et (U})jes sont équivalents si les cocycles qu’ils
induisent sur le recouvrement ouvert (U; x U}) jyerxs sont cohomologues, c’est
a dire en fait si ces deux cocycles définissent le méme feuilletage de V™.

On définit alors une I'- Structure réguliére sur V™ comme un élément du premier

groupe de cohomologie H'(V™,T') a valeurs dans le faisceau sur V" des germes
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d’applications continues de V" dans np ce qui correspond & une classe de T'-
cocycle réguliers équivalents. On dit alors que le feuilletage F sur V™ est un
I'-feuilletage s’il peut étre associé a une telle I' - structure réguliére.

On dit aussi que V™ est une I'- variété lorsque ce feuilletage est de dimension 0,
c’est a dire lorsque la dimension de M est égale 4 ¢q. La donnée d’un I'- cocycle
régulier correspond alors a celle d’'un atlas de V™ dans W? avec changements
de cartes dans le pseudogroupe I'.

Partant de ce dernier point de vue et considérant que le pseudogroupe I' est une
géomeétrie sur W9, on peut donc dire qu’un I'- cocycle régulier sur V™ correspond
a un feuilletage ayant une structure géométrique transverse modelée sur celle

de WQ,

Exemples

i) Feuilletages transversalement de Lie W?est ungroupe de Lie et I est le pseu-

dogroupe obtenu par localisation du groupe des translations & gauche de W¥4.
ii) Feuilletages transversalement parallélisables W7 est une variété paralléli-
sable et T est le pseudogroupe des difféomorphismes locaux conservant un pa-
rallélisme.
iii) Feuilletages riemanniens W est une variété riemannienne et I est le pseudo-

groupe des isométries locales.

1.6 Feuilletages de Lie

Dans cette partie on désigne par G une algébre de Lie réelle de dimension n et par

G un groupe de Lie connexe ayant G pour algébre de Lie.
Soit M, une variété différentiable connexe et paracompact de dimension p, p 2> n.

Toutes les variétés, applications, formes, champs de vecteurs sont supposées de

classe C°.
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1.6.1 Définition

Soit F un feuilletage de codimension ¢ sur une variété M. Une structure de G-
feuilletage de Lie pour F est déterminée par la donnée d’un I'-cocycle régulier défi-
nissant F, ot I" est le pseudogroupe sur G obtenu par localisation du groupe de ses
translations & gauche. Autrement dit un tel feuilletage avec sa structure transverse
est déterminé par les données :

— d’un recouvrement ouvert (U;)ier de M,

— d’une fafrlille de submersions f; : U; — G,

— d’une famille d’applications localement constantes g;; : Uy N U; — G, tels que

’on ait fj = g,-jfj sur Uj N Uj

1.6.2 Exemples

i) Le feuilletage défini par une submersion d’une variété M dans un groupe de Lie G

posséde une structure canonique de G-feuilletage de Lie.

ii) Toute forme de Pfaff fermée et sans singularités sur une variété M, détermine un
R-feuilletage de Lie sur M.

iii) Soient H et G deux groupes de Lie simplement connexes et D un homomorphisme
surjectif de H dans G. Les fibres de D définissent un feuilletage de Lie sur H
que nous noterons F. Soit I' un sous groupe discret uniforme de H (i. e. H/T
est un compact ). F est invariant par les translations & droite de I'. Par suite

F induit sur H/T' un feuilletage de Lie de groupe G dont I’homomorphisme
d’holonomie est h : m (H/T) — G.

Proposition 5. [3] :

La donnée d’un G-feuilletage de Lie F sur une variété M est équivalente a la donnée :
- d’un homomorphisme h: m(M) — G
- d’un revétement galoisien p: N — M de groupe h(m (M))
- d’une submersion q: N — G, égquivariante par h

(i. e. q(a.x) = h(a)g(x) Yaem(M) , Yee N ).
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De plus si la variété M est compacte alors q est une fibration a fibres compactes.

Théoréme 1. de structure [3)(E. FEDIDA)

Avec les notations et les hypothéses de la proposition précédente,

st H = h(m (M)) est le groupe d’holonomie globale de F, les adhérences des feuilles
de F sont une fibration de M sur l'espace homogéne G/H. De plus si F est une
feuille de F, le feuilletage induit par F sur F est un K-feuilletage de Lie ot K est

la composante conneze de H contenant lidentité de G.

En particulier, si M est connexe et si F a une feuille compacte (resp. localement

dense ) toutes les feuilles de F sont compactes (resp. partout denses ).



Chapitre 2
Déformations des Feuilletages

Dans ce chapitre nous présentons quelques résultats de base sur les déformations
d’un feuilletage, ensuite on étudie les déformations infinitésimales des feuilletages

transversalement holomorphes et de celles de I'holonomie d’une feuille.

2.1 Définitions

Nous allons rappeler la définition d’'une déformation d’un feuilletage de maniére
générale. Pour tout x élément de M , on note G,(M;n) la grassmannienne des plans

de codimension n de T, M. On obtient ainsi un fibré localement trivial
G(M;n) — M
de fibre type la grassmannienne G(p+n,n) de ’espace R**?. Un champ de classe C*

de p — plan est une section de classe C* de G(M;n) — M.

Soient 7 un champ de p—plan sur M et (11;72;. ..;7,) une base de sections locales

P P
de7.S8i X = Z ;T etY = Z b;7; sont deux sections locales de 7, on a :
i=1 j=1

X Y] =) abslr ]+ ) {aimi(by)7; — bymy(ai)m}.

3,j=1 i,j=1
Dans le quotient v = TM/7, la valeur de [X, Y] en un point z € M ne dépend que

de celle X et Y et non celles de leurs dérivées. Ce qui permet de définir une 2-forme

21
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, : 7 X7 — v dont la valeur en Xz et Y, est la classe dans le quotient v, du
vecteur [X,Y],. Par le théoréme de Frobenuis le champ de p-plans 7 est intégrable
si et seulement si {), est identiquement nulle. Dans ce cas 7 définit un feuilletage de
codimension n sur M.

On munit espace I'(G(M,n)) des sections C*® de G(M,n) de la topologie C* qui en
fait une variété de Fréchet. L’ensemble F(M, n) des feuilletages de codimension n sur

M (zéros de Q) en est un fermé; on le munit de la topologie induite.

2.1.1 Déformation d’un feuilletage

Une déformation d’un feuilletage F € F(M,n) paramétrée par un voisinage S de

0 dans R™ est une application continue : p: ¢t € T — F; € F(M,n) telle que

p(0)=Fo=7F

Le groupe Dif f(M) des diffeomorphismes de classe C*® de M agit sur
F(M,n)). Pour tout F € F(M,n) on notera Of l'orbite de F.

2.1.2 Déformation a type différentiable fixé

Une déformation p: ¢t € T — F, € F(M,n) paramétrée par un voisinage S de 0
dans R™ est dite a type différentiable fixé si pour tout t € T, p(t) € Of; en d’autres
termes il existe une famille différentiable (h;):er de difféeomorphismes de M tels que :
hi(F) = F.

Considérons maintenant un feuilletage F transversalement holomorphe de codi-
mension n d’une varété M compacte, défini par un cocycle feuilleté {U;, f;,vi;} o
(Usi)ier est un recouvrement ouvert de M, f; : U; — C™ une submersion et v;; des
biholomophismes locaux de C" tels que sur U; N U; # ® on ait f; = vy 0 fi.

Une déformation F; de F paramétrée par un espace analytique (.S, 0) (cf. [20] pour

plus de détails ) est la donnée d’un recouvrement ouvert (U;);c; de M, ft: U; — C"
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une submersion et d’une famille de biholomorphismes locaux (’ij)(i,j)e IxJ tels que
v fHUNU;) — f{(U; N U;) dépendant holomorphiquement de ¢ tels que :

i) ff=1j0f;

il) f)=fiet ’Y?j = Yij-

On peut alors dire que nous avons sur (S,0) x M, un feuilletage Ft défini par
les subermersions locales (s, z) — (s, f{(z)) de (S,0) x U; dans (S,0) x C* dont la
structure transverse est localement isomorphe a (S,0) x C™.

Deux déformations F*t et F" paramétrées par le méme espace (S,0) sont dites
isomorphes s'il existe une famille différentiable de difféomorphismes (h:) de M tels
que Ft = (h)*F".

Plus précisément, si F" est défini par un recouvrement ouvert (Up)rex et une
famille de submersions {f{f : U, — C"}. Pour tout z € U; N Uy il existe une famille
analytique (7};) d’isomorphismes complexes locaux de C™ telle que : f = Yo fitohy
sur un voisinage de z.

Sip : (5,0) — (S, 0) est morphisme analytique, alors F () sera une déformation

de F paramétrée par (S, 0) appelée déformation de F induite par .

2.2 Déformations infinitésimales

Pour étudier des cas pratiques nous allons nous placer dans le cas ou l’espace S
parametrant les déformations désignera toujours un voisinage ouvert de 0 dans C.
Désignons par F* une famille & un paramétre F* de feuilletages paramétrée par le
complexe t.

On peut considérer f;(z) = % fi(z)|t=0 comme un champ de vecteurs le long de
f2 = f; (i- e. une section du pull back f(7C") du fibré tangent de C" ).

Aussi ;(z) = 5i77?j(z)|i=0 peut étre considéré comme un champ de vecteurs holo-
morphe le long de v;; = 7).

Les relations f{ = ~}; o f} donnent

i) i=m50f;
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i) fi = o fi + dvij(f;)

et les relations 7}; = +}; o 7}, donnent :
i) i = 75 0 Tk
iv) Yik = Yij © Vi + dvi(Yn)-

d’ot1 la définition :

2.2.1 Définition

Soit F un feuilletage transversalement holomorphe de M de codimension n sur une
variété compacte M. On appelle déformation infinitésimale de F toute déformation
F* de F paramétrée par un voisinage ouvert .S de 0 dans C ( dans notre cas Ssera
toujours un intervalle de R du type | — €, €[, avec € assez petit ) du fibré tangent TF
en tant que section de G(M,n) — M.

Une déformation infintésimale sera alors définie par la donnée d’une famille ( f;, f,»),
ol f; est une submersion de U; dans C®, f; un champ de vecteurs le long de f;, et
d’une famille (v, %i;), o0 7;; est un biholomorphisme de f;(U; N U;) sur fi(U; NUj),
et 4;; est un champ de vecteurs le long de +;; telle que les conditions 4 ) - 4v ) soient

satisfaites.

2.2.2 Champs de vecteurs feuilletés
Définition

Soit F un feuilletage de dimension m et de codimension n sur une variété M,
défini par la donnée d’un systéme différentiel complétement intégrable S.
Un champ de vecteurs X € xs est dit feuilleté si, pour tout Y € xs, le crochet [X,Y]
appartient & xs. L’ensemble x(M, F) des champs feuilletés est le normalisateur dans
x(M) de la sous algébre de Lie xs. x(M, F) est une sous algébre de Lie de x(M). On
peut d’ailleurs donner 4 la notion de champ feuilleté plusieurs définitions équivalentes,

comme le montre la proposition suivante :
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Proposition 6. [9] : Soit X € x(M) les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) X est feuilleté.
ii) Si (pt)j<e est le groupe local & un paramétre asssocié & X au voisinage d’un
point arbitraire de M, pour tout difféomorphisme local @y, p; laisse invariant le

systeme différentiable S.

iii) Dans tout ouvert simple distingué, (i. e. un ouvert de co-ordonnées locales

(€1, %2, -y Tmy Y1, - - - Yn) SuT lequel le feuilletage F est défini par les équations
dy, = dy, = -+ = dy, = 0 ) les n derniéres composantes de X ne dépendent
que des variables y1,...,Yn)-

I1 découle de la proposition ci-dessus que :

— Dans tout ouvert simple U, un champ feuilleté X est projetable en un champ
de vecteurs différentiables sur la variété quotient locale U ( ceci est encore une
caractérisation des champs feuilletés ).

— Le quotient x(M/F) = x(M,F)/xs est une algébre de Lie appelée l'algebre

des champs basiques de F.

2.2.3 Le faisceau fondamental ©

Soient F un feuilletage transversalement holomorphe, et 6 le faisceau des germes
des champs de vecteurs feuilletés sur M. Un tel champ de vecteurs est projetable
sur un ouvert simple distingué par f; en un champ de vecteurs sur un ouvert de C*
engendrant un groupe local & un paramétre d’isomorphismes analytiques.

Soit (z, z) un systéme de coordonnées locales dans lequel f; est définie par :
(z,z) — z, alors € est de la forme :

9

&(z,2) = alz, z)i + b(z)% + 5(2)6

oz

(S]]

ol b(z) est holomorphe en z.
Désignons par O le quotient de © par le faisceau des germes des champs de vecteurs

tangents aux feuilles. On dit que c’est le faisceau des germes de champs de vecteurs
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basiques. La restriction de © a U; est canoniquement isomorphe & f7(B¢r), ot O¢n
désigne le faisceau des germes de champs de vecteurs holomorphes sur C™.

Le crochet des champs de vecteurs induit une structure d’algébre de Lie graduée
sur les groupes de cohomologie H*(M, ©).

Considérons maintenant une déformation F' du feuilletage F parameétrée par
(8,0) il existe un morphisme linaire bien défini connu sous le nom de morphisme

de "Kodaira — Spencer™ définie par :
p:ToS — HY(M,0)

qui & a% € TpS fait correspondre la classe du cocycle associant a U; N U; la section
fi (&%) de ©/U;NU; = f:(6c») /U N Uj.

Il résultent de ce qui précéde que la compacité de la variété M rend buinivoque
la correspondance entre les éléments de H'(M,©) et les classes d’équivalence des

déformations infinitésimales de F. D’ou le théoréme :

Théoréme 2. Soit M une variété différentiable compact, et F un feuilletage de M.
L’espace H'(M,©) paramétre les classes d’équivalence des déformations infinitési-

males de F

2.2.4 Déformations infinitésimales d’un feuilletage suspension

Dans cette partie nous nous intéresserons & I’étude des déformations infinitési-
males d'un flot F d’un groupe de Lie compact G obtenues en suspendant un difféo-
morphisme ¢ de G. Considérons G un groupe de Lie compact et connexe, et ¢ un
difféomorphisme de G. En suspendant le difféomorphisme G, on obtient un flot F
de G (i. e. un feuilletage de G de dimension 1 ). Ce feuilletage est engendré par un
systéme différentiel complétement intégrable, déterminé par un champ de vecteurs
sans singularités X tel que :

X = ¢*(X).
Désignons par :
C%Z, x(G)) ’ensemble des fonctions f définies de Z dans x(G) par
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fx:n— X —¢*(X) avec X € x(X);

CY(Z, x(G)) ’ensemble des fonctions f définies de Z dans x(G) par

fix :m — k(n)X avec k € End(Z));

C%(Z, x(G)) I'ensemble des fonctions f définies de Z? dans x(G) par

gk.x : (n,m) — k(n,m)X avec k € End(Z?).

Soient &, l'application linéaire définie de C°(Z, x(G)) dans C*(Z, x(G)), par :

8o(f) = fux_o-x avec k € EndZ, et & 'application linéaire définie de C'(Z, x(G))
dans C*(Z, x(G)), par

61 fr,x) = 0 si le sous module xx est une sous algebre de Lie de I’algébre de Lie x(G)
ol fx :n — k(n)X;X € x(G),et xx ={Y € xa,Vz € G, ot G; = vect < X; >}.
G étant un groupe de Lie compact, tout champ de vecteurs non nul X est sans sin-
gularités (i. e. X; # 0 Vz € G) par suite le systéme différentiel qu’il engendre est
complétement intégrable. En appliquant le théoréme de Frobenuis on montre que xx

est une sous algébre de Lie de x(G). Ainsi pour tout fx € C%(Z,x(G)) on a :

(01000)(fx) = d1[do(fx)]

= 0(fex—px))

= 0
D’ou : (51 0(50 = (.
Par suite le complexe :
C%(Z, x(@)) 2o, CHZ,x(G)) N C*(Z, x(G)) définit un groupe de cohomologie :

CY(Z,x(G))

50 (C°(Z, x(G))

que 'on peut aisément identifier a x(G)/B avec

HY(Z,x(G)) =

B={X-¢"(X) ; Xex(G)}
. On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 3. Les classes d’équivalence des déformations infinitésimales d’un flot

F, sur un groupe de Lie compact G, obtenu en suspendant un difféomorphisme ¢
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de G sont décrites par le premier groupe de cohomologie H'(Z, x(G)) du groupe Z
a valeurs dans le Z-module x(G) qui s’identifie également au quotient de x(G) par

le sous espace B C x(G) des éléments de la forme X — ©*(X) avec X variant dans
x(G).

2.2.5 Déformations infinitésimales de I’holonomie d’une feuille

Soit F' une feuille propre d’un feuilletage F de M de codimension 7, et V une
sous variété transverse & la feuille F’ passant par zy. L’holonomie de F' sera un homo-
morphisme :

R : my(F,z9) — H
oul H est le groupe des germes en 2 des difféomorphismes de V' laissant z, invariant.
Sur (S,0) x M nous avons un feuilletage F* dont la structure transverse locale est

isomorphe & (S, 0) x C™,défini par les projections :
(s,2) — (s, f{(2))

On peut étendre la sous variété transverse locale V en une sous varété V* isomorphe

a (S,0) x V au dessus de (5,0). L’holonomie de F considérée comme une feuille de

F* sera un homomorphisme :
he:m(F,y0) — H°

ou H? est le groupe des germes en 2y des automorphismes analytiques de V'* au dessus

de S. Si nous identifions V* 4 (S,0) x V, alors h® sera de la forme :
R (a)(s,z) = (s,h’(a)z) pour «a € m(F,z).

Soit O, ’espace vectoriel des germes en 2, des champs de vecteurs holomorphes
sur V. La restriction du faisceau © a la feuille F' est un faisceau ©p localement
constant isomorphe & ©( en z,. Elle est déterminée par la représentation du groupe

fondamental m;(F, z,) dans Oy induite par ’holonomie h° de F.
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Ainsi pour p = 0;1 , HP(F,Op) est isomorphe a HP(m,(F, 20),©0), la cohomo-
logie du groupe m1(F, zo) dans ©q considérée comme 71(F, z0)-module 3 travers la

représentation h°.

La fonction :

a — &(a) = h(a);? (8h;ia) |s=0>
est cocycle représentant un élément de H(m1(F, 20), ©0) = H'(F,OF). Cet élément
est précisément I'image de % par la composition de :

p:ToS — HY(M,0O)

avec la restriction

HY(M,8) — H'(F,OF).

Il mesure les déformations infinitésimales de ’holonomie de F'.

2.3 Le théoréme Kodaira-Spencer-Kuranishi [16]

Théoréme 4. soient F un feuilletage transversalement holomorphe de codimension
n sur une variété compacte M et © le faisceau des germes des champs de vecteurs
basiques. Alors il existe un germe d’espace analytique (S,0) paramétrant une défor-
mation F, tel que pour toute autre déformation F; paramétrée par (T,0) il eriste un
morphisme ¢ : (T,0) — (S,0) tel que la défomation induite F,qy soit isomorphe &
Fi. En plus il existe un voisinage U de 0 dans H' (M, ©) (qui est de dimension finie)
et une application différentiable §8: U — H?*(M, ) tels que (S,0) est le germe en 0
de 371(0).

Le germe d’espace (S, 0) est appelé espace versel (ou espace de Kuranishi) de F

et F° appelée la famille verselle de F.

corollaire 2. (Kalka-Duchamp)
Si HY(M, ©) = 0, alors tout feuilletage F' muni d’une structure transverse trés proche

de F est isomorphe a F.

on dit que F est rigide, si S est réduit & un point.
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corollaire 3. 9i H*(M,©) = 0, alors l’espace versel des déformations de F est

isomorphe & un voisinage ouvert de 0 dans H*(M, ©).

corollaire 4. Si dans l'assertion du théoréme ci-dessus le germe (S’,0) n’est pas
unique et si p : ToS' — HY(M,©) est un isomorphisme, alors ¢ : (S',0) — (S, 0)

est un isomorphisme.



Chapitre 3

Groupe de Cohomologie HYZ: x(F))

3.1 Introduction

Pour calculer HY(Z, x(F)) ou F = SO(3) désigne le groupe spécial des rotations
de I’espace euclidien R?, il faut déterminer ’espace
B = {X — ¢*(X); X € x(F)}. Pour cela il faut se donner X € x(F) et trouver
Z € x(F) solution de I’équation
(B)  Z-¢"(2)=X
Considérons (X71;X2; X3) une base de champs de vecteurs invariants a gauche du
module libre x(F') de rang 3 sur 'anneau C*°(F') des fonctions complexes de classe
C* sur F. Alors se donner un champ de vecteurs X € x(F) revient a se donner trois
fonctions fi, fa, f3 € C®(F) telle que :
X = f1iXh1 + foX2 + f3X3 Comme les champs de vecteurs X; , X; , etX; sont
invariants & gauche on a :
¢*(X;) = X; pour i = 1,2,3. D’od
(X)) = fiopXi+ faopXs+ f309pX3
Si on pose Z = g1 X1 + g2X5 + ¢93X3 'équation (E/) est alors équivalente au systéme

31
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suivant ( o chacune des inconnues est cette fois-ci une fonction )-

g—q1op=fi
(s) 92— gaop=fo
93— gzo0p = f3

En réalité tout revient & résoudre 1'équation ( dite équation homologique ) :

Etant donnée une fonction f € C®(F)), trouver g € C®(F) telle que :
(B) g-—gop=f

Dans un 1" temps nous allons résoudre I’équation (*) ci-dessous sur la sphére S2 :
Etant donnée une fonction f € C*(S?) et I/, (a € SO(3)) la translation & gauche
provenant de ’action & gauche du groupe SO(3) sur la sphére S? trouver une fonction
g € C*(5?) telle que :

(x) g-—goL,=f
Ensuite nous établirons que la résolution de ’équation () est suffisante pour décrire

toutes les solutions de I’équation (F) dans C*(SO(3)).

Enfin nous procédérons & une description du groupe de cohomologie H'(Z, x(F))

3.2 Représentations linéaires des groupes compacts
dans les espaces de Hilbert

3.2.1 Définition

Soient G un groupe topologique, et E un espace vectoriel sur R ou C.

Une représentation linéaire continue (p, E') de G est un homomorphisme p: . — p;

de G dans I’ensemble des endomorphismes de F,
(Pzpy = Pay; pe = identité de E ) tel que I'application (a,z) — py(a) de Ex G da.ps

F soit continue.
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Lemme 2. (lemme de Schur)

Soient (p1, E1), (p2, E2) deux représentations linéaires irréductibles d’un groupe

compact G.

Si ~ est une application linéaire de Ey dans B telle que :
Plz0Y=70pu; VT EG
Alors on a : v =0 ou~y est un isomorphisme de E; dans E;
Pour établir ce Lemme nous distinguons les deux cas suivants :
1. Sia€ Imyona:a=~(b) avec b € F; d’oi
p1z(@) = pr1z(7(B)) = ¥ 0 paz(b) = ¥(p2:(b)); V& € G donc I'my est stable par py,
doncsivy#0ona: Imy=E
2. Sib e kery,v(p2(b)) = p1(v(b)) = 0 donc kery = E.

En résumé on a : v = 0, -y est un isomrphisme de £ dans E;.

conséquence

Si p est une représentation matricielle irréductible d’un groupe compact G, les
seules matrices qui commutent avec tous les p, sont les matrices scalaires (i.e. de la
forme AI,A € C ).

Soit M une telle matrice, A une valeur propre on a :

pe-(M — Ay = (M — X).p;;Vz € G

comme M — Al n’est pas un isomorphisme il vient que M = AJ

Cette preuve est basée sur l'existence de la valeur propre A. ce qui est effectif si

I’espace de la représentation est un C-espace vectoriel.

Proposition 7. soit p et u deux représentations matricielles irréductibles d’un méme

groupe compact G de dégré n et m respectivement. Si on pose

pe = (a](z)) pz = (b5 (2))
Alors
0 st p non éguivalente a p

/ ol (z)al(z)dr = {  sks?
Ja !

1

st p équivalente ¢ u
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Pour démontrer ce résultat considérons M une matrice quelconque a n lignes et
m colonnes ; posons N = / Pz M dx.
On vérifie immédiatement (fue tpyo N = Nopu,Vy € G. donc d’aprés le lemme de
Schur si p n'est équivalente & pi; on a N = 0 pour toute matrice M. En particulier
si nous prenons M = E} matrice dont tous les les éléments sont nuls sauf celui de la
¥m ligne et de la k*™ colonne qui vaut 1. Alors on obtient le 1¢ résultat.
Si maintenant p est équivalente & p alors N = o oll a est un scalaire en prenant la
trace des deux membres , on a : tr(N) = tr(M) = atr(I) = a.n
Dou:a= t—rinw
En prenant alors de nouveau M = E} on a : tr(M) = 6. et on obtient le second
résultat.

Dans tout ce qui suit G sera toujours un groupe compact, on désignera par A
I’ensemble des classes d’équivalence des représentations linéaires finies irréductibles
de G. Si A € A son dégré sera noté ny , on pourra toujours supposer choisi dans A

un représentant unitaire ; une représentation matricielle associée sera notée ’\a;-;l <

i)j S n).

Proposition 8.

0stA#p
rataral =< A y(Ap)e Ax A
j k a
—n"(s;. SiA=pu

cette proposition découle de la proposition ci-dessus

3.2.2 Le théoréme de Peter-Weyl

Théoréme 5. Si G est un groupe compact le systéme des fonctions \/TT,\(’\aj.),

(1 <4,j <ny), A €A, est orthogonal et complet dans L*(G)

L?(G) désigne 'ensemble des fonctions de carrées sommables sur G. 11 a été déja

établi ( cf. Proposition7 ) que le systéme était orthonormal.

Si le groupe G est fini, le systéme comporte Z n? = card(G) = dimL*(G) fonctions.
AEA
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1l est donc complet. Nous supposerons donc G compact non fini. Pour démontrer que
le systéme *ai, (1 < 4,5 < my),A € A est complet dans L?(G), il suffit de vérifier
que si f € L*(G) et si f est orthogonal & tous les aj alors f = 0. Soit f € L*(G)
et f # 0, alors f * f est une fonction continue non nulle car (f * He) = l|fI|?; ot
(f@)=F@T) et (f* =)= fefly™)fy)dy

d’autre part on vérifie facilement que f x f = f * f donc 'opérateur L, ; défini par :
Ef*f-(h) = (f * f) x h Vh € L*(G) ) est hermitien, compact non nul et admet une

décomposition de la forme
[o o]
Lrj=) P
i=1

ot les P, sont des projecteurs orthogonaux sur L?(G), les sous espaces propres
P;(L*(G)) étant de dimension finie (propriétés des opérateurs compacts).

Soit E; un sous espace propre pour lequel L;,7 # 0, de la relation
L= Lys.Lf, on déduit que sur E; ona: Ly. si R la représentation reguliére a droite
de G, définie par : (R.f)(z) = f(za) Vfe L?’(G) , a€G
Comme £ commute avec R, pour tout z € G, E; est invariant par R alors (R, E;)
est une représentation linéaire finie de G, donc il existe une base de E; formée de
fonctions du type "a;? » A € A. Puisque Ly # 0 il existe au moins une fonction ’\a'z telle
que

al = fxral £0

or (f «al)(2) = fo fley ™) al(y)dy = [ f () al(u " z)du

= Yok, Yak (@) [5 f(u)ak(u)du,
ainsi f ne peut &tre orthogonal a tous les *a.

Ce qui démontre le théoréme.

Remarque

si f € L*(G) et nous posons :
ol = [, f(z)*aF(z)dz, 1 < ny <n A€ A, il résulte du théoréme précédent que

[V = m( 3 o

A€A 1<n <n
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On vérifie aisément que le coefficient de ny, n'est autre chose que la trace de As. A,

en désignant par \; la représentation Af = / f(x)Azdz et par \s Padjoint de Af
G

(Af- = As) on a donc la formule suivante :

/c; |f(z)|?dz = Zn,\Tr(/\f./\f.)

A€A
Théoréme 6. soit p une représentation d’un groupe compact G dans un espace de

Hilbert H. Alors p est somme directe hilbertienne de représentations irréductibles de

dimensions finies

Nous allons effectuer une décomposition de H a partir d’une famille de projecteurs

orthogonaux (Py)xea avec (Pn, =ny [ pz.Xa(x)dz. posons :
G

(Pyu,v) = n,\/(pzu, v)xx(z)dz ,Yue H |, YueH , VA€ A, avec ny dési-
gnant le dégré ge la représentation A. Pour vérifier qu’on a une famille de projecteurs
orthogonaux formons pour A € A et u € A l’expression
(PAPyu,v) = nany f, fG(szU, v)xx(2)Xu(y)dzdy
= mny o Jolpt, v)Xa (@)X (27" 2)dzdz
= Ny fG fG(PzU, v)(X * Xﬂ)(z)dz'

De la proposition 8 et de la définition du caractére il découle que :

- 0 si A#p
X“‘X":{& S8 A= (A p) € AxA

n

Par suite on a : (P\P,u,v) = 0si A # p, et (PA\Pyu,v) = (Pyu,v) si A = p.

Nous allons maintenant montrer que la somme de ces projecteurs estl’identité sur
H . pour cela il suffit de vérifier que : Pyu = 0 entraine A =0
Posons h(z) = (u,p,u) V€ G wu€ H il vient :
(12 %)(@) = [ () Ta(w)dy = (o, puPr)
on a donc h * X, = 0, on en déduit h * h * x, = 0.ce qui donne en particulier :
(h+ b+ x»)(e) = 0. Or le premier membre de cette équation n’est rien d’autre que la

trace de l'opérateur Aj,, lequel rappelons nous est défini par :

Aivh = /(ﬁ * h)Apdz
G
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D’autre part d’apés la remarque qui suit le théoréeme 1 on a :
[ @iz = 3 maTr 05
G AEA
d’ott [|h|]z = 0 et comme h est continue h(e) = 0 c’est-a-dire (u,u) = 0 ou encore
u=0dans H
Pour vérifier que l'espace Ey = Py(H) est stable par p, il suffit de vérifier la formule :

(paPrpy-1u,v) = (Pau,v), Yu € H,Vv € H.

3.2.3 Les représentations linéaires du groupe SO(3)

Si (p, V) est une représentation linéaire finie de SO(3), I'algébre de Lie p(SO(3))
sera un sous espace de Hom(V,V) de dimension 3 et pour lequel il existera une base
(A1, Az, As) telle que :

[A1, As) = As , [Ag, As] = A, , [As, Al =4

pour déterminer les représentations linéaires finies de SO(3) on est donc amené a
rechercher tous les espaces vectoriels V' et les opérateurs A;,

(¢ =1,2,3) sur V qui satisfont aux relations de commutation ci-dessus. SO(3) étant
compact on peut toujours supposer p unitaire.

En écrivant p, = exp(a'A; + a4, + a343), 9 € SO(3) et en traduisant la relation

py-p = E (opérateur identique ) on vérifie que :
Al =-4; , (=12,3)

)

autrement dit pour une représentation unitaire les opérateurs A; sont antihermitiens.

Pour des commodités du calcul on pose :
H,=1iA1 - Ay, H_y=1A+ Ay, H3=1A;

Popérateur Hj est hermitien et H, et H_ sont hermitiquement conjugués. On vérifie

les relations de commutations :

[H+aH-—]=2H3 ) [H—,H3]:H— ) [H37H+]:H+
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Les valeurs propres A de Hj sont réelles et les vecteurs propres v, associés deux a

deux orthogonaux. On vérifie que :
1. H,vy est nul ou est vecteur propre de Hj avec la valeur propre A + 1.
2. H_v; est nul ou est vecteur propre de Hj avec la valeur propre A + 1.

on peut alors écrire :
Hivy = B
Hovyn = aywy

On établit les relations de récurrence :
ay) = ﬁ,\—l, ﬁf = ﬂ§—1 —2)

Désignons par j la plus grande valeur propre de Hj, on vérifie que —j est la plus
petite. Le nombre de valeurs propres de Hj est donc 2j + 1 d’ou il resulte que j est
entier ol demi entier.

Considérons alors les vecteurs v_j,v_j41,...,V; SUpPpOSés ndrmés; ils sont orthogo-
naux et constituent une base d’un espace Ry;;; & 2j + 1 dimensions , espace dans
lequel se réalise la représentation pU) de SO(3) de degré 2j + 1.

Nous allons montrer que cette représentation est irréductible. Soit

R’ C Ryj41 un sous espace invariant par p) et h un vecteur propre de H3 appartenant

a R’ et correspondant a la plus grande valeur propre de Hj restreint a R'.

Ona: _
h=35__,cvet HHh=0

= Y FH =35 FBks =0

— cjmctl= =g =0

= h=cjyjdoncy; € R,
mais comme R’ est stable par H_, v;_1, ..., V- appartiennent & R', donc R’ = R¥*1,
On a ainsi réalisé une représentation irréductible p; de SO(3) de dimension 2j + 1. j
est appellé le poids dominant de la représentation.
Considérons maintenant une représentation unitaire quelconque (p, V;,) dans un

espace & n dimensions; construisons les matrices Hy, H_, H3, et trouvons la plus
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grande valeur propre j' de Hj, associons lui le vecteur vj et & 'aide de H_ formons la
suite des vecteurs propres vjr,...,V_j. lls engendrent un espace Rajr41 sur lequel se
réalise une composante irréductible pY) de p. Soit R’ le supplémentaire orthogonal de
Ryjr41 dans V,,. On recommence le méme procédé sur R’ et on décompose ainsi p en
somme directe de représentations irréductibles du type pY") de p. En définitive aprés

résolution des équations de recurrence donnant c et fx on établit le théoréme :

Théoréme 7. Toute représentation unitaire, irréductible de dimension finie du

groupe SO(3) est définie par un certain nombre positif entier

ou % entier j. le degré de la représentation est 2j + 1. Les opérateurs Hz, H,, H_ sont

donnés dans une certaine base orthonormée vj,...,v_; par les formules
H3Vk = kl/k’ H—Vk = \/](] + 1) - k(k -— l)l/k_l

Hyvg = /3G +1) — k(k + D, (k= —j,...,+3).

Le théoréme ci-dessus donne les conditions nécéssaires que doivent vérifier les
représentations irréductibles de SO(3), mais la question qui se pose est la suivante :a
tout entier ou demi entier j correspond-il une représentation continue de SO(3) du
type pU) ? La réponse n’est positive que si j est entier. Pour mettre cela en évidence
nous allons considérer un revétement universel de SO(3) soit SU(2).

On sait déja que SU(2) est simplement connexe ( confert [10]). Tout élément de SU(2)

peut étre représenter par une matrice de la forme

(57)

aveca €C, e Cet |a?+ |02 =1.
D’autre part tout élément g de SO(3) peut étre considéré comme produit de trois
rotations , 'une d’angle ¢y autour de Oz, ’autre d’angle 6 autour de Oz, troisiéme

d’angle ¢; autour de Oz avec 0 < ) <27, 0< 6 <7, 0 < ¢y < 27.
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A tout élément a de SU(2) on peut associer un élément g de SO(3) défini par :

.0 o 1+ o 2z T

Sin — = M —_— = : pmaed L — — —

5 |8 ; cos 5 la| ; 5 arge; — argf 5"

Si on désigne par f l'application ainsi définie n’est pas injective; (f,SU(2)) est un
revétement du groupe simplement connexe SO(3).

L’application f ainsi définie n’est pas injecctive : tout élément g de SO(3) est I'image

de deux éléments de SU(2) représentés par les matrices

g Her+eo) . . g =tlea—e1)
+ COS 5€ —18I 5€
o . . g Heatey) g —ile1+e2)
18l 5€ COS 7€

il en résulte que le noyau Kerf est isomorphe au groupe multiplicatif (1, —1) et que
SO(3) est le quotient SU(2)/Kerf.

Par ailleurs SO(3) et SU(2) étant localement isomorphes ont la méme algébre de
Lie. il en résulte que les conditions nécéssaires que nous avons touvées pour les re-
présentations unitaires irréductibles de SO(3) sont applicables aux représentations
irréductibles de SU(2) que nous désignerons par x¥), mais la situation est différente
du fait que SU(2) est simplement connexe. Désignons par H; le sous espace des endo-
morphismes de Rj;;; engendrés par les groupes & un parameétre d’opérateurs infini-
tésimaux Hy, H_ et Hjz. p) est un isomorphisme local de SU(2) dans H; et comme
SU(2) est simplement connexe p) étre prolongé en un homomorphisme continu de
SU(2) dans H;, le prolongement étant encore noté p. 11 en résulte que pour tout
entier ou demi entier j, u{) est une représentation unitaire continue de SU(2).

Si nous revenons maintenant aux représentations de SO(3), I'isomorphisme local pi¥)
sur H; ne pourra étre prolongé en un homomorphisme continu de SO(3) dans H; que

si pour la représentation uU) correspondante on a
pdd =19 4 esU).

On vérifie que cette circonstance n’a lieu pour j entier d’ot le théoréme
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Théoréme 8. Toute représentation irréductible du groupe SO(3) est équivalente &

une représentation p’, avec j entier.

3.3 Résolution de ’équation (x) dans C*(S?)

On considére (p, L2(S?)),la représentation du groupe spécial des rotations SO(3)

dans l’ensemble des fonctions de carrées sommables sur la sphére S? définie par :

(pg(f))(n) = f(g7'n), VgeSO@), Vfel*S?), Vnes?

. L’élement d’aire dw = sin(#)dfdy étant invariant par rotation et comme on a :

[ spraa= [ 15Pa0

Alors la représentation est unitaire,par suite elle est décomposable en somme hilber-
tienne de représentations irréductibles dont les espaces de représentations sont des
sous espaces Eyj;; de L?(S?%) de dimension 2j + 1, (j étant entier ).

Considérons FEj;1; un tel sous espace et pY9) la restriction de p & ce sous espace. nous
allons en chercher une base constituée d’éléments C*(S?) et déterminons les opéra-
teurs infinitésimaux A;, A,, As définis ci-dessus correspondant a p¥).

on a Asf = lim nga— f

a—i

nition ne sera pas L2(.5?) tout entier mais contiendra C®(S?).

la limite étant prise au sens de L2(5?%). Le domaine de défi-

. 8,0 —a)— f(6, 0
VFECT(S) Adf(bry) = lig {02 I00) D

D’une fagon générale sur C*(S?) :

aa') 8 (8(,0’) 8 _
A,’z T — + . ’ nl= ln
(8(1’ ,00 " \dai ), By J

En calculant on obtient

.0 0
A = smapga—-l—cotan9cosapa—¥;

0 .
Ay = —c;)s%+cotanesmgoa—

A3=—%
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{y7',m = —j,—7 + 1,---,j} constituée d’élements de C>(S?) qui sont définis
comme suit :

Sin est un point de la sphére $2, défini par ses angles polaires (0, ),y s’écrit alors :
1 .
Y (0, ¢) = 5™ P"(cos 0)

Ou j est un entier, et P/* désigne le polynome :
m| .
G-1|m|) [27+1 1 udf+lml(m2— 1);

(.7 + |m|)' 2 2jj! (1 B :1;2) 2 dxi+m| [10]1 [12]

Pt () = (=)™

3.3.1 Résolution de ’équation (x) dans Ey;4,

Soit un sous espace invariant Ey;;1 de L*(S?) par la représentation ¢ précédem-

ment définie , et L opérateur linéaire défini dans L*(S?) par :
Vge L*(8%) L(g)=g—golL,

Pour tout g € Eyj41, 0n a:

go Ly = pa-1(g) € Egjn

Par suite I’ opérateur L est stable sur Ey;,,. Considérons alors la restriction de I'opéra-
teur L & Fy;4+1 que nous noterons encore L. Résoudre I’équation (*) pour une fonction
f € Eyj4 revient & trouver un antécédent g € Ey;41 de f par opérateur L.

La famille {y7*,m = —j,—j +1,---,j} étant une base de Ep;;1 et du fait de la
linéarité de L, P’équation (*) se résoud complétement en faisant parcourir f dans
{y",m = —j,—3 +1,---,7}. De plus a étant un élément de

S0(3),il existe une base de I’ espace euclidien R3 dans laquelle la matrice de a est de

la forme :
cost sint O

—sint cost O
0 0 1

ag

avec t € R Dans la suite a sera toujours pris sous la forme a;.
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Proposition 9. Soitt € R,et a; un élément de SO(3).

L “équation : (x) g—golL, =y',m=—j,—j+1,...,3 dans FEaji1

donne les solutions suivantes :

(i) sim =0, il n’y a pas de solutions dans Fyji1

(i1) sime {—j,—j+1,... 0,... ,j} : Les solutions de I’équation (x) sont de la
forme :

- Pourt ¢ {i’j—:,mo € {—j,—j+1,...,a,...,j},k €Z}ona:

1
gy = my;n + )\y;-), avech €C

- Pourtz{i’j—: avec k € Z etmoe{—j,—j+1,...,6,...,j},k€Z}
.Si |m| = |mo| Il n’y a pas de solutions.

.85 |m| # |mo|,les solutions sont de la forme :

1 —my
Yabm = my,‘"vLay?Jrﬂyj *+yy® avec o , B, v €C

En effet considérons l'opérateur L défini précédemment dans Ej;4; et déterminons

le complétement en calculant les images de la base de Fy;4; par L.
Ly = yi" — i o L,

L(y)(n) = y7*(n) —yi*(an) Vn e S%

Pour un point n de la sphére §% déterminé par ses coordonnées polaires (6, ) on a :

cost sint 0 sin § cos ¢
amn = —sint cost 0 sin@sin ¢
0 0 1 cosd

Alors a;n aura pour coordonnées polaires (6, —t) d’ ou :

LP)(W) = (e - em-9)PP(cos)
_ \/%eim‘f’(l — e"™) P (cos §)

— (1 _ C—imt)y;n(n)
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Par suite :
L(y]") = (1 = e™™ )y (1)
Pour m=0on a:

L(y]) = 0=y} € KerL

Procédons maintenant a la résolution de ’équation ().
-Sim =0, il n'y a pas de solutions d’aprés (1).
Sime {—j,...,0,... , 7}, on distingue alors deux cas :
l,cas :Sit ¢ {fr’f—(’)’ i mg € {—j,...,a,...,j},k € Z} les solutions de ’équa-

tion (*) dans F»;;; sont les fonctions de la forme :

9x ~y; + /\y;-’, avec A € C

T 1—eim
2°cas :Sit= fﬁ—(’)’ avec k € Z,my € {—j,...,a,...,j}
On a :L(y;™) =0 et L(y;™) = 0 Par suite ;" et y;™ € KerL d'ou :
-Pour m = |my| il n’ y a pas de solutions pour 1 équation (*).

-Pour m s |my|, les solutions de 1"équation (*) sont les fonctions de la forme :

1 m -—m, TN
Sep) = T omim¥y + W5 +BY; T+ avee a,f,7€C

3.3.2 Résolution de I’équation (*) dans C*(S5?%)

On généralise les résultats obtenus dans E»j1 & L?(S?) qui est une somme hil-
bertienne des espaces E,j,1. comme C®(S?) est dense dans L?(S?) et les éléments
des bases canoniques des sous espaces Fy;y1 étant dans C*°(S5?), alors les résultats

obtenus dans L?(S?) restent valables C*°(S?). D’ot la proposition :

Théoréme 9. Soit t € R, eta, un élément de SO(3).
L’équation

(%) g—go L, =y dans C*(S?),
(ovm € {—j,—j+1,---,3} et j € Z) a pour solutions :

(i) Sim=0¢etj€E€Z, il nya pas de solutions dans C*(S?)
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(i) Sije N etme{—j—j+1,-,0,--,5};
les solutions de ’équation x sont de la forme :
- Pourt ¢ {%’i—;’,mo €N ke€eZ} ona:

|
Wyj 4 Z Ajy?’ avec AJ € C

g,\=1_e

Jj=0
- Pourt= 2;’%’ avec k € Z, et mg € N*
o Si|m| = |myl|, il n’y a pas de solutions;

o Si|m| # |mo|, les solutions sont de la forme :

1 o0 o0 o0
0 -
Iepm) = Tl + D058 + > B+ Y v
=0

j=lmol j=Imol

ou aj,ﬂj,7j eC

3.4 Description des solutions de ’équation (F)

Considérons (o', L>(SO(3))) la représentation du groupe spécial des rotations
SO(3) dans espace vectoriel des fonctions de carrée sommable sur SO(3) .SO(3)
étant un groupe compact et L%(SO(3)) un espace de Hilbert alors d’aprés le théo-
réme de Peter Weyl [4], p est décomposable en une somme directe hilbertienne de
représentations irréductibles p/#, j étant entier. De plus d’aprés [3] les espaces de re-
présentations des p# sont des sous espaces Ej;,; de L*(SO(3)) de dimension 2j + 1, j

étant un entier.

Proposition 10. [11] : Toute représentation irréductible T du groupe Lie SO(3) est
isomorphe & l'une des représentations p’.
Ou p’ désigne une des représentations irréductibles obtenues dans la décomposition

de la représentation (p, L*(S?%))

En appliquant le théoréme 4 aux répresentations irréductibles sur
L?(S?), on établit aisément ce théoréme. Il découle de ce théoréme que les représen-

tations (o7, Eqj41) et (07, Ej;,1) sont isomorphes. Par suite les éléments de la base
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canonique de Ej;,; sont des fonctions indéfiniment dérivables sur SO(3). On dé-
duit de I'isomorphisme des représentations p et o/, que la résolution du probléme ()
dans C*°(S?) est suffisante pour décrire toutes les solutions de ’équation (E) dans
C>(SO(3)). 1l vient que la description du groupe de cohomologie H(Z,x(F)) =
x(F)/B peut étre effectué par la résolution de I’équation (x).

3.5 Description du goupe H(M,N¥)

Dans cette partie nous distinguerons deux cas :

1 cas : Sit ¢ {25, me N*, ke Z}.
On considére dans un premier temps de 'opérateur L restreint & un espace
Esj41, et on désigne par K; = kerL = vect < y;«’ > et par H; I’ensemble image
de L dans Eyj;1. Ona H = ImL = vect < y;j,...,g;s.’,...,yj: >.
De ces résultats, on déduit le calcul du noyau de 'opérateur L dans C*(s?), et
de son ensemble image.
Soit K =kerL,et H=ImLon a:
K=KoEBK1EB"’EBKJ'EB"',etH:Hl@Hz®"'@Hj€B"'-
On détermine alors l'espace B = {X — ¢*(X), X € x(F)} qui n’est autre que
B = {(f1, f2, f3) € (C®(5%))%/3(g1,92,93) € (C®(S?))* : gi —gio L}, = f5i =
1,2,3} dot B— H x H x H.
Il reste & déterminer le groupe x(S52)/B.

Pour cela, on considére 'application ¢ définie par :

p: K* — x(5%)/8

(91,92,93) —  ©(91,92,93) = :1.X1+ 92X2 + 93.X3

11 est facile d’établir que ¢ est un isomorphisme linéaire. On en déduit que :

x(8%)/B ~ K?
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2ome cas : Sit= %I moeN"kEZ
On raisonne de maniére analogue que précédemment, en déterminant dans un
premier temps le noyau et 'image de 'opéraeur L restreint & un sous espace
E»;.1.Ainsi deux cas sont & distinguer dans ce calcul :
(i)Si0<j<m
ona: K;=kerL = vect < yJ >
et Hj:ImL=Vect<y;j,...,g;2,...,yj: >
(i) Sij >0
il vient que : K; = vect < yj"m",y?,yj’m" >
et Hj = ImL =wvect <yj" > i i =5 i)

On en déduit dans un 2™ temps le noyau et I’ensemble image de 'opérateur L
dans C*(S5?)
soit : K =kerL=Kq®K,1®...K;®...
et H=ImL=H & H,®.. H;®....
L'ensemble B = {X — ¢*(X), X € x(52)} sera donc isomorphe & H x H x H =
H?. 1l vient que le groupe x(S?)/B est isomorphe & K x K x K = K?3.
D’ou :
HY(M,NF) =~ K°.

On a alors théoréme suivant :

Théoréme 10. Soit F' le groupe spécial des transformations orthogonales de l’espace

euclidien R® , t € R,a; € SO(3) avec comme matrice dans une base convenablement
choisie
cost sint 0
ag= | —sint cost 0 |., et L, désigne la translation & gauche sur SO(3) suivant
0 0 1

a;.

Soit F un flot de Lie de groupe SO(3) sur la variété M = S' x F, transverse a la
fibration triviale F — M - S' ( ou 7 est la projection sur le facteur

St ) obtenu en suspendant le difféomorphisme L, .

Alors on a :



(i) Site{#* ; meN keZ}

HY(M,N7) ~ K? avec K = vect < y? >iez

(ii) Sit= 2% m,e N, keZ

HY(M,Nr) =~ K? avec K = vect < (y?)jeN s (Y™

)J'Bmo ) (?/}no)jzmo >
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Deuxiéme partie

Géométrie différentielle des fibrés
unitaires de certains espaces

symétriques de rang 1
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Chapitre 1

Quelques Rappels

1.1 Meétriques de Levi-Civita du fibré unitaire

Soit P : M — N une submersion ; notons que le complémentaire dans T,,M de
(T P)™*(O) est isomorphe & Tpm)N.
Il n’existe pas de choix canonique pour un tel complémentaire, toutefois dans le cas ot
M est munit d’une métrique riemanniénne, nous pouvons choisir le complémentaire
orthogonal de (T;,P)~}(0) dans T,, M, soit H,, : c’est le sous espace horizontal de
T.M.

Définition

Une application P de (M, g) dans (N, k) est une submersion riemanniénne si
- P est une submersion lisse.
- Pour m € M, T,, P est une isométrie entre H,, et Tp(m)N.

Soit (M, g) une variété riemannienne.Le fibré unitaire de (M, g) noté UIM est

I’ensemble des vecteurs unitaires tangents & M :

UM ={veTM | g(v,v) =1}

53
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Soit pas : TM — M la projection canonique. La restriction de pys & U9M sera notée
p. On désigne par T,p la différentielle de p. Son noyau est ’espace tangent T;,(T. M) a
la fibre de z = p(v), et cet espace qu’on appelle espace vertical, s'identifie canonique-
ment & T, M. Nous allons définir sur 7'M une métrique de submersion riemannienne
qui induit la métrique g, sur la fibre 7, M. Il suffit pour cela de se donner une distri-
bution de plans dans TT'M transverse a la distribution verticale. Une connexion sur
TM définit bien une telle distribution (voir par exemple (B1],ch.1)). La métrique de
Levi-Civita est obtenue si on prend pour connexion la connexion de Levi-Civita de la
métrique. Cette metrique peut étre decrite simplement en se donnant les longueurs
des courbes dans T M. Une telle courbe s(t) = (u(t),v(t)) n’est autre qu’un champ
de vecteurs le long de la courbe t — u(t) dans M. Le carré de la norme du vecteur

vitesse 8'(t) pour la métrique est donnée par
91('(2),8'(8)) = g(u'(8), /() + g(D™v(t), D*v(t))

ot w/(t) est le vecteur tangent a la courbe u(t) dans M, et Du(t) est la dérivée
covariante de v(t) le long de u(t) dans M.
On voit facilement que cette description est équivalente & la premiére, et que pas est

a fibres totalement géodésiques.
La métrique induite sur U9M par celle de T'M sera aussi notée g;. La projection

p: (UM, g)) — (M, g) est encore une submersion riemannienne & fibres totalement

géodésiques.

1.2 Espaces homogénes

1.2.1 Définition

a) Une variété riemannienne (M, g) est homogéne si le groupe des isométries I(M, g)
agit transitivement.

b) Une variété riemannienne est dite G-homogeéne (ou homogeéne sous le groupe de

Lie G) si G est un sous groupe fermé de I(M, g) qui agit transitivement sur M.
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Dans ce cas la variété est diffeomorphe au quotient G/Hg, oit I'on a désigné par
H, le stabilisateur de z dans G .Notons que H, est compact (théoréme d’Ascoli).
Inversement en utilisant un argument d’intégration (cf. [G — H — L] par exemple ) on

prouve le résultat suivant :

Théoréme 1. Soit G/H un espace homogéne effectif, oi H est compact. Alors
il existe sur G/H des métriques riemanniennes G-homogénes. Ces métriques sont

déterminées par les produits scalaires Ad(H)-invariants sur g/b.

11 est plus commode de travailler avec un supplémentaire
Ad(H)-invariant m de b ( il existe d’aprés le méme argument d’intégration). Sous
les mémes hypothéses, il est possible de préciser de combien de paramétres au plus
dépendent ces métriques G-invariantes. Nous utilisons librement le vocabulaire et les

notions de base de la théorie des représentations ( voir par exemple [PC] ).

Théoréme 2. Soit m = m, @ ... ® m; une décomposition de m en somme directe
de H-modules irréductibles deux a deux non isomorphes. Alors tout produit scalaire

Ad(H)-invariant sur m est de la forme

1=l

g= Z gi,
=1

ot U'on a désigné par g; un produit scalaire Ad(H)-invariant ( et donc unique & un
facteur
prés ) sur mi. En particulier, si m est un H-module irréductible, il y a sur G/H une

métrique G-invariante ( 4 un facteur scalaire prés ).

Une reformulation plus commode est la suivante. On se donne une fois pour toute

un produit scalaire Ad(H )-invariant sur m noté (, ). Alors g peut s’écrire sous la forme

g = Z’\‘i<,>mi'

En employant ce point de vue dans le cas général ou une décomposition de m peut

admettre des composantes irréductibles isomorphes on obtient le résultat suivant.
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Théoréme 3. Soit G/H un espace homogéne, ot G est un groupe de Lie compact,
(s) un produit scalaire AdG-invariant sur g, et m Uorthogonal de b pour ce produit
scalaire. Soit

m=m,P...om

une décomposition de m en somme de directe de H-modules irréductibles alors toute

forme quadratique Ad(H)-invariante sur m peut se mettre sous la forme

i=l

9(w) = > Mui u)mg + > iy (@i, ),
i=1 i<j
ot u; désigne la composante dans m; de u € m, et ®;; un H-morphisme de m; dans

m;

Rappelons que si m; et m; ne sont pas isomorphes il n’existe aucun H-morphisme
de 'un dans l’autre. On retrouve alors le théoréme 2. Rappelons aussi que 1’ensemble
des H-morphismes d’'un H-module irréductible est isomorphe & R, C ou H.

Si G est compact et semi simple, il existe sur G/H une métrique privilégiée : on
choisit pour m 'orthogonal de h pour la forme de killing B de g, et on munit m de la
restriction de —B

( rappelons que B est définie négative ).

1.2.2 Définition

Cette métrique s’appelle la métrique normale canonique. Par abus de langage, on
donnera le méme nom a toute métrique proportionnelle.
Si G est seulement compact, on appelle métrique normale sur G/H toute métrique
obtenue a partir d’un produit scalaire Ad(G)-invariant sur g. Notons que si G est

connexe , un produit scalaire (,) sur g est Ad(G)-invariant si et seulement si
VX,Y,Zeg ([2,X],Y)+(2Z Y] X)=0.

Cela conduit a la généralisation suivante des métriques normales.
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1.2.3 Définition

Soit G/H un espace homogéne et m un supplémentaire Ad(H)-invariant de g dans
h. Une métrique G-homogene g sur G/H est dite naturellement réductive, si elle est

définie par un produit scalaire (,) sur m tel que
VX,Y,Z€m ([Z,X]m,Y)+([Z,Y]m,X) = 0.

Cette notion dépend bien str du choix de m. Dans le cas général, un produit scalaire
Ad(H)-invariant (,) sur m étant donné, on définit une application bilinéaire U de

m x m dans m par la formule

AU(X,Y),2) = ([Z,X]m,Y) + (X, [2,Y]m)

1.3 Espaces symétriques de rang 1

Soit M une variété riemannienne et N un voisinage symétrique de 0 dans T,,M
tel que expn,|n : N — V,, est un difféomorphisme.
Définissons s : N — N par s(X) = —X et posons s,, = (expn,|n) 0 50 (exp|n)L.
Cette application est appelée la symétrie géodésique par rapport & m sur V,,. La
variété M est dite localement symétrique si pour chaque m, il existe N et V,, tel
que la symétrie géodésique est une isométrie. Ces espaces sont caractérisés par la

condition d’intégrabilité suivante :

Théoréme 1. Une variété riemannienne M est localement symétrique si et seule-
ment si le tenseur de courbure R (resp. la courbure sectionnelle ) est invariant sous

le transport paralléle (ot ce qui est équivalent , st DR =0)



58

1.3.1 Définition

Une variété riemannienne connexe M est un espace symétrique si pour chaque

m € M il existe une isométrie involutive s,,, : M — M telle que ( sur T,,M )
Sm O EXLPpy == €TPyy O S

Il est clair que si M est symétrique, il est localement symétrique et complet.

Le rang d’un espace symétrique M est la dimension maximale des sous variétés plates
( c’est & dire celles de courbure nulle ) qui sont totalement géodésiques dans M.

On désigne par ROSSes, les espaces symétriques de rang 1 et par CROSSes les
espaces symétriques compacts de rang 1.

Les espaces P"R, P"C, P"H, P2Ca et les sphéres euclidiennes sont des CROSSes.
En fait les espaces symétriques riemanniens peuvent étre identifiés de maniére ca-
nonique avec des espaces riemanniens homogeénes particuliers, via I'action transitive
de leur groupe d’isométrie. Cette propriété a été utilisée par Elie Cartan pour les

classifier.

1.4 Espace projectif des quaternions

L’espace H"+! ou H est le corps des quaternions est muni de sa structure d’espace

vectoriel & droite
T A= (21, Zap1) A= (@A, Tnp1A)

de son produit hermitien
n+1

<z,y>= sz@i

i=1
et de son produit scalaire réel (ou norme hermitienne standard)

< z,y >g= Re(< z,y >)

L’espace projectif P™H est l’espace des orbites pour I'action a droite du groupe H* =

H \ {0} sur H**! \ {0}. C’est I’ensemble quotient H"**! \ {0} /R ot R est la relation
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d’équivalence définie par
TRy < INe H'/z = Xy

Rappelons d’abord la métrique canonique de P"H. On considére S4"*3 comme la
sphére unité de H"*! pour la norme hermitienne standard, ol ce qui revient au méme
pour la norme euclidienne standard de ’espace réel associé. C’est la norme associée
a <, >p.

On a une action de la sphére S vu comme I’ensemble des quaternions de norme 1
sur $4"*+3 c’est donnée par (z,u) — z - u pour u € S et z € S**3. Le projectif qua-
ternionien P"H c’est aussi I'espace quotient S4"+3/53, En considérant la projection

induite sur cette action, nous obtenons la fibration de Hopf
(1) q:8int3 o PrH
TS+ = {(z,u)/z € S8, u ¢ H'!, < z,u >g= 0}

Pour z € $*3, H"*! se décompose en somme orthogonale réelle H**! = R, @7, S4"+3

De plus I'espace tangent & I’orbitre de z sous l’action de S® étant le sous espace réel
R.:®R,; R, = Vz54n+3 = {(Z,Z/\), A € H, ReX = 0}

de T,S**3 on a:

Hn+l = Rz 5} ]Rzi & sz & Rzk @b Lz

avec L, = {v € H"*!'/ < v, 2 >= 0}, ot <,> désigne le produit hermitien de H**!,
T.8%*3 = L, ® V,S*+3 c’est une somme directe orthogonale pour <, >.

L’action de S3 sur T'S*"*3 dans (1) est donnée par
((z,u), A) = (zX,ul).

La distribution L,S5%**3 reste invariante puisque < A, ul >= A < z,u > A et il
définit une connexion sur le fibré (1). Il s’en suit que I’espace tangent a P"H en q(z)
est isomorphe 4 I'ensemble des classes {(z),u)\)/ < z,u >=0,X € $%} ~ T, P"H.

Nous désignerons par g(z,u) un tel vecteur tangent en g(z).
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L’espace projectif P"H est muni d’une structure riemannienne naturelle . Notons

d’abord que pour u,v € H**! et A € S3
< U,V Sp=< U, VA >R

En fait
2<uUMVAD>R = <uMvud >+ <vAul >

= A<u,v>A+A<v,u>A\
2N < u, v >g A

= 2<u,v>R
L’expression g(q(z,u),q(z,v)) =< w,v >g définit une métrique naturelle sur P"H
pour laquelle ¢q : $4"*3 —» P"H est une submersion riemannienne 4 fibres totalement
géodésiques.
Notons que < u,v > n’est pas invariante sur S 4 cause de la non commutativité de
la multiplication.
Désignons par U(n + 1,H) = Sp(n + 1) le sous groupe de GL(n + 1,H) qui laisse le

produit hermitien <, > invariant c’est a dire
VA€ Sp(n+1), Vr,yeH" <Az Ay>=<z,y>.

Ce groupe est appelé le groupe symplectique. Pour A € Sp(n+1),z € H"*' et A € H
on a: A(z)) = A(z)A

Sp(n + 1) agit donc transitivement sur S C H™*! et agit transitivement aussi sur
PrH. Soit (ey,...,ens1) la base canonique de H™*! et ‘H le sous groupe de Sp(n + 1)
laissant fixe le point g(e,+1)-

Considérons I'application p : Sp(n + 1) — P"H définie par p(A) = q(A(en+1)) pour
A € Sp(n +1). Cette application est C™ et I’on sait voir( H N 1 p114 par exemple )
que l'application ¢ : Sp(n + 1)/H — P"H donnée par ¢(AH) = g(A(en+1)) est un

difféomorphisme. Pour A € H on a :

A(€n+1) = 6n+1/\, A€ 53.
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B

0
d’oti le difféomorphisme ¢ : Sp(n + 1)/Sp(n) x Sp(1) — P"R.

Montrons maintenant que 1’espace projectif P"H a une structure symétrique. Pour

0
Donc A est de la forme A = ( \ ) avec B € Sp(n). Ainsi H = Sp(n) x Sp(1)

cela on définit l'involution @ sur Sp(n + 1) en posant : §(A) = SAS™! avec S =

0 -1
est une paire symétrique (voir HN1 pp 173 ou K-N2 pp 225).

I, O
( ) ; alors 6(A) = Asiet seulement si A € H. Il s’en suit que (Sp(n+1),H, 6)

La décomposition canonique de I’algébre de Lie de Sp(n + 1) est donnée par :
sp(n+1) ~ h @ m avec h = sp(n) ® sp(1)
Un élément b appartient & sp(n + 1) si et seulement si b4t b = 0 et

o
m={ ( : g ) ,§€ € H"}, m s’identifie ainsi & H™. Par cette identification I’action
adjointe de H sur m a la forme

B 0 -
ad(o /\)({)zBfA

Pour £,7 € m ~ H" le produit scalaire réel < £, >y est adH-invariant. En fait on
a:

< BEX, Byk >p=< B¢, By >p=<&£,1 > .

Donc Sp(n + 1)/H a une structure riemannienne. On montre (voir [B2]) que

¢ : sp(n+1)/H — P"H est une isométrie.



Chapitre 2

Le fibré unitaire du projectif

quaternionien P"™H

2.1 Le fibré unitaire UP"H vu comme espace homo-
géne sous Sp(n+1)

En 1) nous avons vu que T,y P"H = {(zA,u))/ < z,u >= 0,) € S%}. On
appellera fibré unitaire de P™H, ’ensemble des vecteurs de T P™H de norme 1 pour

sa métrique naturelle. Nous le noterons U P"H.
UP™H = {¢(z,u) € TP"H/g(q(z,u), q(z,u)) =< u,u >g= 1}

Sp(n + 1) agit sur UP™H par :

A€ Sp(n+1) et g(z,u) € UP™H, Aq(z,u) = q(Az, Au).

Cette action est transitive car Sp(n + 1) est transitive sur les couples de vecteurs
orthogonaux de H"+!.

Reste & déterminer l'isotropie. Choisissons pour point base (g(ep), Te,q(e1)). Alors le
groupe d’isotropie pour I’action de Sp(n -+ 1) est formé des applications linéaires qui

transforment (eg, e;) en (egh, e1), X € S3.
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C’est le groupe des matrices de Sp(n + 1) de la forme :

00...0\

A0 ... 0
A

0 0 /

ot A € Sp(n —1) et A € S3. On va noter (A, A) une telle matrice. Nous désignerons

par

A(S® x Sp(n — 1)) ~ H,

ce sous groupe d’isotropie. Le fibré unitaire peut donc s’identifier & ’espace homogéne
Sp(n+1)/Ha. L'espace tangent au point base s’identifie & 'orthogonal de h, (algébre
de Lie de H3) dans sp(n + 1) pour la forme de Killing. Nous noterons n ce dernier

espace. Il est formé des matrices du type :

xr —u —-U
u —x —‘w

voow 0

Ou z est un quaternion pur, u € H, v,w € H"! . Un tel vecteur peut alors s’écrire
sous la forme X = (z,u, v, w).
L’action d’isotropie est équivalente & la représentation adjointe de H; dans n. Elle est

donnée aprés calcul par :
(A, A) - (z,u,v,w) — Az, Aud, Av), Awd)
Nous déduisons la proposition suivante qui résume notre discussion.

Proposition 1. La représentation d’isotropie de l’espace homogéne U P"H ~ Sp(n-+
1)/H, se décompose en un facteur de dimension réelle 7 et en deuz ezemplaires 1, et

n3 isomorphes a H™!
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En désignant par 7 = 1, & 72 B 73, on voit en appliquant le lemme Schur, qu’une

métrique Sp(n + 1)-homogéne est déterminée par une forme quadratique sur n du

type :

q(x1, T2, T3, Ug, Uy, Uz, u3) + AlJv|* + plw|)?

+2v < v, w > 20 < vi,w >R +Vy < vj,w >p +v3 < vk, w >R .

2.2 Le fibré unitaire vu comme espace

homogéne sous Sp(n + 1) x S0(2)

Comme pour toute variété le flot géodésique opére sur le fibré unitaire U P"H. Et
comme toutes les géodésiques sont fermées et de méme longueur (voir [G-H-L] ou [B2]
chap3), cette action passe au quotient en une action de SO(2). Plus précisésement les
geodésiques de P"H sont les images par la projection g des géodésiques horizontales

de S4+3. Avec les notations de I.D), celles-ci sont de la forme ¢ — costz + sintu et

) cost —sint
le flot géodésique transforme le couple (z,u) en (z,u) :
sint cost
Cette action commute avec I’action de S3 et passe au quotient. On obtient ainsi une
action transitive du groupe Sp(n + 1) x SO(2) sur UP"H.
Cette action est définie par :
(A, B) - g(z,u) = g(cos(tAz) + sin(tAu), — sin(tAx) + cos(t Au))

t —sint
onB=| st € SO(2) et A € Sp(n + 1). Pour qu’un élément (A, B) de
sint cost

Sp(n + 1) x SO(2) soit dans lisotropie de (g(eo), Tesq(e1)), il faut et

cost —sint cost —sint
il suffit que (Aeg, Aey) = A(eg,€;) si B = et
sint cost sint cost

eS8
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Les éléments du sous groupe d’isotropie K> se mettent sous la forme :

( Adcost Asint 0 0 \ \
—Asint Acost 0 0

cost —sint
0 0 an e A1n—1 y .
i ) ] ] sint cost

\ \ 0 0 @n11 oo Gnoipn-1 / /

ot A € S% et A = (as;) est une matrice de Sp(n — 1). Dans ce cas
UP"H ~ Sp(n + 1) x SO(2)/ K>

On munit sp(n + 1) @ so(2) de la forme bilinéaire associée & la forme quadratique
(A, B) —» -—-;—(trA‘Z _ rB'B)

L’espace tangent a Sp(n + 1) x SO(2)/K, s’identifie au supplémentaire orthogonal

de 'algébre de Lie &, de K, pour cette forme . Les éléments de €, sont de la forme :

([« B 0o ... 0o )\ )
B a 0 .. 0
O 0 b1,1 bl,n-l ) ( O _ﬁ )
oo : po

k \ 0 0 bnyg ... bn—l,n—l/ )

ol « est un quaternion pur, 3 un réel et (;;) est une matrice antihermitienne de trace

—2a. Par conséquent les éléments de 'orthogonal p de €, sont de la forme :

( ( (87 —,8 + 7y -V ... —Up_ \ \
ﬂ + 7y —Q W ... —Wp
X = (X1,Xs) = w oow 0 ... 0 |, (0 _ﬁ>
. . : . ﬂ 0
\ \ Un-1 Wn-1 0 0 / )
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Ou S est réel, ,y des quaternions purs, et v, w € H*!
Ces éléments X = (X, X;) peuvent se noter X = (o, 3,7, v, w).

L’action d’isotropie est alors donnée aprés calcul par :

(e, B,7,v,w) — (cos 2tAaX + sin 2tAyX, B, cos 26AyA — sin 2 Aa,
cos tAvA + sint Aw, — sin tAvA + cos t Aw)

Il y a donc trois sous espaces invariants par cette action. Nous avons :

Proposition 1. La représentation d’isotropie de UP™H ~ Sp(n + 1) x SO(2)/K,
se décompose en trois facteurs irréductibles, le premier est de dimension réelle 6, le

second est trivial de dimension 1, et le troisiéme de dimension réelle 8(n — 1).

Une métrique Sp(n + 1) x SO(2)—invariante sur U P"H est donc déterminée par

une forme quadratique sur p du type :

Medl® + vI1?) + 2u8” + v(llull® + [lw]|?)

2.3 Meétriques homogénes sur la variété des géodé-

siques de P"H

La variété P"H pour sa métrique canoniques a toutes ses géodésiques fermées
et de méme longueur. L’ensemble des géodésiques (orientées) de P"H (voir [B]) a
une structure de variété différentiable. Désignons par Geod( P"H) cette variété. C’est
encore un espace homogéne sous Sp(n+1) puisque ce groupe opére transitivement sur
le fibré unitaire U P"H et commute avec ’action de S*. Prenons pour point base la
géodésique définie par (q(eo), Teyq(e1)). Pour qu'elle soit globalement invariante sous

PPaction de A € Sp(n + 1), il faut et il suffit qu’il existe t € R et A € S° tel que :

cost —sint
) = /\(60> 61)

sint cost

(Ae(), Ael) (
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Aprés calcul le sous groupe d’isotropie est le sous groupe de Sp(n + 1) formé des

matrices de la forme

Acost —Asint 0 ... 0\
Asint  Acost 0 ... O
0 0
A
0 0

ott A = (asj)1<i<n—1,1<j<n—1 appartient & Sp(n — 1), et A € 53, Nous noterons K3 ce
groupe. Donc

Geod(P"H) ~ Sp(n + 1)/ K3
Soit &3 'algébre de Lie de K3. L’espace tangent en un point base de Sp(n+1)/Kj3 est
l'orthogonal t de ¥; dans sp(n + 1) pour la forme de Killing. Aprés calcul on voit que

{ est formé des matrices de la forme

( T Y U ... —Up—1 \
Yy T —~Tp_1 z y -'u
vu w0 ... 0 =|y —z -
: : : : (T 0
\ Un-1 Un-1 0o ... 0 /

ou z,y sont des quaternions purs et u; E H,s; € H 1< < nu,v € H*!
En désignant par (z,y,u,v) un élément de t avec z,y quaternions purs, et u,v €
H"-1, la représentation d’isotropie est équivalente & la représentation adjointe de K3
restreinte a t. On en déduit aprés calcul qu’elle est donnée par :
(z,y,v,w) — ((cos 2t) Az + (sin 2t) Ay, (cos 2¢) AyA + (sin 26) Az,
costAu — sint Av, sin tAu) + cost AvA)
Cette représentation s’obtient a partir de celle de 2.2en supprimant le facteur trivial

de dimension 1.

Proposition 1. La représentation d’isotropie de Geod(P™H) ~ Sp(n + 1)/Kj; se
décompse en deuz facteurs irréductibles t, et t; de dimensions réelles respectives 6 et

8(n — 1).
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Les métriques Sp(n+ 1)—invariantes de Sp(n+1)/K3 sont données par les formes

quadratiques définies positives sur t du type
g=M <>y TA <, >y

ol <, >y, désigne la restriction a t; de la forme normale canonique.



Chapitre 3

Le fibré unitaire du plan projectif de

Cayley UP*Ca

3.1 Algeébres de Lie semi-simples

3.1.1 Algébres de Lie nilpotentes et algébres de Lie résolubles

Dans cette partie toutes les algébres de Lie considérées sont des algébres de Lie

de dimension finie sur un corps k.

a) Suite centrale descendante
Soit g une algébre de Lie, on appelle suite centrale descendante de g la suite
(C™g)n>1 d’'idéaux de g définie par les formules :
Clg=g,C"g=[g,C"'g]sin >2.
On a C%g = [g, g] et C"[g,C™g] C C™*™g

Définition 1 : Une algébre de Lie g est dite nilpotente lorsqu’il existe un en-
tier n tel que C"g =20
Plus précisément g est nilpotente de classe inférieure ou égale & r lorsque

C™'g = 0. Pour r = 1 cela signifie que [g, g] = 0 c’est a dire que g est abélienne.
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Le cenire d’une algebre de Lie g est 'ensemble des z € g tels que [z,y] = 0

pour tout y € g. C’est un idéal abelien de g.
Théoréme 1. (Engel)

Pour qu’une algébre de Lie g soit nilpotente il faut et il suffit que adx soit

nilpotente pour tout x € g .

b) Dérivés successifs
Soit g une algébre de Lie. On appelle suite des dérivés successifs de g, la suite
décroissante (D™g),>1 d’idéaux de g définis par les formules :
Dlg=g, D"g=[D""'g, D" 'g]sin >2

Définition 2 : Une algébre de Lie g est dite résoluble lorsqu’il existe un
entier n tel que D*g =0

Ici encore on dit que g est résoluble de classe inférieure ou égale & r lorsque
pr+l g= 0

Le Critére de Cartan

On suppose ici que k est un corps algébriquement clos et de carctéristique 0.

Théoréme 2. Soient V un espace vectoriel de dimension finie et g une sous
algebre de Lie de End(V). Alors g est résoluble si et seulement si tr(zoy) =0
pour tous ¢ € g et y € [g, g

3.1.2 Algébres de Lie semi-simples

Dans cette partie, le corps de base k est de caractéristique zéro. Toutes les algébres
de Lie et tous les espaces vectoriels considérés sont de dimension finie sur k.
a) Définition d’une algébre de Lie semi-simple
Soit g une algébre de Lie. Si a et b sont des idéaux résolubles de g, l'idéal a+b
de g est aussi résoluble, étant une extension de b/(a N b) par a. Il existe donc

un plus grand idéal résoluble v de g. On 'appelle le radical de g.
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Définition 3 : On dit que g est semi-simple si son radical r est réduit & 0
Théoréme 3. Soit g une algébre de Lie et soit v son radical
(i) g/t est semi-simple
(ii) Il existe une sous algébre de Lie s de g qui est supplémentaire de t.
b) Le critére de Cartan-Killing
Soit g une algébre de Lie. Une forme bilinéaire B : g x g — k sur g est invariante

si 'on a: B([z,y], 2) + B(y, [z, 2]) = 0 pour tous z,y,2 € g.

La forme de Killing B(z,y) = tr(adz o ady) est invariante et symétrique.
Lemme 1. Soit B une forme bilinéaire invariante sur g, et soit a un idéal de
g. L’orthogonal o' de a pour B est alors un idéal de g
Par définition a’ est ’ensemble des y € g tels que B(z,y) = 0 pour tout z € a
Théoréme 4. (Critére de Cartan-Killing)
Pour q’une algébre de Lie soit semi-simple, il faut et il suffit que sa forme de
Killing soit non dégénérée.

¢) Décomposition des algébres de Lie semi-simples

Théoréme 5. Soit g une algébre de Lie semi-simple et soit a un idéal de g.
L’orthogonal & de a pourwla forme de Killing de g est un supplémentaire de a

dans g ; l'algébre de Lie g est canoniquement isomorphe au produit a X a'.

corollaire 1. Tout idéal, tout quotient, et tout produit d’algébres semi-simples

est semi-simple.

Définition 4 : Une algébre de Lie est dite simple si :
(i) Elle n’est pas abélienne,
(ii) ses seuls idéaux sont 0 et s.

Théoréme 6. Pour qu’une algébre de Lie g soit semi-simple, il faut et il suffit

qu’elle soit isomorphe & un produit d’algébres simples.

En fait cette décomposition est unique. En effet
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Théoréme 7. Soit g une algébre de Lie semi-simple et sotent (a;) ses idéauz
non nuls minimauz. Les (a;) sont des algébres de Lie simples, et g s’identifie

au produtt des a;
Il est clair que si s est simple, on a s = [s,s]. Le théoréme 6 entraine donc :
corollaire 2. Si g est semi-simple on a g = [g, g].

d) Eléments semi-simples et éléments nilpotents

Définition 5 : Soit g une algeébre de semi-simple, et soit x € g.

(i) On dit que z est nilpotent si 'endomorphisme adz de g est nilpotent.

(ii) On dit que x est semi-simple si adz est semi-simple (c’est-a-dire diagonalisable

aprés extension du corps de base ).

Théoréme 8. Si g est semi-simple , tout élément x de g s’écrit d’une fagon et d’une
seule sous la forme x = s+ n avec n nilpotent , s semi-simple, et [s,n] = 0. De plus

tout élément y € g qui commute &  commute aussi & s et 4 n.
On dit que n est la composante nilpotente de = et s sa composante semi-simple.

Théoréme 9. Soit & : g — End(V) une représentation linéaire d’une algébre de
Lie. Six € g est nilpotent (resp. semi-simple ), Il en est de méme de ’endomorphisme

o(z).

e) Théoréme de compléte réductibilité
Rappelons qu’une représentation linéaire ® : g — End(V') est dite irréductible
(ou simple ) si V # 0 et si ne contient pas d’autres sous-espaces stables (sous
modules) que 0 et V.
On dit que P est complétement réductible (ou semi-simple ) si elle est somme
directe de représentations irréductibles; il revient au méme de supposer que
tout sous ensemble stable de V' admet un supplémentaire stable.
Théoréme 10. (H. Weyl)
Toute représentation linéaire (de dimension finie) d’une algébre de Lie semi-

simple est complétement réductible.
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f) Passage du réel au complexe
Soient gy une algébre de Lie sur R, g = go ® C le complexifiée canonique v;

obtenu par extention du corps de base.

Théoréme 11. Pour que go soit abélienne (resp. nilpotente, resp. résoluble,

resp. semi-simple) il faut et il suffit que g le soit.

Par contre gy est simple si et seulement si g est simple ou de la forme s x 5 avec
s et 5 simples et conjuguées I'une de l'autre.

De plus, toute algébre de Lie simple complexe g est la complexifiée de plu-
sieurs algeébres de Lie simples réelles non isomorphes; on les appelle les « formes

réelles »de g.

3.2 Sous algébres de Cartan

Dans cette partie (sauf mention du contraire) le corps de base est le corps C des

nombres complexes. toutes les algébres considérées sont de dimension finie.

3.2.1 Définition des sous algébres de Cartan

Soit g une algébre de Lie et soit a une sous algébre de g. On appelle normalisateur
de a dans g I'’ensemble n(a) des = € g tels que adz(a) C a; c’est la plus grande sous

algébre de g qui contienne a et dans laquelle a soit un idéal.

Définition 1

Une sous algeébre f de g est appelée sous algébre de Cartan de g lorsqu’elle vérifie
les deux conditions suivantes :
(¢) f est nilpotente

(1%) b est égale a son normalisateur (c’est & dire § = n(h))
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3.2.2 Eléments réguliers, rang

Soit g une algébre de Lie. Si z € g, nous noterons P;(X) le polynéme caractéris-

tique de I’endomorphisme adx définit par z. On a :
Pr(X) = det(X — ad(z))

Si n = dimg, on peut écrire P;(X) sous la forme :

i=n
P(X) = E a;(z) X"
=0
Si = a pour coordonnées zi,...,z, (par rapport & une base fixée de g), on peut
considérer a;(z) comme une fonction des n variables complexes z1,...,z, et l'on
vérifie immédiatement que c’est un polynéme homogéne de degré n —i en zy, ..., Z,.

Définition 2
On appelle rang de g le plus petit entier ! tels que la fonction a; définie ci-dessus

ne soit pas identiquement nulle. Un élément = € g est dit régulier si a;(z) # 0

Proposition 1. Soit g une algébre Lie. L’ensemble g, des éléments réguliers de g

est un sous-ensemble ouvert, dense et conneze de g.

3.2.3 Sous algébre de Cartan associée & un élément régulier

Soit z un élément de I’algébre de Lie g. Si A € C, nous noterons g7 le nilespace
de ad(x) — )\, c’est & dire ’ensemble y € g tels que (ad(z) — \)y = 0 pour p assez
grand.

En particulier g2 est le nilespace de adz. Sa dimension est la multiplcité de 0 comme
valeur propre de adz c’est & dire le plus petit entier ¢ tel que a;(z) # 0
Proposition 2. Soit x € g. Alors :

(i) g est somme directe des g))

(ii) [0, 4] = g2** si A\, peC
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(iii) g2 est une sous algébre de Cartan de g.

Théoréme 1. Siz est régulier, g2 est une sous algébre de Cartan de g, sa dimension

est égale au rang | de g.

Pour la démonstration, on peut voir par exemple [S]

3.2.4 Conjugaison des sous algébres de Cartan

Soit g une algébre de Lie. Nous noterons G le groupe des
automorphismes intérieurs de g, c’est A dire le sous groupe Aut(g) engendré par les

e®¥ pour y € g.

Théoréme 2. Le groupe G opére transitivement sur l’ensemble des sous-algébres de

cartan de g.
En combinant ce théoréme avec le théoréme précédent on en déduit.
corollaire 1. La dimension d’une sous algébre de cartan de g est égal au rang de g

corollaire 2. Toute sous algébre de Cartan de g est de la forme g° ou z est un

élément régulier g.

3.2.5 Le cas semi-simple

Théoréme 3. Soit h une sous-algébre de Cartan d’une algébre de Lie semi simple
g. Alors :

(i) b est abélienne

(ii) Tout élément de b est semi-simple

(iii) le commutant de b est b

(iv) La restriction a by de la forme de killing de g est non dégénérée.

Nous déduisons les deux corollaires suivants :



76

corollaire 3. § est une sous-algébre abélienne mazimale de g
corollaire 4. Tout élément régulier de g est semi-simple.

En effet, un tel élément est contenu dans une sous-algébre de Cartan de g
Remarque On peut montrer que toute sous algebre abélienne maximale de g formé
d’éléments semi-simples est une sous algébre de Cartan de g. Par contre, si g # 0,
il existe des sous algébres abéliennes maximales de g qui contiennent des éléments

nilpotents non nuls, et ne sont donc pas des sous-algébres de Cartan.

3.2.6 Algébres de Lie réelles

Soit go une algébre de Lie sur R et soit g sa complexifiée. Les notions de sous
algébres de Cartan, d’élément régulier, et de rang se définissent pour gy comme dans
le cas complexe. D’ailleurs le rang de gy est égal a celui de g; une sous algebre de b
de go est une sous algébre de cartan de si et seulement si sa complexifiée b est une
sous-algébre de Cartan de g; un élément de go est régulier dans go si et seulement
si il 'est dans g. Les théorémes 1 et 3 restent valables (ce qui montre en particulier
I'existence de sous alébre de Cartan ). Il n’en est pas de méme du théoréme 2; on
peut seulement affirmer que les sous algébres de Cartan de g se répartissent en un
nombre fini de classes modulo les automorphismes intérieurs de gq. (cela tient & ce
que l’ensemble des éléments réguliers de go n’est plus nécessairement connexe, mais

seulement réunion finie d’ouverts connexes).

3.3 Systéme de racines d’une algébre

de Lie semi-simple complexe

Dans cette partie le corps de base est le corps R des nombres réels et tous les

espaces vectoriels considérés sont de dimension finie.
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3.3.1 Symeétries
Définition 1

Soit V un espace vectoriel et soit @ un élément non nul de V. On appelle

symétrie de vecteur o tout automorphisme s de V' vérifiant les conditions suivantes :

(i) s(a) =—a
(ii) L’ensemble H des éléments de V invariants par s est un hyperplan de V.

11 est clair que H est un suppémentaire de la droite Ra engendrée par a. La symétrie
s est bien déterminée par la donnée de Ra et H.

Soit V* le dual de V, et soit o* 'unique élément de V* qui s’annule sur H et prend
la valeur 2 en a.

s(z)=z— < a*,z>pourz €V,

ce qui s’écrit encore

s =1-a*® a en identifiant End(V) et V*Q V.

Inversement, si @ € V et a* € V* sont tels que < a*, @ >= 2 I’élément 1 —a* @ o est

une symétrie de vecteur o

Lemme 1. Soit a un élément non nul de V, et soit R une partie finie de V qui

engendre V. 1l existe au plus une symétrie de vecteur a qui laisse stable R.

En effet soit s et s’ deux telles symétries et soit u leur produit. L’endomorphisme
U jouit des propriétés suivantes :
u(R)=R

u(a) =«
Les deux derniéres propriétés montrent que les valeurs propres de u sont égales a 1.

u induit I'identité sur V/Ra

D’autre part, puisque R est fini, il existe un entier n > 1 tel que u™(z) = z pour
tout x € R, d’ot ¥u™ = 1 puisque R engendre V. On sait que cela entraine que u est
diagonalisable ; comme ses valeurs propres sont égales & 1, on a donc v = 1, d’ot

§=3
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3.3.2 Systémes de racines
Définition 2

Soit V' un espace vectoriel et soit R une partie de V. On dit que R est un systeme

de racines dans V si les conditions suivantes sont satisfaites :
(a) R est fini, engendre V, et ne contient pas 0

(b) Pour tout a € R, il existe une symétrie s, de vecteur « laissant stable R. (cette

symeétrie est unique en vertu du lemmel )

(c) Pour tout a;, B € R, s4(08) — (3 est un multiple entier de a. La dimension de V est
appelé le rang de R. Les éléments de R sont appelés les racines de V (relative-
ment & R ).

D’aprés gl. , la symétrie s, attachée & la racine a s’écrit de maniére unique :
Sa=1—a"®@a, avec < a*,a >= 2.
L’élément a* de V* s’appelle la racine inverse de a; la condition (c) est équi-

valente & la suivante :

(c’) Pour tout o, 8 € R, on a < ax,3 >€ Z.
Soit @ € R. D’apres (b) et (¢) on a —a € R puisque —a = s,(a).

Définition 3

Un systéme de racines est dit réduit si, pour tout o € R,a et —a sont les seules
racines proportionnelles a a.
Si un systéme n’est pas réduit, il contient deux racines proportionnelles « et ta avec
0 <t < 1. Applicant (c) & B = ta, on voit que 2t € Z, ce qui entraine ¢t = %
Les racines proportionnelles & « sont simplement : —a, —/2, a/2, .

Remarque Les systémes de racines réduits sont ceux qui interviennent dans la
théorie des algébres de Lie (ou groupes algébriques) semi-simples sur un corps algé-
briquement clos; ce sont les seules que nous rencontrerons. Les systémes non réduits

apparaissent lorsqu’on ne suppose plus que le corps de base est algébriquement clos.
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Deéfinition 4

Soit R un systéme de racines dans un espace vectoriel V. On appelle groupe de

Weyl de R le sous groupe W de GI(V') engendré par les symétries sq, € R.

Proposition 1. Soit R un systéme de racines dans V. Il existe une forme bilinéaire

symétrique positive non dégénérée (,) sur V qui est invariante par le groupe de Weyl.

La forme (,) munit V d’une structure d’espace euclidien par rapport & laquelle les

éléments de W sont des transformations orthogonales. Cela s’applique en particulier

T,Q

(@,q)

aux symétries s, ; on en déduit que 'on a s, =z — a pour tout z € V.

3.3.3 Systéme inverse

Soit R un sysréme de racines dans V.

Proposition 2. L’ensemble R* des racines inverses o*, a € R, est un systéme de

racines dans V*. En outre o™ = a.

Il est clair que R* est fini, et ne contient pas 0; pour prouver qu’il engendre V*
il suffit (transport de structure) de montrer que les o/ = 2a/(a, ) engendrent V, ce
qui est évident. Si o € R* on prend pour symétrie s,~ correspondante la transposée
ts5q = 1—a®a* de sq. Du fait que so(R) = R, on a se(R*) = R* . On voit également
que ™ = «. Enfin si o*,8* € R* on a < o™, 3* >=< 3*,a >€ Z.
Le systéme R* s’appelle le systéme inverse (ou dual) du systéme R. Son groupe de

Weyl s’identifie 4 celui de R au moyen de ’application

si a, B sont deux racines posons :

n(B,a) =<a*,f>=2

on an(f,a) € Z.
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Proposition 3. Soient o et § deux racines proportionnelles. Sin(3,a) >0, a — 3

est une racine.

Pour la preuve on peut voir par exemple [S]

3.3.4 Bases

Soit R un systéme de racines dans V.

Définition 5
Une partie S de R est appelée une base de R si les deux conditions suivantes sont
vérifiées :
(i) S est une base de ’espace vectoriel V
(ii) tout § € R s’écrit comme combinaison linéaire
5= Y muo
a€S

ol les m, sont des entiers de méme signe (c’est & dire tous positifs ou tous
négatifs).
Au lieu de « base »on dit aussi « systéme simple de racines » ; les éléments de

S sont appelés les « les racines simples ».
Théoréme 1. Il existe une base.

Preuve (voir par exemple [S] p VII a p VI3)
On désigne par S une base du systéme de racines R; on note R* I’ensemble des
racines qui sont combinaisons linéaires & coefficients positifs des éléments de S'; un

élément de R* est appelé une racine positve (par rapport a .S).

Proposition 4. Toute racine positive peut s’écrire

B=o1+ -+
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avec a; € S de telle sorte que toutes les sommes partielles
a1+~-+ah lghgk‘

soient des racines.
Preuve (voir [S])

Proposition 5. Supposons R réduit et soit « € S. La symétrie s, relative a o laisse

stable Rt \ {a}. Soit € R*\ {a}. On a

8= Zmﬂ avec m., > 0
Y€S

Puisque R est réduit et 8 # 7, 3 n’est pas proportionnel a +, et il existe un vy # «
tel que m, # 0. comme s,(8) = B — n(8, a)a, on voit que le coefficient de v dans

Sa(0) est égal & m,,. D’ol s,(8) € R ce qui démontre la proposition .

corollaire 1. Soit p la demi somme des racines positives. On a :

Sa(p) = p— a pour tout a € S

Proposition 6. Supposons R réduit. L’ensemble S* des racines inverses des éléments

de S est une base de R*

Soit R’ le systéme de racines formé des o = 2a/(a,a) pour a € R. Il suffit
(transport de structure) de prouver que les o', € S, forment une base de R'. Si
t € V* est tel que (t,a) > 0 pour tout a € S, (R'){ est formé des o’ avec o € R™.
Le cone convexe C engendré par (R'); est donc le méme que celui engendré par R™.
Soit S; la base correspondante de R'. Les demi-droites engendrées par les éléments
de S; sont les génératrices extrémales de C'; Ce sont donc les demi-droites R*a avec
a € S. Comme R est réduit, une telle demi-droite contient une seule racine de R/, a

savoir . On a donc S, = 5.



82

3.3.5 Matrice de Cartan
Définition 6

On appelle matrice Cartan de R (relativement 4 la base S choisie ) la matrice

(n(aa ﬂ))a,ﬂe&

On rappelle que n(a, B) =< 8%, a > est un entier. On a
n(a,a) =2;
sia# 3 n(a,f)=0-1,-20u -3

Par exemple la matrice de Cartan de Gy (groupe des automorphismes de 1’algébre

Ca) est
2 -1
-3 2 /)

Proposition 7. Un systéme de racines réduit est déterminé & isomorphisme prés

par sa matrice de Cartan.
Plus précisément :

Proposition 8. Soit R’ un systéme de racines réduit dans un espace vectoriel V', soit
S" une base de R', et soit  : S — S’ une bijection telle que n(®(a), ®(3)) = n(a, B)
pour o, € S. St R est réduit , il eriste un isomorphisme f :V — V' et un seul qui

prolonge ® et applique R sur R'.

3.3.6 Systéme de racines irréductibles

Proposition 9. Supposons que V soit une somme directe de deuzr sous-espaces Vy
et Vo et que R soit contenu dans ViUV, . Soit R, = RNV, 1i=1,2 Alors :
(a) Vi et V, sont orthogonaux

(b) R; est un systéme de racines dans V;.
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En effet si & € Ry et 3 € Ry, a — 3 n’est pas contenu dans Vj U V3, donc n’est pas
une racine. D’aprés la proposition 3, (a, J) est donc inférieure ou égal & 0. Comme
ceci s’applique aussi & « et & —f, on voit que (o, 3) = 0. comme R; engendre V;, on
en déduit (a).

Pour (b) , il suffit de remarquer que, d’aprés (a) la symétrie définie par un élément
de R, laisse stable V5, donc aussi V;.

On dit que le systéme R est somme des sous-systémes R;. Si cela n’est possible que
de fagon triviale (c’est A dire avec V; ou V, réduit & 0) et si V # 0 on dit que R est

wrréductible.
Proposition 10. Tout systéme de racines est somme de systémes irréductibles.

On peut montrer qu’une telle décomposition est unique .

3.3.7 Construction des systémes de racines irréductibles

Dans ce paragraphe on note ey, ..., e, la base canonique de R™ et ’'on munit R™ de
la forme bilinéaire (,) telle que (e;, e;) = 8;;. On note L,, le sous groupe engendré par
les e;. Nous nous bornerons & la construction de Fy. Pour cela, dans V = R* soit L
le sous groupe engendré par L, et %(:tel + ey £ e3 1+ €4). On prend pour R I’ensemble
des a € Lj tels que (o, ) = 1 ou (o, @) = 2. Ce sont les *e;, les te; +e; (t#7)
et les %(:tel +eyteztey).

Pour baseona : ey —e3, e3—es, €4, (€1 —ex—e3—eyq).

Nous utiliserons plus loin cette construction.

3.3.8 Systémes de racines complexes

Soit V' un espace vectoriel compleze de dimension finie. La définition d’une sy-
métrie donnée gl. s’applique sans changement et le lemme 1 reste valable. D’ou la

notion de systéme de racines :
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Définition 7
Une partie R de V est appelée un systéme de racines (complexes) si :

(1) R est fini, engendre V (comme espace vectoriel complexe) et ne contient pas 0

(2) Pour tout o € R, il existe une symétrie s, = 1 — a* ® a de vecteur o qui laisse
stable R.
(3) Sio,B € R, so(B) — B est un multiple entier de a.

Exemple Soit R un systéme de racines dans un espace vectoriel réel V;, et prenons
pour V' le complexifié¢ Vo x C de V4. L’espace Vj se plonge dans V, et R est un systéme

de racines dans V. Cela se voit en étendant par linéarité & V' les symétries s2 de V.

Théoréme 2. Tout systéme de racines complexes s’obtient par le procédé précédent.
Plus précisément :

Théoréme 3. Soit R un systéme de racines dans un espace vectoriel complexe V.

Soit Vy le R sous espace vectoriel de V engendré par R. Alors :

(a) R est un systéme de racines dans Vj

(b) L’application canonique i : Vo ® C — V' est un isomorphisme

(c) Sia € R, la symétrie s, de V est Uextension par linéarité de la symétrie 89 de

Vo

Démonstration de (a) Il est clair que R engendre V4. D’autre part, si a € R, la
symétrie s, laisse stable R donc Vg ; Soit s9 sa restriction & V. Si f € R, on a
$2(8) =  — a*(B)a avee o*(f) € L.

Donc R est un systéme de racines dans Vj; de plus, la racine inverse a* de
a n'est autre que I'image de a* € V* par I'homomorphisme de restriction
V* — Hom(Vy, C).

Démonstration de (b) Puisque R engendre V, ’homomorphisme ¢ : Vo ®C — V

est surjectif. D’autre part on vient de voir que sa transposée % : V* — V5, @ C

applique o* sur o pour tout & € R. Mais d’aprés la proposition 2 les agf forment
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un systémes de racines dans V', et en particulier ils engendrent V. Il s’en suit

que % est surjectif, donc i est injectif, ce qui démontre (b).
Démonstration de (c) Enfin (c) résulte de ce qui a été vu plus haut.

Le théoréme 2 raméne entiérement la théorie des systémes de racines complexes a
celle des systémes de racines réels.
Toutes les définitions et tous les résultats des paragraphes précédents sont applicables

au cas complexe.

3.4 Structure des algébres de Lie semi-simples

Dans cette partie, g est une algébre de Lie semi-simple complexe et h une sous-

algébre Cartan de g.

3.4.1 Décomposition de g

Si a est un élément du dual h* de b, g* est I’ensemble des éléments z € g tels que

[H,z] = a(H)z, pour tout H € h.
§° = {z € gl[H,2] = a(H)z,YH € h}.

Un élément de g* est dit de poids «

En particulier g° est ’ensemble des éléments z € g qui commutent & b : d’apreés le
« théoréme 3 du chapitre 3 de [S] »on a donc g° = b.

On appellera racine de g (relativement a h) tout élément o de h* tel que o # 0 et

g% # 0. L’ensemble des racines sera noté R.

Théoréme 1. On a
g=ho Z g (somme directe)

aER

Théoréme 2. (a) R est un systéme de racines dans h*; ce systéme est réduit.
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(b) Soit o € R. Alors g* est de dimension 1; il en est de méme du sous espace
ho = [9%,87%] de . Il existe un élément H, € ho et un seul tel que a(Hy) = 2;
c’est la racine inverse de .

(c) Soit o € R. Pour tout élément non nul X, de g%, il existe un élément Y, de g—¢
et un seul tel que [X,o,Ya] = Hy. On a [Hy, Xo| = 2X, €t [Hy, Yo] = —2Y,. La
sous algébre s, = ho ® g* @ g~ est isomorphe a sl(2).

(d) Sia,B€ R et sia+B#0 onalg®gd] =g*P.

Pour la preuve (voir par exemple [S] p VI4)
Dans le théoréme suivant on désignera par <, > une forme bilinéaire symétrique

non dégénérée invariante sur g, par exemple la forme de Killing

Théoréme 3. (a) Les sous espaces g* et g° sont orthogonauz lorsque o + 3 # 0.
La forme <, > met en dualité g* et g~*. Sa restriction a bj est non dégénérée.

(b) Sizeg*,ycg s, Hebh,ona:

<Ha[$ay] >= a(H) <z,y>

(c) Soit o« € R, et soit h, l'élément de b§ correspondant d& « par lisomorphisme
b — b* associée a la forme bilinéaire considérée. On a
[z,y] =<z,y>h, sizeg®,ycg®
Preuve
Démonstration de (a)
Sizeg*ycglet HeEN ona<[Hzl,y>=<uz,[H,y] >= 0 puisque <,>

est invariante cela s’écrit aussi
aolH) <z,y>+0(H)<z,y>=0

Si a + 8 # 0, on peut choisir H de telle sorte que a(H) + B(H) # 0, et 'on
obtient alors < z,y >= 0, ce qui prouve bien que g* et g# sont orthogonaux.

La décomposition

g=h®) (8°+97%)



87

est donc une décomposition de g en sous espaces deux & deux orthogonaux;
comme <,> est non dégénérée, sa restriction a chacun des sous espaces est

également non dégénérée; les deux assertions de (a) en résultent.

Démonstration de (b) L’invariance de <, > permet d’écrire;

< H,[z,y] >=< [H,z],y >=a(H) < z,y > .

Démonstration de (c) Si H € h on a a(H) =< H,ho > d’aprés la définition de

hs. La formule (b) peut s’écrire
< H [z,y] >=< H,< x,y > ho >

. Comme la restriction de <,> a h est non dégénérée on en déduit bien que

[z,y] =<,y > hq

3.4.2 Bases de Weyl

Soit R le systéme de racines associé & (g, b) et choisissons une base S de R. Soit

R* Pensemble des racines positives par rapport & S. On pose

n=>_g%n" =) 9% , b=hen

a>0 a>0
onag=n-"@dhe&n=n" Db
On note (ay,...,a,) la base S; n = dimh est le rang de g. Pour tout i, on pose

H; = H,, et on se donne des éléments X; € g*,Y; € g~ tels que [X;,Y;] = H;.
Posons n(z, j) = a(H;). On rappelle que n(i, j) est la matrice de Cartan du systéme
considéré. On sait que n(i, ) est un entier inférieur ou égal a 0 si i # j
Théoréme 4. (a) n est engendrée par les X;,m~ par les Y; et g par les X;,Y;, H;.
(b) Ces éléments vérifient les relations (dites de « Weyl »)

[Hi, H;] =0,

Xo, Yi] = H, [Xo Y] = 0 sii £,

[Hi, X;] = n(i,§)X;, [H;, Y] = —n(3, 5)Y;
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(c) Ils vérifient aussi les relations suivantes :

(05) ad(X)PHX;) =0 (i # )
(65) ad(Yy) T Y;) =0 (i # j)

Démonstration de(a) Il suffit de montrer que 7 est engendré par les X;. Pour cela,

soit & € R™; on sait que 'on peut décomposer a en somme des o; ;
oa=qa; + ...+ ay

de telle sorte que les sommes partielles a;; +. .. + «;, appartiennent & R pour

tout h < k. Choisissons une telle décomposition, et posons

Xo = [Xi, [Xi o Xy Xiy) -]

k—10°"

D’aprés le théoréme 2, X, est un élément non nul de g*. Comme 7 est somme

des g%, o € R™, cela montre bien que 7 est engendré par les X;.

Démonstration de(b) Larelation [X;,Y;] = 0 pour i # j provient de ce que [X;, Y]]
est de poids a; — «; et I'on sait que o; — a; n’est pas une racine (puisque toute
racine est combinaison linéaire des «; & cocflicients de méme signe). Les autres

relations sont évidentes.

Démonstration de(c)
L’élément ;5 = ad(X;) ") X;) est de poids a; —n(i, j) oy + o = si(ay — o)
ol s; désigne la symétrie relative & o;. Comme o — o; n’est pas racine il en est
de méme de s;(oj — o), d’oit ;; = 0.

La relation 91'; se démontre de la méme maniére.

Théoréme 5. (i) L’algébre n peut étre définie par les générateurs X; et les relations
Hij ) ? 74 ]
(ii) L’algeébre g peut étre définie par les générateurs X;,Y;, H;, les relations de Weyl

et les relations 0,5, 0;



Théoréme 6. Soient g (resp. g') une algébre de Lie semi-simple, h) (resp. b') une
sous algebre de Cartan de g (resp. ¢'), S (resp. S') une base du systéme de racines
correspondant et r : S — S’ une bijection transformant la matrice de Cartan de S
en celle de S'. Pour tout i € S (resp j € S') Soit X; (resp X;) un élément non nul
de g* (resp g"), il existe alors un isomorphisme f : g — g’ et un seul qui applique

H; sur Hf_(i) et X; sur X! ) pour tout i € S.

r(i

Théoréme 7. Soit R un sytéme de racines réduit. Il existe une algébre de Lie semi-

simple g dont le systéme de racines est isomorphe a R.

corollaire 1. Pour que g soit semi-simple, il faut et il suffit que R soit irréductible.

3.4.3 La normalisation de Chevalley

Choisissons, pour tout o € R, un élément non nul X, € g*P*. On a alors
[Xa,Xs5] = NopsXarpgsia+ B ER
[Xa, Xpgl =0sia+B&R,a+[#0.
ot N, g est un scalaire nul. Les N, g déterminent la « table de multiplication »de g.

toute fois ils dépendent du choix des X,.

Théoréme 8. On peut choisir les X, de telle sorte que l'on ait :
[Xa, Xo] = Hy pour tout a € R.
Nop=—N_q_p poura,B,a+ 3 € R.

Soit & le R-sous-espace vectoriel de g engendré par les iH,, les X, — X_4 et les
i(Xa+ X_o). On vérifie facilement que € est une R-sous algébre de Lie de g et que la,
forme de Killing de € est négative ; de plus, g s’identifie & la complexifiée £ @ C de ¢.

On dit que  est la forme compacte de g.
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3.4.4 Construction des algébres de Lie semi-simples
par générateurs et relations
Soit R un systéme de racines dans un espace vectoriel complexe V. En liaison

avec les paragraphes précédents, le dual de V sera noté b, de sorte que V' = h*. Soit

S = (ay,...,0,) une base de R, Soient Hy,..., H, € b les racines inverses des o; et
n(Z,j) =< a4, H; > .

Les n(i,j) constituent la matrice de Cartan de R relativement a la base S.

Nous avons le théoréme fondamental suivant dont la démonstration se trouve dans

[S] p VI20.

e

Théoréme 9. Soit g l'algébre de Lie définte par 3n générateurs X;,Y;, H; et par les
relations :
(W1) [H;, H;]=0
(W2) [X,, Y = Hy, [X,Y;] = 0sii #
(W3) [HﬁXJ‘] = n(inj)Xj;, [HH}/J] = “n(za])}/J
(6i5) ad(X) TN (X;) =0 (i # 5)
(07) ad(Y) (Y =0 (i # )

Alors g est une algébre de Lie semi-simple, admettant pour sous algébre de Cartan la

sous algébre by engendrée par les H; ; son systéme de racines est R.

3.5 Rappels sur P’Ca

3.5.1 Doublage d’algébres, Octaves ou nombres
de Cayley

La construction des quaternions a partir des nombres complexes est entiérement

calquée sur celle des nombres complexes & partir des nombres réels. Mais ces deux
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constructions sont des cas particuliers d’'une méme construction générale.

Soit A une algébre (de dimension finie) sur le corps R, sur laquelle est définie la
conjugaison, c’est & dire un automorphisme involutif a — @.

Soit A2 I'espace vectoriel somme directe de deux exemplaires d’un espace vectoriel

A. Munissons A% de la multiplication suivante :
(a,b)(u,v) = (au — b, bu — va).

Munie de cette multiplication; A? est une algebre de dimension 2n ( si dimA = n).
Cette algeébre est appelée doublage de 1’algébre A.

La correspondance a — (a,0) est un monomorphisme de l'algebre A dans A2,
Nous identifierons a et (a,0). Ainsi A peut étre considérée comme une sous algébre
de A%

Soit e = (0,1) alors be = (0,b) et par suite (a,b) = a + be quels que soient a,b € A.
Tout élément de I’algébre A? se présente d’une seule facon sous la forme a + be. Nous

avons les relations
(1) a(be) = (ba)e (ae)b = (ab)e (ae)(be) = ba.

ce qui, combiné a la condition de distributivité, définit de fagon unique la multipli-
cation sur 4%, En particulier €2 = —1 le doublage de R c’est C, celui de C c'est H,
Palgébre des quaternions. Les éléments 1,4, 7, k = ¢j, constituent une base de H

Le doublage H? de H est appelé algébre des octaves ou algébre des nombres de Cayley
et noté Ca. Ses éléments sont appelés octaves ou nombres de Cayley.

Par définition, tout £ appartenant & Ca est de la forme £ = a + be ot a,b € H.
L’algébre Ca est munie de la conjugaison : si £ = a + be alors £ = @ — be. Une base de
’algeébre Ca est composée de 1 et des 7 éléments i, 7, k, e, f = ie,g = je,h = ke dont
le carré est égal a —1.

enfin I'algébre Ca n’est associative mais alternative c’est & dire V€, € Ca on a :

Emn==Emm) ,  &(€n) = (5
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3.5.2 Le plan projectif de Cayley P’Ca

Considérons les matrices d’ordre n dont les éléments sont des octaves c’est & dire
des nombres de Cayley. Etant donné que ’algébre Ca est munie de la conjugaison,
toute matrice d’octaves X d’ordre m posséde une matrice transposée conjuguée X*.
Par analogie au cas complexe une matrice d’octaves X est hermitienne si et seulement
si X* = X. Définissant le produit XY des matrices d’octaves X et Y par la formule
usuelle, on déduit que (XY)* = Y*X*. Cela entraine que les matrices hermitienne
d’octaves d’ordre n forment une algébre pour la multiplication jordannienne définie
par: X oY = 5—)%“—”—(- Cette algébre est commutative et unitaire. Son élément unité
sera désignée par E.

Pour n = 3 cette algébre est appelée algébre d’Albert et noté AL. Tout élément X de

'algébre AL se représente d’une et d'une seule fagon sous la forme :

X = a1E1 + asEs + azEs + X1(&1) + Xao(&2) + X5(&3)

ou
(100 [0 00 (000
Et= (000 Eo= | 010 Es= [ 000
\0 0 0 \ 0 0 0 K001
[0 0 0 (00 & 0 & 0
Xi(&)= | 0 0 & | Xof&)= 000 X3(€s)= | & 0 0
0 & 0 \ & 0 0 \ 0 0 0

Un calcul immédiat montre que :

E. L
(a) EjoE; = j pour z y
0 pour i#j
0 pour t=173
3X;(&) pour i#j
&m(E - E;) pour i=j

Xiyo(€n)  pour j=i+1

(B) EioX;(§) = {

() Xi(€) o X;(n) = { (*)



W
(V%]

Dans (*) les indices sont considérés comme des résidus modulo 3.

&1 + né
2

<§n>=

Les relations précédentes définissent entiérement la structure de 'algébre AL.

Considérons maintenant ’ensemble des idempotents primitifs de AL. C’est ’ensemble
des vecteurs X € AL vérifiant X? = X et trace de X = trX = 1. On montre voir
([P] p283-284) qu'un élément X = a,E; + apFs + azE3 + X1 (&) + Xo(&2) + X3(&3) de

Al est un idempotent primitif si et seulement si

(a) aj+az+az=1
(b) @il =E&ip1biy2 pour i=1,2,3 modulo 3

(¢) |&|* = aiy1ai42 pour i=1,2,3 modulo 3

On démontre sans peine (voir [P] p 184 ) que pour &;,£;,&3 € C les équations (a),
(b), (c) définissent une variété difféomorphe au plan projectif complexe P2C, le dif-

féomorphisme [(z1, 22, 23)] — (&1, &2, &3, a1, ag, a3) est définie par les formules

¢ Zi+1Zi+2 | 2]

B |21|2 + |22]? + |23’ L |21|% + |22]% + |23]2

ot i = 1,2,3 modulo 3.

De méme pour &;,&2,£3 € H les équations (a), (b), (¢) définissent une variété difféo-
morphe au plan projectif quaternionique P?H.

L’ensemble des idempotents primitifs de AL est appélé le plan projectif de Cayley
(ou plan projectif des octaves ) et noté P2Ca.

Soit Uj;7 = 1,2,3 un sous ensemble ouvert du plan projectif P2Ca, composé des
points (¢1,&2,€3,a1,as,a3) tels que a; # 0. Il est aisé de voir que cet ensemble est
difféeomorphe au produit Ca x Ca ~ R!®. Par exemple pour i = 3, le difféomorphisme

Ca x Ca — U? est défini par les formules :

£ = U7 £ — ™ £ = 172
L+ |m|? + |72 L+ [m + fmaf? 1+ |m[*+ |l
|771| _ |772| 1
a az

= ’ = y ag =
1+ [ml? + [nal? L+ [m+m2 77 14 2+ [l
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ou 71,72 € Ca et par suite simplement connexe . Comme les intersections U; N Uy
et (U; NUs) N Us sont visiblement connexe (la premiére est difféomorphe au produit
Ca x (Ca\ {0}), la seconde au produit ((Ca\ {0}) x (Ca\ {0})), P?Ca = U, NU;NUj;
d’ou il découle que le plan projectif des octaves a une structure de variété différentielle

connexe et simplement connexe de dimension 16.

3.6 Les groupes Fj et Spin(n)

3.6.1 Le groupe de Lie F}

Sur algébre AL on définit le produit scalaire de deux éléments X,Y par
(1) <X,)Y>=tr(XoY)

ou X oY désigne le produit jordanien des éléments X et Y. le triproduit scalaire sur

AL est défini par
(2) <X,)Y,Z>=tr((XoY)oZ).

Si un automorphisme ® : AL — AL de Valgébre AL préserve la trace, c’est a dire
que tr(®X) = tr(X) pour tout AL, alors il préservera de toute évidence les produits
scalaires, c’est & dire

<PX,PY >=< X,Y > et < PX,PY, 97 >=< XY, Z >

quels que soient les éléments X,Y, Z € AL.

De 14 il résulte en particulier, que le groupe des automorphismes de 1'algébre AL
préservant la trace est un sous groupe fermé du groupe orthogonal O(27) et donc un
sous groupe de lie compact. Nous désignerons ce groupe par Fjy.

On montre (voir [P] ) que tout automorphisme de AL préserve la trace, de sorte qu’en
réalité le groupe Fj est le groupe des automorphismes de 1'algébre AL.
Réciproquement on peut remarquer que toute opérateur linéaire respectant

®: AL — AL ces produits scalaires est un automorphisme de ’algébre AL préservant

la trace.
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En effet
<PXodY —P(Xo0Y),0(2)> = <IX,9Y, 97> - < P(X oY), ®(2) >
= <X, Y, Z>—-<XoY,Z >
= 0

quels que soient XY, Z € AL et donc ®X o PY = ®(X oY), car étant une isométrie
pour le produit scalaire (1) 'opérateur ® n’est pas dégénéré et par suite, tout élément
de algébre AL peut &tre mis sous la forme ®Z. Ceci prouve que l'opérateur ¢ est
un automorphisme de ’algébre AL. Donc ®F = E et par suite tr(®X) = tr(X), car
tr(X) =< X, E > pour tout X € AL

Proposition 1. Théoréme de Freudenthal (voir [P] p291)
Pour tout élément X de AL, il existe un automorphisme ® € (Fy). tel que

(DX = /\1E1 + )\2E2 + /\3E3

ot A; < A < A3 sont définis de fagon unique par élément X .
Deux éléments de l'algébre AL peuvent étre associés par un automorphisme de (Fy)e

st et seulement si les nombres A\; < Ay < Az qui leur correspondent sont confondus.

(Fy)e désigne la composante de I'unité du groupe Fy

3.6.2 Algébres de Clifford

Soit Cy = R, C; I’espace vectoriel de dimension 2, de base 1,e et €2 = —1, la

multiplication sur C est définie par :
(a + be)(c + de) = (ac — bd) + (ad + be)e.

Nous voyons que C| ~ C, comme algébre réelle de dimension 2.
L’espace vectoriel C5 est le R espace vectoriel de dimension 4 de base 1,e;, ez, e1€9

et posons : : e? = —1,e2 = —1 et eje; = —ege;. cela définit la multiplication et la
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correspondance :
1 -1
€ - 1
e — J
eien, — k

donne un isomorphisme entre C; et H (algeébre des quaternions )

Définition 1

Cy, est 'algébre qui est engendrée comme algebre par les ey, eq,. .., e, assujettis

2= —1etee; =—eje;siij.

i =

aux conditions e

L’ensemble {e;, ...e;, | 11<i2<...<4%, O0<r <k} estunebasede vectoriel

T

Ck (r = 0 désigne I'éléments 1 de la base ). On voit sans peine que Cj, est de dimension
2k,
L’élément e; dans Cy_; correspond & e; dans Cy, cela permet d’identifier Cx_; & une

sous algébre de C. Ainsi

CocCiC---CCy1CCr C -+
Cy, C1, Cy sont des corps. Par contre pour k£ > 2, Cy n’est pas intégre. En effet,
Proposition 2. Pour tout k > 2, Cy, a des diviseurs de zéro.

Preuve : Il suffit de trouver des diviseurs de zéro dans Cj, c’est & dire un = # 0
tel qu’il existe y # 0 et zy = 0. £ = 1 + ejegezet y = 1 — ejeqeg sont des diviseurs de

zéro.

3.6.3 Groupes Pin(k) et Spin(k)

Soit R* le R espace vectoriel dans Cy, engendré par ey, . . ., ex et soit S¥~! la sphére

unité de R*.

Proposition 3. Si C} désigne le groupe des unités de Cy, alors S~ C C}, c’est &

dire chaque T € S*7! est une unité.
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Preuve : Soit x = a;e; + - - - + agex avec
a+---+al =1, alors (are; + - - +arer) ((—ar)er +- - -+ (—ap)er) = al+---+ag =1
Définition 2

Pin(k) est le sous groupe de C} engendré par Sk-1,
Chaque Iément de Pin(k) est un produit fini d’éléments de S*~1. Définissons une
conjugaison dans Cy. Pour cela il suffit de la définir sur des éléments d’'une base .
Posons
(e e0)” = (me) - (—es) = (=)eq e,
Nous avons (z*)* = z et (zy)* = y*z*
Nous définissons aussi un automorphisme a de Cy par a(e;) = —e;

Définition 3

Pour u € Pin(k) et x € RF posons p(u)(z) = a(u)zu*.
Il n'est pas évident que p(u)z appartienne & R¥. Mais cela est une conséquence

~des deux propositions suivantes :

Proposition 4. Si u € S¥1 C Pin(k), alors p(u) est une réflexion dans R* dans

Uhyperplan perpendiculaire & u.
Preuve : Prenons une base orthonormale ug,- - - ,u; dans R* avec u; = u. On a :
pluy)u; = a(u)uu] = —(up)u(—uq) = wuzuy
Sic # 1 celaest égal & u;, et si i = 1 cela est égal —u; ce qui prouve notre proposition.
Proposition 5. p est un homomorphisme de Pin(k) dans O(k) et kerp = {1, -1}

Prewve : Chaque élément de Pin(k) étant un produit fini d’éléments de S*~!, pour

prouver que p est un homomorphisme il suffit de prendre u,v € $¥~! et z € R*. Alors

pluv)(z) = a(uv)z(uv)” = a(u)(a()evu’ = p(u)(p(v)z)
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Il s’en suit que pour chaque u € Pin(k), p(u) applique R dans RF et il est orho-
gonal puisque c’est un produit de réflexions. On sait que O(k) est engendré par des
reflexions, ainsi p est surjective. Il est clair que 1 et —1 sont dans le noyau de p. Si
nous avouns e;, - - - ¢; dans le noyau de p avec 7 > 1 (nous ne pouvons pas avoir r = 1 )
nous avons une contradiction; en effet si p(e;, - - - e;.) est 'identité, alors pour chaque
z € R* nous devons avoir

ofe;, -+ e )x(es - e, )" = & ol e, --€,T = ey ---e;, prenant T = e; on a
(=1) e e

(le produit d’un nombre pair de reflexions ne peut étre l'identité ).

. = €€ -+ -¢€; et cela donne e;, ---e;. = 0 puisque r doit étre pair

Définition 4

Spin(k) = p~(SO(k))

Sie; ---e;, € Spin(k) alors r est pair et dans ce cas nous avons

(€€ )(esy - e5,) =1

3.6.4 P2Ca est un espace homogéne sous Fj

Du théoréme de Freudental, il résulte immédiatement que le groupe Fy opére
transitivement sur le plan projectif des octaves P?Ca, des idempotents primitifs de
Palgébre AL, c’est & dire que tout idempotent primitif peut étre envoyé par un auto-
morphisme dans un idempotent primitif. En effet il est clair qu’une matrice diagonale
est idempotente si et seulement si ses éléments diagonaux sont égaux a 0 ou & 1. Donc
les valeurs propres d’un idempotent primitif sont égales a 0,0,1 et par suite, un tel
idempotent est envoyé dans I'idempotent F3 par un certain automorphisme.

Cela signifie que le plan projectif des octaves P?Ca est homéomrphe 4 la variété quo-
tient Fy/K du groupe Fy par un sous groupe K qui laisse invariant un idempotent
primitif, pour fixer les idées, I'idempotent E; .

Soit & € K. Comme ®F, = E;, & envoie dans lui méme 'annulateur AnnkE; de

I’élément E}, c’est a dire 1 ’espace vectoriel des éléments X € AL tels que X o E; = 0.



Mais AnnE; est composé des éléments (1) pour lesquels a; = 0 et &, = €3 = 0 et donc
est somme directe du sous-espace & une dimension des matrices de la forme a(E; + F)
et du sous -espace Ann°F; des matrices de la forme

X =1(Ey— F3) + Xy1(p) our €R, p € Ca.

L’opérateur ¢ étant orhogonal et ®(Ey + E3) = ®(E — E;) = E — E, = E; + Ej3, on
en déduit que 'automorphisme P laisse stable le Ann°®FE;, donc induit un opérateur

orthogonal
®°: Ann°E, — Ann°E,

De fagon analogue 'automorphisme ® envoie dans lui-méme 1'espace vectoriel £ des

éléments X € AL tels que 2F; o X = X et par suite, induit un opérateur orthogonal
. E£E—€£

D’aprés les formules (@), (8), (7) du 5. 2. ) I'espace vectoriel est £ est composée des
matrices de la forme X5(¢) + X3(n), &€, € Ca. L’algébre AL se décompose en somme
directe de 'espace vectoriel £, de ’espace Ann°E; et des deux espaces vectoriels &
une dimension engendrés par les éléments E; et E3+ E3. L’automorphisme ¢ est donc
défini de fagon unique par les opérateurs ®° et ¢’

Par ailleurs I’espace £ est canoniquement isomorphe & ’espace Ca? des couples
d’octaves (£,7m) et de l'espace Ann°E) a l'espace Ca® des couples (r,p) ou r € R,
p € Ca. Donc les opérateurs ¢’ et ¢° peuvent étre traités comme des opérateurs de
Ca? dans Ca? et Ca® dans Ca® respectivement.

L’élément zu = (—r& + 77, rn + £p) de Ca® ot z = (£,7) € Ca? et u = (r, p) € Ca®

sera associée a la matrice

0 m+Ep —r€+np 0n & 00 0
i+ p€ 0 0 =17 00 ]|ol 0 r p
—ré+p7 0 0 £ 0 0 07 —r

de £ qui est le produit jordanien des matrices de £ et de Ann°E,; associés aux éléments
z et u. Les opérateurs ' et ¢° étant induits par 'automorphisme & de l’algébre AL,

on en déduit que ces opérateurs, traités comme des opérateurs de Ca? dans Ca? et
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Ca® dans Ca® satisfont I'identité
(d) ®'(zu) = d'z-P°u, z€Ca? ué€Ca?

En vertu de la proposition 5(Voir [P] p280), ¢’ correspond & un élément et un seul
de Spin(9), donc & tout élément de ¢ € K est associé un élément de Spin(9). Cette
application est un homomorphisme. C’est méme un isomorphisme, car l'identité (d)
est une conditon nécessaire et suffisante pour que l’application correspondante ®
soit un automorphisme de I’algébre AL. Le sous groupe K est donc canoniquement
isomorphe au groupe spinoriel Spin(9). En identifiant le sous groupe K au groupe
Spin(9) au moyen de cet isomorphisme on trouve en défnitive que le groupe Spin(9)

est un sous groupe de Fy. On a de plus (voir [P] p295);

Proposition 6. La variété quotient Fy/Spin(9) est difféomorphe au plan projectif

de Cayley
P2Ca ~ F,;/Spin(9)

De la il résulte en particulier, que dimFy = dimSpin(9) + dimP2?Ca = 36 + 16 = 52
Nous avons aussi ( voir [P] p 296)

Proposition 7. Le groupe Fy est conneze et simplement connexe. Tout groupe de

Lie localement isomorphe au groupe Fy est isomorphe a Fy .

3.7 Le fibré unitaire de P?’Ca vu comme espace ho-
mogéne sous Fjy

Avant de définir le fibré unitaire de P?Ca, nous allons d’abord déterminer |’espace

tangent en un point de P2Ca.
Soit X € P2Ca. 11 vérifie les relations X o X = X2 = X et trX = 1.

Rappelons que si X = a1 B} + a2Ey + asE3 + X1(&1) + Xa2(€2) + X3(&3)
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les relations précédentes équivalent & :
(@) ay+az+az=1
(b) @& = &1biye pour i=1,2,3 modulo 3

(c) |&|? = aiz10i42  pour @=1,2,3 modulo 3

Soit Y = by Ey + by Ea+bgEs+Y1(m)+ Ya(72) + Ya(m3) un élément de AL. Y € Tx P%*Ca
si et seulement si
by +by+b3=0
(T) S b + @il = mis1€isa + &paTizz pour i=1,2,3 modulo 3
m&i + & = biy1@iz2 + ai1biys pour i=1,2,3 modulo 3
Un tel vecteur tangent est unitaire si et seulement si tr(Y oY) = 1.
Le fibré unitaire de P?Ca est I’ensemble des vecteurs tangents & P?Ca de norme un.

Nous le noterons UP2Ca. Autrement dit,
UP?Ca = {(X,Y) € P2Ca x AL vérifiant (T) et tr(Y oY) = 1}.

Remarquons que
Y € TxP*Ca == tr(X oY) =0.

Fy x UP>Ca — UP?Ca

(@, (X,Y)) — (X, ¥Y)

Soit (A1, A2) € UP?Ca et (B, By) € UP?Ca

(A}, As) € UP%Ca = 24,0 Ay = Ay et tr(As) = 0, tr(Ay 0 Ay) = 1. Donc V¢ € Fy
on a (¢(A1),¢(A2)) € UP?Ca. Soit € = {X € AL|2E30 X = X} = {Xi(&) +
X2(€2),&1,&2 € Ca}. Comme Fy agit transitivement sur P2Ca il existe ® € Fy tel que
®(A;) = Es3. De la relation 24; o Ay = A, on déduit 2E;3 o ®(A;) = ®(4,), donc
®(Ay) € €. De méme il existe ' € Fy tel que &' (B;) = E3 et ®'(By) € £. D’aprés le
théoréme de Freudenthal il existe ®; € (F}y). tel que @1(P(Ay)) = B1E1+ 52 Ex+ 3 F3,
avec ) < (3, < (3. Du lemme 1(p292 [P]) les nombres f;, fB,, 3 vérifient les identités :

i1+ 02+ 063=0
B+ B+ 05 =1
Bi+03+03=0
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De la théorie des polynémes symétriques , ce systéme admet une solution unique
satisfaisant la relation §; < G, < ;. Cette solution est (-‘/75, 0, g) , ie $1(p(A4y)) =
—%El + 3§E3. Cela prouve qu'’il existe un ®; € (Fy), tel que ¢o(@(A2)) = ¢'(Ba).
Désignons par AnnFE3 'ensemble des X € AL tels que X o E3 = 0.

AnnEs; = {a1E1 + axFy + X3(£3),a1, as € R,fa € (Ca}

Comme ¢, transforme £ en £, il transforme aussi AnnFs3; en AnnFEs;. Donc ¢, vérifie
VX € &€ ¢o(X) o E3 =0 ¢o(X) o ¢(Es) = 0. Cela entraine ¢o(X)[po(Es) — E3] =
0 VX € £ . Cela prouve que ¢2(E3) = F3. Dot (By, By) = (¢') 7! o ¢9 0 (A, Ap).

Déterminons maintenant le sous groupe d’isotropie d’un point de UP?Ca.

1 00
Lepoint E;= | 0 0 0 | estun point de P2Ca.
000
La courbe
cos’t  sintcost 0
C(t) = | sintcost sin’t 0

0 0 0
C(t) = a1(t) By + aa(t) B2+ a3(t) Es + X1(61(t)) + X2(€2(t)) + X3(&3(t)) est une courbe
de P2Ca passant par E;.

En effet on a ¢(0) =
a1(t) = cos®t &(t) =sintcost = Xj(sintcost)

as(t) =sin*t &(t) =0 = X5(0)
ag(t) =0 fl(t) =0 = Xg(O)

010
Le vecteur C'(0) = | 1 0 0 | = X3(1) est un vecteur tangent en E, & P?Ca et

0 00
< X3(1), X3(1) >= 2. Le vecteur Q\Ig—l est donc un vecteur unitaire de Tg, P?’Ca.
O X3(1).
Soit (E1, 3 X3(1)) € UP?Ca. Cherchons I'ensemble des & € Fy tels que

1 1
O(Ey, —=X3(1)) = (Ey, —=Xs(1
(1\/53()) (1\/53())
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i.e. ®(E) = E; et @(—\%Xg(l)) = —lﬁXg(l) & O(F)) = E; et $(X3(1)) = X3(1)
Ona ®(F + Ey) = ®(E — Er) = Er + Es.

® est stable sur l'annulateur de E;, noté (AnnFE;) et stable sur 'annulateur de
X3(1). Donc @ est stable sur AnnE; N AnnX3(1). Cela entraine que & est stable
sur vectEs et par conséquent @ est stable sur vect E;. Donc ® appartient & I’ensemble
des automorphismes de ’algébre Al laissant fixes les idempotents E;,i = 1,2,3. Or
Aut® Al ~ Spin(8) (cf [P] p296). Autrement dit le sous groupe d’isotropie d’un point
(ici (E1,3X5(1))) est Pensemble des éléments de Aut®Al laissant fixe $X3(1). Mais
I’ensemble des éléments de Spin(8) laissant fixe un vecteur de R® est diffeomorphe a
Spin(7). (X3(1) peut s’identifier & un vecteur de R® ) (voir [BZ] p36 ou [L-M] p33).

Nous pouvons résumer la discussion suivante en le théoréme suivant :

Théoréme 1. Le groupe de Lie Fy opére transitivement sur UP2?Ca, le fibré unitaire
de P?Ca. Le sous groupe d’isotropie d'un point est Spin(7) et UP?Ca est difféomorphe

3.8 Meétriques homogénes de UP?Ca sous F}

Maintenant UP?Ca est considéré comme le quotient Fy/Spin(7). Déterminons
'espace tangent & Fy;/Spin(7) en un point.
Soit ff l'algébre de Lie semi-simple complexe construite a partir de son systéme
de racines irréductibles R. On a V = R* @ C ~ C*. Désignons par e, ey, €3,€4 la
base canonique de R* On prend pour R les +e;, les *e; + ¢y, (1 # j) et
les 3(+e; & e; £ e3) £ e4) soit 48 racines. Désignons par V* = b le dual de V et
S = {B1, 02, 03,04} une base de R avec B} = ez —e3, (o =e3— ey, [3=¢e4e¢t
Bs = 3(te; £ ey + 3+ eq. Solent Hy = Hg, Hy = Hg,, Hy = Hg,, Hy = Hp, € b, les
racines inverses respectives des 1, 02, 03 et (.

La matrice de Cartan de R relativement & S est formée par les
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n(i,§) =< Bj, H; >= B;(H;)1 < i,j < 4. Cette matrice est :

2 -1 0 0
-1 2 -2 0
0o -1 2 -1
0 0 -1 2

Les Hy, Hy, H3, H4 constituent une base de h. Donc les
{Hla H?a H37 H4} U {Xﬂ}ﬁER

constituent une base de f{ ; avec Xz € g° (Voir notation du gC et D) .

Considérons maintenant la forme compacte de cette algébre de lie semi-simple com-
plexe. C’est le R sous espace vectoriel de f© que nous noterons simplement fs, en-
gendré par iHg, les X5 — X_g et les ¢(Xs + X_g),8 € R. 1l est de dimension 52.
Cette forme compacte est une sous algébre de Lie de f£. Sa forme de killing que nous
désignerons par B est négative. De plus fC s’identifie & la complexifiée fy ® C de f;

(cf gD). Rappelons que
B(X,Y) = tr(adX o AdY), X,Y € fu.

L’espace tangent & UP2Ca au point base s’identifie 4 'orthogonal de 'algébre de Lie
de Spin(7) dans f4 pour la forme de Killing. Nous noterons m cet espace tangent,
d’ou f4 = s0(7) ® m car l’algébre de Lie de Spin(7) est isomorphe a celle SO(7).

Considérons 1’algébre de Lie semi-simple complexe de SO(7) (soit s0(7)€)construite &
partir de son systéme de racines irréductibles R’. Ici on a V; = R3®C =~ C3. Désignons
par e}, €5, 3 la base canonique de R3. On prend pour R’ les €, et les +e;te;, (i # J),
soit 18 racines. Soit V}* = i le dual de V] et S’ = {«], &), a3} une base de R', avec
o) =€) — ey, ay =e, —e3,ay = €3 Les H) = Hy, Hy = Hyy, Hy = Hy, € b désigent
les racines inverses respectives des a}, ) et of. R® peut étre considéré comme un
sous espace vectoriel de R* en identifiant €] & e, €}, & ez et ej & e3. On peut ainsi
considérer ce systéme de racines R’ comme un sous systéme de R . Dans ce cas R’

admet pour base S’ = {af,a},0f} avec o] = e; — ez, = e3 —e3,a; = e3. On a



105

9 racines positives et 9 racines négatives par rapport a cette base. Voici les racines

positives ce sont :

aj=e —e ay=e—e oaz=e; aj=e
ag=¢€ oag=e€e1+e op=e —e3

ag=¢e1+es og=exte3

Les racines négatives sont les —c/ 1<i1<9.

De méme les { H}, Hy, H}}U{Xy }ocr constituent une base so(7)C. Le R sous espace
vectoriel de so(7)€ engendré par les iH oy, les Xoo—X _o et les i(Xy+Xuw) avec o € R
est de dimension 21, c’est la forme compacte de so(7)C. Il est une sous algébre de
50(7)€ que nous noterons so(7). Compte tenu de I'identification précédente, rangeons
les racines positives de R de telle sorte que les 9 premiéres soient les racines positives

de R'. On a ainsi :

(03] = €1 — €z | (xg = €9 — €3 | (3 = eé3 (67 = €

073 = €2 (073 = e +e|ar = €1 —€3|ag = e;+e3
a9 = exte3|ayp = €e3—€4|01 = €4 Q12 = € — ¢4
g = etes|ay = ex—es|os = exteg|as = e3tey

(e1 —ex+e3+ey)
(61 + 62 +e3 — 64)
(

61—62—83+64)

1

a17=-2-(61+82+63+64) 18 =
1

a9 = z(e1+ex—e3+eys) | ap=

Og1 = %(61 —ey+e3—ey) | =

= Nl= D= N[=

Qg3 = %(61+ ez —e3—eq) | 0g = 3(e1 — €2 — €3 — ey4)

La base S de R est donc S = {ay, a10, 011, 224}, la base §' de R est S’ = {ay, a2, a3}

Dans ce cas

Hl - Ha2 3 H2 et Ha1o ) H3 = Hau 3 H4 = H0124
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Racines positives Racines négatives
o] =e; — € - = —€1 + €9
Qg = €9 — €3 —Qp = —eg + €3
g = €3 —Q3 = —e3
Qy = € -0y = —€]
Q5 = €9 —Qp5 = —€2
g = €] + €9 —Qg = —€1] — €9
a7 =€) — €3 —ay = —e; +e3
ag =€ +ée3 —Qg = —€) — €3
ag=62+63 —Qg = —€y — €3
g = €3 — €4 —0p = —e3 + €4
1] = €4 —Q1 = —€4
Qi =€) — €4 —0gz = —€; + ey
a3 =€)+ ey —03 = —€1 — €4
Oy = €3 — €4 —Qg = —€3 + €4
Q5 == €3 + €4 —05 = —€2 — €4
g = €3 + €4 —0g = —€3 — €4
1 1
37 = 5(61 + €2 + ez + 64) —Q7 = 5(—61 — €9 — €3 — 64)
1 =1
a8 = 5(61 — €9 + €3 + 64) —Q18 = 5(—61 + ey — €3 — 64)
— 1 1
g = j(e1 +ex —ez+eq) | —ag = 5(—e1 —e2 +e3 — ey)
1 1
ago = 5(e1 +ex+e3—eq) | —og0 = 3(—e1 — ez —e3 +eq)
1 — 1
Qo1 = —2-(61 — €9+ e3 — 64) —Qg1 = '2'(—61 + ey —esz+ 64)
1 _1
o = 3(e1 —e2 —ez+eq) | —2 = 5(—e1 +ex+e3—eq)
Qg3 = 5(61+€2—63—€4) —Qlg3 = -2-(—61 -—62+€3+€4)
1 1
g = (€1 — ez —e3 —eg) | —ags = 5(—e1 + ey + €3+ ey)

Un calcul immeédiat donne :

B(H,, ,Ha,) =0  B(Hay, Hoy) =0 B(Hay, Hayy) =0,
B(Ha,, Xo,;) = B(Hay, Xo;) = B(Hay, Xo,) = 0 pour j =10 & 24
B(Hoy, X_o;) = B(Hoy, X_o;) = B(Hay, X_o;) = 0 pour j =10 & 24.



D’autre part

B(X,,, X)) =0pouri=1a9etj=104a24, car o+ ; # 0

B(X_a;, Xo;) =0pouri=14a9et j=104 24 car —o; + o; # 0

B(Xa; X-o;)) =0pouri=14a9etj=102a24 car aj —a; # 0

B(X_a;,X_o;) =0pouri=14a9etj=104a 24 car —a; + (—a) # 0.

Par conséquent le R sous-espace vectoriel de f; engendré par la famille

{iHo; Xoy — X—a;38(Xa; + X-a;) /7 =1,--+,24} est le supplémentaire orthogonal
de s0(7) dans f4 pour la forme de Killing. On en déduit :

Proposition 1. L’espace tangent au point base & Fy/Spin(7) ~ UP?Ca est le sous
espace vectoriel de fy engendré par les vecteurs iHy,, , Xao; — X a5 z'(XaJ. + X_aj)

pour j =1 a 24. Il est de dimension 31.

Cherchons & présent les sous espaces invariants par 1’action d’isotropie.
L’action d’isotropie, c’est la représentation adjointe. En désignant par o, I’automor-

hisme intérieur de Fy, et € son élément neutre, I’action d’isotopie est donnée par :
) ) p p

Spin(7) xm — m
(o, M) — al(e)- M= Ad(o)- M

Pour o = exp(L) = e¥, L appartenant & & l'algébre de Lie de Spin(7),

(adJ!L)")

Ad L: adLZ[d
()= = a3

Pour chaque vecteur de base de m nous allons chercher le sous espace invariant qui le
contient.

Cherchons un le sous espace qui contient ¢Hy,; .
[tHoy,tHay | =0 [iHapiHoy | =0  [{Hay,iHy,,] =0

Car la sous algébre de Cartan de h de f; est abélienne puisque f; est semi-simple.

D’autre part

[Xaj - X—Otj’iHau] = aj(Hau)[i(Xaj + X—aj)] =0
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pour 7 =12a9.

De méme pour les mémes raisons
[i(Xaj + X—aj))iHanJ = _aj(Hau)(Xaj - X—aj) =0

pour 7 =1a9.

Le groupe Spin(7) peut étre considéré comme un sous groupe de GL(n,R), fermé et

connexe, il est donc engendré par expso(7) (Voir [M-T| p68 ) et ([P] p241). Le sous

espace stable qui contient iH,,, est m; = vect{iH,,, }.

Cherchons a présent le espace invariant qui X,,, — X_o,,. Notons m; ce sous espace.

Nous avons

[Xa: — Xapy Xaj ~ X—aj] = [XaiaXaj] - [XauX~aj] - [X—anaj] + [X—auX—aj]

= [Xao Xog| + [Xoaiy Xoay] = ([Xaps Xoay] + [Xais X ])
= Navo, (Xagsa; — X-ar—a;) + Nag-a; (Xat—a; = X-arsa;)

pourt=14a9et 7 =10 a 24 avec

[Xa,Xg] = Na,ﬂXa+ﬂ st a+fB€ER
= 0 si a+B¢R

[i(Xak +X“‘ak)7 Xaj—X—Otj] = NQk,ﬂji(Xak+aj +X—ak—aj)+N—ak,ﬁji(X—ak+aj +Xak-01j)
pour k=1a9et j =10 a 24. D’autre part
[iHaky onj - X—aj] = [iHaka onj] - [iHak: X—-a_,']
i[Haky Xaj] - i[Haka X—aj]
= iaj(HOlk)Xaj + iaj(Hak)X—‘aj
0 (Ho )i( X, + X _a,)

f

I

pour k=14a3etj=104a 24.

[iHoy,i(Xa, + X_o,)] = [iHagiXe,] + [iHay, iX o]
= —'[Hak’onj] - [HakaX—aj]
= _aj(Hak)Xaj + aj(Hak)X—aj
= —aj(Hak)(Xaj - X—Otj)
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pour k=14a3etj=104a 24.

[i(‘Xak+‘X—ak)’i(‘Xaj _X—'Otj)] = Nakaaj (Xak+aj _X—ak—aj)+Nak,~aj (X~ak+aj —Xak—aj)

pour k =14a9et 7 =10 a 24. Cela étant revenons a la détermination du sous espace
invariant contient X,,, — X_4,,- Posons

16
my = vect U {(Xow = Xoai) t(Xa + X_0,)}

k=10

On a pour L € s0(7); adL(XY X) = adL(Xpyo — X-010)

Xﬂ!m - ‘X“¢1107i(‘X0110 + X—a10)7XOt11 - X—au’i(Xan + X-Otu)v
a‘dL(XYX) € vect Xalz - X—oqz’ i(quz + X—alz)’ X0413 - X—am’ i(‘Xala + X—am)a
Xau - X—-au) i(Xau + X—-au)’ Xals - X—04157 i(Xans + X—ms)

adL(Xa,, — X_ay) € Mg de méme adL(i(Xoyo — X-0y0)) € Mg

Compte des crochets ci-dessus, on a pour L € so(7)

adL(X,; — X_a;) € mp pour j =10 & 16.

adL(i(Xa; + X_a;)) € my pour j =10 & 16.

Clest & dire que adL(mz) C mp, VL € s0(7).

Le sous espace étable par l'action d’isotropie qui contient X,,, — X_q,, €st my. Pour
le détail des calculs voir annexe.

Remarque : Ce résultat était prévisible, car pour k = 1 a4 9 et j = 10 & 16,
Foy £ o  lorsqu’il appartient a R, ne peut étre qu’une racine comprise entre ;g et
a1 ou —ayg et —aie. En effet e4 ne figure pas dans ’écriture des o a ag. Alors qu'il
figure dans I’écriture des a; et —o; pour j = 10 & 16. De plus oy * o est toujours
une combinaison linéaire de coefficients entiers des e}, ez, €3 et eq4, il ne peut donc étre
une racine comprise entre a7 et agy ou —ay7 et —ang (Voir liste).

Déterminons maintenant le sous espace stable qui contient X,,, — X_q,,

Posons .
my = vect | J {(Xap — Xoa) 1( X, + X_a,)}

k=17
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On a pour L € so(7)

adL(Xo; — X_ay;) € vect{ Fam}

Xan - X—ana i(Xan + X—-an
ou Fam = ¢ Xoo — X _ 010, 1(Xage + X_ago

Xazz - X—Otzz: i(Xazz + X—azz
Compte des crochets ci-dessus, on a

adL(Xo; — X_o,) € mg pour j =17 & 24.
adL(i(Xa; + X_qo;)) € mz pour j =17 & 24.
C’est a dire que adL(m3) C m3, VL € s0(7).

’Xals - X—~a187i(Xaxs + X—aw)’
7XC!21 - X“‘a2l7i(X0121 + X—azl)a
aXazs - X—azsa i(Xaza + X—azs)

~— N N

Le sous espace stable par 'action d’isotropie qui contient X,,, — X_,,, est mz. Pour
le détail des calculs voir 'annexe situé & la fin de ce texte.

Dans ce cas aussi on peut faire une remarque similaire a celle que nous venons de
faire relative aux sommes *oay £ «; lorsqu’ils appartiennent & R pour k =1 a4 9 et

j = 17 & 24. Nous pouvons résumer cette discussion en la proposition suivante :

Proposition 2. La représentation d’isotropie de UP*Ca ~ F,/Spin(7) se décompose
en trois facteurs irréductibles my, my et mz de dimensions réelles respectives 1,14 et

16.

En désignant toujours par m le supplémentaire orthogonal de so(7) dans f4 pour

la forme de Killing on a

m=m; $myPmg

my = vect{iH,,, }

16
my = vect | J {(Xax — Xcap)s i(Xay + X))
k=10
24
ms = vect | J {(Xap — X-ap)s iXay + X-a)}

k=17

Par conséquent, nous avons
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Proposition 3. Toute métrique Fy-invariante sur UP?Ca ~ F;/Spin(7) est de la
forme :

AL <> |mg + A2 <> |mg + A3 <> |-

ol <> |, = —B|m, (restriction de la forme de Killing & m;) ou B est la forme de

Killing de f,.
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Annexe
3 9 9
L= a;+ Y be(Xa, = Xoo) + D (X, + X_a,)
j=1 k=1 =1
(L, Xy = Xayo)] = b2Nas 010(Xara = X-ara) + 2Naz 0108 (Xans + Xoays)
+03N-a3,010(Xag; — Xan) + 2N 05,010 (Xay; + X-ay;)
+b7Nar,010(Xarz = X-aiz) + 7 Nar,a104(Xarz + X-ay,)
FbsN_agar0(Xars = X-ars) + B8N _ag,a10H( Xz + X-ay3)
N _ag 010 (KXans = Xans) + CoN—ao.010t(Xags + X —ays)
[Lv 7:(-onlo + Xam)] = b2Na2,a1oi(Xa14 + X—au) + CZNaz,oao (Xa14 - X~a14)
53N _ 05 0108 (Ko + X o) + 2N _aga10(Xan, = X-anr)
+b07Nor 0108 Xarz + X—arz) + €1 Nar010(Xary — X-arz)
b8 N _ag .10t (Xars + Xass) + 8N-aga10(Xars = X-as)
09N _,000H(Xags + Xars) + 90N _ag,010(Xars — X-ays)
Ly Xayy — Xap] = b3 Nog001 (Xars — X-as) + €3Nas 0014 ( Xare + X-ars)
+b3N 0,00, (XKoo — X-ar0) + 3 N-05,011 1 Xago + X-a10)
+b4Nos 011 (Xags = X-ars) + €alNay,00, 1 Xns + Xoays)
4N _ay 00 (Xars — X-ara) + €aN—aponi(Xags + X-ar)
+b5 N _ag.001 (Xona = X-a1a) + 5N -ag,00:8( Xy + X—ara)
+bsNag a1y (Xars — X-a15) + 5 Nag,a1, 8 (Xags + X—ays)
[L,1(Xay; + Xop)] = 03Naga18(Xae + Xoais) + 3Nag,an; (Xarg = Xoans)

03N _ g 0018 (Koo + X —ao) + €8N _agomy (Xano = X—oo)
04 Nag 0y, Xz + Xoons) + calNogon; (Xos — Xooys)
+baN_ag00 8 (Xary + Xary) + N oagon (KXo, — Xoarz)
05N _ag.00, 8 (Xap, + Xo1s) + 5 N-as,000 (Xare — Xoars)
b5 Nag a1, 4 Xars + X—ans) + €5 Nas,011 (Xars — X-ans)



[L’ XQ]Z

[Lai(Xalz + Xalz)] =

[L’ Xal3

[L’ i(XQIS + Xal3)] =

(L Xaus

- Xaxz] =

- Xals] =

- Xau] =
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BN o002 (Xons — Xeord) 1Ny 00,8 (KXo, + Xoaiy)
04N g 000 (Ko = Xeann) + caN_ag a8 (Xay, + Xoany)
+b6N_ag.a12 (Xors — X—ars) + 6N -ag,012t(Xans + X-ays)
+b7N_ 015 (KXo = X-a1o) + 7N-ar0108 (Koo + X-a10)
+08 N _ag.013(Xare = X-a1s) T 8N—ag,0128(Xazs + X—ass)

b1N—ay,012H(Xaze + X-o1s) + €1N-aq,015(Xars = X-asa)
+04N —as.0128 (X + Xan) + €N —apor (KXo — X-a11)
+b6 N —ag,0128 (Xas + X—a1s) + 6N —ag,012(Xars — X-ans)
H+b7N 07,0028 (Xago + X-a10) + 7N 07,012 (X — X=a10)
+b8 N_ag,0128(Xass + X-a16) + 8 N-ag,015(Xas — X-ass)

b1N_ar.015(Xaws — X-ans) + 1N -a1,0158(Xaas + X-ars)

+baN_aq005(Xans — Xoar) + caNag,0058(Xan, + X—auy)
+b6 N _ag,m3 (Xons — X-a1a) + 6N-ag,015H(Xars + X-a4)
+b7 N _ar,008(Xeane — X-a16) + 7N 07,0138 (Xars + X-ars)
08N g 005 (Koo — X —ar0) + C8N_aganst (X + X—ao)

b1V —a1.0158(Xogs + X-ars) + 1N -01,005(Xaws — X-aus)
04N _as.0055(Xapy + X—aar) + €alN g 005 (X — X-oqy)
+b6N —ag.015t (Xans + X—a1a) + 6 N-ag,015(Xars = X-a1a)
+07N_ar.0055(Xars + X-ags) + 7N-07,013(Xage — X-016)
+bsN_ag,005H( Xaro + X—a10) + €8N—ag,013(Xa1o — X—-ar0)

b1Nay 014 (Xarz = X-a15) + €1 Na 0148 (Xags + Xoas)
+boN_ 010 (Koo — X—a10) + 2Na5.0144(Xago + X-a10)
+b5 N a5 010 (Xanr — X—anr) + 5N 05,0044 ( Xy + X-aqy)
+b6N 6010 (Xoas — X—a1s) + 6N -ag,014t(Xoas + X—a13)
+b9 N _ag 010 (Xore = X-a16) + 9N 09,0148 (Xars + X-a1s)
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[L,i(Xay, + Xay)] = b1 Now ¥ (Xar, + X-a12) + €10y 000 (Xas — X apn)
+baN_ 05,0045 (Xano + Xoao) + 2N 05,000 (Xare — Xoayo)
+05N 0,018 (Xag + Xeary) + 5N ag,004(Xay; — Xoayy)
06N _,0148(Xags + X-a1s) + 6N -a6,a14(Xars — X—ans)
9N 0,008 Xage + X-c16) + 9N —a0,a1: (Xars — X-ays)

[, Xais = Xois] =  01Napons(Xags — X-ags) + €1 Noyarst(Xags + X-ap)
402N 0y 005 (Xos — Xage) + 2N —p,005 1 Xarg + X —ay)
05 N g 15 (Kors = X—ans) + 5N 05,0058 (Xayy + X-ayy)
06N g 005 (Xeanz = X—arz) + 6N —-ag,0055 (Xory + X —aps)
09N _ag.015 (Koo — X—azo) + 0N 00158 (Xago + X o)

e e e

[L,1(Xays + Xags)] = 01lNa 0058 ( Xz + Xoas) + €1 N0 005 (Xaws — X—ars)
+b2N_a5,0158(Xaas + X-a16) + 2N_a3,015(Xars — X-ase)
+05 N _gs,0055(Xar; + Xoanr) + 65N ag,015 (Ko, — X—any)
+b6 N _g6,0155 ( Xz + X—arz) + 6N _ag,015(Xars — X—agz)
+09N_ 0,015 ( Xazo + X —aro) + €9N—ag,015 (Xaro — X-ar0)

[L, Xoye = Xays] = b2 Ny 016 (Xeors — X-as) + 2Nag,a16t(Xags + X-aq5)
+03 N _ag,006 (X — X_an1) + 3N _ag,0068H(Xaqy + Xooqy)
+b7No 016 (Xaas = X-aa) + €1Nag,a168(Xays + Xeays)
+bs N_ag,016(Xar; = X-a13) + 8 N_ag,m68( Koy, + X-ayz)
+boN_p.006(Xars — X-c14) + 0N 09,0168 (Xars + X-c1s)

[L,i( X — Xawg)] = b2Nay 0168 (Xars + X—a1s) + €2Naz,016 (Xars — X-ay5)
03N 05,0068 (Xag; + X-anr) + 3N _ag,006(Xeas — X-cny)
+b7Na7,0168(Xas + X-a13) + C7Nasa16 (Xars = X—ans)
+08N_ag 0168 (Xars + X—arz) + 8N -ag,016(Xars = X—anz)
b9 N 09,0165 (Xarg + X—a1s) + 9N _ag.a16(Xogs — X-c1a)



115

(L, Xays — Xar] = 53N_ag.000(Xawe — X-a1s) + 3N -ag.0178(Xags + Xearo)
04N _ s 017 (Xons — X-aga) + €aN_ 0078 (Xogs + X—as4)
+b5N _ag 007 (Xaws — X—-as) + 5N 05,0178 (Xars + X-cus)
+b6N_ag.017 (Xazs — X-a25) + 6 N-06,0178(Xags + X —023)
+bs N _og.017(Xagy — X—ag1) + 8 N_ag 0078 (Xag: + X—asy)
+boN _og,017(Xagy — X—agz) + 0N 09,0174 (Xag, + X-ay,)

[L,i(Xary + Xarz)] = 53N-ag00,8(Xage + X-10) + 3N -03,007(Xare — X-ay5)
+0aN 0078 (Xaga + X-ana) + 4N g 017 (Xoga —
+bsN_ag,0178(Xayg + X-aig) + 5N —ag,007 (Xaws — X—cs)
+b6N_ag,0178(Xags + X—ag3) + 6N -ag,017 (Xags — X
+bs N _g.0078(Xags + X 1) + 8N —ag,007(Xazs — X0

) X_

+b9N—09yal7i(Xa22 + X—Om + CQN—as,an (Xazz -

(L, Xayg — Xaws] =  01N_ay,018(Xape = Xoaza) + 1N 04,0158 Xagg + X-024)
+02Nay 018 (X e = X-ano) + €2Nag 015t (X + X—aio)

+b3N_a5.018 (Xags — X-v21) + 3N 05,0088 (Xags + X _ag1)

+b4N 4,018 (Xazs = X-a23) + CaN 04,0158 (Xazs + X -03;)
+b5Nag cra (Xarr — X—ar) + €5 Nag.arsi(Xars + X—arr)

+bs N _ag,018(Xaze — X—-az) + 8N -ag,a1st(Xage + X-az0)

[L,i(Xas — Xarg)] = b1N-a,0188(Xaze + X-a50) + €1N-a1,018 (Xaze — X—ag4)
452N 0058 (Xage + X o) + 2Nog 018 (Xage — X—azs)

403N _ag 005 (Xags + X—an) + 3N _ag a6 (Xogy — X-an)

404N _ag 0158 (Xags + X—azs) + 4N _agors(Xazs — X —ans)
+b5Nag 0161 (Xar; + Xoair) + ¢5Nag,a1s (Xarr = X-ary)

+bg N_ag.0158(Xage + X-az0) + 8 N—ag,018 (Xazo — X -az0)



[L’ XQIQ

[L’i(Xam -

[L’ Xa20

[Lv i(Xazo + Xazo)] =

- Xam] = b2N~a2 a9 (Xaw - X

+b3 3,019 X

X
+b5N_a5 ato

(
(
(
(X,

+b7N—a7,019 (X0124

;mg) + calN_ap000%(
—arr) + 3 Nag 010t (Xayr + X oagr)
X _0g1) tCalN oy 0101 (Xag + Xay)
X_v25) + a5 0101 (Kags + X —an)
X _a20) + 6N _ag.010t(Xage + X —agg)
— X—a2s) T 7N -a7,0104(Kags + X-0s4)

a7

a1

Xazz -

a0

116

Kows + Xooys)

18

Xow)] = BN _ap0008(Xags + Xoans) + 2Ny aro(Xays = X—as)
+b3 Ny 108 (Xany + X—an7) + €3 Nag 016 (Xary — X—ayr)
04N 4 0001 (Xag; + Xea91) + €aN_ag010(Xag; — X—ap1)
+bs N —ag,010t(Xags + X an) + 4V _as,010 (Xag, — X—ass)
+b6 N —ag.010t(Xagy + X=a20) + 6N -ag,a10 (Xago — X—az0)
+07N 0101 ( Xazg + Xeans) + 7N ar,010 (XKage — X—a2q)

- Xazo] = bSN-—as,azo (Xazs -
+b4N—a4,0120 (Xazz -X

+b5 N—-as.azo (Xam

+b6N—as,a20 (Xalg - X_
+b8N~as,0120 (qus - X_
+b9N—09,a20 (X024 -

X o) + 3N 04,0008 (Xags + X—0g3)

o) F CaN g 000t (Kags + X —azy)
— X_on) + 5N _a5.0208(Xag, + X o)
a19) T C6 N _ag,000 (Xage + X —0y5)
a18) F 8N _ag a0t (Xags + X —ags)
X o) F N 00,000t (Xags + X _a24)

b3N—as,azoi(Xa23 + X—aza) + C3N—aa,a20 (Xazs - X—aza)

04N _ o 0208 (Xags + Xas) + 4N —ag000(Xagy — X—as,)
+b5 N _as 020t (Kogs + X—a91) + 5N _ag,000(Xag: — X—a21)
+06 N_ag,0208 (Xane + X—aio) + 6 N—ag,a20(Xazg — X—as)
08N _ o 0008 (Xags + X —ars) + C8N_ag 030 (Xars — X-aus)
b9 N_ag,a201(Xaxze + X-a34) + 9N 0,000 (Xaaza = X-024)
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(L, X — Xezt)] = b1N_ay 001 (Kass = Xoams) + N oy 001 (Xags + X _ag3)
b2V _ oy 001 (Xazs = X —a23) + €2Nag,a0:(Xagy + X o)
+b3N_ 5,001 (Xaza — X-021) + 3N 03,00 1 Xega + X —ans)
+b4N_ o001 (Koo = X-are) + CaN_g.00 1 XKoo + X -ano)
+b5 Nas,a0, (Xaze — X—an) + €5 Nag,a011{Xage + X—az0)
08N _g,001 ( Xy — X-arr) + 8N -ag,00.8(Xayr + X—a17)

(L, (Xan + Xan)] = b1N-a 008 (Xag + X-ag) + 1N oy a0 (Xag — X_ags)
02N 008 Xags + X-05) + C2Nag 091 (Xags — X—az3)
03N _ 0018 (Xage + X-v2a) + 3 N-05 001 (Xozs — X—02s)
64N g 005 (Xge + X—oo) + €aN g cm (Kearg — X—aro)
+b5 Nag,a01 (X azo + X—azo) + €5 Nas 001 (Xaze — X —az0)
+08N _ g 0218 (Xerr + X magr) + 8N agam (KXo — X—arr)

[Ly Xazs = Xazsl = 01N _aga00(Xan — Xoag) + 1N oy 0008 ( Xy + X_ayy)
+b63N oy, 000 (Xarg = Xcns) + €3 Nag 008 (Xogs + X—as)
4N _ag 002 (Xozo — X—az0) + €alN g 0228 (Xrgo + X —auz0)
+b5 Nos 002 (Xare — X—aro) + C5NVag a2t (Xage + X _ago)
+67N_ 5,000 (Xazs = Xoas) T 67N _a7,008(Xans + X _ar5)
+b9 Nag azs (Xarr — Xeagr) + 8Nog apet(Xagr + X—an7)

[L,i(Xags ~ Xan2)] = b N_ay,00UXan + Xoam) + N0y 000 ( Xz — X-as1)
b3 Nag 0001 (Xans + X-a1s) + €3Nas 000 (Xags — X —ans)
+04N 0008 (Xazo + X—az0) + CaN-aq,005 (Xazo = X-a30)
+b5Nos 0208 (Xago + X—o10) T 5Nag 002 (Xago — X o)
7N g 0031 (Xags + Xoaza) + 7N a3y (Xazs — X —aza)
+b9Nog,az2t(Xeaar + X-cur) + €8 Nag.azs (Xarr — X-oar)



118

(L, Xaps = Xazs] = 02Nagians(Xas — X_aa1) + 2N0s 0051 (Xan, + X )
+b3Nag 03 (Xaze = X-ass) + CaNag 0038 (Xaz + X_az)

04N _ a4 005 (Xass = X-ars) + CaN—ag 0231 (Xags + Xoayg)

05N _as,005 (Xans = X—ans) + 5N a5 005t ( Xy + X—azg)

+06N _ag,003 (Xarr = X—anr) + C6N—ag,a28(Xayy + X-arr)

+07N_a7,005 (Xazs = X-ag) + 7N a7,0208(Xag, + X—ap,)

[L,i(Xags + Xazs)] = 52Nana0s8(Xags + X-an) + 2Nay s Koz = X-an)
03N ag 0058 (Xago + X—a0) + CalNaz 05 (Xazo = X —azo)
+b4N_ 04,004 Xars + X-ang) + C4N—-4,005 (Xags = X-ans)
Fbs N g 31 (Xazg + X-aza) + 5N _a5,005 (Xans — X_azy)
+b6N g 251 ( Xenr + X—arr) + C6N—g.003(Xarr = X o)
07N a7 051 (Xazz + Xags) + €7 N-ay.a2s(Xazs — X -az)

[Ly Xoge — Xozd) =  01N_g1,000(Xaws — X-ars) + 1V 01,0008 (Xagg + X-as)
D3N o028 KXoz = X o) + €3N _ag anat (Xag, + X—ap1)
04N oy a2 (Xorr = X carr) + €aN - o000t (X + X —arr)

+b5Nog 020 (Xags — X—a93) + €5 Nas 0048 (Xazs + X-ass)
07N .00 (Xags — X-1o) + 7N 07,0041 (KXo + X—a10)

+b9Na9,a24 (Xazo - X—azo) + 69N9a9,a24i(X020 + X—-azo)

(L, (Xag + Xoza)] =  b1N-ay,0008( Ko + X-as) + 1V 1,050 (Xaws — X-as)
+3N 0048 ( Koz + X o) + €3N —a5,000(Xaz = X-az)
+baN_ 4 0008 ( Xoar + X-anr) + CalN_ay a0 (Xarr — X—arr)

+b5 Narg 0208 (X ags + X —es) + 5N ag a0 (Xozs = X-cas)
+07N_or,000H(Xaro + X-as) + 7N om0z (Xazo — X-a1o)
+09 Nog a2t (Xage + X—az0) + €9NVoag 024 (Xazo — X —ag)
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