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INTRODUCTION

La notion d'algèbre triple de Lie a été introduite par K. Yamaguti sous le nom dl

système triple général de Lie. Une algèbre triple de Lie est une algèbre anticommutative 1­

munie d'une composition trilinéaire [X Y Z] dans laquelle notamment les application

~(X,y): Z~ [X Y Z] sont des dérivations de A.

Notre travail consiste essentiellement à prolonger certains résultats connus dans le

cas des algèbres triples de Lie au cas des algèbres Zrgraduées.

Au chapitre l, nous donnerons quelques résultats généraux sur les superalgèbres e

sur les superalgèbres de Malcèv.

Au chapitre II, nous définirons la notion de super-représentation faible d'uTIl

superalgèbre de Malcèv. Par la suite, après avoir montré qu'une super-représentation dl

Malcèv est une super-représentation faible, nous donnerons une condition pour qu'unl

super-représentation faible soit une super-représentation de Malcèv. Nous définirons ensuitl

les notions de superalgèbres triples de Lie et de super-systèmes triples de Lie. Nou

définirons enfin les groupes de cohomologie liés à la super-représentation faible d'uni

superalgèbre de Malcèv.

Dans le dernier chapitre, nous adapterons les travaux de M. Kikkawa sur 1:

projectivité des algèbres triples de Lie au cas des superalgèbres triples de Lie. Nou

définirons une famille de superalgèbre de Lie de projectivité d'une superalgèbre triple dl

Lie. Nous nous intéresserons particulièrement aux cas où la superalgèbre triple de Lie SI

réduit à une superalgèbre de Lie ou à un super-système triple de Lie.



CHAPITRE 1:

2

GENERALITES SUR LES
SUPERALGEBIlliS DE MALCEV

1.1. ESPACES VECTORIELS Z'l - GRADUES

Soit K un corps commutatif.

Définition 1.1.1.

Un K-espace vectoriel Z2-gradué M eslla donnée d'un couple (Mo, MI) de

K-espaces vectoriels tels que M = Mo EB MI,

Les éléments de Mo sont appelés éléments homogènes de degré o.
Les éléments de Ml sont appelés éléments homogènes de degré 1.

On note x le degré d'un élément homogène x de M.

Soient M = Mo ffi MI et N = No El> NI deux K-espaces vectoriels Zrgradués.

N c M signifie No c Mo et NIc MI

M œN est un K-espace vectoriel Zrgradué ct (M EB N)j = Mi EB N, i E Z2

M 0 N est un K-espace vectoriel Zrgradué et

(M®N)o = Mo0No EB MJ®N]

(M0N)l = Mo0N1 EBM1@Nc.

Défmition 1.1.2.

Une application K-linéairc f de M = Mo EB MI dans N = No œ NI est dite de degré k

si f(M i) c Niik ; i, k E Z2, i+ k calculé Illodulo /.
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Définition 1.1.3.

Une application K-linéaire Zrgraduée [de M = Mo EB MI dans N = No EB NI est un

couple d'applications linéaires (fa, fi) où fa : MO-7- No et fI : MI -t NI-

Remarque 1.1.4.

Une application K-linéaire Zrgraduée est de degré o.

1.2. SUPERALGEBRES DE MALCEV

Définition 1.2.1.

Une K-algèbre Zrgraduée ou K-superalgèbre est un K-espace vectoriel

Zrgradué M = Mo EB MI muni d'une multiplication telle que MiMj C M i+j ; i,j E Z2,

i +j calculé modulo 2.

Définition 1.2.2.

Soient M = MoEB Ml el N = NoED NI deux K-superalgèbrcs. lJn morphisme dc

K-superalgèbres f de M dans N est une application K-linéaire Zrgraduée telle que

f(xy) = f(x) f(y) pour tous x et y dans M.

Soit M = MoEB MI une K-superalgèbre

On définit l'application K-trilinéaire

lM x Mx M -t M, (x,y,z) H J(x,y,z)

J(x,y,z)=(xy)z-x(yz)-(-I)YZ(xz)y où X,y,ZE M{)uM I

J est appelé super-Jacobien de M.

On définit la multiplication [,]: M x M -t M telle que
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[x,y] =xy-(-l)XYyx, x,y E MOuM)

[ ,] est appelé super-crochet de Lie.

Soit M = Mo EB MI une K-superalgèbre et G = Go EB G, la K-superalgèbre

grassmanIÙenne dont la multiplication vérifie xy = (-1) x y yx pour tous x, y E GouG). G es

une K-superalgèbre associative. On pose M(G) = M ® Ci. M(G) est une K-superalgèbre.

On dit que M(G) est l'enveloppe grassmannienne de M si M(G) = (M ® G)o.

Soit C une classe d'algèbres (de Lie, <.le Malcèv, alternative... ).

Théorème 1.2.3.

Une K-superalgèbre M = Mo E9 Ml appartient à une classe C si et seulement s

l'enveloppe grassmanIÙenne M(G) = (M ® G)o appartient à la classe C

Dans ce qui suit, nous supposerons que la caractéristique <.le K est différente de deux.

Corollaire 1.2.4.

Une K-superalgèbre M = Mo E9 MI est Lille superalgèbre de Malcèv si ct seulement s

son enveloppe grassmannienne M(G) = (M® G)o est une K-algèbre de Malcèv.

Définition 1.2.5.

Une K-superalgèbre M = Mo EB MI est une superalgèbre de Malcèv si et seulement si

xy =-( -1) x yyx

(- 1) Y7 (xz)(yt) = (( xy) z)t + (-1) x( Y+i+i) (( yz)t) x + (__ J) (x 1)'j( Ill) (( zL) x)y -d_1) l( x 1 y 1 Z) ((tx)y) z

pour tous X,y,z,t E M{) u MI.
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Définition 1.2.6.

Soit M= Mo Et) MIo une K-superalgèbre de Malcèv et

V= Vo Et) V1 un K-espace vectoriel Zz-gradué

EndK(V) muni de la Zz-graduation définie par

(EndK(V))i = {f E EndK(V)/f(Vj ) C Vi+j ; i,jE Z2,i+ j calculé modulo 2}
est une K-superalgèbre associative.

V est appelé un M-module de Malcèv s'il existe une application K-linéaire Zz-graduée

P :M~ EndK(V) qui à x associé p(x) = Px telle que l'on ait

_ [ ] ( l)Y(x+z) ( l)Y(x+z)p(yz)x - Px' pzoPy + - Pxyopz - - pyopzx

Dans ce cas P est appelé super-représentation de Malcèv de M dans V.

Remarque 1.2.7.

L'application K-linéaire R : M ~ EndK(M) telle que Rx(Y) = yx est une super

représentation de Malcèv de M dans M, appelée super-représentation régulière de M.
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CHAPITRE II: SUPER-REPRESENTATION FAIBLE
D'UNE SUPERALGEBRE DE MALCEV

Dans [10], K. Yamaguti montre qu'une algèbre de Malcèv peut être munje d'une

structure d'algèbre triple de Lie et définit la notion de représentation faible d'une algèbre de

Malcèv. Dans ce chapitre, nous définirons la structure de superalgèbre triple de Lie et la

notion de super-représentation faible d'une superalgèbre de Malcèv. Nous définirons aussi

les groupes de cohomologie liés à la super-représentation faible d'une superalgèbre de

Malcèv.

Dans tout ce qui suit, K est un corps commutatif de caractéristique zéro.

M = Mo œMI, désignera une superalgèbre de Malcèv, V = Vo œv, un espace vectoriel

Zrgradué.

n.l. DEFINITION ET PROPRIETES DE LIAPPLICATION 1 l

M = Mo œ:M j est une superalgèbre de Malcèv ; alors son enveloppe grassmannienne

M(G) = (M®G)o est une algèbre de Malcèv. D'après [10] M(G) peut être muni d'une

structure d'algèbre triple de Lie par l'application K-trilinéaire [ , , ] définit par

[X y Z] = X(YZ) - Y(XZ) + (XY)Z pour tous X,Y,Z E M(G).

M(G) a alors les propriéLés suivantes:

* [X X Y] = 0

* [X Y Z] + [Y Z X] + lZ X Y] + (XY)Z +(YZ)X + (ZX)Y = 0

* [(XV) Z V] + [(YZ) X V] + [(ZX) y V] = 0

* [X Y (ZV)] = [X Y Z]V + Z[X y V]

* [X Y [Z V W]] =[[X y Z] V W] + [Z [X y V] W] + [Z V [X Y Wl]

pour tous X, Y, Z, V, W E M(G).

Soient X, Y, Z, V, W des éléments homogènes de M(G).



posons x = x ® g ~ y = y ® g' ,
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z= z® g" v= v®h' W=w®h',

x, y, z, v, W E Mo uMI ; g, g', g", h, h' E 0 0 U 0 1

notons que X = g ; y = g' ; z = g" ; V= h et w = h' ;

la multiplication dans M(G) est définie par :

XY = (x®g)(y®g') = (-l)gy xy®gg'= (_l)xy xy®gg' .

Développons l'expression suivante:

[X y Z] = X(YZ) - Y(XZ) +(XY)Z

[X y Z] = (x <8> g)((y<8>g')(z<8> gll)) -(y® g')((x<8>g)(z<8> g")) + ((x <8> g)(y <8> g'))(z<8> g")

= (x <8> g)((_l)Yzyz® g'gll) -(y® g')((-l)XZ xz ® ggll) +((_l)X yxy®gg')(z® g")

=(_l)Yz+x(y+z) x(yz) ® gg'g"_( -1) xZ+Y(X-I-Z) y(xz) ® g' gg,"+

+(-1) xy+z(x+y) (xy)z® gg'g"

= ((-1)y z+x(y+z) x(yz) - (-l)x z+y(x+z)+x yy( xz) +( -1) Xy+z(x+y) (xy)z) 0 gg' g"

= ((zy)x _(_I)X Y(zx)y + z(yx)) ® gg'g".

[X Y Z] =((zy)x-(-l)XY(zx)y+z(yx))®gg'g"

d'où la définition suivante:

Définition Il.l.1.

[ , , ]: Mx M x M ~ M est une application K-trilinéaire définie par

[x,y,z] = (zy)x - (- I) XY (zx)y + z(yx) pour tous x, y, Z E Mn uMlo

Remarques II.1.2.

Il. 1.2.1. \f X,Y,Z E M(G), [X Y Z] = [x,y,z] ® gg'g".

Il.1.2.2. \fx,y,z EMou Ml, [x, y, z] = [Rx, Ry] (z) + R,'X (Z)

OÙ Rx : M~ M , Y ~ yx.
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En effet,

[x,y,z] = (zy)x - (-1) x y(zx)y + z(yx)

= (RxoR y)(z) - (-1) x Y( RyoRx)(z) + Ryx (z)

= [R x,R y](z) + R yx (z).

Déduisons les propriétés de l'application [ , , ] dans M.

Pout tous X, Y, Z, V, W des éléments homogènes de M(G)

avec X = x ® g ; y = y ® g', Z= z ® g" V = v ® h ; W = w ® h'

x, y, z, v, W E Mo uMl ; g, g', g", h, h' E Go U G l

• [X X Y] = 0

[X X Y] = [x, x, y] ® ggg' = 0 V x, y E Mo U Ml; V g,g' E Go U G l tels que

X = x ® g; y =y ® g'

d'où [x, x, y] = o.

• [X Y Z] + [Y Z X] + [Z X y ] + (XY)Z + (YZ)X + (ZX)y = 0

[X Y Z] = [x, y, z] ® gg'g"

[y Z X] = [y,z, x] ® g' g" g = (-1) x(y+z) [y, Z, x] ® gg' g"

[Z X y] = [z,x, y] ® g" gg'= (_I)z(x+y) [z, x, y] ® gg' g"

(xy)Z+(YZ)X + (ZX)Y = (_I)XY+z(x+y)(xy)z® gg' g"+(-I)Yz(yz)x ® gg'g"

+(-I)xy(zx)y® gg'g"

d'où l'on obtient par identification

[x,y, z] + (_I)x(y+z) [y, z, x] +(_1)z(x+y) [z, x, y] +

+(-1) x y+z(x+y) (xy)z - (-1) Yz+x(y+z) x(yz) - (-1) x(y+z) (xz)y = 0

alors [x,y,z] +(-I)x(y+z)[y,z,x] + (_I)z(x+y)[z,x,y] +(_I)xy+z(x+y) J(x,y,z) = O.
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• [(XY) Z V] + [(YZ) X V] + [(ZX) y V] = 0

[(XY) Z V] =[(- I)XY xy® gg' z® g" v ® h) =(-I)xy[xy,z, v] ® gg'g"h

[(YZ) XV] = [(-I)YZYZ®g'g" x®g v®h)

= (- I)YZ[yz, x, v] ® g'g" gh

= (_I)Yz+x(y+z) [yz, x, v] ® gg' g" h

[(ZX)YV]=[(-I)XZZX®g"g y®g' v®h)

= (-1)x Z[zx, y, v] ® g" gg' h

= (_I)X z+z(x+y) [zx,y, v] ® gg' g" h

d'où l'on obtient (-I)xy[xy,z, v] + (_I)YZ+X(Y+Z) [yz, xv] +(_I)xz+z(x+y)[zx,y, v] = 0

et [xy,z, v] + (_I)Z(X+Y) [yz, x, v] + (_I)Y(x+z)[zx,y, v] = o.

• [X Y (ZV)] =[X Y Z]V + Z[X y V]

[X Y (ZV)] = [x ® g y® g' (- I)zv zv ® g"h) = (- I)ZV[x,y,zv] ® gg'g"h

[X y Z]V = ([x,y,z] ® gg' g")( V ® h) = (- I)v(x+y+z) [x,y,z]v ® gg' g" h

Z[X y V] =(z® g")([ x,y, v] ® gg'h)

= (- I)z(x+y+v) z[x,y, v] ® g" gg'h

=(- I)Zv z[x, y,v] ® gg' g" h

On obtient donc par identification

[ ] _ ( 1)v(x+y) [ ] [ ]x, y, zv - - x, y, z v + Z x, y, v .

• [X Y [Z V W]] = [[X Y Z] V W] + [Z [X y V] W] + [Z V [X Y W]]

[X y [Z V W]] = [x, y,[z,v,w]] ® gg'g"hh'

[Z [X y V] W] =[z,[x,y,v],w] ®g"gg'hh' =(-I)z(x+y) [z,[x,y, v], w] ® gg'g" hh'

[ZV [XYW] = [z,v,[x,y,w]] ®g"hgg'h' = (-I)(z+v)(x+Y)[z,v,[x,y,w]]®gg'gllhh'
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d'où par identification on obtient

[ [ -1] - [[ ] ] (_l)z(x+y)[ [ ]] (_l)(x+y)(z+v)[ [ -1]x,y, z, v, w_ - x,y,z, v, w + z, x,y, v ,w + z, v, x,y, w..

Nous obtenons la proposition suivante:

Proposition II.1.3.

Soit M = Mo œMl une superalgèbre de Malcèv et [,,] l'application K-trilinéair,

définie par [x, y, z] = (zy)x - (- I) x y(zx)y + z(yx)

Alors pour tous x, y, z, v, W E Mo U Ml on a :

[x,x,y] = 0

[x,y,z] +(-I)x(y+z)[y,z,x] +(-I)z(x+y)[z,x,y] +(_I)XY+z(x+y) J(x,y,z) = 0

[xy, z, v] + (- I)z(x+y) [yz,x, v] +(- I)Y(X+Z)[ zx, y, v] = 0

[x,y, zv] = (-I) V(X+y)[x,y, z]v + z[x,y, v]

[ [ ]] _ [[ ] ] (_ )z(x+y)[ [ ]] (_l)(x+y)(z+v)[ [ ]"x,y, Z,V,W - x,y,z ,V,W + 1 z, x,y,v ,W + z,v, x,y,w j

De plus [X X Y] = 0 \;f X, Y E M(G) implique

0= [X + Y X +Y z]

0= [X y z] +[y X z]

et [X y z] = -[Y X z]

alors [x, y, z] ® gg' g" = -[y, x, z] ® g' gg"

= -(- I)xy[y, x, z] ® gg' g"

d'où nous obtenons [x, y,z] = -(- I)xy[y, x, z]

Cette proposition nous conduit à définir la structure de superalgèbre triple de Lie dl

la façon suivante:
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Définition II.1.4.

Une superalgèbre triple de Lie T = ToEB TI est un K-espace vectoriel Zrgradué muni

d'une multiplication bilinéaire xy et d'une composition trilinéaire [x,y,z] vérifiant pour tous

x, y,z, V,W E TouT]:

xy = -( - 1) x y yx

[x,y,z] =-(-l)xy[y,x,z]

[x,y,z] +(-l)x(y+z)[y,z,x] +(_I)z(x+y)[ z,x,y] +(_I)xy+z(x+y) J(x,y,z) = 0

[xy, z, v] +(- I)z(x+y) [yz,x, v] +( -l)Y(x+ z)[ zx, y, v] = 0

[ ] - (_l)v(x+y) [ 1 z[ ]x, y, zv - x, y, z v + x, y, v

[ [ 1]]_[[ ] ] (_l)Z(X+Y)[ [ ]] (_l)(Y.+Y)(z+v)[ [ "]x,y, Z,V,'-' - x,y,z ,v,w + z, x,y,v ,w + z,v, x,y,w, .

II.1.5.1. D'après la définition précédente, il vient immédiatement qu'une superalgèbre

de Malcèv M est lIne superalgèbre triple de Lie munie de la multiplication xy et du triplel

[x,y,z] =(zy)x-(-I)xy(zx)y+z(yx) pour tous x, y, Z E~ uM1.

II.1.5.2. Toute superalgèbre de Lie L est une superalgèbre triple de Lie.

En effet, il suffit de poser xy = [x,y] et [x,y,z] =(-1))( y 1 z(" 1 y) [[", y]. 1'.]

où [ , ] est la multiplication de L.

Remarques Il.1.6.

Soit Tune superalgèbre triple de Lie

Il.1.6.1. Si [x,y,z] = 0 V x, y, Z E To U TI, alors T devient une superalgèbrc de Lie.

11.1.6.2. Si xy = 0 V x, y E To U TI alors nous avons les relations suivantes:

[x,y,z] = -(.-l)xy[y,x,z]
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[x,y,z] = -(-l)XY[y,x,z]

[x,y,z] +(-l)x(y+z)[y,z,x] +(-l)z(x+y)[z,x,y] = 0

[ [ -1] - [[ ] ] (_l)z(x+y) [[ ]] (_l)(x+y)(z+v) [ [ ]'x,y, Z,v,W_ - x,y,z ,v,W + z, x,y,v,w + Z,v, x,y,w,

d'où la définition suivante:

Définition II.1.7.

Un super-système triple de Lie T = ToEBT I est un K-espace vectoriel Zz-gradué muni

d'une application K-trilinéaire [ , , ] vérifiant pour tous x, y, z, v, W E Tou Tl

[x,y,z] =-(-lfXY[y,x,z]

[x,y,z] +(-l)x(y+z)[y,z,x] +(-l)z(x+y)[z,x,y] = 0

[ [ ]] _ [[ ] ] (_I)Z(X+Y)[ [ ]] (_l)(x+y)(z+v)[ [ ]]x,y, Z,V,W - x,y,z ,V,W + z, x,y,v,w + z,v, x,y,w .

II.2. SUPER-REPRESENTATION FAIBLE D'UNE SUPERALGEBRE

DE MALCEV

Posons D(x,y) = [Rx, Ry] + Ryx , x,yE Mo U Ml

D(x,y)(z) = [Rx, Ry] (z)+ Ryx(z) = [x,y,z]

D(x,y) est une application K-linéaire de M dans M et on a D( x, y) = x+ y.

Lemme II.2.1.

Pour tous x,y,z E Mo U Ml , RD(x,y)(z) = [D(x,y),RzJ.

En effet, R est une super-représentation de M dans M ;

alors R vérifie la relation suivante

R - [R R R] ( I)Y(x+z) R R (l)Y(x+z) R R(yz)x - x' zo y + - xyo z - - yO zx
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alors RD(x,y)(z) = R[x,y,z] = R(ZY)x - (-1) xyR(zx)y + Rz(yx)

= R +(_1)x(y+z) R +(_1)xy+z(x+y) R
(zy)x (xz)y (xy)z

R(zy)x = RxoRyoRz - (_l)x(y+z) RyoRzoR x

+(_l)z(x+Y)R oR _(_1)z(x+Y)R oRxz y z yx

(-1)x(y+z) R(xz)y = (-1) x:(y+z) (RyoRzoR x - (_l)Y(x+z) RzoRxoR y

+(-1) x(y+z) R oR - (_l)x:(y+z) R oR )yx z x zy

(_l)xy+z(x+Y)R = (_l)Xy+z(x+Y)(R oR oR _(_1)z(x+Y)R oR oR(xy)z z y x y x z

+(_l)x(y+z)R oR _(_1)x(y+z)R oR )zx y x yz

d'où RD(x,y)(z) = RxoRyoR z -(-1)xy RyoRxoR z + RyxoRz _(_1)z(x+y) RzoRxoR y

+(_l)xy+z(x+Y)R oR oR _(_l)z(x+Y)R oRz y x z yx

= (RxoRy -(-1)xYRyoR x + Ryx)oRz _(_1)z(x+y) Rzo(RxoR y

-(-1)xYRyoRx + Ryx)

= D( x, y)oR z - (-1)z(x+y) RzoD( X, y) = [D( x, y), Rz]

d'où RD(x,y)(z) = [D(x,y),RzJ.

Proposition II.2.2.

L'application K-linéaire ~(x,y) : M ~ M telle que

~(x,y)(z) = (-1)z(x+Y)D(x,y)(z) où x, y, Z E Mo U Ml est une superdérivation

deM.

En effet, rappelons qu'une application linéaire f: M ~ M homogène de degré k es

une superdérivation si f(xy) = f(x)y+(-l)xk xf(y) où x, y E Mo U Ml,
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D(x,y)( tz) =t(D(x,y)(z)) +(-1)z(x+y) (D(x, y){t))z

Par suite ~(x,y)(tz) =(_l)(t+z)(x+y)D( x,y)(tz)

= (-1) t(x+y) t( -1) z(x+y) D(x, y)(z)) +((-1) t(XI y) D( x,y)( t))z

= (-1) t(x+y) t~( X, y)(z) + ~(x, y)( t)z

il en résulte que ~(x,y) est une superdérivation de M.

Soit maintenant p une application linéaire ZTgraduéc de M dans EndK(V). Nous

savons que EndK (V) est une K-algèbre associative ZTgraduée. Nous allons généraliser la

définition de D en posant: pour tous x, y E Mo U Ml, D(x,y) = [Px, Py] + Pyx

D(x,y) est une application K-linéaire et D( x, y) = x+y.

Définition II.2.3.

Une structure d'espaces vectoriels ZTgradués à opérateurs sur K de domaine M est la

dOlmée d'une structure constituée par un K-espace vectoriel ZTgradué V et d'une application

P de M dans la K-superalgèbre associative EndK(V). Les applications linéaires p(x) notées

Px sont appelées les opérateurs de la structure.

Définition II.2.4.

On dit que p est une super-représentation faible de M dans V si

1)

2)

p est une application K-linéaire ZTgraduée

[D(x,y),pz] = P[ ] pout tous x, y, Z EMou MI.X,Y,z
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Exemples II.2.5.

II.2.5.1. L'application R: M ----7 EndK (M) , Rx(Y) = yx est une super-représentatiOl

faible de M dans M.

II.2.5.2. Posons d(x,y) =[Px, py] - Pyx pour tous x, y E Mo U Ml et P une applicatiOl

K-linéaire Zz-graduée.

Si d(x,y) = 0 pour tous X, YE Mo U Ml alors P est une super-représentation faible de M dan

V appelé super-représentation spéciale de M dans V.

En effet d(x,y) = [Px, py] - Pyx ,si d(x,y) = 0 alors [Px, py] = Pyx

d'où [D(x,y), Pz] =2 [[Px, Py], Pz]

or EndK (V) muni du super-crochet de Lie est une superalgèbre de Lie ; alors d'après lé

super-identité de Jacobi on a [[Px' Py], Pz] = [Px ,[PY' Pz]] + (_l)Yz [[Px' pzJ, Py]

d'où

[D(x,y), Pz] =[[Px ,py], Pz] + [Px ,[PY' Pz]] +(-l)Yz[[px, pzJ,Py]

= [Pyx' Pz] + [Px' PZy] + (_l)Yz [Pzx' py]

= pz(yx) +p(zy)x +(-l)Yzpy(zx)

= p( zy)x -(-1))( y(zx)y+ z(yx)

=p[x,y,z] .

Proposition II.2.6.

Si P est une super-représentation de Malcèv de M dans V alors p est une super

représentation faible de M dans V.

La preuve est analogue à celle du lemme II.2.1. en remplaçant R par p.
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Théorème II.2.7.

Soit p une application K-linéaire Zrg,raduée de M dans Y. Alors pour tous x, Y,?

Mo U Ml, les conditions suivantes sont équivalentes

(1) P(yz)x - py(zx) = (_l)Y(x+z)[ pyoPx, Pz] +( - J) x z[ Pz' pyx]

+ (_l)x(y+z) Pyzopx _(_I)Y(x+z) pyopzx

(2) P(yz)x = [Px, pzopy] + (_l)Y(x+z) PxyoPz - (_l)Y(x+ z) pyoPzx

(3) (i) Py(zx) = Pxo(PzOPy +(-1)Y Z pyopz) - (- J)x Z Pzo(PxOPy +( - J) x y pyoPx)

Y(x+z) x(y+z)
- pzxOPy -(-1) pyopzx + PxOPyz +(-1) pzOpxy

(ii) [O(x,y),pz] = p[x,y,zj"

En effet,

montrons que (1) => (2)

( l)x(y+z) ( l)z(x+v) ( I)YzP(xy)z - Px(yz) = - PxOPzopy - - . pyoPxOPz + - pyoPxz

-(-t)xy PxzOPy +(-I)z(,'( 1 y) PxyoPz _(_I)xly 1 z) PxOPyz

p(zx)y - Pz(xy) = (_l)z(x+y) pzopyoPx _(_J)Y("X4 Z)PxOPzopy +(-l)xy PxOPzy

_(_l)xz p op +(_l)Y(x+z)p on _(_l)z(x+Y)n on
zy X zx t'Y t'Z "xy

d'où d'une part

(_l)Z(X+Y)( _ )+(_l)Y(X+Z)( _ )+(_I)X(Y'17.)( _ )=
P(yz)x py(zx) P(xy)z Px(yz) p(zx)y Pz(xy)

=2(_l)z(x+y) +2(_1)Y(x+z) +2(_I)x(y+z).
P(yz)x P(xy)z p(zx)y
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et d'autre part

(_I)Z(X+Y)( _ )+(_I)Y(X+Z)( _ )+(_I)X(Y+Z)( _ )_p(yz)x Py(zx) p(xy)z px(yz) p(zx)y pz(xy) -

= _2(_1)Y(x+z) pzOPxy + 2(_l)x(y+z) Pxyopz + 2(_l)Y(x+z) PyzoPx - 2(-1)z(x+y) PxOPyz

+2(_1)z(x+y) PzxOPy _2(_1)x(y+z) pyopzx

nous obtenons

(_l)Z(X+Y)p +(_l)Y(x+Z)p +(_l)x(y+z)p =
(yz)x (xy)z (zx)y

= _(_I)Y(x+z) pzOPxy + (_l)x(y+z) Pxyopz +(_l)yex+z)PyzoPx

- (- I)z(x+y) PxOPyz + (_l)z(x+y) Pzxopy - (-1)x:(y+z) pyopzx

de plus

_(_l)x:(y+z)p +(_l)x(y+z)p =
(zx)y z(xy)

=_(_l)Y(x+z) pzopyoPx + (_I)z(x+y) PxOpzopy _(_l)XZ PxOPzy

+(-I)xy pzyoPx _(_l)z(x+y) pzxopy + (_I)Y(x+z) pzOPxy

La somme de ces deux égalités nous donne

(_l)Z(X+Y)p =(_l)x(y+z)p op _(_l)x(y+z)p op _(_l)Y(x+z)p op op(yz)x xy z y zx z y x

+ (_l)z(x+y) PxOpzOPy

_ [ ] ( l)Y(x+z) ( l)Y(x+z)et p(yz)x - Px, pzOPy + - Pxyopz - - pyopzx·
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Montrons que (2) ~ (3)

Ona

d'où

P(yx)z = -(-1) z(x+y) Pz(yx)

= PzoPxOPy _(_l)z(x+y) Pxopyopz +(_1)Y("x+z) pzyoPx _(_1)Y(x+z) pyoPxz

P(xy)z = -(_l)z(x+y) Pz(xy)

= PzopyoPx _(_l)z(x+y) pyoPxopz + (_1)x(y+z) pzxOpy _(_l)x(y+z) PxOPyz
_ ( l)Y(x+z)P(zx)y - - - py(zx)

_ _(_l)Y(x+z) (_l)z(x+y) _(_l)z(x+y)- pyoPxOPz PxOPzopy + PyzoPx pzoPxy

alors

La somme membre à membre de ces égalités nous donne

Py(zx) = PxOpzopy +(-l)YZpxoPyOPz -(-1)xzpzOPxOPy _(_l)x(y+z) PzopyoPx

( l) xz+y("x+z) ( l)x(y+z)+ - pyoPxz - pzxOpy + PxOpyz + - pzOPxy

Ce qui nous donne

Py(zx) = Pxo( Pzopy +(-l)Yz pyopz) - (_l)xz Pzo( Pxopy +(-1) xy pyoPx)

( l) Y(x+z) ( l)x(y+z)- Pzxopy - - pyoPzx + Pxopyz + - pzoPxy

d'où le (3.i) est vérifié. La deuxième partie correspond à la proposition II.2.6..
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Montrons que (3) ~ (1)

Ona

Py(zx) =Pxo(PzOPy +(_l)Yz pyopz) -( - I)xz pzo(PxOPy +(_l)X y pyoPx)

( l) Y(x+z) ( l)x(y+z)- Pzxopy - - PyoPzx + PxoPyz + - PzoPxy

et [D(x,y), Pz] = p[ x,y,z]

Transfonnons la première égalité:

Py(zx) = PxOpzopy +(_l)Yz Pxo(pyopz -(-I)Yz pzOPy - pzy) + PxOpzOPy +(_l)Yz Pxopzy

-(-l)xz(pzopx -(-l)XZpxopz -Pxz)opy -PxOpzopy -(-l)xzpXZOPy

( l) x(y+z) ( ( l)xy ) ( l)XZ (l)x(y+z) 0- - pzO PyoPx - - PxOPy - Pxy - - pzoPxOPy - - Pz Pxy

- PzxOPy + (pzxoPy - (_l)Y(x+z) pyopzx - Py(zx)) - PzxOPy + py(zx)

( l) x(Y+z)+ PxOPyz + - pzOPxy

nous avons

0= (_l)Yz Pxod(y,z) - (_l)xz d(z, x)oPy - (_l)x(y+z) pzod(y, x) + d(zx, y) + PxOpzOPy

- (_l)X ZpzoPxOPy - pzxOPy

où d(x,y) = PxOPy -(-l)xy PyoPx - Pyx = [Px ,py] - Pyx \fx,y E Mo uMl

et donc

interchangeons x et y et aussi y et z dans l'égalité précédente,

nous obtenons les égalités suivantes:
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(a) 0 = (-1) XZ pyod(x,z) - 2( -l)YZd( z,y)oPx - (_l)Y(x+z) pzod(x,y) + d(zy, x)

(b) 0 = (-1)Yz Pxod(z,y) - 2( -1) xyd(y,x)opz - (_1)x-(y+z) pyod(z, x) + d(yx,z)

Transformons l'égalité [D(x,y),pz] = p[ 1x,y,z

[PxOPy _(_I)xy PyOPx +pyx,pz] = P(zy)x -(-I)XY p(zx)y +Pz(yx)

[d(x,y), Pz] + 2[ Pyx' Pz] - P(zy)x + (-1)xy P(zx)y - Pz(yx) = 0

[d(x,y),pz] +2d(yx,z) - P(zy)x +(_I)xy P(zx)y + Pz(yx) = 0

d'où [d(x,y),pz] +2d(yx,z) +(_I)XY+z(x+y) Pl(x,y,z) =0

et en interchangeant x et z : [d( z,y), Px] + 2d(yz,x) + (-1)XY+z(x+y) Pl(z,y,x) = 0

on obtient les égalités suivantes:

pzod(x,y) = (-l)z(x+Y)d(x,y)opz +2(_I)z(x+Y)d(yx,z)+(_I)XY p~J( )x,y,z

d(z,y)opx = (-1) x(y+z) Pxod( z,y) - 2d(yz, x) + p-J( )x,y,z

remplaçons ces deux termes dans (a) on obtient

0= (-1) xz pyod(x, z) - 2( _1)Yz+x(y+z) Pxod(z, y) +4(_l)Yz d(yz,x) - 2( _l)Yz P-J( )x,y,z

- (-1) x(y+z) d( x,y)opz - 2(_1)x(y+z) d(yx,z) - (_I)Yz Pl(x,y,z) + d( zy, x)

ce qui donne

0= (_I)X Zpyod(x,z) - 4(_1)xz d(y, x)opz - 2pyod(z,x) + 4( -1)YZ d(yz,x) - 2(_1)Yz Pl(x,y,z)

- (-1) x(y+z) d(x, y)opz - (_I)Yz Pl(x,y,z) + d(zy, x)
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0= (-1)x Zpyod(x,z) + 3(-1) x(y+z) d( X, y)opz - 2pyod(z, x) + 3(- 1)Yzd(yz,x) - 3( -1)Yz PJ(x,y,z)

=(-1)xZPyoPxOPz - pyopzoPx - (-1) xZpyopzx + 3(-1) x(y+z) PxOPyoPz - 3(-1)xZPyoPxOPz

3( l) x(y+z) 2 2( l)XZ 2 3( l)Yz- - pyxopz - pyopzoPx + - PyoPxOPz + PyoPxz + - PyzoPx

- 3(_l)Yz+x(y+z) PxOPyz -3(-l)Yz Px(yz) - 3(-1)Yz P(xy)z + 3(-l)Yz Px(yz) + 3p(xz)y

- -3 _3(_1)XZ 3(_1)x(y+z) _3(_1)x(y+z)- pyoPzoPx PyoPzx + PxoPyoPz pyxopz

3( l) Yz 3( l)Yz+x-(y+z) 3( l)Yz 3+ - PyzoPx - - PxOPyz - - P(xy)z + P(xz)y

d'où

_(_l)Y(X+Z) (_l)Y(x+z) __[ ] _(_l)Yz+x(y+z)[ ]P(yx)z + py(xz) - pyopz,Px Px,Pyz

+ PyoPxz + (-1) x zPxyopz

et alors

on obtient finalement

_ ( l)Y(x+z)[ ] ( l)xz[ ]P(yz)x - py(zx) - - PyoPx,Pz + - Pz' Pyx

+ (_l)x(y+z) PyzoPx _(_l)Y(x+z) PyoPzx

Proposition II.2.8.

Si P est une super-représentation faible de M dans V alors pour tous

x, y, z, W EMou Ml, on a

1) D(xy,z) +(_l)z(x+y) D(yz, x) +(_l)Y(x+z) D(zx, y) =0

2) d(xy, z) + (-1)z(x+y) d(yz, x) + (_1)Y(x+z) d( zx, y) = 2(-1) z(x~y) PJ( x,y,z)

3) [D(x, y),D(z, w)] =D([x, y, z], w) + (-1) z(x+y) D(z,[x, y, w])

où d(x,y) = [Px, Py] - PYX'
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En effet,

P étant une super-représentation faible alors [D(x,y), Pz] = p[ x,y,z]

1) D(xy,z) + (_1)z(x+y) D(yz, x) + (_1)Y(x+z) D( zx,y) =

_ [ ] (_ )z(x+Y)([ ] ) (_I)Y(x+z)([ ] )- Pxy,pz +PZ{xy) + 1 Pyz,Px +Px(yz) + pzx,Py +Py(zx)

_ _[[ ]] (_I)z(x+y) _(_I)z(x+y)[[ ]] (_I)Y(x+z) _- P[y,x,z] Py,Px 'Pz + P[z,y,x] pz,Py ,Px + P[x,z,y]

( I) Y(x+z) [[ ]] ( l)z(x+y) ( I)Y(x+z)- - Px,pz ,Py +Pz(xy)+ - Px(yz)+ - py(zx)

=p[ ] (_l)z(x+y)[ ] (_l)Y(x+z)[ ]-[[py,Px],Pz]-(-1)z(x+y)[[pz,PY]'Px]-y,x,z + z,y,x + x,z,y

( I)Y(x+z)[[ ]]- - Px,pz ,Py +Pz(Xy)+(-oz(x+Y)x(yz)+(-OYO{+Z)y(ZX)

(EndK (V) , [ , ]) étant une superalgèbre de Lie, alors

[[ ]] (_I)z(x+y) [[ ]] (_I)y(x+z) [[ ]] _Py,Px 'Pz + pz, Py ,Px + Px 'Pz ,Py -

= [[ Py, Px] ,Pz] - [py,[Px, Pz]] -(-1) xz[[ Py,pz],px] = J(pz ,Py' Px) = o.

De plus [y, x,z] + (-1)z(x+y) [z,y, x] + (_1)Y(x+z) [x, z, y] = -(-1)x y+z(x+y) J(y, x,z)

d'après la proposition II.!.3.

et z(xy) + (-1)z(x+y) x(yz) +(-1)Y(x+z) y(zx) =

=(-1) xy+z(x+y) (yx)z -(-1) xy+z(x+y) y(xz) - (_1)Y(x+z) (yz)x

= (-1)X y+z(x+y) J(y,x,z)

d'où D( xy,z) + (_I)z(x+y) D(yz, x) +( _I)Y(x+z) D(zx,y) = o.
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2) d(x,y)=[px,Py]-Pyx =D(x,y)-2pyx

d(xy, z) + (-1)z(x+y) d(yz, x) + (_l)Y(x+z) d( zx, y) =

= D(xy, z) - 2pz(xy) + (-1)z(x+y) D(yz,x) - 2(- 1) z(x+y) Px(yz)

+(_l)Y(x+z) D(zx, y) - 2( _l)Y(x+z) Py(zx)

= D(xy,z) + (-1)z(x+y) D(yz,x) + (-1)Y(x+z) D( zx, y) + 2(-1) z(x+y) P(xy)z

-2(-1)z(x+y)px(yz) -2(-1)xz p(xz)y

= 2(-1) z(x+y)(P( ) -p ( ) -(-1)Yz p( ) )=2(_1)Z(X+Y)p",,( ).xy z x yz xz y J x,y,z

3) [D(x,y),D(z, w)] = [D(x,y),[pz ,Pw] + pwz]

= [D(x,y),pzopw _(_l)zw Pwopz + pwz]

= [D(x,y), pzoPw] - (-1) Zw[D(x,y), Pwopz] + [D(x, y),pwz]

= D(x,y)opzopw - (_l)(x+y)(z+w) PzoPwoD(x,y) _(_l)ZW D(x, y)oPwopz

( l)Zw+(x+y)(z+w) D() [D( ) ]+ - PwoPzo x,y + x,y,Pwz

- [D( )] (- )z(x+y) D() (_ )z(x+y) [D( ) ]- x,y ,Pz oPw + 1 pzo x,y oPw + 1 pzo x,y,Pw

-(- 1)z(x+y) pzoD(x,y)oPw - (-1) Z w[D(x,y), Pw ]opz - (-1)zw+w(x+y) PwoD(x, y)opz

-(_l)w(x+y+z) Pwo[D(x,y), Pz] +( -1)w(x+y+z) PwoD(x,y)opz + [D(x,y), pwz]

- 0 +(_l)z(x+y) 0 _(_l)ZW 0
- p[x,y,z] Pw Pz p[x,y,w] p[x,y,w] Pz

_(_l)w(x+y+z) PwoP[ ] + p[ ]x,y,z x,y, wz

=[P[x,y,z],Pw]+(-l)Z(X+Y)[pz , P[x,y,w] ]+(_l)Z(X+Y) P[x,y,w]z + Pw[x,y,z]

= D([x,y,z], w) + (-1) z(x+y) D(z,[x, y, w]).

Soit A une superalgèbre

Soit P : A~ EndK(V) une application K-linéaire Z2-graduée et

~ : A(G) ~ EndK(V®G) une application K-linéaire.
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x, Y, Z, T des éléments homogènes de A(G).

Posons X = x ®g , Y = Y ®g' , Z = z® g" , T = t® h

Théorème II.2.9.

Posons ~x (T) =(-1) xt Px (t) ® gh

~ est une représentation de Lie de A(G) dans V®G si et seulement si

P est une super-représentation de Lie de A dans V.

En effet, si A(G) est une algèbre de Lie et ~ une représentation de Lie de A(G) dan~

V®G, alors ~xy = [~x, ~y] = ~Xo~y-~yO~x

'" (T)-'" ( IOIh)-( I)X y+t(x+y) ()IOI 'h'l'XY -'l'(-l)X Yxy (8)gg' tlOl - - Pxy t IOIgg

~xo~y(T) - ~yo~x(T) =~x( (-I)yt py(t) ® g' h) - ~y((-1) xt Px (t) ® gh)

= (- I)yt+x(y+t) PXOPy( t)gg' h - (-1)xt+y(x+t) PyoPx (t) ® g' gh

= ((_ 1) x y+t(x+y) PxOPy(t) _ (-1) x y+t(x+y)+x Y) ® gg'h

d'où par identification nous avons

Pxy(t) = PX OPy(t)-(-1)x
y

PyoPx(t)

~ Pxy = PxOPy - (-1) x y PyoPx et P est une surper-représentation de Lie de A dans V.

Réciproquement si P est une super-représentation de Lie de A dans V alors

Pxy = PxOPy - (-1) x y PyoPx
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alors

~xy(T) = ~(_l)XY (t 0 h)
xy0gg'

= (-1) xy+t(x+y) Pxy{t) 0 gg'h

= (- 1) x y+t(x+y) (PxOPy( t) -(_1)X YpyoPx( t)) 0 gg' h

= (-1) x y+t(x+y) PxOpy(t) 0 gg'h -(- I)x y+t(x+y) pyoPx( t) 0 g' gh

= (-1) ty ~X(Py{t) 0 g'h) -( -1)tx~y(px(t) 0 gh)

=~xo~y(T)-~yo~x(T) =(~XO~y -~yo~x)(T)

d'où ~Xy = ~XO~y -~yO~X et ~ est une représentation de Lie de A(G) dans V0G.

Théorème II.2.10.

Posons ~x(T) = (-1) xt Px(t) 0 hg

~ est une représentation de Malcèv de A(G) dans V0G si et seulement si P est une super­

représentation de Malcèv de A dans V.

En effet, si A(G) est une algèbre de Malcèv et ~ une représentation de Malcèv de

A(G) dans V0G alors ~ vérifie la relation

~(Xy)Z = [~z,~yO~x] +~ZXO~y -~XO~yZ

= ~ZO~yO~X -~yO~XO~Z +~ZXO~y -~XO~yZ

~(xy)z(T) = ~ (-1)x y+z(x+y)( xy)z0gg'g" (t 0 h)

= (_I)X y+z(x+y)+t(x+y+z) (t) 0 h '"
P(xy)z gg g

~ZO~yo~x(T) - ~yO~xo~z(T) +~ zxo~y(T) -~xo~yz(T) =

= (-1) t(x+y+z) ((_1)X y+z(x+y) pzopyoPx( t) 0 hgg'g"-( -1) X z+y(x+z) pyoPxopz( t) 0 hg" gg'

+(-1)xz+y(x+z) pzxopy(t) 0 hg' g" g - (-1)Yz+x(y+z) PXOPyz( t) 0 hg' g" g)

= (_I)t(x+y+z)+x y+z(x+y) pzopyopx( t) 0 hgg' g"-(_I)t(x+y+z)+x y pyoPxopz( t) 0 hgg'g"

+( -1) t(x+y+z)+yz pzxOPy( t) 0 hgg' g"-(-1) t(x+y+z)+yz PXOPyz(t) 0 hgg' g"
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d'où par identification on a :

P(xy)z = pzopyoPx - (-1) z(x+ y) pyoPxOPz + (-1) X(YI z) PzxOPy - (-1) X(y , i) PxOpyz

_ [ ] ( l)x(y+z) ( I)x-(y+z)- pz,pyoPx + - pzxOpy - - PxOPyl.

et p est une super-représentation de Malcèv de A dans V.

Réciproquement, si P est une super-représentation de Malcèv de A dans V

alors

_ _(_I)z(x+ y) (_l)x(y+z) _(_l)x(y+z)P(xy)z- PzopyoPx pyoPxpz + PzxOPy PxOPyz

'" (T) - '" ( 0 h) - ( I)X y+z(x+y)+i(x+y+ z) ( ) 0 h '"
'+'(Xy)z - '+'(-l)X y+Z(x+Y)(xy)z0gg'g" t - - . P(xy)z t gg g

= (-1) x y+z(x+y)+i(x+Y+z) (PzopyoPx{t) _ (_1) z( x+y) pyoPxopz( t) + (-1) x(y+z) PzxOPy{t)

--(- 1) x(y+z) PXOpyz{t)) 0 hgg'g"

=(-1)x y+z(x+y)+i(x+ y+z) pzopyoPx (t) 0 hgg' g"-( -1) xy+ï(x+y+z) pyoPxopz( t) 0 hgg' g"

+(-I)y z+i(x+y+z) PzxOPy( t) ® hgg' g"-( - I) y ZI-l( x/y' z) PxOpyz( t) 0 hgg' g"

=(-1) i(x+y+z)+xy+z(x+y) (PzopyoPx (t) 0 hgg' g"-pyopxopz( t) 0 hg" gg'

+PzxOPy( t) 0 hg' g" g -Px OPyz( t) 0 hg' g" g)

= (-1) x y+i(x+y) ~ z( pyoPx (t) 0 hgg') - (-1) x uHx+z) ~y(Pxop/ t) 0 hg" g)

+ (-1)yt<!> zx( p/ t) 0 hg') - (-1)y ui(y+z) <!>x (pyz( t) 0 hg' g")

= (-1) xi ~ zo<!>y( Px (t) 0 hg) - (-1) zi ~ yo<!> x (Pz (t) 0 hg") + <!>zx0<!> y(T) - ~ x0<!>yz(T)

=~ z0<l> yO~ x(T) - <l>yO~ x0<l> z(T) + <1> zx°<l> y (T) - <1> x0<l>yz( T)

Ce qui nous donne

q,(Xy)Z =[q, z ,q, yOq, x] +q, zxoq, y - q, xoq, YZ

et ~ est une représentation de Malcèv de A(G) dans V0G.
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Théorème II.2.11.

-t
Posons <p x (T) =-(-1) x Px (t) 0 hg

~ est une représentation faible de A(G) dans V0G si et seulement si p est super

représentation faible de A dans V.

En effet, si A(G) est une algèbrc dc Malcèv el ~ unc représenlatioll faible de A(G

dans V0G alors

[D(X, Y),~z] =~[x y zl

[X y Z] = [x,y,z]0gg'g"

D(X, Y)(T) = ~ Xo~y(T) -~yo~x(T) +~ Xy(T)

= (-l)yt+x(y+t) PxOPy (t) 0 hg' g - (-1) xt+y(x+t) PyoPx (l) ® hgg'

- (-1) X y+t(x+y) Pxy (t) 0 hgg'

=(-1) xy+t(x+y)+xy PxOPy{t) ® hgg'-( - I) X y+t(x+y) PyoPx (t) ® hgg'

+ (_l)t(x+y) Pyx{t) ® hgg'

= (-1) t( x+y) (PxOpy(t) - (-1) xy PyoPx (t) + Pyx (1)) ® hgg'

= (-1) t( x+y) D(x, y)( t) ® hgg'

d'où

<P[X y zj (T) = ~[ ]tO.",,( t ® h) =-(- I) i(Xlf' z) p[ ](t) 0 hgg' g"x,y,z '6'ggg x,y,z

[D(X, Y),~z](T) = D(X, Y)o~z(T) -~zoD(X,Y)(T)

= D(X, Y)(-(-1) zt pz{t) 0 hg") - ~ z((-1) t(x+y) D(x,y)( t) 0 hgg')

= -( -1)zt+(x+y)(z+t) D( x,y)opz(t) 0 hg" ggt

+(_l)t(x+ y)+z(x+y+t) pzoD(x,y){t) 0hgg'g"

= -( -1) t(x+y+z) (D(x, y)opz{t) - (- I) z(x+y) pzoD(x, y)(1)) 0 hgg' g"

d'où on obtient
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p[ ] = D(x,y)opz _(_l)z(x+y) pzoD(x,y) = [D(x,y), Pz]x,y,z

et p est une super-représentation faible de A dans V.

Réciproquement, si p est une super-représentation faible de A dans V alors

[D(x,y),pz] = p[x,y,z]

<p[X y z] (T) =<p[x,y,z]@gg'g,,{t0h)

=-(-1) t( x+y+z) P (t) 0 hgg' g"[x,y,z]

= -(-1) t( x+y+z) [D(x, y), pz]( t) 0 hgg' g"

= -(- 1) t(x+y+z) n(x,y)opz{t) 0 hgg' g"+(- 1) t(x+y+z)+z(x+y) pzoD(x,y){t) 0 hgg' g"

= -(- 1)t(x+y+z)+z(x+y) n( x,y)o~t) 0 hg" gg'+(-1) t(x+y+z)+z(x+y) pzoD(x,y)(t) 0 hgg' g"

=-(-1) zt D(X,Y)(pz( t) 0 hg") - (-1) t(x+y) <Pz( D(x,y)( t) 0 hgg')

= D(X,Y)o<p z (T) - <P zoD(X,Y)(T)

d'où ~[XyZ] = [D(X, Y),~ z] et ~ est une représentation faible de l'algèbre de Ma1cèv A(G)

dans V0G.

Remarque II.2.12

On aboutit aux mêmes résultats en définissant ~ de la façon suivante:

Théorème il.2. 9
Théorème il.2.1 0
Théorème il.2.11

~X( T) = Px(t)0 hg
~x( T) = pit)0 gh

~x( T) = - Px(t)0 gh
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II.3. COHOMOLOGIE ASSOCIEE A LA SUPER-REPRESENTATION
FAIBLE D'UNE SUPERALGEBRE DE MALCEV

Dans ce paragraphe, nous définissons les groupes de cohomologie liés à la super

représentation faible d'une superalgèbre de Malcèv. Pour cela, nous définissons l'opérateu

cobord <>.

Soit p une super-représentation faible de M dans V.

Soit f une application (2p-l )-linéaire de M dans V telle que

f(XI"",X2k-I,X2b""X2P-d =0 dès que X2k-l = X2k

Désignons par C 2P-I(M,V) l'ensemble dc tcllcs applic<ltions.

Posons CO (M,V) = V

Posons <>0: V -+ Cl (M,V)

v 1---7 Do (v): x H -(- 1) xv Px (v), V E Vo U VI' X E Mou Ml

Définissons <>2p-l: C 2p-I(M, V) -+ C 2p+ I(M, V) une application linéaire Zrgraduée i.t

<>2p-1 = 0 par

(<>2P- If)( Xl,'" ,X2p+d=

= (_I)P+X2P+l(XI+.. +x2P+f)p [(_I)X2P-I(xl+",+X2J1-2+f)p (f(x x X))X2p+1 x2p-1 l,"" 2p-2' 2p

~ 2e:t
1

( 1)k+(X2k-l+X2k)(X2k+l+...+Xj-l) f( A A [ ] )+ L L - XI"",X2k-I,X2b"" X2k-I,X2b Xj "",X2p+!
k=l j=2k+1

où le symbole "A" sur un élément indiquc quc cct élémcnt uoit êtrc omis.
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Nous commençons par démontrer quelques lemmes importants pour la suite. Pou

cela définissons les deux applications suivantes:

K\X,y):C2p- l(M, V) ~ C2p-l(M, V) \fp ~ 1 par

(K\x,y)f)( xl' ... ,X2p-d = D(x,y)( f( Xl"'" X2P-l))

2~1( l)(X+Y)(XI+...+Xj-l+f)f( [ ] )-.2. - Xl"'" x,y,Xj ""'X2p-l '
J=l

X,YE Mo U Ml, K(X,y) est une application K-linéaire et K\x,y) = x + y ;

1(X,y):C2p-l(M, V) ~ C2p-3(M, V), \fp > 1 par

(1(x,y)f)(Xl"",X2P-3) = (_I)(x+yn f(X,y,Xl"",X2P-3) ,

X,YE Mo U Ml' l(X,y) est une application K-linéaire et l( x, y) =x+ y . De plus l(X,y) est Unt

injection \f X,YE Mo U Ml'

Lemme II.3.1.

\fp> 1, 82p-3 Ol(X,y) + l(X,y) 0 8 2p-1 =K(X,y).

En effet, soit f E C 2p-1 (M,V) où p > 1 ;

C2p-l(M, V) t(x,y) C2p-3(M, V) 82P-3 ) C2p-l(M, V)

C2p-l(M, V) 82p-l ) C2p+l(M, V) t(x,y) C2p-l(M, V)

(82P- 301(X,y)f)(Xl"",X2P-l) = (82P- 3(1(x,y)f))(Xl"",X2P-l) =

= (_l)p-l+CïI P [(_ I)X2P-3(XI+",+X2P-4 +t(x,Y)f) P ((l(X y)f)(x X X ))x2p-1 X2p-3 ' 1,"" 2p-4' 2p-2

- (-1) X2P-2(xI +",+X2p-3 +t( x,y)f) PX2p-2 (( i( X, y)f)( Xl"'" X2P-3))

+( l( X, y)f)(Xl'"'' X2p-4, X2P-2 X2P-3)]
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+Pi
l
(-ll+ l+C1:Z D( X2k-l, X2k)((t( x, y)f)(Xl, ... ,X2k-l, X2k ,... ,X2P-l))

k=l

+Pi
l

2'fl (-1)k+U3(t(X,y)f)(Xl,,,,,X2k_l,X2k, ... ,[X2k_l,X2k,Xj), ... ,X2P-l)
k=l j=2k+l

où

al =X2P-l(Xl+",+X2P-2 +t(x,y)f)

a2 = (X2k-l + X2k)(Xl+",+X2k-2 +-t(-x,-y-)f)

a3 = (X2k-l +X2k)(X2k+l+",+Xj-l)

(82P- 3ot(x, y)f)(xl, ... ,X2P-l)=

= (_l)p-l+Ul +(x+y)f P [(_1)XZP-3(Xl+...+XZP-4 +x+y+f) Px _ (f(x,y,xl ,... ,x2p-4 ,X2P-2))xZp-1 Zp 3

- (-1)XZP-Z( Xl +...+XZp-3 +X+y+f) PXZp-Z (f( x, y, xl,"" x2p- 3))

+f(x, y, xl,"" X2p-4, X2P-2 X2P-3)]

Posons X=Yl,y=yZ ,Xj=Yi+Z, i=1, ... ,2p-l



32

-(-l)YZp(5'1 +"'+YZp-1 +f) PyZp (f( YI"'" Y2P-I)) + f( YI, ... ,Y2p-2' Y2pY2P-I) ]

+(_l)(X+y)f+(YI +yz)f D(y l' Y2)( f( Y3'"'' Y2P+I))

+(_l)(X+y)f f( -1) k+ I+~z D(Y2k-l, Y2k)( f( YI"" Y2k-l' Y2k ,... ,Y2P+I))
k=2

_(_l)(X+Y)1' 2r-
1
(-l)(YI +YZ)(Y3+....+Yj-l)f(Y3, ... ,[YI, Y2' Yj]"'" Y2P+I)

j=3

+(_l)(X+y)f f 2r-
1
(-1)k+~3f(YI ,... ,Y2k-1 ,Y2k ""'[Y2k-l' Y2k, Yj]'''''Y2P+I)

k=2j=2k+1

où

~I = Y2P+lYI+"'+Y2P+fJ

~2 = (Y2k-I+Y2k)(YI+"'+Y2k-2+ f )

~3 = (Y2k-1 +Y2k )(Y2k+1 +"'+Yj-I)

Posons k' =k-1 => k =k' + 1

j' =j-2 => j =j' + 2

=> (l(X, Y)Ù2P-1 f)( Xl,"" X2P-I) =

=(-1) P+ ~I +(x+y)1' P
YZP

+I [(-1) YZp-1 (YI +,,,+Yzp-z +f) PYZP-I(f( YI,'''' Y2p-2 ,y2P))

-(-1) YZP(YI+"'+YZP-I +f) PYZp (f(Y l,"" Y2P-I)) + f(Y l,"" Y2p-2' Y2PY2P-I)]

+(_l)(X+y)f +(YI +)'z)f D(y l, Y2)( f(Y3'"'' Y2P+I))

+(_l)(X+y)f Pi
i

(-1) k'+~4 D(y2k'+I' Y2k'+2)( f( YI,'''' Y2k'+I' Y2k'+2"'" Y2p+ 1))
k'=1

-(_l)(X+y)f 2~1 (-l)(YI +YZ)(Y3+...+Yj'+I) f( Y3'"'' [y l' Y2, Yj'+2]' ... ,Y2p+ I)
j'=1

(- -)- p-I 2~ I , I 13 ( A A [ ])

+(-1) x+y f L 2.. (_l)k+ + sf YI""'Y2k'+I'Y2k'+2"'" Y2k'+I'Y2k'+2'Yj'+1 ""'Y2p+l
k'= I j'=2k'+I

~4 = (Y2k'+1 +Y2k'+2)(YI+'''+Y2k,+f)

~5 = (Y2k'+1 +Y2k'+2{Y2k'+3+"'+Yj'+I)
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(t(x,y)82P- lf)(Xl"",X2P-l) =

= (_I)P+Ul+(x+y)fp [(_I)XZP-3(X+Y+Xl+...+XZP-4+f)p (f(x y x x x ))XZp-l xZp-3 ,,1,"" 2p-4' 2p-2

( I) XZP-Z(x+y+xl+",+XZP-3+f) (f( ))+f( )]- - PXzp-Z X,y,Xl"",X2p-3 X,y,Xl"",X2p-2 X2p-3

+(_1)(x+y)f +(x+y)f D( X, y)( f( Xl, ",X2P-l))

+(_1)(x+y)f Pi
l
(_I)k+UZ D(X2k-l, X2k)( f( X, y, Xl ,... X2k-l ,X2k ,... ,X2P-l))

k=l

_(_I)(X+Y)f2~1(_I)(X+Y)(Xl+ ...+Xj_l) f(x [X y X.] X ).2.. 1,"" , , J"'" 2p-l
]=1

d'où

et par suite 82P_3ot(X,y)f +t(x,y)o82P_lf = x(x,Y)f

et 82P- 3ot( x, y) + t( x, y)o82p- l = x( X, y).

Lemme II.3.2.

\fp > 1, [x( X, y), t( z, w)] = t([ X, y, z]; w) + (-1) z(x+y) t( z; [x, y, wD.

En effet [x( X, y), t(z, w)] = x{x, y)ot(z, w) - (_I)(x+y)(z+w) t(z, w)ox{x, y)

C2p-l(M, V) t(z,w) C2p- 3(M, V) K(x,y) C2p-3(M, V)

C2p-l(M, V) K(x,y) C2p-l(M, V) t(z,w) C2p-3(M, V)
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(x( x, y)(t( z, w)f))( Xl"'" X2p- 3) = D( X, y)(( t( Z, w)f)( Xl,"" X2P-3))

- 2~3 (_l)(X+Y)(XI+",+Xj-1 +L(z, w)f) (t( Z, w)f)( Xl, ... ,[X, y, Xj]"'" X2P-3)
j=l

= (_l)(z+w)f D(X,y)(f( z, W, Xl,"" X2P-3))

_(_1)CZ+w)f2~3(_1)(X+Y)(Xl+".+Xj_l+Z+W+f)f( [.] ).2. Z,W,Xl'''' X,y,X J ,,,,,X2p-3
J=l

( l) (X+Y)(z+w) ( ( )(.) )f))( ) -- t Z,W 1\.\.X,y Xl,,,,,X2p-3-

= (_l)(X+Y)(Z+W)+(Z+W)K(x,y)f (x( X, y)f)( z, W, Xl' ... ,X2P-3)

-( l)("z+wH D( )(f( )) (l)(Z+w)f+(x+y)ff([] )- - x,y Z,W,Xl"",X2p-3 - - x,y,z ,W,Xl"",X2p-3

( l) (z+wH+(x+Y)(Z+f) f( [] )- - Z, x,y,w ,Xl"",X2p-3

- (_l)(z+wH 2~3(_1)(X:+Y)(Z+W+XI+".+Xj_l +f) f(z W X [X Y X.] X ).2. , , l,'''' , , J'"'' 2p-3
J=l

d'où

([x(X, y), t( Z, W)]f)(Xl,'''' X2P-3) = (_l)(X+Y+Z+w)f f([ X, y, Z], W, Xl ,... ,X2P-3)

( l) Z(X+Y)+(X+Y+Z+W)ff( [] )+ - Z, x,y,w ,Xl"",X2p-3

= (t([X, y, Z]; W)f)( Xl,"" X2P-3) + (-1) z(x+y) (t( z; [x, y, WDf)( xl,"', X2p-3)

Par suite [x( X, y), t( z, W)] =t([ X, y, Z]; W) + (-1) z(X:+y) 1( z; [x, y, WD.

Lemme II.3.3.

\fp ~ 1, [x( X, y), Ki z, w)] = K([ X, y, z]; w) + (-1) z(x: +y) K( z; [x, y, WD·

En effet: supposons p = 1 et fE Cl (M,V) alors
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=D(x,y)oD(z, w)( f(Xl)) - (_l)(z+w)f D(x,y)(«[z, w, xd)) _(_l)(X+y)(z+W+f) D( z, W)(«[x,y,x

+(_l)(X+y)(z+W+f)+(z+W)f f([ z, w,[x,y,xdD

De même

(~z,w)(K(x,y)f))(XI) = D(z, w)oD(x,y)( f{Xl)) - (_l)(x+y)f D(z, w)(«[X,y,x d))

-(_l)(z+w)(x+y+f) D(x,y)( f([z, w, Xd)) +(_l)(z+W)(x+y+f)+(x+y)f f([ X, y,[z, w, Xd])

d'où

([K(X,y),~z, w)]f)(Xl) =[D(x,y),D(z, w)]( f( Xl)) +

+(_l)(x+Y)(Z+W+f)+(Z+W)f f([ z,w,[x,y,xdD -(_l)f(x+y+z+w) f([ x,y,[z, w,xd])

or nous savons d'après la proposition II. 1.3 que

_[ [ ]] (_l)(x+y)(z+w) [ [ ]] _ -[[ ] ]x,y, z,w,xI. + z,w, x,y,xI - x,y,z ,w,xI

- (-1) z(x+y) [z,[x,y, w], xd

et d'après la proposition II. 2. 8. [D( X, y), D(z, w)] = D([ X, y, z], w) +(-l)z(x+y) D(z,[X, y, w])

alors

([K(x,y),K(z, w)]f)(XI) =

= D([x,y,z], w)( f( Xd) +(_l)z(x+y) D( z,[x, y, w])( f( Xl))

- (_1)f(x+y+z+w) ~[[X, y,z], w, Xd) - (_l)z(x+Y)+f(X+y+z+w) ~[z,w,[x,y,xdl)

= (~[x,y,z], w)f)(Xd+( -1) z(x+y)(~Z, [x, y, w])f)(Xl)

par suite pour p =1, [K(x, y), K(z, w)] =~[x,y,z], w) +(_l)z(x+ y)~z,[x,y, w]).

Supposons la relation vraie pour toute application f E C2p
-
1 (M,V)

et prenons f dans C2p
+

1 (M,V) alors "ï/ u, VE Mo uMl on a

l(u, v)o[K(x, y),K(z, w)] = l(U, v)oK( X, y)oK(z, w) -(_l)(x+y)(z+w) l( u, v)oK(z, w)oK(X, y);



Utilisons le lemme II.3.2., nous avons alors

1,( u, v)o[K(x,Y),K(z, w)] =

= (-1) (x+Y)(ü+v) (K(x,y)ot(u,v)oK(z, w) - t([x,y, u];v)oK(z, w) - (-1) ü(x+y) t( u;[x,y, vDoK(z, w))

- (l)(X+Y)CZ+W)+(Z+W)(Ü+V)(K(z, w)oi(u, v)oK(x,y) - t([z, W, u]; v)oK( x, y)

- (-1) ü(z+w) t( u;[z, w, vDoK(x,y))

= (_I)(x+y+z+w)(ü+v)(K(x,y)oK(z, w)o~ u, v) - K(x,y)o~[z,w, u]); v)

- (-1) ü(z+w) K(x,y)o~ u; [z, w, v]))

- (_1)(x+y)(ü+v)+(z+w)(x+y+ü+v) (K(z, W)Ol{[X,y, u]; v) - ~[z,w,[x, y, un; v)

- (_l)(z+w)(x+y+ü) t([x, y, u]; [z, w, v]))

- (-1)v(x+y)+(z+w)(x+y+ü+v) (Je(z, w)Ot(u; [x,y, v]) - ~[z,w, u]; [x,y, v])

( l)ü(z+w).f.[ [ ]]))- - '\ u, z, w, x,y, v

-(_ü(z+w)(x+y+u+v)+(x+y)(ü+v) (Je(z, w)oK( x,y)Ot( u, v) - Je( z, w)Ot([x,y, u]; v)

- (-1)u(x+y) Je( z, w)Ot( u; [x,y, v]))

+(_1)(ü+v)(x+y+z+w) (K{x, y)Ot([z, w, u]; v) - ~[x,y,[z, w, u]]; v)

-(_1)(x+y)(z+w+ü) ~[z, w, u]; [x,y, vD)

+( -1)v(z+w)+(x+y)(ü+v) (K{x,y)Ot( u; [z, w, v]) - t([x,y, u]; [z, w, v])

-(-1)U(x+y) t( u; [x,y,[z, w, v]]))

= (-I)(U+V)(X+Y+z+w) [K(x,y), K( z, w)]Ot(u, v) +(-I)(X+Y)(U+V)+(Z+W)(X+Y+Ü+V) l([ Z, w,[x, y, u]];,

+(_l)(x+y)(v+z+w)+v(z+w) ~u;[ z, w,[x,y, v]]) - (- I)(ü+v)(x+y+z+w) t([x,y,[z, w, u]]; v)

( 1) v(X+Y+Z+W) (.[ [ ]])- - tu, x,y, z,w,v

d'autre part,

t( u, v)o~[ x,y,z]; w) +(-1)z(x+y) t( U, v)o~z; [x,y, w]) =

-( ,)(ü+v)(x+y+z+w)(_J[ ].) ( )_ ([[ ] J. )_(_I)u(x"+y+z+w) (.[[ ] ]'- -1 K:\,x,y,z,wOtu,v t x,y,z,w,u,V tu, x,y,z,w,v,
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+( -1) z(x+y)+(u+v)(x+y+z+w) (~z;[x,y, w])oi(u, v) - ~[z,[x, y, w], u] ;V)

( l) ü(x+y+z+W) j . [ [ ] ])- - l.\, u, z, x, y, z, w ,V

= (_1)(ü+v)(x+y+z+W) (~[x,y, z]; w) +(-1) z(x+y)~z; [x,y, w]) )Ot(u, v)

_(_I)v(x+y+z+W) ~u;[[x,y,z], w, v])

-(-1) z(x+y)+v(x+y+z+w) ~u; [z,[x, y, w], V]) - (_Ü(ü+v)(x+y+z+w) ~[[X, y, z], w, u,]; V)
_(_I)z(x+y)+(ü+v)(x+y+z+W).f[ [ ]]. )'\ z, x, y, w ,u ,v

en utilisant la proposition n.!.3 on sait que

[[ ] ] (_I)z(x+y) [[ ]] _ [ [ ]] _ (_I)(z+W)(x+y) [ [ ]]x, y, z w, v + z, x, y, w ,v - x, y, z, w, v z, w, x, y, v

[[ ] ] (_ )z(x+y) [[ ]] _ [ [ ]] _ (_I)(z+W)(x+y) [ [ ]]x, y, z ,w, u + 1 z, x, y, w ,u - x, y, z, w, u z, w, x, y, u

d'où

~u, v)o([K(x, y), K(z, w)] - ~[x, y, z]; w) - (_l)z(x+y)~ z; [x,y, w])) =

= (_1)(ü+v)(x+y+z+w) ([K( x,y),K(z, w)]Ot(u, v) - ~[x,y,z]; w)Ot( u, v)

-(-1)z(x+y)~z; [x,y, w])Ot(u, v)).

Cette dernière expression est nulle par hypothèse de récurrence par suite, comme t(u,v) est

injectif alors on a
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Lemme ll.3.4.

En effet:
Supposons f ECI(M, V) C\M, V) K(X,y) CI(M, V) °1 )C3(M, V)

CI(M,V) °1 )C3(M,V) K(X,y) )C3(M,V)

(81(K(X, Y)f))(Xl' X2' X3) = -(-1 )X3(XI +x2 +x+Y+f) PX3 [(-1 )XI (x+Y+f) PXI ((K( X, Y)f)(X2))

- (_1)X2(xI +x+y+f) PX2 ((K(X, y )f)(xd) + (K(X, y )f)(X2XI)]

+(- 1)(x1+x2)(x+y+f) D(Xl, X2)((K(X, y)f)(X3))- (K(x, y)f)([Xl, X2' X3])

= -(_1)X3(XI+x2 +x+Y+f) PX3 [(-1)xI(x+Y+f) PXI oD(x, y)(f( X2))

- (-1 )XI(x+Y+f)+(x+Y)f PXI (f([ x, y, X2])) - (-1 )X2(XI +x+Y+f) PX2 oD( X, y)(f( Xl))

+(_1)X2(XI+x+Y+f)+(x+Y)f PX2 (f([x, y, Xl])) +D(x, y)(f(X2XI))

-(_l)(x+Y)f f([ Xl' Y2' X2XI])] +(-1 )(xI+X2)(X+Y+f) D(Xl' X2 )oD(x, y)( f( X3))

- (_l)(xI+x2)(x+Y+f)+(x+Y)f D(Xl' X2)(f([ X, y, X3])) - D( X, y)( f([ Xl, X2' X3]))

+(-1 ix+Y)f f([ x, y, [Xl' X2' X3]])

(K(X, y)(8If))( Xl' X2' X3) = D(x, y)((8If)(XI' X2 ,X3)) - (-lix+Y)f (8If)([ X, y, Xl], X2 ,X3)

- (-1 ix+y)(xI+f) (8If)( Xl, [X, y, X2], X3) - (-1 ix+y)(xI+x2 +f) (8If)( Xl, X2' [X, y, X3])

= -(_1)X3(XI+x2 +f) D(X, y)OPX3 [( -1 )xlf PXI (f(X2)) - (_1)X2(XI+f) PX2 (f(xd) + f( x2xd]

+(_1)f(XI+x2)D(x, Y)oD(Xl' X2)( f( X3)) - D( X, y)(f([ Xl' X2' X3]))

+(_1)(x+Y)f+X3(x+y+xI+x2 +f) PX3 [(-1 /x+y+x1)f p[x,y,xJ1 (f(X2))

-(-1)x2(X+Y+XI +f) PX2 (f[x, y, xd) + f( x2 [x, y, xd)]

- (-1 fiC:+Y)f+(x+y+xI+x2)f D([x, y, xd ;X2)( f( X3)) +(-1 ix+Y)f f([[ x, y, xd, x2' X3])

+ (-1 )(x+y)(x1+f)+X3 (X+Y+XI +x2 +f) PX3 [(-1 )xlf PXI (f([x, y, X2]))

- (-1)(x+Y+X2)(XI+f) p[x,y,X2] (f(Xl)) + f([ x, y, x2 ]xd]
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- (-1 )(X+Y)(XI +f)+(x+y+xI +xz)f D(Xl; [X, y, X2])( f( X3))

+ (-1 )(X+Y)(XI +f) f([ Xl' [X, y, X2], X3])

.+ (-1 )(X+Y)(XI +XZ +f)+(X+Y+X3)(XI +XZ +f) p [(_I)Xl f p (f(x))
.. [X,y,X3] XI 2

- (_I)XZ(xI +f) Pxz (f(XI)) + f( X2XI)] - (-lix+y)(xI +xZ+f)+(XI +xz)f D(Xl, X2 )(f([X, y, X3]))

+ (-1 )(X+Y)(XI +xz+f) f([ Xl' X2' [X, y, X3 ]]).

En utilisant judicieusement la proposition II.1.3., la définition II.2.4 et la proposition II.2.

nous obtenons: bIOK(X,y)-K(X,y)obl =0 i.e. [bl,K(X,y)]=O

Supposons [b2P_I ' K( X, y)] = 0 pour p supérieur à 1, alors

t(z, W)o[b2p+I ' K(X, y)] = t(Z, W)Ob2p+I OK(X, y) - t(Z, W)OK(X, y)ob2p+I
d'après le lemme II.3.1 et le lemme II.3.2.

t(z, W)o[b2p+
1
,K(X, y)] = K(Z, W)OK(X, y) - b2p_

1
0 t(z, W)OK(X, y)

+(-1)(x+y)(Z+w)(-K(X,y)ot(Z,W)Ob2P+I +t([x,y,z]; w)ob2P+I

+ (_I)z(x+Y)t(z ; [x,y,W])Ob2P+I)

= K(Z, W)OK(X, y) + (_I)(x+y)(z+w) (-b2P_IOK( X, Y)Ol(Z, w) + b2p_Iot([ X, y, z] ; w)

+(-1 f(x+y) b2p_I ot(Z ; [x, y, w]) ) - (-1 ix+y)(z+w) K( X, Y)OK(Z, w)

+ (-1 )(x+y)(z+w) K( X, Y)ob2p_
I
ot( Z, w) + (-1 )(x+Y)(Z+w) K([X, y, z] ; w)

-(-I)(x+y)(Z+w)b2P_
I
ot([x,y,z] ; w)+(-I)w(x+Y)K(z; [x,y,w])

-(-I)w(x+Y)b2P_Iot(z; [x,y,w])

=[K(z,w),K(x,y)]+(-I/x+y)(z+w)K([x,y,z] ; w)+(-I)w(x+Y)K(z; [x,y,w])

+ (-1 /x+y)(z+w) [K( X, y), b2p_
I
]ot(Z, w)

= -(_lix+y)(z+w)[K(X, y), K(Z, w)] + (_lix+y)(Z+w) K([ X, y, z]; w)

+ (_l)w(x+y) K(Z;[ X, y, w]) + (_l/x+y)(Z+w)[K(X, y), b2p_I]ot(z, w)

= 0, d'après le lemme II.3.3. et notre hypothèse de récurrence.

Par suite, puisque t(z,w) est injectif alors:
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Théorème II.3.5.

() est un opérateur cobord i.e. ()IO()O = 0 et \fp ~ 1 ()2p+IO()2p_I =:10.0.

En effet:

a) vérifions que ()IO()O = 0

()O (v)(x) = -(_1)X vPx (v)

()l ()o (v)))(Xl, X2, X3) =

= -(_1)X3(XI+X2+BoCv)) PX3[(_1)xIBoCv)PXI ()O(V)(X2))

-(_1)X2(XI +BoCv)) PX2 ()O (v)(Xl)) + ()O (V)(X2 XI)]

+ (-1 )(XI +x2 )BoCv) D(Xl, X2)( ()O (v)(X3)) - ()O (v)([Xl' X2, X3])

= -(_1)X3(xl +x2 +v) PX3 [_(-1)V(XI +X2) PXI 0PX2 (v) + (_1)X2 (XI +v)+Xlv PX2 0PXI (v)

-(-1)V(XI +X2) PX2XI (v)] - (-1)V(XI +x2 +X3) D(Xl, X2 )OPX3(v) + (-1)V(XI +x2 +X3) p[ XI ,X2,X3{

= (-1)V(XI +x2 +X3)+X3(XI +X2) PX3 [PXI 0PX2 (v) - (_I)XIX2PX20PXI (v) + PX2XI (v)]

_ (_I)v(xl +x2 +X3) D(x X )op (v) + (_I)v(xl +x2 +X3) P (v)
l' 2 x3 [XI,X2,X3]

= (_I)v(xl +x2+X3) ((_1)X3(xl +X2) PX3 oD( Xl' X2)( v) - D(Xl, X2 )OPX3 (v) + P[XI,X2,X3]( v))

=(-I)V(XI+X2+X3)(-[D(XI,X2), PX3]+P[XI'X2'X3](v))=0, car r est une super­

représentation faible.

b) Vérifions que ()30()1 = 0

()3f )(Xl' X2' X3, X4, Xs) =

= (_1)XS(XI +...+x4 +f) Pxs [(_1)X3(xl +x2 +f) PX3 (f(Xl, X2, X4))

-(_1)X4(XI+X2+X3+f)PX4(f(Xl, X2, X3)) + f( Xl, X2, X4X3)]

+ (_I)f(xl +X2) D(Xl' X2)(f( X3' X4, Xs)) - (_I)(X3+X4)(XI+X2+f)D(X3' X4)(f( Xl, X2, Xs))
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- f([ xl ,X2, X3 ],X4' X5) - (_1)X3(X]+X2) f( X3' [Xl' X2,X4], X5)

- (-1)(X] +X2 )(X3 +X4) f( x3, x4, [xl, X2, X5]) + f( Xl' X2, [X3' X4, X5])

(Ô3(Ôlf))( Xl' X2, X3' X4, X5) =

= (_l)Xj(XI +",+x4 +f) PXj [(-1 )X3(X] +x2 +f) PX3 ((ôlf)(Xl' X2, X4))

- (_1)X4(X]+X2+X3+f) PX4 ((Ôlf)(Xl' X2, X3)) + (Ôlf)(XI, X2, X4X3)]

+ (_1)f(X]+x2) D(Xl, X2)((Ôlf)(X3, X4, X5))

- (_1)(X3+X4)(X] +x2 +f)D( X3' X4)((Ôlf)(Xl' X2' X5)) - (ôlf)([Xl' X2, X3], X4, X5)

- (-1 )X3(X]+X2) (Ôlf)(X3,[ Xl' X2, X4], X5) - (_1)(X3+X4)(X] +X2) (Ôlf)( X3, X4,[ Xl' X2, X5])

+ (Ôlf)(Xl' X2,[ X3' X4, X5])

Développons ces expressions :

(1) (_1)Xj(X] +",+x4 +f) PXj [( -1 )X3(X] +x2 +f) PX3 ((Ôlf)(Xl' X2, X4))

- (- 1)x4(x] +x2+x3+f) Px4((ÔIf )(Xl, X2' X3)) + (Ô1f )(Xl' X2' X4X3)] =

= (_l)Xj(X] +",+x4 +f) PXj [(-1 )X3(X] +X2 +f) PX3 ((-1 )X4(X] +X2 +f) PX4 [(-1)xlf PX] (f(X2))

-(-1)X2 (XI +f) PX2 (f(Xl)) + f( X2XI)]+(-1 )f(X] +X2) D(Xl' X2)(f( X4)) - f([ Xl' X2, X4]))

- (_1)X4(X] +x2 +X3+f) PX4 (_(-1 )X3(X] +x2 +f) PX3 [(_l)X]f Px] (f(X2))

- (_1)X2(xI+f) PX2 (f(XI)) + f( x2xd] + (-1)f(X]+x2)D(XI' X2)(f( X3)) - f([ xl ,X2, X3]))

- (_liX3 +X4 )(X] +x2 +f) PX4X3 [(_l)X]f Px] (f(X2)) - (_1)X2(X] +f) PX2 (f(xd) + f( x2xd]

+ (_l)f(X] +X2) D(XI' X2)(f( X4X3)) - f([ Xl' X2, X4X3])]

=(_l)Xj(X] +".+x4 +f) [-(_liX3 +X4 )(X]+X2 +f)+x]f PXj OPX3OPX4 oPx] (f(X2))

+(-1 )(X3 +X4)(X] +X2 +f)+X2 (x] +f) PXj OPX3 OPX4 OPX2 (f(Xl))

- (_liX3 +X4 )(X] +X2+f) PXj OPX3 OPX4 (f(X2XI))

+ (-1 )X3(x] +X2 +f)+f(xi +X2) PXj OPX3 oD(Xl' X2)(f( X4))
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- (-1 )X3(XI +x2 +f) Pxs 0PX3 (f([ xl' X2' X4]))

+ (_1)(X3+X4)(XI +x2 +f)+X3X4+x} PXSOPX4 0PX3 0PXI (f(X2))

.. ~ (.,...1 )(X3 +X4 )(XI +X2 +f)+X3X4+X2 (Xl +f) PXS 0PX4 0PX3 0PX2 (f(Xl))

+ (_1)(X3+X4)(XI +x2 +f)+X3X4PXSOPX4 0PX3 (f(X2XI))

- (_1)X4(XI +x2 +X3+f)+f(XI +X2) PXSOPX4 oD(Xl' X2)( f( X3))

+ (_l)X4(XI +x2 +X3+f)PXS 0PX4 (t([ Xl' X2' X3]))

_(_1)(X3+X4)(XI+X2+f)+xlf PXSOPX4X30PXI (f(X2))

+(-1 )(X3 +X4 )(XI +X2 +f)+X2 (Xl +f) PXS 0PX4X3 0PX2 (f(Xl))

- (_1)(X3 +x4 )(XI +x2 +f) PXS 0PX4X3 (f(X2XI))

+ (_l)f(xl +X2) PxSoD(Xl' X2)(f( X4X3)) - PXS (f([Xl' X2' X4X3]))]

= (_l)XS(XI +.,,+x4 +f) [-(_1)(X3+X4)(XI +x2 +f)+xIf PxSoD(X3' X4 )OPXI (f( X2))

+ (_1)(X3+X4)(XI +X2+f)+X2(XI +f) PxSoD(X3' X4 )OPX2 (f(Xl))

- (-1i X3 +X4 )(XI +X2 +f) Pxs oD(x3' X4)(f( X2XI))

+ (_1)X3(XI +x2 +f)+f(XI +X2) PXSOPX3 oD(Xl' X2)(f( X4))

- (-1 )X3 (Xl +X2 +f) PXS 0PX3 (f([Xl, X2' X4]))

- (-1 )X4 (Xl +X2 +X3 +f)+f(XI +X2) PXS 0PX4oD(Xl' X2)( f( X3))

+ (-1 )X4 (Xl +X2 +X3 +f) PXS 0PX4 (f([Xl' X2' X3]))

+ (_l)f(xi +X2) PxsoD(xi, X2)(f( X4X3)) - Pxs (f([Xl' X2' X4X3]))]

(2) (_l)f(xi +X2) D(Xl' X2)( (8If)( X3' X4' Xs))

-(-1 )(X3+X4)(XI +x2 +f) D(x3' X4)( (81f)(x3' x4' xs)) =

= (_l)f(xi +X2) D(Xl' X2)(-(_l)XS(X3+X4+f) PXS [(-ll3f PX3 (f(X4))

-(_1)X4(X3+f)PX4 (f(X3)) + f( X4X3)] + (_1)f(x3+x4) D(X3' X4)(f(xs)) - f([ X3' X4' XS]))

- (_1)(X3+X4)(XI+X2 +f) D(X3' X4)(-(_l)XS(XI +x2 +f) PXS [(-1 )xIf PXI (f(X2))

- (-1 )X2(XI +f) PX2 (f(Xl)) + f( X2XI)] + (_l)f(XI +X2) D(Xl' X2)(f( XS)) - f([ Xl' X2' Xs]) )
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= -(-1)f(xi +x2 )+XS(X3+X4+f)+X3f D(Xl' X2 )OPXSOPX3 (f(X4))

+ (_l)f(xl +X2)+XS(X3+X4+f)+X4(X3+f) D(Xl, X2 )OPXSOPX4 (f(X3))

- (-1 /(XI+X2)+XS(X3+X4+f) D(Xl' X2 )OPXS (f(X4X3))

+ (_l)f(xl +x2 +x3+X4) D(Xl, X2 )oD(X3' X4)(f( Xs)) - (_1)f(xI+X2)D(Xl' X2)(f([ x3,x4, xs])

+ (_1)(X3+X4)(XI +X2 +f)+XS(XI +X2 +f)+xlf D(x3, x4 )oPXSOPXI (f( X2))

- (-1 )(X3 +x4 )(XI +x2 +f)+XS(XI +x2 +f)+X2 (XI +f) D(x3, x4 )oPxs OPX2 (f(Xl))

+ (-1 )(X3+X4)(XI +x2 +f)+XS(XI +x2 +f) D(x3' x4 )oPxs (f(x2xd)

- (_1)(x3+x4)(xl +X2+f)+f(XI +x2)D(x3' x4 )oD(Xl' X2)(f( Xs))

+ (-1 )(X3+X4)(XI +X2+f) D(x3, X4)(f([ Xl' X2, Xs]))

(1) + ( 2) nous donne

(-1 )(X3+X4+XS )(XI +x2 +f)+x1f [D(x3, X4), Pxs ]oPX] (f(X2))

- (1 )(X3+X4+XS )(x] +X2 +f)+X2 (XI +f) [D(x3, X4)' Pxs ]OPX2(f(Xl))

+ (_1)(X3+X4+xs)(x] +X2+f)[D( X3, X4)' Pxs](f( X2xd)

+ (-1 )f(x] +X2)+XS(X3+X4+f)+X4(X3+f) (D(Xl' X2 )oPXSOPX4

- (-1)(X] +X2)(X4 +XS) PXSOPX4 oD(Xl, X2))(f( X3))

- (-1 )f(x] +x2 )+XS(X3+X4+f)+X3f (D(Xl' X2 )oPXSOPX3

- (-1 )(XI +X2)(X3+XS) PXSOPX3 oD(Xl' X2))(f( X4))

- (-1 /(XI +X2)+XS(X3+X4+f) (D(Xl' X2 )oPXS - (_l)XS(xl +x2) PXsoD(Xl' X2))f(X4X3)

+ (_1)f(x] +x2 +X3+X4)[D(Xl' X2), D(X3' X4)](f( Xs))

- (_1)X3(XI +x2 +f)+xs(x] +...+x4 +f) Pxs 0PX3 (f([ Xl' X2' X4]))

+(_l)X4 (x] +X2+X3+f)+XS(X] +...+x4 +f) Pxs OPX4 (f([ Xl' X2' X3]))
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- (_l)XS(X] +",+X4 +f) PXS (f([Xl, X2' X4X3])) - (_l)f(X] +X2) D(Xl' X2 )f([X3' X4' Xs])

+ (_1)(X3+X4)+(X] +X2+f) D( X3' X4)(f([ Xl' X2' Xs]))

= (_1)(X3+'X4+XS)(X]+X2+f)p ((_l)X]f p (f(x))
[X3,X4,XS] x] 2

- (-1 )X2(X] +f) PX2 (f(Xl)) + f( X2XI)) - (_l)f(X] +X2+X3)+XS(X3+X4+f) p[xI ,x2 ,XSfPX3(f(X4))

_(_1)f(X]+X2+X3)+XS(X]+",+X4+f)p Op (f(x ))
Xs [X],X2,X4] 3

_(_1)f(x]+x2)+xS(x3+x4+f)p (f(x X ))
[XI,X2,XS] 4 3

+ (_l)f(X] +X2+X3+X4)[D(Xl' X2), D( X3' X4)](f( Xs))

- (-1 )X3(X] +X2+f)+XS(X] +"'+X4 +f) PXS OPX3(f([Xl' X2' X4]))

+ (-1 )X4(X] +X2 +X3+f)+XS(x] +...+X4 +f) PXS OPX4(f([ Xl' X2' X3]))

- (_l)XS(X] +...+x4 +f) PXS (f([Xl' X2' X4X3])) - (_l)f(X] +X2) D( Xl' X2)(f([ X3' X4 ,XS]))

+ (-1 )(X3+X4)+(X] +X2+f) D(x3' X4)(f([ Xl, X2' XS]))

(3) -(Olf)([xl, X2' X3], X4' XS) =

= (-1 )Xs(X] +...+X4 +f) Pxs [(-1 )f(x] +x2 +X3) p[X] 'X2 ,X3] (f(X4))

- (-1 )X4(X] +x2 +X3+f)PX4 (f([Xl' X2' X3])) + f( X4 [Xl' X2' X3])]

- (_l)f(X] +X2+X3+X4)D([Xl, X2' X3];X4)(f( XS)) + f([[ Xl, X2' X3], X4' XS])

= (-1 )Xs(X] +...+X4 +f)+f(x] +X2 +X3) Pxs op[x] 'X2 ,X3] (f(X4))

- (-1 )Xs(X] +...+x4 +f)+X4 (x] +x2 +x3 +f) Pxs 0PX4 (f([Xl' X2' X3]))

+ (-1 )XS(XI +.. ,+x4 +f) Pxs (f(x4 [Xl' X2' X3]))

- (_l)f(X] +X2+X3+X4)D([ Xl, X2' X3 ];X4)(f( XS)) + f([[XI' X2' X3], X4' XS])

(4) -(_1)X3(X]+x2) (Olf)(x3' [Xl' X2' X4], XS) =

= (-1 )X3(X] +X2 )+xs(X] +...+X4 +f)+X3f Pxs 0PX3 (f([ Xl, X2' X4]))

_ (_1)X3 (x] +X2)+XS(X] +...+x4 +f)+(x] +x2 +x4 )(X3 +f) P Op[ ](f(X3))
Xs xI,x2,x4
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+ (_1)X3(xI+x2)+xs(xI+",+x4+f) (f([ ]))Pxs XI,X2,X4 X3

- (-1 )X3(XI+x2)+f(XI +x2 +X3+X4) D(x3 ; [Xl' X2, X4])(f( Xs))

+ (-1 )X3(XI +X2) f([ x3, [xl, X2, X4], XS])

(5) -(_1/xI+x2)(x3+x4) (Ùlf)(x3, X4, [Xl, X2, XS]) =

= (_1)XS(X3+X4+f)+x3f p Op (f(x))
[XI,X2,XS] x3 4

_(_1)XS(X3+X4+f)+X4(X3+f)p Op (f(x ))+(_1)XS(X3+X4+f)p (f(x X \
[XI,X2,XS] x4 3 [XI,X2,XS] 4 3)

- (-1 /XI +X2 )(X3+X4)+f(X3+X4) D(x3, X4)(f([ Xl' X2, XS]))

+ (-1 )(XI +X2)(X3+X4) f([ x3' x4, [Xl' X2, XS]])

(6) (ùlf)(XI,X2,[ X3,X4,XS]) =

=_(_1)(X3+X4+XS)(XI+X2+f)+xlf p op (f(x))
[X3,X4,XS] XI 2

+ (_1/x3+x4+xs)(xI+x2+f)+x2(xI+f)p Op (f(x))
[X3,X4,XS] X2 1

_(_1/x3+x4+xs)(xI+x2+f)p (f(x X ))
[X3,X4,XS] 2 1

+ (_l/(xl +X2)D(Xl' X2)(f([ X3, X4, XS])) - f([ Xl, X2, [X3, X4, XS]])

La somme (1) + (2) + (3) + (4) + (5) + (6) nous donne

(_1)f(xI+x2+X3+X4)[D(XI' X2)' D(X3, X4)](f( XS))

- (-1 )XS(XI +"'+X4 +f) Pxs (f([Xl, X2, X4X3])) + (-1 fs(xi +"'+X4 +f) Pxs (f(x4 [Xl, X2, X3]))

-(-1/(XI+X2+X3+X4)D([XI,X2,X3] ; x4)(f(xs))

+ f([[x X ] X X]) + (_1)X3(xl +X2)+XS(XI +",+x4 +f) p (f([x X X]X))l' X2, 3, 4' S . Xs l' 2' 4 3

- (-1 )X3(XI +x2)+f(XI +x2 +X3+X4) D(x3 ; [Xl' X2, X4])(f( XS))

+ (-1 )X3 (XI +X2) f([ x3, [xl, X2, X4], XS]) + (-1 )(XI +X2)(X3 +X4) f([ x3, x4, [xl' X2, XS]])

- f([ Xl' X2, [X3' X4, Xs]])

en utilisant la proposition II.1.3. et la proposition II.2.8. nous obtenons

(Ù3(Ùlf))( Xl' X2, X3, X4, Xs) = 0 et par suite Ù30ÙI = O.
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c) Vérifions pour le cas général

Nous savons déjà que b30bl = 0
supposons b2p Ob2p = 0 pour p supérieur à 1

+1 -1

alors l(X,y)Ob'lp Ob2p = K(X,y)OÔ2p -b2p 0 l(X,y)ob2p~ +3 +1 +1 +1 +\

=K(X,Y)Ob2P+1 -b2P+IOK(X,y)+b2P+IOb2p_IO l(X,y)

= [K( X, y), b2p+
1

] + b2p+
1
Ob2p_

1
0 l( X, y)

=0.
Par suite b2p Ob')p = O.+3 ~ +1
b est un opérateur cobord.

Définition II.3.6.

2P-1
H (M, V) = Kerb2P+l / Imb2P_I , 'v'p ~ 1 est le (2p-l )-ième groupe

cohomologie de M dans V.

HO(M, V) = {v E V/Px (v) = 0, 'v'x E M}.

On appelle cocycle une élément f de C2P- 1(M, V) tel que b2p-l (f) = O.

On appelle cobord un élément de C2P- 1(M, V) de la forme g == b2p- 3 (f).



CHAPITRE III :

47

PRO,JECTIVITE DES
SUPERALGEBRES TRIPLES
DE LIE

La notion de superalgèbre triple de Lie a été introduite dans le chapitre II. Dans

chapitre, nous adaptons les travaux de M. Kikkawa sur les algèbres triples de Lie [ 3 ]

cas des superalgèbres triples de Lie.

Nous définirons la notion de projectivité des superalgèbres triples de Lie puis no

étudierons les superalgèbres de Lie de projectivité d'une superalgèbre triple de Lie.

Enfin, nous voyons les cas particuliers où la superalgèbre triple de Lie est u

superalgèbre de Lie ou un super-système triple de Lie.

Dans tout ce qui suit, K est un corps commutatif de caractéristique zéro et V est·

K-espace vectoriel Z2-gradué.

111.1. PROJECTIVITE DES SUPERALGEBRES TRIPLES DE LI:

Nous savons d'après la définition II.l.4. qu'une superalgèbre triple de l
y = YO $ YI est un K-espace vectoriel Z2-gradué muni d'une multiplication bilinéaire xy

d'une composition trilinéaire [x, y, z] vérifiant pour tous x, y, z, u, v, W E YO U YI
xy = -(_l)X yyx

[x,y,z]=-(-l)xy[y,x,z]

[x, y,z] +(_1)x(y+Z)[y, z, x] + (_l)z(x+y)[z, x, y] + (-l)x y+z(x+Y)j(x, y, z) = 0

[xy, z, w] + (_l)z(x+y)[yz, x, w] + (_l)Y(x+Z)[zx, y, w] = 0

[ ] _( l)Y(ü+v)[ ] [ ]u,v,xy - - u,v,xy+xu,v,y

[ [ ]] _[[ ] ] ( l)x(ü+v)[ [ ]] (l)(x+y)(ü+v)[ [ ]]u,V, x,y,z - U,V,x ,y,z + - x, u,v,y ,z + - x,y, U,V,z .

Posons B(x,y)=xy et D(x,y,z)=[x,y,z].

Nous obtenons la définition équivalente suivante:
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Défmition m.l.l.

Une superalgèbre triple de Lie (j = {V; 13, D} est la donnée d'un K-espace vect(

Z2-gradué V, d'une multiplication bilinéaire 13: V x V ~ V ct d'ulle composition triliné
0: V x V x V~ V vérifiant pour tous x, y, z, u, v, W E Va U VI les relations suivantes

(1) B(x,y)=-(-llYB(x,y)

(2) D(x,y,z)=-(-llYD(y,x,z)

(3) D(x, y, z) + (-ll(Y+z) D(y, z, x) + (_1)z(x+y) D(z, x, y) + (_I)X y+z(x+y) B(B(x, y),

+ (-I)Y ZB(B(y ,z), x) + (_I)X y B(B(z, x), y) = 0

(4) D(B(x,y ),z, w) + (_l)z(x+y) D(B(y, z), x, w) + (_l)Y(x+z) D(B(z, x),y, w) = 0

(5) D(u, v,B(x,y)) = (-I)y(ü+v)B(D(u, v,x),y)+B(x,D(u, v,y))

(6) D(u, v,D(x,y,z)) = D(D(u, v,x),y,z)

( l)x(ü+v) D( D( )) ( l)(x+y)(ü+v) D( D( ))+ - x, u,v,y ,z + - x,y, U,V,z_

Supposons qu'il existe sur V une structure de superalgèbre de Lie notée ..f = {V

dont la multiplication est donnée par [x, yle = L( x, y) Vx, y E Vo U VI_

Définition m.I.2.

Une superalgèbre de Lie ..f = {V; L} sera appelée superalgèbre de Lie de projectl

d'une superalgèbre triple de Lie (j = {V; B, D} si elle vérifie les relations suivantes

(7) L( x, B(y, z)) = B(L(x,y ),z) + (_I)X y B(y, L(x, z))

(8) L( x, D(y, z, w)) = (_1)x(z+w) D(L(x, y), z, w) + (_I)X W D(y, L(x, z), w)

+D(y,z,L(x, w))

(9) D(u,v,L(x,y))=(-I)y(ü+v)L(D(u,v,x),y)+L(x,D(u,v,y)).

Théorème IU.I.3.

Soit (j= {V;B,D} une superalgèbre triple de Lie et ..f = {V;L} une superalgèbrl

Lie de projectivité de (j. Alors ij = {V; B, fi} définie par

B(x,y) = B(x,y)+2L(x,y)

6(x, y, z) = D(x, y, z) - (_I)X y+z(x+y) L(B(x, y), z) - (_1)X y+z(x+y) L(L(x, y), z) pour

x, y, Z E Va U VI est une superalgèbre triple de Lie.
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En effet, les relations (1) et (2) sont évidentes.
Vérifions (3) pour q

6(x, y, z) + (-1 )x(y+z) 6(y, z, x) + (-1 f(x+y) 6(z, x, y)

+ (_I)X y+z(x+Y)B(B(x, y),z) + (-I)Y zB(B(Y,z),x) +(-Il YB(B(z, x), Y) =

= D(x, y, z) - (_I)X y+z(x+y) L(B(x, y), z) - (_I)X y+z(x+y) L(L(x, y), z)

+ (_I)x(y+z) D(y ,z, x) - (-I)Y Z L(B(y, z), x) - (-I)Y Z L(L(y, z), x) + (_I)z(x+y) D(z, x, i
- (_I)xy L(B(z, x), y) - (_I)xy L(L(z, x), y) + (_I)X y+z(x+Y)B(B(x, y),z)

+ 2(_1)X y+z(x+Y)B(L(x, y), z) + 2(_1)X y+z(x+y) L(B(x, y), z)

+ 4(_1)X y+z(x+Y)L(L(x, y),z) + (-I)Y Z B(B(y,z), x) + 2(-1)Y Z B(L(y, z), x)

+ 2(-1)Y ZL(B(y, z), x) + 4(-I)Y Z L(L(y, z), x) + (_I)X yB(B(z, x), y)

+ 2(_1)xy B(L(z,x), y) + 2(_1)X yL(B(z,x), y) +4(_1)X yL(L(z,x), y).

Nous savons que ( 3 ) est vérifié dans (j donc

D(x, y, z) + (_1)x(y+z) D(y, Z, x) + (_I)z(x+Y)D(z, x, y) + (_I)X y+z(x+y) B(B(x, Y),z)

+ (-I)Y Z B(B(y,z),x) + (_I)X yB(B(z, x), y) = O.

Il reste donc

(_1)Xy+z(x+Y)L(B(x, y), z) + (-I)Y Z L(B(y,z), x) + (_I)X yL(B(z, x), y)

+ 3(_1)X y+z(x+Y)L(L(x, y), z) + 3(-1)Y Z L(L(y, z), x) + 3(_1)X yL(L(z, x), y)

+ 2(-I)X y+z(x+Y)B(L(x, y), z) + 2(-1)Y Z B(L(y, z), x) + 2(_1)X yB(L(z, x), y)

or (_I)X y+z(x+y) L(L( x, y), z) + (-I)Y Z L(L(y ,z), x) + (_I)X yL(L(z, x), y) =

=(_I)Xy+z(x+Y)j.p(x, y, z) =0

et finalement

(_I)X y+z(x+y) L(B(x, y), z) + (-I)Y Z L(B(y, z), x) + (_I)X yL(B(z, x), y)

+ 2(_1)X y+z(x+Y)B(L(x, y), z) + 2(-1)Y Z B(L(y, z), x) + 2(_1)X yB(L(z, x), y) =
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= -(_1)X yL(z, B(x, y)) - (-l)Y z+x(y+z) L( X, B(y, z)) - (-I)Y ZL(y, B(z, x))

+ 2(_1)X y+z(x+y) B(L(x, y), z) + 2(-1)Y ZB(L(y, z), x) + 2(_1)X yB(L(y,z), x)

=-(_1)X yB(L(z, x), y) - (_l)x(y+z) B(x, L(z, y)) - (-I)Y Z+x(y+z) B(L(z, x), y)

- (_I)z(x+y) B(y, L(x,z)) - (-I)Y ZB(L(y, z), x) - B(z, L(y, x))

+ 2(_1)X y+z(x+y) B(L( x, y), z) + 2(-1)Y ZB(L(y, z), x) + 2(_1)X yB(L(z, x), y)

=-2(-Il YB(L(z, x), y) - 2(-1)Y ZB(L(y, z), x)

- 2(-1)Y Z+X(Y+Z) B(L(x, y), z) + 2( _1)X y+z(x+y) B(L(x, y), z)

+ 2(-1)y zB(L(y,z), x) + 2(-I)X yB(L(z,x),y) =0

d'où le (3) est vérifié.

Vérifions la relation (4)

lS(i3(x, y), z, w) + (_l)z(x+y) lS(i3(y, z),x, w) + (_I)Y(x+z) lS( i3(z, x), y, w) =

=lS(B(x, y), z, w) + 2lS(L(x, y), z, w) + (-l)z(x+Y)lS(B(y,z), x, w)

+ 2(_l)z(x+y) lS(L(y, z), x, w) + (-I)y(x+z)lS(B(z, x), y, w) + 2(_1)Y(x+z) lS(L(z, x), y, w)

=D(B(x, y), z, w) - (_1)z(x+y)+w(x+y+z) L(B(B(x, y), z), w)

- (-1)z(x+y)+w(x+y+z) L(L(B(x, y), z), w) + 2D(L(x, y), z, w)

- 2(-1 )z(x+y)+w(x+y+z) L(B(L(x, y), z), w) - 2(-1)z(x+y)+w(x+y+z) L( L(L(x, y), z), w)

+ (-1 )z(x+y) D(B(y, z), x, w) - (-1 )y(x+z)+w(x+y+z) L(B(B(y, z), x), w)

- (-1)y(x+z)+w(x+y+z) L(L(B(y, z), x), w) + 2(-1)z(x+y) D(L(y, z), x, w)

- 2(_1)Y(x+z)+w(x+y+z) L(B(L(y, z), x)w) - 2(_1)Y(x+z)+w(x+y+z) L( L(L(y, z), x), w)

+ (_I)Y(x+z) D(B(z, x), y, w) - (_1)w(x+y+z) L(B(B(z, x), y), w)

- (_I)w(x+y+z) L(L(B(z, x), y), w) + 2(_1)Y(x+z) D(L(z, x), y, w)

- 2(_1)w(x+y+z) L(B(L(z, x), y), w) - 2(_1)w(x+y+z) L(L(L(z, x),y), w)

On a déjà montré que (-1 )z(x+y) L(B(x, y), z) + (-1)y(x+z) L(B(y, z), x)

+L(B(z, x), y) + 2(_l)z(x+y) B(L(x, y), z) + 2(_1)Y(x+z) B(L(y, z), x) + 2B(L(z, x), y) =0
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en utilisant aussi le (4) qui est vérifié dans y et la super-identité de Jacobi il nous res'

donc:

(_lf(X+Y)+W(X+Y+Z) L(B(B(x, y), z), w) + 2D(L(x, y), z, w)

- (_I)Y(x+z)+w(x+y+z) L(B(B(y, z), x), w) + 2(-1f(x+y) D(L(y, z), x, w)

- (-l)w(x+y+z)L(B(B(z, x), y), w) + 2(-I)y(x+z)D(L(z, x), y, w) =

=(-1)w(x+y+z) L((-1 )z(x+y) B(B( x, y), z) + (_l)Y(x+z) B(B(y, z), x) + B(B(z, x), y), w)

+ 2(_l)z(x+Y)D(L(y, z), x, w) + 2(-l)y(x+z)D(L(z, x), y, w) + 2D(L(x, y), z, w)

=(-l)x y+w(x+y+z) L(D(x, y, z) + (_l)x(y+z) D(y, z, x) + (_l)z(x+y) D(z, x, y), w)

+ 2D(L(x, y), z, w) + 2(_l)z(x+y) D(L(y, z), x, w) + 2(-1 )y(x+z) D(L(z, x), y, w) (cf(3»

=(-l)x y+w(x+y+z) L(D( x, y, z), w) + (_l)X z+w(x+y+z) L(D(y, z, x), w)

+ (_I)X y+z(x+y)+w(x+y+z) L(D(z, x, y), w) + 2D(L(x, y), z, w)

+ 2(_l)z(x+y) D(L(y, z), x, w) + 2(_1)Y(x+z) D(L(z, x), y, w)

= (_I)X Y+W ZD( x, y, L(z, w)) - (_I)xy+z WL(z, D(x, y, w)) + (_I)x(z+w)D(y, z, L(x, w))

- (-1)x(z+w) L(x, D(y, z, w)) + (-1)y(x+w)+z(x+y) D(Z, x, L(y, w))

- (_I)Y(x+w)+z(x+y) L(y, D(z, x, w)) + 2D(L(x, y), z, w)

+ 2(_l)z(x+y) D(L(y, z), x, w) + 2(_l)Y(x+z) D(L(z, x), y, w) (cf (9))

=-(-1 )y(x+z) D(L( Z, x), y, w) - (-Il YD(x, L( z, y), w) - D(L(x, y), z, w)

- (_I)X ZD(y, L(x, z), w) - (_l)z(x+y) D(L(y, z), x, w) - (_I)X y+z(x+y) D(z, L(y, x), w)

+ 2D(L(x, y), z, w) + 2(_l)z(x+Y)D(L(y, z), x, w)

+2(-1)y(x+z)D(L(z,x),y,w) (cf (8))

=0
d'où le (4) est vérifié.
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Vérifions le (5)

5(u, v,i3(x, y)) =5(u, v, B(x, y)) + 25(u, v, L(x, y)) =

=D(u, v, B(x, y)) -(_1)Ü v+(ü+v)(x+y) L(B(u, v), B(x, y))

- (_I)U v+(ü+v)(x+y) L(L(u, v), B(x, y)) + 2D(u, v, L(x, y))

- 2(_1)U v+(u+v)(x+y) L(B(U, v), L(x, y)) - 2(_1)Ü v+(ü+v)(x+y) L(L( U, v), L(x, y))

D(u, v,B(x,y)) =(-I)y(u+v)B(D(u, v,x),y)+B(x,D(u, v,y)) (cf (5))

-(_1)U v+(ü+v)(x+y) L(B(U, v), B(x, y)) =-(_1)Ü v+(ü+v)(x+y) B(L(B(U, v), x), y)

- (_I)üv+y(ü+v) B(x, L(B(u, v), y)) (cf (7))

-(_1)U v+(ü+v)(x+y) L(L(U, v), B(x, y)) =-(_1)U v+(ü+v)(x+y) B(L(L(u, v), x), y)

_(_I)uv+y(u+v)B(x,L(L(u, v),y)) (cf (7))

2D(u, v,L(x,y)) =2(-I)y(u+v)L(D(u, v,x),y)+2L(x,D(u, v,y)) (cf (9))

-2(_1)Ü v+(u+v)(x+y) L(B( U, v), L(x, y)) =-2(_1)Ü v+(ü+v)(x+y) L(L(B( U, v), x), y)

+2(_I)üv+x y+(ü+v)(x+Y)L(L(B(u, v),y),x) (cf super-identité de Jacobi)

-2(-1)ü v+(iHv)(x+y) L(L(U, v), L(x, y)) =-2(_1)Ü v+(ü+v)(x+y) L(L(L( U, v), x), y)

+2(_I)üv+x y+(ü+v)(x+Y)L(L(L(u, v),y),x) (cfsuper-identité de Jacobi)

faisons la somme; nous obtenons

5(u, v, i3(x, y)) =(_I)Y(ü+v) (B + 2L)(D(u, v, x), y) + (B + 2L)(x, D(u, v, y))

- (_I)Ü v+(ü+v)(x+y) (B + 2L)(L(B(u, v), x), y) - (_I)U v+y(u+v) (B + 2L)(x, L(B(u, v), y)

- (-1)u v+(ü+v)(x+y) (B + 2L)(L(L(u, v), x), y) - (_I)Ü v+y(u+v)(B + 2L)(x, L(L(u, v), y)

=(_I)Y(u+v) (B + 2L)(D(u, v, x) - (_I)Ü v+x(ü+v) L(B( U, v), x)-(_1)uv+x(u+v) L(L(u, v), x

+ (B + 2L)(x, D(u, v, y) - (_I)Ü v+y(ü+v) L(B(u, v), x) - (_I)Ü v+y(u+v) L(L(u, v), y))

=(_I)Y(ü+v) (B + 2L)(5(U,.v, x), y) + (B + 2L)(x, 5(u, v, y))

= (-1 )y(ü+v) i3(5(u, v, x), y) + i3(x, 5(u, v, y))

d'où 5(x, v, i3(x, y)) =(_1)Y(ü+v) i3(5(u, v, x), y) + i3(x, 5(u, v, y)) etle (5) est vérifié.
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Vérifions pour tenniner le (6)
- ( - ( )) _ - ( ( ) _ _ xy+z(x+y) (( ))D u, v,D x,y,z - D u, v,D x,y,z (1) L B x,y ,Z

-(_1)X y+z(x+y) L(L(x, y), z)) =5(u, v, D(x, y, z))

-(_1)X y+z(x+y) 5(U, v, L(B(x, y),z)) - (_I)X y+z(x+Y)5(u, v, L(L(x, y),z))

- D( D( )) ( I)Ü v+(ü+v)(x+y+z) L(B( ) D( )).- u, v, x,y,z - - u, v, x,y,z

- (-1)u v+(ü+v)(x+y+z) L(L( U, v), D(x, y, z)) - (-1)x y+z(x+y) D(U, v, L(B(x, y), z))

+ (_I)X y+z(x+y)+ü v+(ü+v)(x+y+z) L(B(u, v), L(B(x, y), z))

+ (_I)X Y+Z(x+y)+ü v+(ü+v)(x+y+z) L(L(u, v), L(B(x, y), z))

- (_I)X y+z(x+Y)D(u, v, L(L(x, y), z))

+(-Il y+z(x+y)+ü V+(Ü+V)(X+Y+Z) L(B(u, v), L(L(x, y), z))

+(_1)X y+z(x+y)+ü v+(ü+v)(x+y+z) L(L(u, v), L(L(x, y), z))

transformons chaque terme de cette somme :

D(u, v,D(x,y,z)) =

=D(D(u, v, x), y, z) + (_1)x(ü+v)D(x, D(u, v, y), z) + (_1)(x+y)(ü+v) D(x, y, D(u, v, z))

-(_l)U v+(ü+v)(x+y+z) L(B(U, v), D(x, y, z)) =

=_(_I)Ü v+x(ü+v) D(L(B( u, v), x), y, z) - (_I)Ü v+(ü+v)(x+y) D(x, L(B(u, v), y), z)

- (_I)Ü v+(ü+v)(x+y+z) D(x, y, L(B(u, v), z))

-(-1)ü v+(u+v)(x+y+z) L(L(u, v), D(x, y, z)) =-(-1)ü v+x(ü+v)D(L(L(u, v), x), y, z)

- (_I)U v+(ü+v)(x+y) D(x, L(B(u, v), y), z) - (_I)Ü v+(ü+v)(x+y+z)D(x, y, L(B(u, v), z))

-(-Il y+z(x+y) D(U, v, L(B(x, y), z)) =

=-(_1)X y+z(x+y+ü+v) L(D(U, v, B(x, y)), z) - (-1)x y+z(x+y) L(B(x, y), D(u, v, z))
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=-(-1)y(x+u+v)+z(x+y+u+v) L(B(D(u, v, x), y), z)

- (_I)X y+z(x+y+u+v) L(B(X, D(u, v, y)), z) - (_I)X y+z(x+y) L(B(x, y), D(u, v, z))

(:"'I)X y+z(x+y)+u v+(u+v)(x+y+z) L(B(u, v), L(B(x, y), z)) =

=(-Il y+z(x+y)+u v+(u+v)(x+y+Z) L(L(B(u, v), B(x, y)), z)

- (_I)X y+u v+(u+v)(x+y+z) L( L(B(u, v), z), B(x, y))

= (_I)X y+z(x+y)+u v+(u+v)(x+y+z) L(B(L(B(u, v), x), y), z)

+ (_I)X y+z(x+y)+u v+(u+v)(x+y+z) L(B(x, L(B(u, v), y)), z)

+(_1)X y+u v+z(x+y+u+v) L(B(x, y), L(B(u, v), z))

(-Il y+z(x+y)+u v+(u+v)(x+y+Z) L(L(u, v), L(B(x, y), z)) =

=(_I)X y+z(x+y)+u V+(U+V)(X+Y+Z) L(L(L( U, v), B(x, y)), z)

- (_1)X Y+U v+(u+v)(x+y+z) L(L(L(u, v), z), B(x, y))

=(_I)X y+z(x+y)+u v+(u+v)(x+y+z) L(B( L(L(u, v), x), y), z)

+(-Il y+z(x+y)+u V+(U+V)(Y+Z) L(B(x, L(L(u, v), y)), z)

+ (_I)X y+u v+z(x+y+u+v) L(B(x, y), L(L(u, v), z))

-(_1)X y+z(x+y) D(U, v, L(L(x, y), z)) =

=-(_1)X y+z(x+y+u+v) L(D(U, v, L(x, y)), z) - (_I)X y+z(x+Y)L(L(x, y), D, (u, v, z))

=-(_1)YCx+u+v)+z(x+y+u+v)L(L(D(u, v,x), y), z) - (-1)x y+z(x+y+u+v) L(L(x,D( u, v, y)),

- (_I)X y+z(x+y) L(L(x, y), D(u, v, z))

(-Il Y+Z(X+Y)+Ü v+(ü+v)(x+y+z) L(B(u, v), L(L(x, y), z)) =

=(_I)X y+z(x+y)+u v+(u+v)(x+y+z) L(L(B(u, v), L(x, y)), z)

- (_1)X Y+U v+(u+v)(x+y+z) L( L(B(u, v), z), L(x, y))

=(_1)X y+z(x+y)+u v+(u+v)(x+y+z) L(L(L(B(u, v), x), y), z)

- (_1)z(x+y)+u v+(u+v)(x+y+z) L(L(L(B(u, v), y), x), z)
+ (-Il Y+U v+z(x+y+u+v) L(L(x, y), L(B(u, v), z))
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=(_I)X y+z(x+y)+ü v+(ü+v)(x+y+z) L(L(L(B(u, v), x), y), z)

+ (_I)X y+z(x+y)+ü v+(ü+v)(y+z) L(L(x, L(B(u, v), y)), z)

+(_1)X Y+Ü v+z(x+y+ü+v) L(L(x, y), L(B(u, v), z))

(_I)X y+z(x+y)+ü v+(ü+v)(x+y+z) L(L(u, v), L(L(x, y), z)) =

= (_I)X y+z(x+y)+ü v+(ü+v)(x+y+z) L(L(L(u, v), L(x, y)), z)

- (_1)X y+ü v+(ü+v)(x+y+z) L(L(L(u, v), z), L(x, y))

=(_1)X y+z(x+y)+ü v+(ü+v)(x+y+z) L(L(L(L(u, v), x), y), z)

- (-1)z(x+y)+ü v+(ü+v)(x+y+z) L(L(L(L(u, v), y), x), z)

+ (_I)X y+ü v+z(x+y+ü+v) L(L(X, y), L(L(u, v), z))

=(-1)x y+z(x+y)+ü v+(ü+v)(x+y+z) L(L(L(L(u, v), x), y), z)

+ (_1)X y+z(x+y)+ü v+(ü+v)(y+z) L(L(x, L(L(u, v), y)), z)

+ (_I)X y+ü v+z(x+y+ü+v) L(L(X, y), L(L(u, v),z))

La somme membre à membre nous donne

5(u, v,5(x,y,z)) =

=D(D(u, v, x), y, z) - (_I)Y(x+ü+v)+z(x+y+ü+v) L(B(D(u, V, x), y), z)

- (_I)y(x+ü+v)+z(x+y+ü+v)L(L(D(u, v, x), y), z) - (_I)Ü v+x(ü+v) D(L(B(u, v), x), y, z)

+(-1)x y+z(x+y)+ü v+(ü+v)(x+y+z) L(B(L(B(u, v), x), y), z)

+(-Il y+z(x+y)+ü v+(ü+v)(x+y+z) L(L(L(B(u, v), x), y), z)

- (_I)Ü v+x(ü+v) D(L(L(u, v), x), y, z)

+ (_I)X y+z(x+y)+ü v+(ü+v)(x+y+z) L(B(L(L(u, v), x), y), z)

+ (-Il y+z(x+y)+ü v+(ü+v)(x+y+z) L( L(L(L(u, v), x), y), z)

+ (_I)x(ü+v) D(x, D(u, v, y), z) - (-1)x y+z(x+y+ü+v) L(B( x, D(u, v, y)), z)

- (_I)X y+z(x+y+ü+v) L(L(x, D(u, v, y)), z) - (-1)ü v+(ü+v)(x+y) D(x, L(B(u, v), y), z)

+ (-Il y+z(x+y)+ü V+(Ü+V)(Y+Z) L(B(x, L(B(u, v), y)), z)
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+ (_1)X y+z(x+y)+u v+(u+v)(y+z) L(L(x, L(B(u, v), y)), z)

- (_I)U v+(u+v)(x+y) D(x, L(L(u, v), y), z)

+ (-1)x y+z(x+y)+u v+(u+v)(y+z) L(B(x, L(L(u, v), y)), z)

+ (_I)X y+z(x.+y)+u v+(u+v)(y+z) L(L(x, L(L(u, v), y)), z)

+ (-1 )(x+y)(u+v) D( X, y, D(u, v, z)) - (_I)X y+z(x+y) L(B( X, y), D(u, v, z))

- (-Il y+z(x+Y)L(L(x, y), D(u, v, z)) - (-1)u v+(u+v)(x+y+z) D(x, y, L(B(u, v), z))

+ (_I)X y+u v+z(x+y+u+v) L(B(x, y), L(B(u, v), z))

+ (_1)X y+u v+z(x+y+u+v) L(L(x, y), L(B(u, v), z))

- (-1)u v+(u+v)(x+y+z) D(x, y, L(L(u, v), z))

+(-Il y+u v+z(x+y+u+v) L(B(x, y), L(L(u, v), z))

+ (_1)X y+u v+z(x+y+u+v) L(L(x, y), L(L(u, v), z))

= D(D(u, v, x), y, z) - (_I)U v+x(u+v) D(L(B(u, v), x), y, z)

- (-1)u v+x(u+v) D(L(L( U, v), x), y, z) + (_I)x(u+v)D(x, D(u, v, y), z)

- (_1)Ü v+(u+v)(x+y) D(x, L(B(u, v), y), z) - (_1)U v+(ü+v)(x+y) D(x, L(L(u, v), y), z)

+ (_I)(x+y)(u+v) D(x, y, D(u, v, z)) - (_I)U v+(u+v)(x+y+z) D(x, y, L(B(u, v), z))

- (-1)Üv+(u+v)(x+y+z) D(x, y, L(L(u, v), z))

- - ( - ( ) ) ( )x(u+v) D-( - ( )) (_I)(x+y)(u+v) D-( D- ( ))-DDu,v,x,y,z + -1 x,Du,v,y,z + x,y, U,V,z

nous avons en définitive

-(- ) - ( - ) x(u+v) - ( ( ))D u,v,D(u,y,z) =D D(u,v,x),y,z +(-1) D x,D u,v,y,z

+(-lix+
y)D(x, y, D, (u, v, z))

d'où le (6) est vérifié.
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Remarque ffi.l.4.

Soit y={V;B,D}, .P={V;L} et q={V;i3,O}

vénfiant le théorème 111.1.3. Alors la superalgèhre de Lie -.P={V;-L} est l

superalgèbre de Lie de projectivité de la superalgèbre triple de Lie q et q induit

superalgèbre triple de Lie y par les relations

B(x, y) = î3(x, y) - 2L(x, y)

D( x, y, z) =O( x, y, z) + (_1)X Y+z(x+y) L( B( x, y), z) - (- I)X Y+l.(x+y) L( L( x, y), z).

Ainsi nous pouvons donner la définition suivante:

Définition 111.1.5.

Deux superalgèbres triples de Lie yet q sur le même espace vectoriel Z2-gradué

sont dites en relation projective s'il existe une superalgèbre de Lie .P={V;L}

projectivité de y telle que q se déduit de ypar le théorème III.l.3.

111.2 SUPERALGEBRES DE LIE DE PRO.IECTIVITE DES
SUPERALGEBRES TRIPLES DE LIE

Dans ce paragraphe, nous étudions la somme et le produit par un élément de K 1

superalgèbres de Lie de projectivité d'une superalgèbre triple de Lie et nous en définisSI

une famille.

Soit .P = {V ; L} une superalgèbre de Lie. Nous rappelons qu'une applicat

linéaire f:.P~ .P est une superdérivation de degré k si pour tous x, y E Va U VI'

f(L( x, y)) = L(f(x), y) + (_l)Xk L(x, f(Y)), Soit a EVa U VI' alors J'application linéaire

La: x~ La (x) = L(a, x) est une superdérivation de degré li appelée superdérivat

intérieure de .P. Le. Vx,y,zEVo uV1,L(x,L(y,z))=L(L(x,y),z)+(-1)xYL(y,L(x,

cela vient du fait que j 1'(x, y, z) = L(L( x, y), z) - L( x, L(y, z)) - (-1)Y Z L(L(x, z), y) = 0

Commençons par donner le lemme suivant:
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Lemme ffi.2.1.

Soit .ft = {V;Ldet .P2 = {V;L2} deux superalgèbres de Lie sur le même espi

vectoriel Z2-gradué V. Supposons que les superdérivations intérieures de .L?i sont (
superdérivations de .Pj i,j = 1,2, i i:- j. Alors la somme L = LI +L2 forme une superalgèl

de Lie sur V notée .P = .ft +.P2 .

En effet, il est facile de voir que pour tous x, y E Vo U VI L( x, y) = -(-1 YX y L(y, X

L(x,y)=LI(x,y)+L2(x,y). Posons Lx(y)=L(x,y). Par hypothèse Lx est u

superdérivation pour LI et pour L2.

L(X, L(y, z)) = Lx (L(y, z)) = Lx (LI (y, z) + L2 (y, z))

= LI (Lx (Y), z) + (_l)X y LI (y, Lx (z)) + L2(Lx (Y), z) + (_l)X y L2(y, Lx (z))

=(LI +L2 )(Lx(y),z)+(-l)xY(L I +L2)(y,Lx(z))

= L(L(x,y),z)+(-l)x YL(y,L(x,z))

d'où L(L(x,y),z)-L(x,L(y,z))-(-l)Y Z L(L(x,z),y)=O, soit J.Ax,y,z)=O ct par su

.P =.ft +.P2 est une superalgèbre de Lie.

Théorème 111.2.2.

Soit q={V;B,D} une superalgèbre Lriple de Lie et .L'={V;L} cLl={v;L}dc

superalgèbres de Lie de projectivité de q. Supposons que toute superdérivaLion inLérie

de l'une est une superdérivation de l'autre.

Alors .P + 1 = {V; L + L} est une superalgèbre de Lie de projectivité de g.

En effet, d'après le lemme 111.2.1., nous savons que .L? + 1 est une superalgèbre de

Lie. Vérifions les relations (7) (8) et (9).
Soient X,y,zEVoUVI ;

(L + L)(x, B( y, z)) = L(x, B(y, z)) + L( x, B(y, z))

= B(L(x,y),z) +(_l)X y B(y, L(x, z)) + B( L( x, y), z)

+(-l)XYB(y,L(x,z)) (cf(7))

=B(L( x, y) + L( x, y), z) + (_I)x yn( y, L( x, z) + L(x, z) )

=B((L+ L)(x, y), z) +(_l)X y B(y,( L + L)(x,z))

Par suite la relation (7) est vérifiée pour L + L .



59

De même

(L +L)(x, D(y, z, w)) = L(x,D(y,z, w)) + L(x, D(y, z, w))

x(ï+w) ( ) --=(-1) D L(x,y),z,w +(-l)XWD(y,L(x,z),w)+D(y,z,L(x,w))

+(_l)x(z+w) D(L(x,y ),z, w) + (_l)X W D(Y, L(x,z), w) + D(y,z,L(x, w)) (cf(S))

= (_1)x(z+w) D(L(x, y) + L(x,y ),z, w) +(_l)XW D(Y, L(x, z) + L(x, z), w)

+ D(Y,z, L(x, w) + L(x, w))

=(_l)x(z+w) D( (L + L)(x,y), z, w) + (-1)x WD(Y, (L + [)(x, z), w) + D(Y, z, (L + [)(x, w))

par suite la relation (8) est vérifiée pour L + L .

De même

D( u, v, (L + L)(x, y)) =D( u, v, L(x, y)) + D( u, v, L(x, y))

= (_1)Y(u+v) L(D( u, v, x), y) + L( x, D( u, v, y)) + (-1 )y(ü+v) [(D( li, v, x), y)

-L(x,D(u,v,y)) (cf(9))

= (_1)Y(ü+v) (L + L)(D( u, v, x), y) + (L + [)(x, D(u, v, y))

Par suite la relation (9) est vérifiée par L + [et donc of + 1 est une superalgèbre de Lie dt

projectivité de (j.

Thèorème 111.2.3.

Soient of = {V; L} une superalgèbre de Lie de projectivité d'une superalgèbre tripII

de Lie (j ={V; B, D} et q={V; Ë, JS} la superalgèbre triple de Lie en relation projective

avec (j. Si 1 = { V; [,} est une superalgèhre ùe Lie de projecLi v iLé dc g ct si toute

superdérivation intérieure de of est une superdérivation de 1 et réciproquement alors 1
est une superalgèbre de Lie de projectivité de (j.

De plus, toute superalgèbre triple de Lie en relation projective avec qest en relation

projective avec (j.

En effet, commençons par démontrer que 1 est une superalgèbre de Lie de
projectivité de (j. Pour cela, vérifions les relations (7) ; (8) et (9).

D'après les hypothèses, nOLIs avons les relations suivantes:

Ë(x,y) = B(x,y)+2L(x,y)

JS(x,y, z) = D(x,y, z) - (_l)x y+z(x+y) L(B(x, y), z) - (_l)x y+z(x+y) L(L( x, y), z)



60

pour tous x,y,z E Va uVl

L(X, B(y, z)) = L(x, B(y, z)) - 2L(x, L(y, z))

= B(L(x, y),z) + (_l)x yB(y, L(x, z)) - 2L(L(x, y), z) - 2(_1)X yL(y ,L(x, z))

(cf (7) pour i et le fait que les superdérivations intérieures de i sont des superdérivation~

de .f).

Par suite L(x, B(y, z)) = B(L(x, y), z) + 2L(L(X, y)z) +(_l)x yB(y, L(x, z))

+2(_1)X yL(y, L(x,z)) - 2L(L(x, y), z) - 2(_l)x yL(y, L(x, z))

= B(L(x, y), z) + (_I)X yB(y, L(x, z)) et la relation (7) est vérifiée.

L(x, O(y, z, w)) =L(x, b(y, z, w)) + (-l)Y z+w(y+z) L(x,L(B(Y, z), w))
+(-l)Y z+w(y+z) L(x,L(L(Y,z), w))

= (_l)x(z+w) b(L(x,y), z, w) + (_l)x W b(y ,L(x,z), w) + b(y, z, L(x, w))
+ (-l)Y z+w(y+z) L(x, L(B(y, z), w)) + (-l)Y z+w(y+z) L(x, L(L(y ,z), w)) (cf(8) pour i:

= (_l)x(z+w) (O(L(x, y),z, w) - (_l)z(x+y)+w(x+y+z) L(B(L(x, y), z), w)

- (_I)z(x+y)+w(x+y+z)L(L(L(x, y), z), w)) + (_l)x W (o(y, L(x,z), w)
- (_I)Y(x+z)+W(x+y+z) L(B(y, L(x, z)), w) - (_l)Y(x+z)+W(x+y+z) L(L(y, L(x, z)), w))

+ (o(y, z, L(x, w)) - (-I)Y H(y+z)(x+w) L(B(y, z), L(x, w))

- (-l)Y z+(y+z)(x+W) L( L(y, z), L(x, w) ))

+ (-l)Y z+w(y+z) L(L(x, B(y, z)), w) + (-l)Y z+w(y+z)+x(y+z) L(B(y, z), L(x, w))

+ (-l)Y z+w(y+z) L(L(x, L(y, z)), w) + (-l)Y z+w(y+z)+x(y+z) L(L(y, z), L(x, w))

= (_l)x(z+W)D( L(x,y ),z, w) + (_l)x W D(y, L(x, z), w) + O(y, z, L(x, w))

+ (-l)Y z+w(y+z) L(-B(L(x, y), z) - (-l)xy B(y, L(x, z)) + L(x, B(y,z)), w)
+ (-l)Y z+w(y+z) L(-L(L(x, y), z) - (_l)xy L(y, L(x, z)) + L(x, L(y, z)), w)

= (_I)x(z+W) D( L(x,y),z, w) + (_I)X WO(y, L(x, z), w) + O(y, z, L(x, w))

+ (-I)Y z+w(y+z) L(-B(L(x,y), z) - (-l)xy B(y, L(x, z)) + L(x, B(y, z)), w)
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+ (-l)Y Z+W(y+z) L(L(L(x, y), z) + (_l)X yL(y, L(x, z)) - L(x, L(y, z)), w)
= (_l)x(Z+w)D(L(x, y), z, w) + (_l)x WD(y, L(x,z), w) + D(y, z, L(x, w))
et la relation (8) est vérifiée.

D(u, v,L(x, y)) = ô( li, v, L(x, y)) + (_l)u v+(u+v)(x+y) L(B(li, v), L(x, y))

+ (_l)u v+(u+v)(x+y) L( L( li, v), L(x, y))

=(-l)Y(u+v)L(ô( li, v, x), Y) + L(x, Ô( li, v, y)) + (_l)u v+(u+v)(x+y) L(B( li, v), L(x, y))

+ (_l)u v+(u+v)(x+y) L(L(li, v), L(x, y)) (cf(9))

= (_l)y(u+v)L(D( li, v, x) - (_l)U v+x(u+v) L(B( li, v),x) - (_l)U v+x(u+v) L(L( li, v), x), Y)

+ L(x, D(li, v, y) - (_l)U v+y(u+v) L(B(u, v), y) - (_l)uv+y(u+v) L(L( u, v), y))

+ (_l)u v+(u+v)(x+y) L(L(B( u, v), x), Y) + (-l)u v+y(u+v) L(x, L(B( li, v), y))

+ (_l)u v+(u+v)(x+y) L(L(L(u, v), x), Y) + (-l)u v+y(ü+v) L(x, L(L( li, v), y))

= (_l)Y(u+v) L(D( u, v, x), y) + L(x, D(u, v, y))

Par sliite la relation (9) est vérifiée.

Donc 1 = {V; L} est une superalgèbre de Lie de projectivité de g. D'après le

théorème IIl2.2., .Pt = ..e + 1 ={V; L + L} est une superalgèbre de Lie de projectivité de g.

Montrons que L(L(x,y),z)=L(L(x,y),z) 'v'x,y,zeVOuVl .

L(L(x, y), z) =(tB- t B)(L(x, y), z)
= t i3(L(x, y),z)- t B(L(x,y),z)

_ 1 - (- ) 1 xy - (- ) 1 - ( ( )) 1 xy (- )-"2L x,B(Y,z) -"2(-1) B y,L(x,z) -"2L x,B y,z +"2(-1) B y,L(x,z)

= tL(x,i3(y,z) - B(y, z)) - t(_l)X y(i3 - B)(y,L(x,z))

= t L(x, 2L(y, z)) - t(_l)x y2L(y, L(x, z))

= L(x,L(Y, z)) - (_I)X yL(y,L(x,z))

= L(x, L(y,z)) -(_1)X y(L(L(y,x),z) + (_l)X yL(x, L(y,z)))

= -( _1)X yL(L(y, x), z) = L(L(x, y), z)
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1 = {V; L} est une superalgèbre de Lie de projectivité (;. Posons y = {V; B' ,D' } la

superalgèbre triple deLie en relation projective avec (; ; alors nous avons les relations

suivantes

B' (x,y)=B(x,y)+2L(x,y)

D' (x,y, z) = D(x, y, z) - (-Il y+z(x+y) L(B(x, y),z) - (-1)x y+z(x+y) L(L(x, y), z) .

d'où

B' (x,y) = B(x,y) +2L(x,y) = B(x,y) + 2L(x,y) + 2L(x,y)

= B(x,y) + 2LI(x,y)

D' (x, y, z) = D(x, y, z) - (_I)x y+z(x+y) L(B(x, y), z) - (_I)x y+z(x+y) L(L(x, y), z)

= D(x, y ,z) - (-1)x y+z(x+y) L(B(x, y ),z) - (_l)x y+z(x+y) L(L(x, y), z)

-(-1)x y+z(x+y) L(B(x, y), z) - 2(-Il y+z(x+y) L(L(x, y), z) - (_I)x y+z(x+y) L(L(x, y), z)

= D(x, y, z) - (_I)x y+z(x+y) LI (B(x, y), z) - (-Il y+z(x+y) LI (LI (x, y), z)

et alors q est en relation projective avec q à travers la superalgèbre de Lie de projectivté

A ={V;Ld·

De la démonstration du théorème précédent, nous tirons le lemme suivant:

Lemme m.2.4.

Sous les hypothèses du théorème précédent on a

L(L(x,y),z) = L(L(x,y),z) Vx,y E Va uVI.

Maintenant, soit oP + 1 la superalgèbre de Lie de projectivité de q obtenue dans'

théorème III.2.2. ; alors la superalgèbre triple de Lie en relation projective avec q est défin

par qJ!+l ={V ;BJ!+l, DJ!+l}

avec BJ!+J! (x, y) = B(x, y) + 2L(x, y) + 2L(x,y)

DJ!+i (x, y, z) = D(x, y, z) - (_I)X y+z(x+y) L(B(x, y), z) - (-Il Y+Z(X+y) L(B(x,y), z)

- (_I)X y+z(x+y) (L + L)((L + L)(x, y), z).

Il est clair que si oP est une superalgèbre de Lie de projectivité de la superalgèbJ

triple de Lie q, alors la superalgèbre de Lie oP k = k.L' = {V; kL} avec k E K , k non nul e

une superalgèbre de Lie de projectivité de q.
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Il "d k h k+hest eVI ent que.e +.e =.e ,'v'h, k E K et .e0 est une superalgèbre de Lie abelienr
Ccci nous conduil au corollaire suivanl :

Corollnirc 111.2.5.

Pour toute superalgèbre de Lie .e de projectivité de la superalgèbre triple de Lie q,
existe une famille {.e k,k E K} de superalgèbres de Lie de projectivité de q. De plus po

tout .e k, la superalgèbre triple de Lie en relation projective avec C;, ç} esl définie par

qk={V;Bk,Dk}

Bk (x, y) = B(x, y) + 2kL (x, y)

Ok (x, y, z) = O( x, y, z) - (_l)X y+z(x+y) kL( B( x, y), z)

_ (_l)X y+Z(x+y) k 2L(L(x, y), z)

'v'X,y,zEVOUV1·

Deux quelconques superalgèbres lriples de Lie c; k cl (j h sonl en relalion projeclive

travers la superalgèbre de Lie de projectivité .e h-k.

En effet, {.e k ,k E K} est une famille de superalgèbres de Lie de projectivité de

De plus, pour tout q E K, .e q est une superalgèbre de Lie de projectivité de (j k. Soit q
superalgèbre triple de Lie en relation projective avec q k par .e h-k alors nous avons B

JS qui sont définies par

B(x, y) = Bk (x, y)+ 2(h - k)L(x, y)

= B( x, y) + 2kL( x, y) + 2(h - k)L( x, y)

=Bh(x,y)

6(x,y,z) = Ok(x,y,z)_(_l)Xy+z(x+Y)(h - k)L(Bk(x,y),z)

- (_l)X y+z(x+Y)(h - k)2 L(L(x, y), z)

= D( x, y, z) - (_l)X y+z(x+Y)kL(B( x, y), z) - (_l)X y+z(x+y) k 2L(L(x, y), z)

- (_l)X y+z(x+y) (h - k)L(B(x, y), z) - 2(-1)X Y+Z(x+y) (h - k)kL(L(x, y), z)

- (_l)X Y+ï:(x+y) (h - k)2 L(L(x, y), z)

= D( x, y, z) - (_l)X y+ï:(x+y) hL(B(x, y), z) - (_l)X y+z(x+Y) h2L(L( x, y), z)

=Oh(x,y,z)
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111.3 PRO,JECTIVITE DES SUPERALGEBRES DE LIE ET DES
SUPER-SYSTEMES TRIPLES DE LIE

Dans ce paragraphe, nous étudions la projectivité de deux cas particuliers d

superalgèbres triples de Lie. Le cas où B =0 et le cas où D =O.

Il est évident que toute superalgèbre de Lie q={V; B} peut être considéré~ comm

une superalgèbre triple de Lie avec D = O. De même un super-système triple de Li
S ={V; D}peut être vu comme une superalgèbre triple de Lie avec B =O. D'où la définitio

suivante qui est équivalente à la définition II. 1.7.

Défmition ID.3.t.

Un super-système triple de Lie S = {V;D} est un espace vectoriel ~-gradué V mur

d'une application trilinéaire D: V x V x V~ V telle que
D(x, y,z) = -(_l)xy D(y, x,z)

D(x, y, z) + (_l)x(y+z) D(y, z, x) + (_lYz(x+y) D(z, x, y) =0

D(u, v,D(x, y, z)) = D(D(u, v, x), y, z) + (_l)x(ü+v)D(x, D(u, v, y), z)

+(_lix+y)(ü+v) D(x, y, D(u, v, z))

pour tous x, y,z, u, V E Va U VI'

Voyons d'abord le cas des suparalgèbres de Lie

Soit q={V;B} une superalgèbre de Lie considérée comme une superalgèbre trip]

de Lie avec D = O. Dans ce cas, toute superalgèbre de Lie .L' = {V; L} de projectivité de

est définie par la relation

L(x,B(Y, z)) =B(L(x, y), z) + (-1)x y B(y, L(x, z)), \Ix, y, Z E Va U VI d'après

définition III.1.2
Si L vérifie cette relation alors d'après le théorème IIL1.3. q induit une superalgèbre trip]

de Lie (; = { V; B, fi} définie par les relations

B(x, y) =B(x, y) + 2L(x, y)

fi(x, y,z) =_(_l)X y+z(x+y) L(B(x, y), z) - (_1)X y+z(x+y) L(L(x, Y),z).

Or q étant une superalgèbre de Lie, q vérifie cette relation; donc toute superalgèbI
de Lie q ={V;B} admet une superalgèbre de Lie de projectivité qui est elle-même.
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D'après le corollaire III.2.3. nous obtenons une famille de superalglèbres de Li
kg= {V;kB} de projectivité de get par conséquent une famille de superalgèbres triples c
Lie gk = {V; Bk, Dk} k E K , définie par les relations :

Bk(x,y) = (2k+l)B(x,y)

Dk(x,y,z) =:: -k(l + k)(-l)Xy+z(x+Y)B(B(x,y),z) 'v'x,y,z E Vo U VI'

qui sont en relation projective avec gO = g.

Voyons maintenant le cas des super-systèmes triples de Lie.

Soit of = {V; L} une superalgèbre de Lie.

En posant DL(x,y,z)=(-l)Xy+z(x+Y)L(L(x,y),z) 'v'X,y,ZEVoUVI, alors le systèm

{V; DL} devient un super-système triple de Lie.

Soit S = {V; D} un super-système triple de Lie; alors $ est une superalgèbre triple d

Lie avec B = O. La projectivité de S peut être vu de la façon suivante: soit .L'={V;L} un

superalgèbre de Lie. Alors d'après la définition 1II.1.2, .L'est une superalgèbre de Lie d
projectivité de S si les relations suivantes sont satisfaites pour tous x, y, z, u, v, W E Vo uV

L(x,D(y, z, w)) = (_l)x(z+W) D(L(x, y),z, w) + (_l)X WD(Y, L(x, z), w) + D(y, z, L(x, w))

D(u, v,L(x,y)) = (-l)y(u+v)L(D(u, v,x),y)+L(x,D(u, v,y)).

Supposons que of = {V; L} est une superalgèbre de Lie de projectivité du super-systèm

triple de Lie S = {V; D}. Alors, d'après le théorème III.l.3, la superalgèbre triple de Li

q= {V;B, D} en relation projective avec $ se définit comme suit :

B(x,y) = 2L(x,y)

D(x, y,z) = D(x, y, z) - (_lYx y+z(x+y) L(L( X, y), z)

=D(x,y,z)-DL(x,y,z)

d'où nous vérifions aisément que : i = { V; B} est une superalgèbre de Lie et S= { V; D

est un super-système triple de Lie.

De plus B(x, D(y, z, w)) = B(x, D(y, z, w) - (-l)Y z+w(y+z) L(L(y, z), w))

= 2L(x, D(y, z, w)) - 2(-l)Y Z+w(y+z) L(x, L(L(y, z), w))

= 2(_l)x(Z+W)D(L(x, y), z, w) + 2(_l)X WD(y, L(x, z), w) + 2D(y, z, L(x, w))

- 2(-l)Y z+w(y+z) L(L( X, L(y, z)), w) + 2(-1)Y Z L(L(x, w), L(y, z))
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=2(_l)x(z+W) D(L(x, y), z, w) + 2(_l)X WD(y, L(x, z), w) + 2D(y, z, L(x, w))

- 2(-1)Y Z+W(y+z)L(L(L(x, y), z), w) + 2(-1 )W(y+z) L(L(L( X, z), y), w)

- 2( -1)Y z+(y+z)(x+W) L(L(y, z), L( x, w))

= (_l)x(z+W) (D(2L(x, y), z, w) - (_l)z(x+Y)+W(x+y+z) L(L( 2L(x, y), z), w))

+ (_l)X W(D(y, 2L(x, z), w) - (_l)Y(x+z)+W(x+y+z) L( L(y, 2L(x, z)), w))

+ D(y, z, 2L(x, w)) - (-I)Y Z+(y+z)(x+W) L(L(y, z), L(x, w))

d'où B(x, O(y, z, w)) = (-ll(z+W)O(B(x,y), z, w) + (_l)X WO(y ,B(x, z), w)

+O(y,z,B(x,w))

Cela nous amène au théorème suivant:

Théorème 111.3.2.

Une superalgèbre triple de Lie q= {V; B, O} est en relation projective avec

super-système triple de Lie g ={V;D} si et seulement si i ={V ; B} est une superalgèl

de Lie, g = {V ; O} est un super-système triple de Lie et la relation suivante est vérifi

pour tous x,y,z, W E Va uV]

B(x, O(y, z, w) ) = (-1 )x(z+w) O(B(x, y), z, w) + (_l)X W O(y, B( x, z), w) + O(y, z, B( x, w)).

En effet, on a déjà montré que si q= {V;B, O} est en relation projective avec

super-système triple de Lie g = {V;D} alors i = {V ; B} est une superalgèbre de L

g ={V ; O} est un super-système triple de Lie et la relation suivante est vérifiée pour t<

x,y,z, w E Va uVi

B(X, O(y, z, w)) = (_l)x(Z+w)O(B(x, y), z, w) +(_l)X W O(y,B(x, z), w) + O(y, z,B(x, w)).

Réciproquement, soit q={V;B,O}une superalgèbrc triple de Lie telle q

i ={V; B} est une superalgèbre de Lie, g ={V; O} est un super-système triple de Lie

'\Ix, y, z, W EVa U Vi' on a

B(x, O(y, z, w)) =(_l)X(Z+w) O(Ë( x, y), z, w) + (_})X WO( y, B( x, z), w) + O(y, z, B(x, w)),

Nous définirons une superalgèbre de Lie de projcctivité de q ct la superalgèbre triple

Lie induite par q par le théorème 111.1.3.
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Posons L(x, y) = _.!- :s(x, Y), V'x, YEVa U VI.
2

Alors nous vérifions que .e = {V; L} est une superalgèbre de Lie de projectivité de f;. L

superalgèbre triple de Lie (j = {V; B, D} induite par f; est définie par les relations:

- ( 1 - )B(x,y)=B(x,Y)+2 - 2B(x,y) =0

D(x,y,z)=D(x,y,z)+ ~(_l)XY+Z(x+y):s(:s(x,y),z)_~(-l)XY+Z(x+y):s(:s(x,y),z)

- 1-(- ) -( 1 ( )=D(x,y,z)+ 4 B B(x,y),z =D x,y,z)+ 4 DB x,y,z

alors (j = {V; B, D} se ramène à .8 = {V; D} qui est un super-système triple de Lie e

relation projective avec f;.
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RESUME

Nous apportons par cette thèse notre modeste contribution a l'étudc des
superalgèbres triples de Lie. Elle est subdivisée en trois chapitres.

Le premicr chapih'e est un l'appel de définitions et de IH"OIl.-iétés commes sur Ics
superalgèbl'cs ct Ics supcl'algèb,'cs de Malcèv. I)ans Ic deuxièmc c1...pit,·c ap,·ès avoir
donné Ics définiCiolls de la notion dc supcral~èhl"esfriph's d(~ l,il' ('f d(' SllJl(',·sysfl-IIICS
triples de Lie, nous étudions la supcr-rcpl'éscntation faiblc d'ullc supcn,lgèbl"c de
Malcèv. Nous montrons qu'une super-représentation de Malcèv est une super­
représentation faible, nous donnons une condition pour qu'urie super­
représentation faible soit une super-représentation de Malcèv et nous établissons les
groupes de cohomologie liés à la super-repl'éscntation faiblc. Dans Ic troisième
chapitre, nous définissons la notion de relation projectivc cntrc superalgèbles h"iplcs
de Lie. Nous étudions la famille des superalgèbres de Lie de projectivité d'une
superalgèbre triple de Lie. Nous montrons qu'une superalgèbre de Lie admet une
famille de superalgèbres de Lie de projectivité et nous donnons une condition
qu'une superalgèbl'e triple de Lie soit en relàtion projective avcc Ull supe,'-système
triple de Lie.

Mots clés: Espace vectoriel ~gradué, enveloppe grassmannicnne. Supcralgèbre,
superalgèbrc triple de Lic, supcr-I'cpréscntation faihlc, slIpe,"algl-hn' d(' Lie dc
projectÎvité.




