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INTRODUCTION

La notion d'algebre triple de Lie a été introduite par K. Yamaguti sous le nom de
systéme triple général de Lie. Une algébre triple de Lie est une algébre anticommutative A
munie d'une composition trilinéaire [X Y Z] dans laquelle notamment les applications
A(X,Y): Z > [X Y Z] sont des dérivations de A.

Notre travail consiste essentiellement a prolonger certains résultats connus dans le

cas des algebres triples de Lie au cas des algébres Z,-graduées.

Au chapitre I, nous donnerons quelques résultats généraux sur les superalgebres et

sur les superalgébres de Malcev.

Au chapitre I, nous définirons la notion de super-représentation faible d'une
superalgebre de Malcév. Par la suite, apreés avoir montré qu'une super-représentation de
Malcev est une super-représentation faible, nous donnerons une condition pour qu'une
super-représentation faible soit une super-représentation de Malcév. Nous définirons ensuite
les notions de superalgebres triples de Lie et de super-systemes triples de Lie. Nous
définirons enfin les groupes de cohomologie liés a la super-représentation faible d'une

superalgebre de Malcév.

Dans le dernier chapitre, nous adapterons les travaux de M. Kikkawa sur la
projectivité des algebres triples de Lie au cas des superalgebres triples de Lie. Nous
définirons une famille de superalgebre de Lie de projectivité d'une superalgebre triple de
Lie. Nous nous intéresserons particuliérement aux cas ou la superalgebre triple de Lie se

réduit a une superalgebre de Lie ou a un super-systéme triple de Lie.



CHAPITREI: GENERALITES SUR LES
SUPERAL.GEBRES DE MAL.CEV

1.1. ESPACES VECTORIELS Z, - GRADUES

Soit K un corps commutatif,

Définition 1.1.1.

Un K-espace vectoriel Z,-gradué M cst la donnée d'un couple (Mg, M) de

K-espaces vectoriels tels que M =M, ® M,.

Les €léments de M, sont appelés éléments homogenes de degré 0.
Les €léments de M, sont appelés éléments homogenes de degré 1.

On note X le degré d'un élément homogene x de M.

Soient M=My® M, et N=Ny@® N, deux K-cspaces vectoriels Z,-gradués.
N < M signifie Noc Mg et N; < M,
M @ N est un K-espace vectoriel Z,-gradu¢ t  M® N), =M, ® N;, 1 € Z,

M ® N est un K-espace vectonel Z,-gradué ct
(M®N)0=M0®No® M]®N]
(M®N)[ =M0®N|@M|®No.

Définition 1.1.2.

Une application K-linéaire f de M = My® M, dans N = Ny@® N, est dite de degré k

si (M) © Ny t, ke Zg, i+ Kk calculé modulo 2,



Définition 1.1.3.

Une application K-linéaire Z,-graduée f de M = Mg@® M, dans N =Ny @ N, est un

couple d'applications lin€aires (fo, f;) ou fo : Mo—> Ny et f; : Mj - N;.

Remarque 1.1.4.

Une application K-linéaire Z,-graduée est de degré 0.

1.2. SUPERALGEBRES DE MALCEV

Définition 1.2.1.

Une K-algebre Z,-graduée ou K-superalgebre est un K-espace vectoriel
Z,-gradué M = M, ® M, muni d'une multiplication telle que MiM;c M,y ;1) € Z,,
1 ] calculé modulo 2.

Définition 1.2.2.

Soicnt M=Mg® M, ct N=Ny@ N; deux K-superalgebres. Un morplhisme de
K-superalgebres f de M dans N est une application K-linéaire Z,-graduée telle que
f(xy) = f(x) f(y) pour tous x et y dans M.

Soit M =My @® M, une K-superalgebre
On définit 'application K-trilinéaire

TIMxMxM->M | (x,y,z) — T(x,y,z)

T(x,y,2) =(xy)z—x(yz) - (1) Z(x2)y on x,y,2 € Mo UM,
T est appelé super-Jacobien de M.
On définit la multiplication [,]: Mx M — M telle que



[X,Y] =Xy~(-1)iyyX, X,y € MguUM;

[, ] estappelé super-crochet de Lie.

Soit M =M@ M, une K-superalgébre et G =Go® G, la K-superalgebre
grassmannienne dont la multiplication vérifie xy =(=1)*Y yx pour tous x,y € GoUG;. G est
une ¥-superalgebre associative. On pose M(G) =M ® G. M(G) est unc K-superalgebre.

On dit que M(G) est I'enveloppe grassmannienne de M si M(G) = (M ® G),.

Soit ¢ une classe d'algébres (de Lic, dec Malcev, alternative...).

Théoreme 1.2.3.

Une K-superalgébre M = My @ M, appartient a unc classe C si et seulement si

I'enveloppe grassmannienne M(G) = (M ® G), apparticnt a la classe C.

Dans ce qui suit, nous supposerons que la caractéristique de K est différente de deux.

Corollaire 1.2.4.

Unec K-superalgébre M = My ® M, cst unc superalgebre de Maleev st ct sculement si

son enveloppe grassmannienne M(G) = (M® G), est une K-algébre de Malceév.

Définition [.2.5.

Une K-superalgebre M = My @ M, est une superalgébre de Malceév si et seulement si
xy = —(=1)* Y yx
(=D (xz)(yt) = ((xy)z)t +(=1 T‘(}H‘mi)((yz)t)x +(-pbite Y((2t)x)y +(=1) ey ’)((tx)y)z

pour tous x,y,z,t € Mo U M,.



Définition 1.2.6.

Soit M= My @ M|, une K-superalgebre de Malcév et
V=V, ® V| un K-espace vectoriel Z,-gradué
Endg(V) muni de la Z,-graduation définie par
(Endg (V). ={f € Endg(V)/f(V;) € Vi, i.j€ Zy.i+ j calculé modulo 2]
est une K-superalgebre associative.
V est appelé un M-module de Malcev s'il existe une application K-linéaire Z,-graduée
p : M— Endg(V) qui a x associé p(x) = py telle que I'on ait

(x+2)

p(yz)x = [px ’ pzopy] +(_1)Y(Y+Z) Pxy0Pz — (_DY PyO0Pzx
Dans ce cas p est appelé super-représentation de Malcev de M dans V.

Remarque 1.2.7.

L'application K-linéaire R : M — Endgx(M) telle que R,(y) = yx est une super-

représentation de Malcév de M dans M, appelée super-représentation réguliére de M.
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CHAPITRE I1: SUPER-REPRESENTATION FAIBLE
D'UNE SUPERALGEBRE DE MALCEV

Dans [10], K. Yamaguti montre qu'une algébre de Malceév peut étre munie d'une
structure d'algebre triple de Lie et définit la notion de représentation faible d'unc algebre de
Malcév. Dans ce chapitre, nous définirons la structure de superalgebre triple de Lic et la
notion de super-représentation faible d'une superalgeébre de Malcév. Nous définirons aussi

les groupes de cohomologie liés a la super-représentation faible d'une superalgebre de
Malcev.

Dans tout ce qui suit, K est un corps commutatif de caractéristique z€ro.
M =My® M,, désignera une superalgébre de Malceév, V = V, @V, un espace vectoricl

Z,y-gradué.

IL.1. DEFINITION ET PROPRIETES DE L'APPLICATION [ , , |

M =M, @ M, est une superalgébre de Malcév ; alors son enveloppe grassmanniennc
M(G) = (M®G)o est une algébre de Malcev. D'aprés [10] M(G) peut étre muni d'une
structure d'algebre triple de Lie par 1'application K-trilinéaire [ , , ] définit par
[XYZ] = X(YZ)- Y(XZ) + (XY)Z pour tous X,Y,Z € M(G).
M(G) a alors les propriéiés suivanles :
*IXXY]=0
*IXYZ)+[YZX]+|ZXY]+H(XY)Z HYZ)X +(ZX)Y =0
*IXY)ZV]+(YZ)X V] + [(ZX)Y V] =0
*IXY@ZWV]=[XYZIV+Z[XY V]
*IXY[ZVWI=[[XYZ]VW]+[Z [XY VIW]+[ZV[XY W]]
pour tous X, Y,Z, V., W e M(G).
Sotent X, Y, Z, V, W des éléments homogénes de M(G).



posons X=x®g; Y=yQ®pg , Z=2zQg" V=vQO®h, W=wQl
XY, zv,weMWM, ; gg g hh e GugG, .

notons que X=¢g ; Y=g ;Z=p";V=hetw=h';

la multiplication dans M(G) est définie par :

XY =(x®g)(y®g') =(-D8¥ xy@pg'=(-1) Y xy®pgg'.

Développons |'expression suivante :

[XY Z] = X(YZ) - Y(XZ)+(XY)Z

[XYZl=(x®g)(y®e)z@g")-(yoe)(x®e)z@g)) +(xe)y ®))z®8")
=(x®g)((-1)7 *yz®g'g") - (y@ )((-)* 2 xz ®gg") + ((-1)* T xy @ g 2® ")
_ (_1)Y2+Y(y+i) x(yz) ® gg‘g..__(_l)ii+y(_+i) y(x2) ® p' g+

H{=D)F §+Z(X+7) (xy)z@ pg'g"

- ((_l)y A x(yz) - (~1)F ZHIERIRXT () ()R TR (xy)Z) Qgg'g'

d'ou la définition suivante :

Définition 11.1.1.

[,,]:MxM xM — M est une application K-trilinéaire définie par

[x,y,z] = (zy)x—(—l)iy(zx)y-i- dyx) pour tous X, y, z € My UM,

Remarques 11.1.2,

11.1.2.1. VX,Y.Z e M(G), [XYZ] = [xy.z] ®pggg"
11.1.2.2. Vx)y,z e MoUM;, [X,y,2] = [R, Ry](2) + R (2)
OURy,:M—>M | y B yx



En effet,
[x,v,2] = (zy)x — (=1)* ¥ (zx)y + 2{yx)

=(R oR )(z) (-n* y(RyOR,()(Z)+Ryx(Z)

[ ](z +R, (2).

Déduisons les propriétés de l'application [ , , ] dans M.

Pout tous X, Y, Z, V, W des éléments homogénes de M(G)

avec X=x®g; Y=y®g', Z=z2®g" V=v®h; W=w®h'
Yz Vv,WweMUWM,; ; g g,g" hh e Gu(G

o XXY] =0
XXY] =[xxy]|®ggg'=0 Vx,ye MgUM, ;V g,g' € GyuU G tels que
X=x®g; Y=y®¢g

dou [x,x,y]=0.

. [XYZ]I+[YZX]+[ZXY ]+ XY)Z+(Y2)X+(ZX)Y=0
(XYZ]=[x,y,z] ®ggg"

Y ZXI=[y,zx]®gg" g ="y, z x| @ggg’
[ZX Y] =[z%y]®g"gg'= ()Y [2,x,y] @ pg'g"
(XY)Z+ (YD X+(ZX)Y = (DT AT (xy)2 @ g g"+H-1)7 *(y2)x @ gg'g”

H-D)*Y(zx)y® gg'g"

d'ou I'on obtient par identification

[x,y,2] +(=1) i(y”)[y,z x| +(-1 z(ﬂw[z,x,y] +
(= 1)””("”)(xy)z (~1)7 2+ Y(Yﬁ)x(yz)_(_) (y+2)(xz)y:

alors [x,y,z]+(—1)i(y+z)[y,z x| +(=1)* (“y)[z,x,y]+(—1)iy+z(i+y> ¥(x,y,2) =0.



e [XY)ZV] + [(YZ)XV] + [(ZX)Y V] =0
[(XY) ZVI=[(-1)*Yxy®gg' 2@g" v®h|=(~1)*[xy,2,v]®gg'g"h

[(YZ) X V]= [ )V 2yz®g'g" x®g v®h]
(-1)¥*[yz,x,v|®g'g"gh
= () 7 [y7 x V@ gg'g'h

(ZX) Y V] = [(-1)“zx®g"g y®g veh]

~1)**[zx,y,v]®g"gg'h
=( DX 7 A% 25y, v] @ gg'g"h

d'ou I'on obtient (—l)iy[xy,z,v]+(—1)yz+x(y”)[yz,xv] +(—1* 22 (%+3) [zx,y,v] =0

et [xy,zv]+ (—I)Z(Y'W) [yz,x,v]+ (~1)Yx+2) [zx,y,v] = 0.

e [XY@ZW=[XYZIV +Z[XYV]
(XY (zV)]=[x®g y®g (-1)27zv®g"h|=(-1)*"[x,y,2v] @ gg'g"h
(XY ZIV ([ 2] ®gg'g")(vOn == [x y Jv@gggh
ZIX Y V] =(2®¢")[xy,v]®ge'h)
=(- 1)2(i W olx,y,v]®g"gg'h
=(-1*"7[x,y,v|®gg's"h

On obtient donc par identification

[x,y,zv]= (—l)v(ﬂy} [x,y,z]v+2[x,y,].

¢ XY[ZVW]=[XYZIVWI+[Z[XYVIW]+[ZV[XYW]]
XY [ZV W]] =[x, y,[z,v,w]] ® gg'g"hh'

(Z (XY VIW] = [z[xyv].w] ®g"ggh = (-)Z%*)[2 [x,y,v], w] ® gg'g"hh’

[ZV[XYW] =[zv,[x,y,w]] ® g"hgg'h' = (—1)(2+V)(i+y)[z,v,[x,y,w” ®gg'g"hh'
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d'ou par identification on obtient
[x,y.[z,v,w]] = [[x,y,z],v,w] +(—l)2(i+y) [z.[x,y,v],w] +(—l)(ﬂy}(zw)[z,v,[x,y,W]] .

Nous obtenons la proposition suivante :

Proposition 11.1.3.

Soit M = M, @ M, une superalgeébre de Malcév et [ , , ] l'application K-trilinéaire
définie par [x,y,2] = (zy)x = (=) *¥ (zx)y + 2 yx)
- Alors pour tous X, y, z, v, W € MoUM, ona:
[x,x,y]=0
[x,y,2] + (~D¥7 [y, 2,x] + (~DZT ) [, x,y] + (-DF I E) F(x y,2) = 0
[xy, 2 v] + (=) ZF T yz,x,v] + (DT D[ 2x,y,v] = 0
[x,y,29] = (D" [x,y, 2v + 2 x,3,v]

[x,y,[z,v,w]] = [[x,y,z],v,w] +(—1)2(i+y)[z,[x,y,v],w] +(_1)(i+y)(z+v) [z,v,[x,y, w”

Deplus [XX Y] =0 V X, Y € M(G) implique

0=[X+Y X+Y Z]
0=[XYZ]+[Y X7Z]
et [XYZl=-[YXZ]

alors [x,y,z]®gg'g"= [y, x. 2] ®¢g'gg"
=—(-1)"Y[y,x,7] ®gg'g"

d'ot nous obtenons  [x,y,z] = ~(-1)*¥[y,x,7]

Cette proposition nous conduit a définir la structure de superalgebre triple de Lie de

la fagon suivante :



Définition I1.1.4.

Une superalgebre triple de Lie T = To @ T, est un K-espace vectoriel Z,-gradué muni
d'une multiplication bilinéaire xy et d'une composition trilinéaire [x,y,z] vérifiant pour tous

X, v,z v,w € ToUT,:
xy = —(=1)*7 yx
[x.y,2] =Dy, x,2] |
(%,y,2] +(~DX D[y, 2 x] +(~DLZI) [, y] + (=) T2 T(xy,2) =0
[xy,z,v]+(=1) #7+3) [yz,x, V] + ()7 D[ 2x,y, v] =
[x,y,2v] = (<) F+ ), y,z]v+z{x y,v]

[x,y,[z,v,w”=[[x,y,z],v,w]+(—])2 %+3) [Z,[x,y,v],w] +(—I)(>_"+Y)(Z+V)[z,v,[x,y,w:”.

Exc.aples 11.1.5.

I1.1.5.1. D'aprés la définition précédente, il vient immédiatement qu'une superalgebre

de Malcév M est unc superalgébre triple de Lie munie de la multiplication xy et du triplet

[x,y,z] =(zy)x—(—l)i7(zx)y+z(yx) pour tous x, y, z €My UM,.

I1.1.5.2. Toute superalgebre de Lie L est une superalgebre triple de Lie.
En effet, il suffit de poser xy = [x,y] ct [x,y, z] = (—p)* ¥ v) “\y]/]

ou[, ] est la multiplication de L.

Remarques 11.1.6.

Soit T une superalgébre triple de Lie

IL1.6.1. Si[x,y,z]=0 Vx,y,z e TouUT,, alors T devicnl une superalgébre de Lic.

11.1.6.2. Si Xy =0V x,y e Tow T, alors nous avons les relations suivantes :

[%,y,2]=~(-1"]y,x,7]
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[x.y,2] ==(-1)"]y,x, 7|
[x,y,2] +(—1)X(Y+2) ly,z,x]+ (_l)z(my) [z,x,y] =0
[y L2, v,wl] =[x, 3,2 vow] + 0 2 [ ] w] + (OB TE D, [y ]

d'ou la définition suivante :

Définition I1.1.7.

Un super-systeme triple de Lie T = To@T, est un K-espace vectoriel Z,-gradué munie
d'une application K-trilinéaire [ , , ] vérifiant pour tous x, y, z, v, w € Tou T}
[x.y.2] ==(-1"[y.x.z2]
[x,y,z] +(—1)i(y+2) ly,z, x|+ (—I)Z(ﬂy) [2,x,y]=0

(x+) |2,[x,y,v], w]+ (~)(x#3)E?) [z.v.[xy.w]].

[x.y.[z,v,w] =[[x,y.2],v,w] +(-1)*

I1.2. SUPER-REPRESENTATION FAIBLE D'UNE SUPERALGEBRE
DE MALCEV

Posons D(x,y) = [Ry, Ry] + Ry, , x,y€ My UM,
D(x,y)(2) = [Ry, Ry] (2)+ Ryx(2) = [x,y,2]

D(x,y) est une application K-linéaire de M dans M et on a D(x, y) =X+Yy.

Lemme I1.2.1.

Pour tous x,y,z € MyuU M, RD(x,y)(Z) = [D(x,y),Rz].

En effet, R est une super-représentation de M dans M ;

alors R vérifie la relation suivante

R(}’Z)X = [RX’RZOR)’] +(_1)Y(X+Z)ny0Rz _(_l)y(mi) RyOsz
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alors Ry, i) = Rixy) = Riay)x =D Reggy + Ry

2y +(_1)iy+z(i+y) R(xy)z

= R( +(—1)Y(Y+Z)R(

2y)x
R () = Rx0R,0R, ~(-DT7*ZIR 0R ,0R ,
+ ()R oR, ~(—DTFYIR 0R
. (_1)‘(?”)(RyoRzoRx ~(-1)Y%*DR oR,0R,
H=)"*IR oR, — (~1)**7) RxoRZy)
(¥ ARIR = (¥ TR, 0R 0R , ~ (- FYR0R 0R,
+ ()R, oR, - (1) +7) RxoRyz)
doi R

D(x.y)(z) = RxORyOR, '(_I)X—RyORXORz +R0R, —(—1)2&”) R,0R,0R,

+ (DX AXIIR oR oR , ~ ()R ,0R
— (Ry0R, —(-D*TR0R , + R,y JoR , ~ (- VR ,0[R,0R,
~(~D*YR,0R, +Ry,
= D(x,y)oR,, ~(-1)"X* VR ,0D(x,y) =[D(x,y).R, ]

dob Rpy, iy =[D(xY)R,].

Proposition 11.2.2.

L'application K-linéaire A(x,y) : M — M telle que
Alx,y)(z) = (_1)z(i+y) D(x,y)(z) ob x,y,z€ MyU M, est une superdérivation

de M.

En effet, rappelons qu'une application linéaire f: M — M homogene de degré k est

une superdérivation si f(xy) = f(x)y+ (-1)** xf(y) oux,ye MyuM,.
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D(x,y)(tz) = t(D(x,y)(z)) +(—1)E(X+Y) (D(x,y](t))z
Par suite  A(x,y)(tz) = (—1)(i+2)(i+7) D(x,y)(tz)
= (DI (-2 D,y )2+ {0 Dy

= (—1)I(i+ﬁ tA(x,y)(2) + Alx, y)(t)z

V4

1l en résulte que A(x,y) est une superdérivation de M.

Soit maintenant p une application linéaire Z,-graduée de M dans ndg(V). Nous
savons que Endg (V) est une K-algébre associative Z,-graduée. Nous allons généraliser la

définition de D en posant : pour tous x, y € My U My, D(x,y) = [px, py] + Pyx

D(x,y) est une application K-linéaire et D(x, y) =X+Y.

Définition 11.2.3.

Une structure d'espaces vectoriels Z,-gradués a opérateurs sur K de domaine M est la
donnée d'une structure constituée par un K-espace vectoriel Z,-gradué V et d'une application

p de M dans la K-superalgebre associative Endg(V). Les applications linéaires p(x) notées

px sont appelées les opérateurs de la structure.

Définition 11.2.4.

On dit que p est une super-représentation faible de M dans V si

1) p est une application K-linéaire Z,-graduée

2) [D(x,y),pZ] = Plxy.] pout tous X,y,z € Myu M,.
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Exemples I1.2.5.

I1.2.5.1. L'application R: M — Endgx (M), R(y) = yx est une super-représentation
faible de M dans M.

I1.2.5.2. Posons d(X,y) = [Px, Pyl - Pyx pour tous x, y € My U M, et p une application
K-linéaire Z,-graduée.
Si d(x,y) = 0 pour tous x, y¢ My U M; alors p est une super-représentation faible de M dans
V appelé super-représentation spéciale de M dans V.

En effet d(x,y) = [P Py - Pye »si d(xy) = O alors [y, py] = Py
d'ou [D(x.y), P.] = 2 [[Px» Pyl P:]

or Endg (V) muni du super-crochet de Lie est une superalgebre de Lie ; alors d'apres la

]+(_1)W[[px,pz]’py]

super-identité de Jacobi on a [[px , py], pz] = [px ,[py , DZ:

d'ou

[D(x.y),02] =[xy |- 02|+ [0y 02 ]|+ 072 050, )0,
=[Py P2 |+ [Pxs Doy |+ DT pox. 0y
= Pyyx) F Pzy)x +('—1)yzpy[zx)

= p(zy)x—(—l)iy(zx)y+z(yx)

= Plx,y,z"

Proposition I1.2.6.

Si p est une super-représentation de Malceév de M dans V alors p est une super-

représentation faible de M dans V.

LLa preuve est analogue a celle du lemme I1.2.1. en remplacant R par p.
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Théoréme 11.2.7.

Soit p une application K-linéaire 7.-graduée de M dans V. Alors pour tous x, y.7 €
M, w My, les conditions suivantes sont équivalentes

y{x+2

|

(M Plyz)x = Pytz =(-1) [oy0px.p2] +(=1) 7| P oy ]

X+7)

+(~1) i(y+2) Pyz0Px — ('])Y( PyOPzx
(2) p(yz)x = [px ,pzopy] +(_1)Y(i+2) pxyopz _(~1)Y(Y+E) pyopzx

3y () Py(zx) = pxo(pzopy +(—1)yipy0pz) —(-1)* 2pzo(pxopy +(_I)iypy09x]

~ PzxOPy _(_1)Y(X+2] PyOPzx + PxOPyz +(_I)X(y+2) Pz0Pxy

(i) [D(X,Y),Pz] = Plx,y.2"

En effet,

montrons que (1) = (2)

Pyz)x ~ Py(zx) = (=1

(%X+2Z) Xz

PyOPx 0P, _(—I)i(y+z) Pz0Py 0Py +(_I) PzOPyx
_(_1)—)'_2 PyxOPz +(_1)i(y+2) pyzopx _(__1)37(’)(+2) PyOPzx
z Px0P;0Py — (*‘)—Z’(i+V) PyOP Oy, +(_'I)'_y-i PyODx;

"(—l)i_y_pszp)’ +(_|)7l(.‘( v Pxy 0Pz —(‘I)X(y ') PxOPyz

1)7(742—)

Placly = Pafxy) = (D2 p,0py0p, ~(- pxopzopy +(=1"Y pyop,,

__(_UYEPZyopx +(_])Y(i+2) D7xOPy __(_])2(i+yj P1ODxy
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et d'autre part

L s CO R Y ek LA YIRS
=—2(— ) y(x+2) pzopxy+2( l)x(y+z)pxyopz+2( ) X+Z)pylopx 2( 1) (x+y)pxop)’l
+2(-1)AF+Y) Pzx0Py —2(=1)" A(y+z) PyOP,x

nous obtenons

+(—1)i(y+z)p( )y =

zx)y

(_I)Z(X+Y]p(yz) +( 1) X+Z]p(xy)z

- ()% g opy, + (DT o op, H-1)IF D op,

- (—1)2(i+y) pxopyz + (_1)2(3{+?) pzxopy - (_l)i(?ii) pyopzx
de plus
+(_l)i(y+2) 0 =

z(xy

_(_l)i(Y“*z)

P(zx)y

XZ

==Y p,0p,0py + (=DA% Y b 0p,0p, <~ Zp,0p,,

y(x+7)

+(_1)Yy pzyopx _ (_1)—2_(?4-?) prOpy +( ) pzopxy

La somme de ces deux égalités nous donne

il

(DX o, 0p, = (DX o op,, ~ (=% 2,0, 0p,
+(=)ETY) PxOP,0Py

et p(yz)xz[px’pzopy]'*'( )(X+Z)pxy0pz ( )(Hz)pyopzx
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Montrons que  (2) = (3)

Ona
p(yz)x = pxopzopy _(_l)i(y+z) pzopyopx +(_1)y(i+i) pxyopz —(_I)Y(i+2) pyopzx
d'ou
— _(_1)AX+Y)
Plyx)z = (=) Pyx)
= P,0PxOPy —(-E%+Y) px0p,0p, H-1)E+ Do op —(-)¥* D o5,
_(_nAHZ+Y)
Plxy)z = (-1 Pxy)
= PzO0PyOPx —(_1)2(24-?) PyOPxOpP2 +(_1)i(?+2) PzxOPy _(_l)i(y+2) PxOPyz
Plaxly = _(_1)Y(i+2) Py(zx)
= pyopy0p, — (<177 pop,0py +(-DHF W o 0p, —(<1)FY) o 00,
alors

y(x+2Z)

(_1)?2 pz(yx) = _(_1)i z PzOPxOPy +(_1)YZ pxopyopz - (1)'i2+y PzyOPx

+(_1)i Z+Y(X+Z)

PyOPy;
(-)Yx+) g o) = (=02 5 0p 0p, +(=1)7F b 0p,0p, — pOPy + PyPyz
Py(zx) = _(—I)Y(i+2) PyOPxOPz + PxOP0Py — (—I)X(YWLE) PyzOPx +(_1)i(y+z) PzOPxy

La somme membre a membre de ces égalités nous donne

Py(zx) = Px0P0Py +(=1)¥ *p opyop, —(-1)
n (—l)i Z+y(x+32)

XZ

p,0p0py —(~DX* D p_0p 0p,

PyOPxz = P2xOPy +PxOPy, +(=1) Hy+7) P20Pxy

Ce qui nous donne

Py(zx) = pxo[pzopy +(=1) PyOPz] ~(-1)** pZO[ PxOPy +(-*Y pyopx]

—px0py — ()X 5 0p +p,0py, +(=D"T 5 0p,

d'ou le (3.1) est vérifié. La deuxiéme partie correspond a la proposition 11.2.6. .
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Montrons que (3) = (1)

Ona

Py(zx) = pxo(pzopy +(-1) pyopz] —(—1)ﬁpzo(pxopy +(=1)¥Y Pyopx]

(_1)?(i+2)

T PzxOPy ~ PyOPzx T PxOPy; +(-1) K5+2) PzOPxy

et [D(X>Y)’ pz] = p[x,y,Z]

Transformons la premiére égalité

Py(zx) = PxOPz0Py +(=17Zpyolpyop, (1) %00y = pzy |+ pr0pz0py +(-1)7 7 propyy

Xz

_(_l)iz(pzopx —(_1)iipx0pz - pxz](’py ~ Px0Pz0Py ~(=1) Pxz0Py

—(-*5+7) 0,0(pyopx ~(=1)%7 p,0py — pyy | ~ (<)% Zp,0py0p, (157 p0p,,

)?(iﬁ)

~ PzxOPy +(pzx0py _(_1 PyOPzx — py(zx]] ~ PzxOPy + py(zx)

+ Px0py;z t+ (_1)i(y+2) Pz0Pxy

nous avons

(-1)¥2 pxod(y,z) —(-1)*2 d(z,x)opy - (—l)i(yﬁ) pzod.(y,x) + d.(zx,y) + PxOp,0Py

- (—l)x i PzOPxOPy — PzxOPy

0

ou d(x,y)= PxOPy —(—l)i_pyopx —Pyx = [px,py] —pyx VX,y € MoUM,

et donc

0=(-1)¥?pod(y,z) - 2(—1)i2d(z,x)opy - (—l)i(yﬁ) p,odly,x)+d(zx,y)

interchangeons x et y et aussi y et z dans 1'égalité précédente,

nous obtenons les égalités suivantes :



Transformons I'égalité [D(X,Y), Pz] = p[x y.7]

x0Py (=1 py0p + 0y, 02 = Py (1Y Plan)y + Pofys)

:d(xay)apz] +2[ pyxa pz] - p(zy)x (_l)iy p(zx)y - pZ()’X) =0

:d(XaY)apz] +2d(YX,Z) = P(zy)x +(—1)Wp(zx)y T Pyx) T 0

d'ou [d(x,y), pz] + 2d(yx, z) + (_1)Y y+7Z{(X+7) pT(x,y,z)

et en interchangeant x et z : [d( z,y), px] + 2d(yz,x) +(—1)ﬁ+z(i+ﬁ Pj(z,y,x) =0

on obtient les égalités suivantes :

p,0d(x.y) = (DA d(x,y)op, + 21" T d(yx,2) +(-1 T py, . »

d(z,y)opx =(-1) %(y+7) pxod(z,y) - 2d(yz,x) + p»j(x’y,z)

remplagons ces deux termes dans (a) on obtient

0=(-1)"py0d(x,2) - 2(=1)T =T p_od(z,y) +4(=1)7 “d(yz,x) - 2-1)" by, ,

(XD d(x,y)op, ~ 2=+ d(yx,2) - (-1)%p PT(x.y.z) *dlzv.)

Or (-1)¥2 pxod(z, y) + d.(yx, z) = 2(—1)iyd(y,x)opz +(—1)i(y+2) pyod(z,x) (d'aprés (b))

ce qui donne

0=(-1)%2 pyod(x,z) — 4(—1)i2d(y,x)opZ - 2pyod(z, X) + 4(—1)y2d(}’2,x) ~2(=1)? Pi(x,y.2)

Nt

DV dlx op, ~1 oy, + dlay,)
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0

it

(-D*2pyod(x,2)+ (-0 d(x,y)op, - 2p,0d(z.x) + 317 *d(yz,x) - A=) *py,

= (=1)*%py0p,0p, — pyop,0py — (=) *Zpyopy + (1T b, 0p0p, —3(~1)* % p,0py0p,
- 3(_1) i(y+i) Pyx0Pz — 2py0pzopx + 2(_l)ii PyOPx0pPZ + 2pyOpxz + 3(__1)?2 Pyz0Px
(

T g 0py, SNy 30 oy, + 3 0y + 3000y

y2)

PyOPx + 3(—1)X(V+Z) PxOPyOP, — 3(—1)i(y+2) PyxOP;,
+3(-1)¥ 2 Pyz0Px — 3(_1)?2+i(?+2) PxOPyz — 3(_1)?2 P(xy)z +3P(x2)y

d'ou

~(—1)7%+2) Plyx)z + (=Y 5 = py0ps. 4] (-1 Z X+ (04 5y2]

+ PyOPxz +(_1)x ‘ PxyOPz

et alors

Plyx)z ~ Py(xz) =(=1)¥%2 5 0p,.p4] +(=1*%[pe,py]

()IF D g 0p, ~(-)F I o,

on obtient finalement

+(_1)Y(Y+i) PyzOPx _(_l)y(x+2) pyopzx

Proposition 11.2.8.

Si p est une super-représentation faible de M dans V alors pour tous
X,y,zZ,We MguUM,;,ona
1) D(xy, z) +(_1)Z(i+?) D(yz,x) +(—l)y(i+z) D(zx,y) =0

2) d(xy, Z) + (_1)2(i+y) d(yZ, X) +(-1) y(x+2) d{ ZX,Y) =2(-1) 2x+3) Pi(x,y,z)

3) [D(x,y),D(z, w)] = D([x,y, z],w) +(-1)2(i+y] D(z,[x,y,w])

ou d(x,y) = [px, Pyl - Pyx-
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En effet,

p étant une super-représentation faible alors [D(x,y), pz] =Plxy.4]

:[[px,py]wyx,pz]=p[x,y,Z] et [pyx,pz]= Px.y.7] —[[px,py],pz]

1) D(xy,z) +(-)E%+) D(yz,x) +(-)7F* 2 D zx,y) =

= [y 2] ) + D[40 0,000 J+ 0T [y ]+ 1)

PR R R P A R

= P[y x,2] [[py Px

_(_l X+Z

[px pz] py]+p )+(—1)2(i+y) Py(y )+( —)Y X+Z)py(zx)
= p[y,x,z]Jr( 2x+y) [zyx]+ ¥ R+2 xzy] —[[py px] pz]—(—l)i(i+y) [[pZ’pylapx]_

0 o oy 0 gt

(Endg (V),[,]) étant une superalgebre de Lie, alors

[[py,px ,pz]+(—l) xy [[pz oy px]+( D7 o 0, ]py] =

:pr’prpz]‘[Pya[px,pz]]—(—1)“[[py,pz],px]=J D2:Py-Px) = 0.

De plus [y,x,2]+(~1) 25 z,y.x] +(=1)¥%*2[x, 2,y] = ~(-1)F "+ A9 T(y .2
d'apres la proposition I1.1.3.
et Axy)+ (=12 (yz) + ()T D y( ) =

Z(_l)iy+z(i+y)(yx)z _(_1)i?+2(x+y y(x2) —(=1) (x+z)(yz)x

= ()X A Ty x o)

dou D(Xy,z)+(—1)z(i+y)D(yz x)+( )Y x+z)D(zx,y)=0.
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2) d X y = [px py] “Pyx = D(X’Y)_zpyx
d(xy,2) + (1P d(yz,x) + (D7D d(zx,y) =
= D(x ,Z) - 2pz(xy) +(-1 )2(i+y) D(yz,x)— 2(—1)z(i+y)p
+(—1)Y(i+z) D(zx,y) - 2(—1)y(i+2) Py(zx)

= D(xy,z) +(_1)Z(i+y) D(yz,x +(_1)y(i+2) D(zx,y) L2(21) 2Ax+y) o

x(yz)

xy)z

<

3) [D(x,y),D(zw)] =[D(x,y).[p2.pw ]+ Pwz]
=[D(x.y),p,00% ~(-DZ¥ py0p, + pug]
= [D(x,y ,pzopw] N[D X,y), prpz]+[D(x’Y)>pwz]

= D(x,y)op,0py — (~DFNZ W 5 55 oD(x,y) - (-1)7¥
+(_1)2W+(i+y)(2+w)

D(x,y)opwop,
Pw0p,0D(x,y +[D Xy}, pwz]

=[D(x,y),p;Jopw +(~1)7 A%+9) 5,,0D(x, y)opy +(~1)7**Y) p,o[D(x,y), pw]
(=053 o,0D(x, y)opy, ~(~1DZ¥[Dx,y),py Jop, = (~1ZF ) o _oD(x,y)op,
W(X+y+3Z)

(=)™ 2 o oD(x,y).p,) +(-D) pwoD(x,y)op; +[D(x,¥), pur
= Py 5.2 OPw +(-1)A%+) P2OP 1 ] —(—l)iwp[x,y,w]opz

_(_1)W(i+y+2) pWOP[x,y,z] + p[x,y,wz]

=|:p[x,y,z],pw:|+(_1)2(i+y>|:pl ) p[x’y’w]}+(_1)i(i+ﬁ p[x’y’w]z + pw[x’y,z]
= D([x,y,z], )+( 1)? #%+7) D(z,[x,y,w]).

Soit A une superalgebre
Soit p : A — Endg (V) une application K-linéaire Z,-graduée et
¢ : A(G) > Endg(V®G) une application K-linéaire.
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X,Y, Z, T des éléments homogénes de A(G).

Posons X= x®g , Y=y®g , Z=z0¢g" , T =t®h

Théoréme I1.2.9.

Posons ¢x (T) =(=1)¥ p, () ® gh
¢ est une représentation de Lie de A(G) dans V&G si et seulement si

p est une super-représentation de Lie de A dans V.

En effet, si A(G) est une algebre de Lie et ¢ une représentation de Lie de A(G) dans
V&G, alors ¢xy = [¢x, dy] = dx0dy-¢vodx

bxx (D) =85, g (1O =D F o, (@ gg'h

bx00y(T) ~by0b x (T) = 0x (=) %p, (N ®g'h) ~o (-1 p, (N @ gh)
= (DT I op (g h— (-1 g o5 (@ g'gh
_ [(_1)i y+i(x+y) px0py ()= (=¥ FH(x+)+x y) ®gg'h

d'ou par identification nous avons
Pry (£) = pxopy (1) = (=1)*Y pyop, (1)
= Pxy = PxOPy — (-)*Y PyOpPy et p est une surper-représentation de Lie de A dans V.

Réciproquement si p est une super-représentation de Lie de A dans V alors
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(-1)
(-1)
= ()71 g 0p, (6@ ge'h— (- )XM Y pyop, (1)@ g'gh
(~0%ox(py (@ h) - ()% oy (p, (1) ® gh)
= o x0dy(T) - ¢Y0¢X(T)=(¢XO¢Y—¢Y0¢’X)( T)

dou ¢yy =dx0dy —dy0dy et ¢ est une représentation de Lie de A(G) dans VOG.

Théoréme 11.2.10.

Posons ¢x(T) =(-1)* p, () ®hg
¢ est une représentation de Malcev de A(G) dans V®G si et seulement si p est une super-

représentation de Malcév de A dans V.

En effet, si A(G) est une algebre de Malcév et ¢ une représentation de Malcev de
A(G) dans V®G alors ¢ vérifie la relation
dixy)z =102z, 0vodx] +dzx00y —dx0byz
= 0200 y00x —dy0dx0dz +¢zx00y —dx0PyZ
dxy)z(T) = ¢ D) ()2 ®gg,g,,(t®h)
_(-))¥ V+AR+)+(X+7+2) (xy)z(t) ®heg'g"

020900 x(T) — ¢ yod x00 z(T) +¢ zx0d y(T) — ¢ x00 yz(T) =

= (_1)f(i+y+2) (—l)i Y+f(i+y}

X Z+y(X+2Z)

pzopyopx(t) ® hgg'g"_(_l) pyoprPZ(t) ® hg" gg'

+(-)X TV 5 opy ()@ hg'g" g~ (-1)7 7x(y+7) PxOpy,(t) ®hg'e"g
_ (_1)E(i+§+2)+i 37+2(i+§) pZOPyOPX(t) ®hgg' " ( 1) (X+Y+Z)+X y pyopxopz(t)® hgg’g”

H) T 2TZ g op (1)@ heg'g' (1) TPV, 05 (1) © hggg"
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d'ou par identification on a :

p(xy)z = Pz0Py0Px _(—I)z(;ﬂ’y) PyOPxOP2 +(_I)5((’y*|~’z) Pzx0Py — (_I)X"(y ' %) PxOPy;

= [pZa pyopx] +(_])X(Y+2) PzxOPy —(_I)i(y+i) PxOPysy,

et p est une super-représentation de Malcev de A dans V.

Réciproquement, si p est une super-représentation de Malcév de A dans V

alors
p(xy]z = PzOPyOPy _(_1)i(i+Y) PyOPx Pz +(’_I)i(Y+z) P2x 0Py —(—])Y(Y+2) PxOPyz

bocnz(T) = t@h) = (<) T HIIRT g ()@ hegy!

(-1)X yﬁ(’—“LS')(xy) z®gg,‘g“( (xy

- (—l)_ y+2(x+y)+i(%+y+2) (pzopyopx(t) —(=1) 2 x+y) Pyopxopz(l) +(=1) x(y+z) PxOPy (1)
{-1"5*7 g, 0p,, (1)) ® heg's"

— (_1)* 7+_(i+Y)+I(i+y+2) % Y+i(i+-§7+'i]

PyOpx0p,(t) ®hgg'g”
H)THHET 2 op (D@ hgg'g"(-1)Y 2"V g 00, (1) @ hge '

p,0py0p,(t) ®hgg'g"—(~1)

= (<) 34233+ 1543) (5. 0p, (1) @ heg'g'~pyopyop,(t) @ he' gg!
+p,0py (1) ®hg'g" g —py 0py,(t) @ hg'g g)

= (=)=, 0p, (1) @ hgg| ~ (~1)* %+ ¢y (p,0p, (1) ® hg'g)
+ (<)% 5 (py () ® hg) - (<)Y 52 g (o, () @ hg'g]

= (1™ 200y (p, () ® hg) = (=) 9y 0dx (P, () ® hg") + d 7500 (T) = dx0d v (T)
=700 y0$ x(T) ~ §y0 x0d 7(T) + ¢ 209y (T) — ¢ x0dy7(T)

Ce qui nous donne

dixy)z =192,0v0d x] +dzx00y —dx0d vz

et ¢ est une représentation de Malcev de A(G) dans VOG.
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Théoréme 11.2.11.

Posons ¢x(T) =—(-1)"'p, () ® hg,

¢ est une représentation faible de A(G) dans V®G si et seulement si p est super-

représentation faible de A dans V.

En effet, si A(G) est une algeébre de Malcev et ¢ une représentation laible de A(G)
dans V®G alors

[D(X’Y)’d’zl =dx vz
[(XYZ]= [x,y,z] ®gg'g"
D(X, Y)(T) = 0 x00y(T)—dyodx(T) +¢ xy(T)

=(- I)yt”( )pxopy( )®hg‘g—(—l)ﬂ+y(i+ap),Opx(l)®hgg'
—(=)F T ET) o () @ heg

=(-1n*

I(x”)“ypxopy(t)@)hgg( IREARCE " pyop, (1) ® heg!

’~<I

+ (=)' o (1) @ hgg
= (=D p,0p, (6= (=1)*Y py0p, (1) + py, () @ hge'
= (—l)i(i”_) D(x, y)(t) ® hgg'
d'ou

Pxv 2 (D =0y Joge (1 ON = ~(-)xyag ()@ hgg'e”

[x.,y.2]
[D(X,¥),62](T) = D(X, ¥)0o 2(T) ~ ¢ zoD(X, YX(T)
- D(X,Y)(—(—l)i‘pz(t) ®hg") - 2((-) ) Dlx,y)(1) ® hgg]
_ _(_l)ii+(i+y)(2+1) D(x,y)opz(t) ® hg' g’
+ (=) 9= op(x y)() @ heg'g”

=—(—1)_(i y+ Z)(D(x,y)opz(t)—(—l)z(ﬂy) p,()l)(x,y)(t)]®hgg'g"

d'ou on obtient
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p[X,Y,Z] - D(x,y)opz _(_1)2(i+y) szD(an) = [D(x,y), pz]
et p est une super-représentation faible de A dans V.

Réciproquement, si p est une super-représentation faible de A dans V alors

[D(X’Y)a Pz] = P[x,y’zl
bix vz (D =01y Jogye (1 BD)
=—-1) i{x+y+2) Plxy.d] (t) ®hgg'g"
= _(_l)i(ﬂyﬂ) [D(x,y), Pz](t) ®hgg'g"
= £ D{x,y)op, (1) @ hgg'g+(~1) <+ 72X o_oD{x,y)(1) @ heg's"

— _(_1)i(i+y+2)+i(i+’y) D(x,y)op(t) ®hg" gg'-l{—l) t(x+y+2)+z(x+7) pzoD(x,y)(t) ®hgg'g"

= =D D(X,Y)(p () ® hg") ~ (- "% g, (D{x,y)(1) ® heg)
=D(X,Y)od z(T) - zoD(X, Y)(T)

dou ¢y vy 7 = [D(X, Y),d z] et ¢ est une représentation faible de 1'algebre de Malcev A(G)
dans V&G.

Remarque 11.2.12

On aboutit aux mémes résultats en définissant ¢ de la fagon suivante :

Théoreme I1.2.9 : dx( T) = px(H)® hg
Théoréeme I1.2.10 ox( T) = px(1)® gh
Théoréme I.2.11 dox( T) =- px(H)® gh
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IL3. COHOMOLOGIE ASSOCIEE A LA SUPER-REPRESENTATION
FAIBLE D'UNE SUPERALGEBRE DE MALCEV

Dans ce paragraphe, nous définissons les groupes de cohomologie liés a la super-
représentation faible d'une superalgébre de Malcév. Pour cela, nous définissons I'opérateur

cobord 3.
Soit p une super-représentation faible de M dans V.

Soit f une application (2p-1)-linéaire de M dans V telle que
f[X1,~--,X2k—1,sz,---,xzp—l)=0 des que X = X

Désignons par C #"'(M, V) I'ensemblc de telles applications.

Posons C°(M,V) = V

Posons 8,: V — C' (M,V)

v 8y(v)ix (-1 p (v),ve V,uV,x e MguUM,

Définissons 62p_1:C2p_1(M,V) — C2P*1(M, V) une application linéaire Z,-graduée i.e.

§2p_1 =0 par

[82p_1f)(x1,...,x2p+|) =

= (=1) P Rgp Ky +Xgp+ ) Prare l:(_l)izp_l(i|+...+i2p_2+f) Py (f(xl ""’XZp—z’XZp))
_(l)izl,(f|+...+i2p_|+?) pX2p(f(X1,...,X2p_l))+f(x,,...,xzp_z,xp_pxngl]:,
+ ﬁ b (R )R 4% 2+f)D(X2k—1,X2k)(f(X1,---»ﬁzk—l,ﬁzk,---,X2p+1])

. i % )k+(i2k_1+§2k](i2k+l+“'+ij‘1] f(xl .

-~’§(2k—]a)’\(Zka”'a[ka—laXZkan]a”'aX2p+l)
k=1 j= 2k+1

ou le symbole "A" sur un élément indique que cet ¢lément doil &tre omis.



30

Nous commengons par démontrer quelques lemmes importants pour la suite. Pour

cela définissons les deux applications suivantes :

ix,y):C?P~1(M, V) - C?P~(M,V) Vp > 1 par

X,y My L M. K(x,y) est une application K- linéaire et K(x,y) =X+Y;

1(x,y):C?P7{(M, V) = C?P73(M, V), Vp > 1 par

(t(x,y)f)(xl ..... x2p_3) I f(x,y,xl ..... xzp_3) :

X,YE My U M. 1(x,y) est une application K-linéaire et l(x, y) =X+

y . De plus u(x,y) est une

injection V x,ye My LU M;.

Lemme I1.3.1.

Vp>1, 83 0UXYy) + UXY) 08 21 =K(X,Yy).

En effet, soit fe C*' (M,V)oup>1;

czp‘l(M,V)——>‘("’Y) C2p_3(M,V)——>82p_3 c?P~l(Mm, V)
C2P-1(M, V) B2p-1 C2P+1(M, V) x,y) c2p-1(M, V)

HUx ) 100 X2 Xap 2%2p 3 )|



p—
+k§1( 1)k+1+az D(sz—l sz]((l(x y)f)(xl ..... Xok_1:X2k seves X2p—1))
p—1 2p-1
+2 ) % ( 1)k+a3(1(x Y)f)(xl ..... Xok—1>X9K s+e» [sz_l,X2k,Xj] ..... X2p_1)
k=1 j=2k+I
ol

G =i2p—1(i1+---+i2p—2 +1(X,Y)f)
Oy = (i2k—l +i2k)(il+"'+i2k—2 +1(X, y)f)

\ _—
a3 = (Xo-1 + szJ(X2k+1+---+Xj—1)

(82p_301(x,y)f)(x1 ..... xzp_1)=

_ (_l)p—l+a1+(i+y)f pxzp_ll:(__l)izp_3(i1+...+izp—4 +X+Y+?) pxzp_3 (f(x,y,xl ,,,,, xzp_4,x2p_2])
()R T T T g o)
+f(x,y,x1 ..... xzp_4,x2p_2x2p_3)]
+(—1)(X+Y)Fkgl(—l)k“sz(sz—l,sz)(f(x,y,xl ----- fizk—l,fizk,---xzp—l))
+( 1)(X+Y)? pil pi (—1)k+a3f(x,y,x1 ..... Xok—15X2Kk seees [x2k,1,x2k,xj] ..... xzp_lJ

k=1 j=2k+1
(t(x y)82p_1f)(x1,...x2p_1) :(—1)(i+y)m(82 lf)(x Y, X{5ees x2p-—1)
:(_1)(X+Y)?(gzp_lf)(x,y,xl ..... x2p_1]
Posons x=y,,y=¥2 . Xi=VYis2 ,» 1=1,...,2p-1
= (l(x,y)ﬁzp_lf)(xl ..... X2p_1) = (_1)(i+37 f(821:,_1f)(yl,yz ..... y2p+1)

_ (_1)p+B1 +{x+9)f py2p+ll:(_l)yzp_l(y1+...+Y2p—2+f) Pyzp-i (f(yl ,,,,, Y2p-25 Y2p))
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-
Il
[\

__2p+l
_(-1){%+9N +( 1)(“”2)(”+ +y1’)f()’3 ----- [Y1 Y2 YJ] ----- Y2p+1)
=3
\= 2p+1
+(—1)("+Y)f i , pz ( 1)k+B3f(y ----- Yok-1Y 2k [YZk 1, Y2k YJ] ----- Y2p+l]
k=2 j=2k+1
ou
B = y2p+l(y1+“'+y2p+f]
B2 = (Faket +321|F1+-ATok2+)
B, = (Fore1 521 Forri +-+9 1
Posons k'=k-1 = k=k'+1

i=j2 = j=j+2
( iUx, y62p lf)( ,,,,, xzp_1]=
— (= 1)p+[3l+(x+y)f’ py2p+1 l:(_l)yzp_l[yl+...+?zp—z+f] pY2p—1 (f(YI ,,,,, Y2p-2 ,yzp)]

_(_1)72p[?1+"'+>'2p—1+f] Pyzp (f(yl ..... Y2p- 1)] + f(y ..... yzp_z,ygpyzp_l)]

=Tyl gy, Y2)(f(y ----- Y2p+1)]

_(_1)(i+ y)f
=1

l HMU w
/-\
H
p
=
+
(o}
[\S]
<
(¥S)
+
+
=
ht
—

—
w«
(F%)
—_—
«
—
w«
[\
w«
L N—
+
(3]
e
w«
[\
ol
+
s
o

- 1)("erf 2 i( 1k+1+BSf( ----- Yok+1>Y2Kk+25+> [Y2k'+l’)'2k'+2’yj"+1] ----- Y2p+1]

k'=1 j=2k'+1

Bs = [?2k'+1+?2k'+2](?1+---+?2k'+f]

Ps = (?2k'+1+y2k'+2)(?2k'+3+~-+?j'+1]
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(l(x y)82p_lf)(xl ..... sz—l) =
=(- l)p+a1+(x+}') szp 1[(_1)sz_a(i+y+il+...+i2p_4+f] Px2p 3(f(x Y>X15--sX2p-4,X2p 2)]
_(_l)izp-z[ﬂY‘r X1+---+X2p—3+?) pXZP_2 (f(x, Yo X[ seees xzp_3))+f(x, Vs X{seees sz_2X2p_3)]

+(—1)(i+y)f+(i+w?D(X,Y)(f(xl’---sz—l )]

+(—1)(X+Y]FZ;I( 1) %2 D(xpy -y sz)(f(x Yo Xpse-Xok-1,X2k 500y sz—l)]
_ . y:2p-] _
_(_1)(x+y)f P (_1)(x+y)(x1+...+xj_ )f(xl [x y x]] ,,,,, x2p—1)
_ gp-l 2p-
+(—1)(X+Y)f i=1 Jzzki(l—l)k””%f(x Yo X]seeor Xoko 1> X2k »eees [xzk 1, X2k xJ] ..... X2p—1]
d'ou
(82p_3ot(x y)f](xl ..... xzp_1]+(1(x y)(Szp_lf))(xl ..... sz—l)
= D(x yJ(f(xl ..... X2p l]]_2j=_ll( 1)(Y+>')(X1+ +X 1+f)f(x [x y XJ] """" x2p—l]

et par suite 82p_3ot(x,y)f + 1(x,y)082p_1f = K(x,y)f

et 82p—301(x’ Y) + 1()(, Y)062p—1 = K{X, Y)'

Lemme 11.3.2.

Vp>1, [K{x,y],l(z,w)] = L([x,y,z];w) +(—1)Z(X+Y) l(z;[x,y,w]).

En effet [K(x,y),Uz w)] = «x,y)ouz, w) 1)(i+y)(z+ml(z,w)ol<x,y)

c2p-1(M., V) Yz,w) C2p-3(M, V) K(x.y) c2p-3(M, V)

C2p-1(M. V) K(x.y) c2p-1(M, V) z,w) C2p-3(M, V)



(K(x y)(l(z W)f))(xl ..... x2P_3) = D(x,y)((l(z,w)f)(xl ..... xzp_3))

—?1( 1) X+Y)(x1+ AXpr+izw )f)(t(z,w)f)(xl,...,[x,y,xj] ..... xzp_3)
=(—1)(Z+W)fD(x )(f(z W, X1, X2P_3))
_ z2p-3 _

_(_1)(z+w)f p (_1)(x+y)(x1+ +XJ—1+Z+W+f)f(Z W, X, [X y XJ] """" X2p—3)
(DETZ (i, w) i x,y)6) 515 X2p-3) =
= (= 1)[')Z+Y) Z+W)+H(zZ+W) K(x y) (K(X y) )(Z W, X[,y x2p—3)
= (=)ZW) D(x,y)(f(z,w,xl,...,xzp_3))—(—1)(Z+W)f+(i+y)?f([x,y,z],w,xl,...,xzp_3]

(- 1)(i+w)?+(i+y)(z+ﬂf( (%7, w0, x2p—3)

—(=1) (z+W)f pg x+y Z+W+il+ A 1+f)f(Z,W,xl,...,[x,y,xj] """" X2P—3)
d'ou
([K{x y),1(z, W)]f)(xl ..... xzp_3) =(—1)(Y+y+z+w)ff[[x,y,z],w,xl ..... xzp_3)

£ (xR (mwﬂw)ff[z,[x,y,w],xl ..... xzp_3)

=[1([x,y,z];w)f)(x1 ..... xzp_3)+(—1)2(“?)(t(z;[x,y,W])f](xl ,,,,, sz—3)

Par suite [K{x,y),l(z,w)]=1([x,y,z] )+( 1) (X+Y)( [x,y,w]).

Lemme 11.3.3.

[K(X Y) Kz, W] K([X y Z] ) (- )Z(ﬂwk(z;[x,y,w]).

En effet : supposons p=1 etfe C' (M,V) alors

(s, y)(z,w)f))(x1) = D, y) (i w0, )) - 0T (o ) [, )
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=D(x,y)oD(z,w)( ( )) (-1 (z+wt xy(f([zwxlm (- 1) x+3) Z+w+f) z,w)(f([x,y,xll)

+(_1)(i+y)(2+w+f) Z4+W ff([z W [x y, Xl”)

De méme

(lc(z w I((X y ) Xy D(z w oD X y)(f(xl)] 1) x+y)f z w)[f([x Y, x1] )
—(=1) (Z+W)(x+7+1) ( )[ ([Z W,x ])) )(z+w)(x+y+f) x+y)f ([x v, [Z W xl]]]

d'ou

([ 9)d 29}t (x1) = [Dlx. ). Dl wl o)) +

)Rz W ¢ ([

(x+y+z+w (

2wy ]]) - [y [z.wx]]

or nous savons d'apres la proposition II.1.3 que

)(i+y)(2+w)[

—[x,y,[z, w,xlu +(-1 z, w,[x,y,xll] = —[[x,y,z],w,xl]

—(—l)z(i’ﬁ)[Z,[x,y,w],xl]
et d'aprés la proposition I1.2.8. [D(x,y),D(z,w)]=D([x,y,z], )+( 1)? #%+9) (z,[x,y,w])

alors

([x.y). ez wlt)(x,) =

- D{[x.y. 2w lx1) + (179 Dz [y, w1(x,)
—-(—1)ﬂi+y+2+w)f([[x,y,Z],W,XI]) _1)? ZAx+7)+f(X+y+Z+ f([z w,[x,y, Xl”]

= (2] W) 1) + D2 2, [y, w])e) )

par suite pour p=1, [K(X,y),IC(Z, w)] = |<([x,y,z],w) +(—1)2(i+y)‘<(z,[x,y,w])A

Supposons la relation vraie pour toute application f e C*' (M,V)

et prenons f dans C*"' (M, V) alors V u, ve My UM, on a
Yu,v o[K(x y), Kz, w) ] Yu,v) ox(x y)ouc(z w X+Y)(Z+W) L(u,v)mc(z,w)mc(x,y];
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Utilisons le lemme I1.3.2., nous avons alors

UVO[K(X)’ K(ZW]"
= ()EIEI fx,y)ouln, vor{z,w) ~ [ x,y. ul:v)ordz,w) = (<0 "Iy, Jor{z,w)

—(l)(x+y)(z+w)+(z+w)(“+v (K(Z w 01 odx y) ([z,w, u];v)mc(x,y)

(1) W) ﬁW)(K(x y)m( [z, w,v]) - t([x,y,u];[z, w, v])
~(-n" u(x+ l(U' [x,y,[z,w v”))

= (=1) (W+9)(R+§+Z+W) Hx y) K{Z W ]m (u,v) +(- l)(i+§)(ﬁ+v) (2+W)(i+i+ﬁ+v)‘([z w,[x,y, u” )

B (_l)v(x+y+z+w ( ,[x,y,[Z, w,V]])

d'autre part,

u,v) OK([X v.z); ) _p)AR+9), u,v 0|<(z [x,y, w])



37

+(_1)_(i+§) +HT+V)(R+Y+Z+W) (K(Z [x . w])01 u v 1([2 [x v, w] u] ]
—(-1)" B(x+y+2+%) 1( '[z [x A w] v])

(=)@ (X+y+z+W [K([x v, z] X+Y)1<(z;[x,y,w]))01(u,v)
_(_1) (x+y+z+wl( ,[[x,y,z] W V])
(= l)z(i+y)+v(i+y+z+v—v 1( [z [x Y, w] v]] ﬁ+V)(i+Y+2+w 1([[x y, z] W u] )

_(__1)_(x+y) (u+v)(x+y+z+w l.([Z [X v, W] u] )

en utilisant la proposition I1.1.3 on sait que
[[x y,z|w, v]+ —(“y [z [x, y,w],v] =[x, y.[z.w,V]] —(—1)(z+w x+3) [z w.[x,y, v]]

[[x,y,z],w,u]+ (-1)2 (x+y [z,[x,y,w],u] =[x,y,[z,w,u]]—(—l)(z+w %+5) [z w [x y, u]]

d'ou

(uv)of [dx.y). 2 w)] - .y, 2l w) - (DT iz [y w]) =

= (-1){®+V) (%+y+2+%) ([K{x y),k(z,w ]Ol u,v) l{[x y,2); )01 (u,v)
—(-1) —(Hy dz;[x,y,w])m u,v )

Cette derniére expression est nulle par hypothése de récurrence par suite, comme 1(u,v) est

injectif alors on a

[K(X,Y)aK(ZaW)] = I4[7(,}’,21; w) +(—1)2(i+y)1<(z;[x,y,w]) vV p2l
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Lemme 11.34.

Y p21, [52p_1 ,K(x,y)] =0i.e. 85, ox(x,y)=k(x,y)0dy, .

- Eneffet:
Supposons f € C!(M, V) CI(M,V)(—>C (M,V)—5C3(M, V)
cl(M, V)2 C3(M,V)(—>C3(M V)
(sl(n(x,y)f))(xl,xz,x3)=—(—1)‘3(*1”2”””) [(—1 FETo, (k(xy)E)(x2))
_(_l)iz(i1+i+y+f)pxz ((K(X y)f)( x2x1 ]

+ ()T D, )((k(x,y )X3J) ( Y)E)([x1%2.%3])
P, oDy
~(~DRETHE (([x,y,x,])) - ()= 5T o, oD(x,y)(f(x1))
(—)R TR R EI, (£((x,y,x,]))+D(x,y)(£(%,%, )
(D ({13, xlel)]+<—1) B+ %)) D(x)., %, JoD(x.¥)(f(x3))
— (~)EHRNETHEREIT D () k) )(£([x,v.%3])) = D%,y )£ ([ 1. %2.%5])

+(- 9T ([x y.[X1,%,, x3]])

__( 1)x3(x1+x2 +x+y+f)px3

(k0% ¥)(84F))(x1 X2, %3) = D(%,y)((81F) (x4, %2, %3)) = (D)F (8, )([x, ., | 2, %3)
— (DEIEH)(§6)(x,,[%, v, %0 ] x5 ) = (DFTER) (5,6Y(x, x5, %, %3 ])
=== %D y)op,, | (<)Y, (f(x )= 070 o, (£(a)) +£(xox)|
+(~D)E%2)D(x, y)oD(xy, x5 ) (£(x3)) = D(x,y)(£([x1. X3, %3]))
+(__1)(x+y)f+x3(x+y+x1+x2+f Px3[ (X+7+%,) xy,xl](f(XZ))
(DRI (fxyox])+E(xa[xy.])|
- (DT fD([ ] % )(£03)+ D e[,y ] %2, %3)

+(=1) (X+Y)(X)+1 )+ X3 (X+7+%, 4%, —)px3[( )lePXI(f([x,y,Xz]))

_(_1)(Y+Y+iz)(f1+f)p[x’y,xz](f(xl))+f([x,y,x2 Ix)|
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_ (_1)(i+7](i1+?)+(i+7+i1 +%, ) D(Xl ',[x, y.X2 ])(f(x3 ))
N (_1)(i+7](i1+f)f([x1 [x,y.%2], x3])

(=) TR (R34 (% +5 +) p[x,y,x3][(_1)ilfpxl (£(x2))

— (_l)iz(il +f) P, (f(xl )) +£(x,%, )] - (_1)(i+Y)(i1+f2+F)+(i1+i2)FD(xl Xy )(f([x, Y, XS]))

+(- 1) )(x‘+x2+f)f([x1,x2,[x,y,x3]]).

En utilisant judicieusement la proposition II.1.3., la définition 11.2.4 et la proposition I1.2.8,
nous obtenons : 3,0k(x,y)—%(x,y)0d, =01ie. [8,k(x,y)]=0

Supposons [52p_1 ,K(X, y)] =0 pour p supérieur a 1, alors

1(z,w)0[83p,, - K(x,¥)| = 1(z, W)083,, 0K (x,y) —1(z, W)ox(x, )08y,

d'apres le lemme I1.3.1 et le lemme I1.3.2.

L(z,w)o[82p+1 ,K(x,y)] = K(Z,W)OK(x,y)—Szp_ 0 U(z,w)ok(x,y)
+(=D)ENETx(x,y)0 1(z,W)08,,, | +1([x,y,2] ; W)o 8y,
+ (=1 (2 [x,y,W])Oﬁsz)

=k(z.w)ok(x,y) +(~1) TIN5, ox(x,y)ouz, w)+8y,_o1([x.y.2] : )
1595, oz, [x,y,w])) (-1 e(x y)ox(z, w)
+ (=) (5, y)08,,_ oz, w)+ (-1 T Fig([x,y,2] ; w)
—(-)EIEIG  o[x,y,2] s W)+ (-)TEk(z; [x,y,w])
~(-D)"8y, oz [x,y,w])

=[x(z, W), x(x,y)]+ (DF Ve ([x,y,2] 5 w)+ ()7 e(z 5 [x,y,w])
+(~)FNE D e (x,y), 85, ou(z,w)

= (=) e(x,y), k(2 w) |+ (-D)FIE ([, y, 2] w)
+ ()" (zi[x,y, w]) + ()T INED g (x,y),8,,,_ ov(z, w)

=0, d'apres le lemme 11.3.3. et notre hypothese de récurrence.

Par suite, puisque 1(z,w) est injectif alors :

[62p+1 ,K(x,y)] =0 Vp=l.
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Théoréme I1.3.5.

* 0 est un opérateur cobord i.e. 3,08, =0 et Vp=>1 02p,,082,_ =0.

En effet :

a) vérifions que 8,09y =0

8o (V)(x) ==(=1)F Vpy(v)
(81(80(¥)))(x1.2.%3) =

= (DRl RO, |1%0Mp, (89(v)(x,))
(R Op, (3 (v)(x)+80()(xzx1) |

+ (=15 200D (), x,) (30 (v)(x3)) = 8o (V){[x1,%2.5])
= (BT Tp ()T g op,, (v)+ (-, 0p, (v)

(-1 T, ()] = (<) BT (%), x, Jopy, () +(~)TE TR ()
= (~) R L ERER)p (o, 0p. (v) = (<1517 py 0py (V) +rys, (V)]

—()TTRIID(x;, x5 Jopy, (V) + ()T g ()
_ (_l)v(i1+i2+i3) ((_l)ia(iwiz) Px,OD(%1,%; J(V) =D(xq, %5 Jopy, (V) + p[xl’xz,xﬂ(v))

= (_1)7(_’51 Xy +%s) (—[D(xl,xz )-Px, ]+ p[xl.xz’xﬂ(v)) =0, car r estune super—

représentation faible.
Par suite 6,004 =0.

b) Vérifions que 8508, =0
(851)(x1.%2,X3,X4,X5) =

: (_1)i5(3€1+...+i4+f) ox. [(_1)i3(i1 +iz+f)px3 (f(xl,xz,x4))

—(—1)i4(i1+i2+i3+f)px4 (F(x1.%.%3)) + (X1, X5, XgX3)

+ (—l)f(ilﬁﬁD(xl Xo )(£(%3.%4.%5)) - (—1)(i3+i4)(i‘+i2+a D(x3,%4)(£(x1, X2, %s))
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- f([xl,xz,x3],x4,x5)—(—1)i3(i1+i2)f(x3,[xl,xz,x4],x5)

- (—1)(K1+72 )(i3+i4)f(x3,x4,[x1,x2,x5])+ f(xl,xz,[x3,x4,x5])

(63(§1f)) X, X9, X3,X4,Xs ) =

(~1)FFi+%a+T) Pxy (81 )(x15%2,%4))

- o ((81)(x1:%2.%5)) + (816 (X1, %2, %455 )

+ (=D R D(x x5 )((8,F) (x5, %45 X5 )

— (-1)ERIET D (0 %, )((8,5) (1, K2 %5)) — (818) (X1, %5, X3 ] x4 %5

—(—l)iﬁﬁm(51f)(x3,[xl,Xz,x4]’Xs)—(—l)mﬁ“)(i'+i2)(51f)(x3’X4,[X1’X2’X5])

= (_1)3(-5(?1 +...+i4 +f) pXS

+ (Slf)(xl, Xz,[x3s X4 XS])

Développons ces expressions :

1 (aystemetp JenmEmdy (56)(x,x.x,))
(AT g (816)(x1,%0,%3) + (81 (%152, %45 )| =

_ (_I)KS(i1+...+i4+f) ox, [(_1)x3 (R +%, +1) ox, ((-1)*4 (R +%p+F) P, [(_1);5 ox (£(x,))
0 o (1(x0)) +£(xam) |+ (DD, 30 ) (E(xa)) = (31524 )
~ (Rt Gy Tnalp, ((x,))
— (R (f(xl))+f(x2x1)]+(_1)f<f1+fz)p(xl,xz)(f(x3))- f([xl,xz,x3])J
~(pErIE g D oy, (6x2)) - (17 Dp, ((x0)) +£(xx)]

+(~1)f(R+%2) D(x).,Xp )(f(x4%3)) — £([ X1, X2, X4%3 ])]

_ (_I)XS(XI+...+i4+f) _(_1)(i3+i4)(i1+i2+f)+i1?pxsopx3opx4opxl (f(xz))

+ (_1)(i3+i4](i1+i2+f)+i2(i1+f) px50px3OPX40px2 (f(xl ))
_ (_1)(i3+i4)(i1 +i2+f) PxSOPx3OPx4 (f(x2x1 ))

#(—1)PER )R %) PxsOPx,0D(x1, %, )(f(x4))
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. _(_1)i3(i1+i2+f)px50px3(f([xl,XZ,x4]))
+ (_1)(i3+i4)(i1+i2+f)+i3i4+i1f' PsOPx, 0Py, 0Py, (f(xz))
ey, op oo, op, (£(x))
+ (_1)(i3+i4)(i1 +Xp+1)+X3%4 P 0Py, OPx, (f(x2x1 ))

(_ 1 )i4 (il +_X_2 +i3 +f)+?(i1 +i2 )

PxsOPx, 0D (X1, X, )(£(x3))
()RR m o op (F([x0%0.%3]))
() RE R IR, o opy (£(x,))
(-nFrmsmar i)y oo op,, (F(x1))
- (‘Uﬁﬁm(ilﬁﬁaPxSOPx4x3 (f(x2x1))
+ (=) %)p, 0D (x1,%)(F(xaxs)) =P (F([x1:%2. a%3]))|
_ (_1)i5(i1+...+i4+f)[_(_1)(i3+i4](il+i2+f)+i1f p.0D(x5.x4)ops, (£(x2))
(- R AT 7 )y oD(x;,x Jopy, (£(x1))
—(—)Fs R ) g oD(xa, x4 )(F(X0%)))
+ (~)BERHRIERR) . op oD (x),x,)(f(x4))

~(-)RER o op (£([x10%2. %))
- (—1)i4(i1+i2+i3+a+f(i‘ %) PxSOPx40D(x1 2.9) )(f(xs ))
()RR T )y op (£([x1%0.%5]))
+(=1)f (1) Px;OD(xis X2 )(£(X4%3)) =Py (f([xl’XZ’x4x3]))]
2) (—1)f(i1+22)D(x1,xz)((Slf)(x3,x4,x5))
—(—1)(i3+i4)(i‘+i2+f) D(x3, %4 )((81)(x3,%4,%5)) =
= (1)) D(x; )| () E T g, [-1FTp, (£(x,))

~(-1%alB ) (£(xs)) +£(x4%3) +(—1)“*3”4)13(;(3,x4)(f(x5))-f([x3,x4,x5])]

()RR DD g, xR, -1 (8(x))

- (—1)¥2(i‘+f)9x2 (f(x1))+f(x2% )] + (‘Uf(ilﬁZ)D(xbXz)(f(xs)) - f([xlaxz,xs])j
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= ()RR D (x, xJop opy. (F(xs))
+ ()RR IRSE TR D (0 Yoy opy, (1(x5))
_ (_1)f(i1+’i2)+i5(i3+i4+f) D(x, Xz)OPx5 (f(x4x3 ))
+ (~)f R D, x) oD (x3,x4)(£(x5)) — (=) T TID(xy, x5 )(F([x3.X4.5]))
(B RNR TS DT D ¢ Jop, opy (£(x0))
_ (_1)(i3+i4 N®; 4%, +F)+%5 (%) +%p +1 4%, (%) +) D(x3,X4) 0P, 0P, (f(xl ))
(DR DT Dy, Jop, ((x0%))
()RR T %) D, x, YD (x5, )(£(xs)

+ (—1)(i3+i4)(i' +iZ"LF)D(x3 Xy )(f([xl ,X5,Xs ]))

(1) + ( 2) nous donne

(=1)F3+Xa +%s)(1 4%z +1) +x'f[D X3,X4 ),Px ]Opxl( (x2))

)
~(1) (X3 +X4+Xs5)(X X +1)+%, (X +F [D(x3 X ) Py, ]opxz( (xl))
):Px

_____ ]( (XZXI))

. (_1)f(i1+i2)+i5(i3+x4+f)+x4(x3+f) (D(xy. % )ops, 09,

~ (-)FERR)p, o, oD (x1,%,))(£(xs))

()RR R IS (D, Jop oy
—(—1)(il+i2)(*3”5)px5opx3oD(x1,x2)](f(x4))
—(—1)f(il+i2]+i5(i3+i“+f)(D(xl’xz)opxs —(—1)i5(i‘+i2)9x50D(X1axz))f(x4xs)
+ (~D)IRFRARATID (x) %, ),D(x5,x4)|(£(x5))

(el s me Sy o (f([xp,xgx])

+ (_1)f4(i] +i2+i3+f)+i5(i] +.+Xy +f) px50px4 (f([xl ,X9,X3 ]))
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— (=1)Fs(FirRed) Py (£([%1: X2 X4 1)- (- E+%2)p(x, x, )([x3. x4, %5])

+ (_1)(i3+i4)+(i1+i2+f)D(x3’ x4)(f([x1 ’xz’xs]))

— (_1)(i3+’i4+i5)(i1 +i2+f) p[x3,x4,x5] ((_l)ilfp)(l (f(x2))

~(~1%(i+) P, (£(x1))+ F(x, )) — (~1)(RUH R 4R Jo s (R 4R+ p[xl,x2,x5j0pX3 (f(x4))

_ (_1 )f(il +i2 +¥3 )+-)_(-5 (il +...+i4 +f)

PxsOPx, e, (F(X3))

— ()RR R (53 4% +) Plxy.xz xs] (F(X%3))

+ (1) T T D (¢, x5 ), D(x3, x4 )|(£(x5))
(e e ey oo (1((xyxp.n,])

(= 1)Ra (R X T s (g ) Py 0Px, (F([x1:%2.%3]))

- (—1)i5(il+"'+i“+?)Px5 (£([x1%2.x4%3])) - (_l)f(ilJrXZ)D(xl’x2)(f([x3’ o]

+ (—1)(i3+?4)+(i’ e +.f) D(x3,x4)(f([x1, %2, %5]))

@) =(8if)([x1.%2. %3] Xg,X5) =
— (—1)i5(il+'"+i4+f)px5 [(_l)f(il'*'iZ +i3)p[x1 ,xz,X3](f(x4 ))
—(—l)i“(ilﬁzﬁﬁf)l)x4 (f([xl,xz”%])) +£(x4[x1,%2,%3])

_ (_1)f(¥1+¥2+i3+i4)D([x1,x2,x3];x4)(f(x5)) + f([[xl,xz,x3], x4,x5])

(_1)i5(i1+...+i4+f)+f(i1+i2+i3 ) p,(sop[xlyx2 3] (f(x4 ))

_ (_1)i5(3€1 +ot Xy +E )+ X4 (%) 4%y +Xy +H)

px50px4( ([xl X2, X3]))
+ (_1)i5(i1+...+i4+f) Py (f(x4 [X1,%,, x3]))

_ (_1)f(f1+i2+i3+i4)D([xl : x2,x3];x4)(f(x5 )+ f([[xl ,X2,X3], x4,x5])

@ —(-1)BER) (8:)(x3:[x1,%2,%4], x5) =
= (- 1)5('3(:(1 X )+Xs(X) +. +x4+f)+i3fpx50px3 (f([xl,xz,x4]))

_(—l)fs(fl X )+ X5 (R 44Ky (X 4%y 4%y ) (X3 +1) PxsOP[x, x, x4](f(x3))
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+ (—l)ia(fl+i2)+i5(i1+"‘+i4+f)sz (f([xl X2, X4]x3))
_ (_1)i3(il+i2)+?(il+i2 +X3+%4) D(X3 : [xl »X9,Xy ])(f(XS ))

+ (_l)ia(ilﬁﬂf([x?,,[xpX2’x4]’x5])

(5) _( 1) (X1+%) (X3+%4) ( lf)(x3 X4, [X1 X9, X5])=
= (1Sl l)ly op (f(x)
3 (_1)i5(i3+i4+f)+)(4(xg+f) Plxyxp.xs]0Pxa ( (x3)) + (—1)i5(i3+i4+f) p[xl,xz,xS](f(x4x3))
_(_1)&1+f2)(i3+i4)+f(i3+i4)D(x3,x4)(f([x1,xzax5]))

O R R e |

©) (8, )(X1 X2[ X3, X4 XS])

== ()RR Ry ons]oP (F(2))

(- 1)(x3+x4+x5)(x1+x2+f)+x2(x1+f) p[x3,x4,x5]0px2 (f(xl))

(- 1)(X3+X4+XS)(X]+X2+f)p[x3,x4,x5](f(x2x1))

+( 1 xl+x2)D(X1,X2)(f([X3,X4,X5]))—f([xl,X2,[X3,X4,X5]])
Lasomme (1)+ (2)+ (3)+ (4)+ (5) + (6) nous donne

() 52D ), %, ), D(x3,%4)](£(x5))
_(_l)xs(x1+...+x4+f) ( [X1 Xy, x4x3]))+( 1)x5 X) +.. +x4+f)px5 (f(x4[x1,x2,x3]))
() R EID () . x5] ¢ x)(E(xs)
1([[x1, %0 %3] X, x5 )+ ()RR ) (5, x, x4 ]x3)
(1B R R D o,  [x g0 x4])(E(x))
+ ()BT x5 [x1,%9, %4 ] x5 )+ (-1 TR ([, x4 [ %1, %555

- f([xl » X9, [X3 »X4,X5 ”)
en utilisant la proposition II.1.3. et la proposition I1.2.8. nous obtenons
(53(81f))(x1,x2,x3,x4,x5) =0 et par suite 8309, =
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c) Vérifions pour le cas général

Nous savons déja que 6500, =0
supposons 9,, 08,, =0 pour p supéricur a 1
alors 1(x,y)ody, 08y, =k(xX,¥)08z,  —8,, 0 Ux,¥)0dy,

(X y)062p 1 62p lOK(X y)+62p 1062p (X,y)

K
[ X,y) 62pl]+62p 085, o1(x,y)
0.

Par suite 65, ,08,, =0.

d est un opérateur cobord.

Définition 11.3.6.

H2P~ (M,V)=Kerd,p,; /Im8yp_,,Vp=1 est le (2p-1)-itme groupe de
cohomologie de M dans V.
HOM,V)={ve V/p, (v)=0,YxeM}.
On appelle cocycle une élément f de C2¥~1(M, V) tel que dyp-1(1)=0
On appelle cobord un élément de C2*~1(M, V) de la forme g = d7p-3(f).
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CHAPITRE 111 : PROJECTIVITE DES
SUPERALGEBRES TRIPLES
DE LIE

La notion de superalgebre triple de Lie a été introduite dans le chapitre II. Dans ce
chapitre, nous adaptons les travaux de M. Kikkawa sur les algebres triples de Lie [ 3 ] au
cas des superalgebres triples de Lie.

Nous définirons la notion de projectivité des superalgebres triples de Lie puis nous
étudierons les superalgebres de Lie de projectivité d'une superalgebre triple de Lie.

Enfin, nous voyons les cas particuliers ou la superalgebre triple de Lie est une
superalgebre de Lie ou un super-systeme triple de Lie.

Dans tout ce qui suit, K est un corps commutatif de caractéristique zéro et V est un
K-espace vectoriel Z,-gradué.

III.1. PROJECTIVITE DES SUPERALGEBRES TRIPLES DE LIE

Nous savons d'aprés la définition II.1.4. qu'une superalgebre triple de Lie
G =Gy ® G; est un K-espace vectoriel Z,-gradué muni d'une multiplication bilinéaire xy et

d'une composition trilinéaire [x, y, z] vérifiant pour tous x,y,z,u,v,we€ Gy U G

xy =-(-1)""yx

[%,y,2]=—=(=1)" "]y, x,2]

[x,y.2] + ()" D[y, 2,x]+ ()2, %,y ]+ (-1)* T (x,y,2) =0

[xy, 2, W]+ ()5 yz,x, w]+ (<175 2x,y, w] = 0

[u,v,xy]= (=1)Y®* [, v,x]y +x[u,v,y]

[ [x,y,2 ]]=[[u,v,x],y,z]+(—l)i(ﬁw)[x,[u,v,y],z]+(—1)(i+y)(ﬁ+v)[x,y,[u,v,z]].

Posons B(x,y)=xy et D(x,y,z)=[x,y,z].

Nous obtenons la définition équivalente suivante :
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Définition I11.1.1.

Une superalgebre tripic de Lic ¢ ={V;B,D} cst la donnée d'un K-espace vectoriel
Zy-gradué V, d'une multiplication bilin¢airc B:VxV — V ct d'unc composition trilinéaire
D:V XV XV — V vérifiant pour tous X,y,z,u,v,we Vo UV, les relations suivantes :

(1 B(xy)=~(-1)*B(x,y)

(2  D(x,y,z)=—(-1)*YD(y,x,z)

3)  D(xy,2)+(~1*T*ID(y,2,x)+(=1)XF*)D(z,x, y ) + (~1)F T+
+(=1)Y 2B(B(y,z),x) +(-1)* Y B(B(z,x),y) =0

@) D(B(x,y),z,w)+( Z(”y D(B(y,z),x,w)+(— 1)Y(HZ)D(B( X),y,w)=0

() D(u,v,B(x,y))=(—l)y(“+V)B(D(u,v,x),y)+B(x,D(u,v,y))

(6) D(u,v,D(x,y,z))=D(D(u,v,x),y,z)

+ (—l)i(ﬁw)D(x,D(u, v,y),z)+ (—1)(i+y)(ﬁ+v) D(x,y,D(u,v,z)).

Y)B(B(x,y),z)

Supposons qu'il existe sur V une struclure de superalgebre dec Lie notée £={V;L}
dont la multiplication est donnée par [x,y], =L(x,y) Vx,y e Vy U V,.

Définition ITI.1.2.

Une superalgebre de Lie £ ={V;L} sera appelée superalgébre de Lie de projectivité
d'une superalggbre triple de Lie G={V;B,D} si elle vérifie les relations suivantes

(7> L(x,B(y,z))=B(L(x,y),z)+(-1)* Y B(y,L(x,2))

(8) L(x,D(y,z,w))=(—I)X(Z“LW)D(L(x,y),z,w)+(—1)KWD(y,L(x,z),w)
+D(y,z,L(x,w))

(9 D(u,v,L{x,y))=(- 1Y@ L(D(u,v,x), y)+L(x,D(u,v,y)).

Théoreme II1.1.3.

Soit G={V;B,D} une superalgebre triple de Lie et £={V;L} une superalgebre de
Lie de projectivité de G. Alors G= {V;E, ]5} définie par
B(x,y)=B(x,y)+2L(x.y)

D(x,y,z)=D(x,y,z)—(=1)*V* +2(x+7) L(B(x,y),z)—(-1)** 7(x+3) L(L.(x,y),z) pour tous
X,Y¥,Z € Vo U V| est une superalgebre triple de Lie.
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En effet, les relations (1) et (2) sont évidentes.
Vérifions (3) pour G

]~)(xyz)+( 1)i YO R D(y,z,x)+(— 1) D(z,x,y)
+ (- THEDB(B(x, ), 2)+ (1) 2B(B(y, 2).x) + (-1)* T B(B(z.x).y) =
=D(x,y,z) - (~1)F EEIL(B(x, y),2) - (<1)F TEEIL(L(x,

>
«
~— —_—
N
~——

+(=17D(y,2,%) (<1 TL(B(y,2),x) - (<1)" "L{L(y,2),x) + ()T D(z,x,y)
~ (-1 L(B(z.x).y)- (WL(L(Z x),y)+(-1)* 79 B(B(x,y),2)

+2(- 1)ﬁ YR B(L(x,y),2) + 2(-1)F FHEIL(B(x,y). z
+4(~1TEEIIL(L(x, y),2) + (-1)7 2B(B(y, ), x) + 2(~1)Y ZB(L(y, z).x)

+2(~1)Y *L(B(y,z),x) + 4(~1)Y *L(L(y, z),x) + (-1)* Y B(B(z,x),y)

+2(=1)" Y B(L(2,x),y)+2(=1)* Y L(B(z,x),y) + 4(~1)* ' L(L(2,x),y).

Nous savons que ( 3) est vérifié dans G donc
D(x,y,2)+(-1)**ID(y,2,x)+ (-1 7)D(z,x,y) + (-1)* ") B(B(x,y),2)
+(-1)Y B ( (y,z),x)+(—1)xyB(B(z,x),y)=

Il reste donc

(-1)F T+ ZEI)L(B(x,y),2) +(-1)Y ZL(B(y,z),x)+ (-1)* T L(B(z,x),y)
+3(-1)FTEEVIL(L(x,y),2) +3(~1)7 ZL(L(y,z),x) +3(-1)* Y L(L(z,x),y)

+2(=1)F T EB(L(x,y),2) + 2(-1)Y 2B(L(y,z), ) +2(-1)* Y B(L(z,x), y)

or (-1)*Y 2x+9) (L(x,y),z)+(—1)72L(L(y,z),x)+(—l)iyL(L(z,x),y)=
-1y f<*+y>:u(x,y,z>=o

et finalement
(~1)* T EETL(B(x,y),2) + (-1)Y ZL(B(y, ), x) +(~1)* Y L(B(2,x),y)

+2(=1)F TR (x,y),2) + 2(-1)Y *B(L(y, z),x) +2(~1)* Y B(L(z,x),y) =
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= (-1 L(z,B(x,y)) - (-1)) “*0*2)L(x, B(y, 2)) - (1) *L(y.B(2.x))
+2(~)FVFHHIB(L(x,y),2)+2(-1)T 2B ( (y 2),x)+2(~1)* Y B(L(y,2),x)
= ()" B(L(zx).y) - ()" B(x,L(z,y)) - (-1)7 O B(L(2,x),y)
~(-1%B(y, L(x,2))~ (1) *B(L(y.2).x) - B(z.L(y.x))

+2(-1)* V2 3+9) g B(L(x,y), )+2( 1)” ?B(L(y,z),x)+2(-1)*YB(L(z,x),y)
==2(=1)"YB(L(z,x),y) - 2(-1)’ *B(L(y, 2), x)

—2(-1)T ZXOAB(L(x,y),2) + 2(-1)F VEFVB(L(x,y),2)

+2(~1)" ?B(L(y,z),x) +2(-1)* Y B(L(z,x),y) =0

d'ou le (3) est vérifié.

(y
(v,

Vérifions la relation (4)

D(B(x.y).zw)+(-1)*®*VD(B(y, 2), x,w)+ (1) D(B(z,x),y, w) =
)z, w)+2D(L(x y)zw)+< D NB(B(y, z),x, w)
+2(-)"VD(L(y, z),x, W)+ (=1)T D D(B(z,x),y, W)+ 2(-1) P D(L(z,x),y, w)
=D(B(x,y), 2, W)~ (=1)" T (B(B(x,y),2), )
+y

— (1) HEHT (R +2)L(L(B(x,y), z),w) +2D(L(x,y),z,w)

= f)(B(x,

<

X, W
X

+(=1)2%*9)D(B(y,z),x, W) (- 1)Y("+Z)+W(‘+V+2)L(B(B(y z),x),w)

— (=1 EFET )L (L (B(y, 2), %), w) +2(-1)"FID(L(y, 2), %, W)

— (1R T (B(L(y, 2),x)w ) - 2(-1)T FFDFETHDL (L (L(y, 2),x), w)
+(=1)Y®*DD(B(z,x),y,w) - (1) "D L(B(B(z,x), y), W)
—(~-)VETL(L(B(z,x),y), W)+ 2(~1)TF D D(L(z,x), y, W)

— ()" (B(L(z,x),y), w) - 2(-)"FTDL(L(L(z,x),y), )

On a déja montré que (—l)z(i"LY)L(B(x, y).z)+ (—1)7(i+z)L(B(y, z),X)
+L(B(z,x),y)+ 2(—1)2(“?) B(L(x,y),z)+ 2(-1)7+7) B(L(y,z),x)+2B(L(z,x),y)=0
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en utilisant aussi le (4) qui est vérifié dans G et la super-identité de Jacobi il nous reste

- donc ;

(—1)F IR (B(B ),w)+2D(L(x,y),zw)
— (=1)V R W(R+T+ z)L(B(B(y z),x),w)+2(~1)A¥*9)D(L(y,2),x, w)

- ()Y (B(B(z,x).y), w) + 2(~17FPD(L(z,x), y, w) =
=(_1)W(i+?+i)L((—l)f(“?)B(B(x,y),z)+(—1)?(i+2)B(B(y,z),x)+B(B(z,x),y),w)
+2(-1)2Y)D(L(y, ), x, W)+ 2(-1)Y F*DD(L(2,x), y, w) + 2D(L(x,y), z, )

=(—1)?Y+W<*+y+z)L(D(x,y,z>+(—1)?‘Y+Z>D<y,z,x)+(—1) ID(z,x,y),w)

+2D(L(x,y),z,w)+2(—1)7(“V)D( )%, W) +2(=1)YF*ID(L(z,x),y,w) (cf(3))
s HETIL(D(y,2,%), W)

+(—1)W+i( +y)*W(”Y*Z)L(D(z,x,y),w)+2D(L(x,y),z,w)

+2(=1)"F*)D(L(y, z),x, w) + 2(-1)YF*DD(L(z,x), y, w)

= ()T D (x,y,L(z, )~ (<) T T L (2, D(x,y, w)) + (-1 D(y, 2, L(x, w)

— (=1 F L (x,D(y, 2z, )+ (-1)T T HHID(7,x, L(y, w))

— (-1 EHHEEI) L (y, D(z,x, W)+ 2D(L(x,¥), 2, w)

X+

+2(-1)2FTD(L(y, 2),x, W) +2(-1)Y**ID(L(z,x), y,w)  (ef (9))
= ~(-1)Y*ID(L(z,x),y,w) - (-1)* Y D(x,L(z,¥),w) - D(L(x,y), 2, w)
~(~1)**D(y,L(x,2),w) = (~1)*Y)D(L(y, z),x,w) - (-1)* 7V D(, L(y, x), w)
+2D(L(x,y),z,w)+2(-1)"F ¥ D(L(y,z), x, w)

+ 2(—1)y(i+z)D(L(z,x),y,w) (cf (8))
=0
d'ou le (4) est vérifié.
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Vérifions le (5)

ﬁ(u,v,ﬁ(x y))zf)(u v,B(x,¥))+2D(u,v,L(x,y)) =

=D(U,V,B( )) ( l)uv+(u+v)(x+y)L(B(ll,V),B(X,Y))

D(u,v,B(x,y))=( I)Y(E’LV)B( D(u,v,x), y)+B(x D(u,v, y)) (cf (5))

( l)u v+y(u+v)B( l.l V) y

y))=-

)

L )TTHEREL (g, v) B(x,y)) = ()T "IN B(L(L(w,v), x),v)
~ (=D Y@ B(x L(L(u,v),y)) (cf (7))

2D(u,v,L(x, y))—2(—1)y(u+v L(D(u,v,x),y)+2L{x,D(u,v y)) (cf (9))

faisons la somme ; nous obtenons

D(u,v,B(x,y))= (-1 (B+2L)(D(u,v,x),y)+(B+2L)(x,D(u,v,y))

—(- 1)”*(“+v X+5) (B+2L)( (B(u,v),x),y)~(~ 1)‘””(“+v (B+2L)(x, L(B(u v),y))
=(—1)Y(“+V)(B+2L)(D(u,v,x)—(—1)ﬁm(m)L(B(u,v),x)—(—l)””(ﬁ*V)L(L(u,v),x),;
+(B+2L)(X,D(u,v,y)-(—l)ﬁ“V(M)L(B(u v),x)=(=1)" V+V(ﬁ+V>L(L(u,v),y))
= (=179 (B +2L)(D(u,v,x),y)+(B+2L)(x,D(u,v.y))
= (=Y B(D(u,v,x),y) + B(x,D(u, v ))
dod D(x,v,B(x,y))= (-1 B(D(u,v,x),y)+B(x,D(u,v,y)) etle (5 est vérifié.
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Vérifions pour terminer le (6)
f)(u,v,f)(x,y,z)) = f)(u, v,D(x,y,z)-(~1)

y+Z(X+Y) L(B(x, y), Z)

(1) Y+Z(X+y) L(L(x,y), z)) =D(u,v,D(x,y,2))

_(—1)i Y+Z(X+5) ﬁ(u, v, L(B(X, }’)’ Z)) - (‘Ui y+i(f+Y)f)(u, v, L(L(x, y)’ Z))

transformons chaque terme de cette somme :

D(u,v,D(x,y,z))=

=D(D(u,v,x),y,z)+ (—l)i(mv)D(x,D(u,v,y),z) + (—1)(i+Y)(ﬁ+V)D(x,y,D(u,v,z))

—(-1)F Y+7(i+7)D(u, v,L(B(x,y), Z)) -

=—(-1)* FHE(R+T+T+T) L(D(u,v,B(x, y)),z) —(-1)% Y“LZ(HY)L(B(x, y),D(u,v,z))
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—~(~1)YEHTR XTI (B(D(u, v, x), y), z)

= (<1 THETEIL(B(x,D(u, v,y)),2) = (-1)F LD L(B(x,y), D(u, v,2))

(L1)E T+ T THEI(RF47) L(B(u,v),L(B(x, y)z))=

(_1))( y+Z(X+y)+u V+(U+V)(x+y+z ( (B(u V) B( )) )
—(—l)iy +U VHU+V)(X+7+7) ( B(u,v),z),B(x, ))

) (ReT+2 ( (L(B(u,v).x),y).2)
+(- )x VHZ(X+ )T V+(T+V)(X (B(X B(u v) )) Z)

£ (~)F VTR TH9) (g L(B(x,y).L(B(u,v),2))

_p)F TR y)+UV+(U+V)(X+Y+Z)L(L(u v),L(B(x,y), )):
(—1)F T HTIHEIET )L (1 (L (u,v), B(x,y)),2)

()T EIETDL (L (u,v),2) B(x.y))
= (~)F VTR IHEDNTD (B(L(L(u, v),x),y),2)
+(_1)W+z(i+y)+ﬁv+(ﬁ+v)( Z)L(B(x,L(L(u,V)’Y))’Z)

+(=1)F YUV (X+Y+ﬁ+v)L(B(x,y),L(L(u,v),Z))

_(_1)iy+2(i+Y)D(u, L(L(x y), ))'_-

(_

it

(T D (u, v, L(x, ) 2) = ()DL 5, y). D, (0, v,2)
( 1)y(x+u+v)+z(x+y+ﬁ ) ( (D(u v, x) y) ) ( l)iyﬁ(ﬂymw)L(L(x,D(u,v,y)),Z)

—(=1)F y‘*l(“y)L(L(x, y),D(u, v,z))

)R THE(RHI)T TH(@+9)(R+547) L(B(u,v),L(L(x,y).2)) =
(—1)xy+z(i+v)+ﬂ+<ﬁ”)(m+z)L(L(B(“’V)’L(x’yn’Z)
(1T +(a+v)(i+?+i)L( L(B(u,v),z),L(x,y))
(L H(X+Y)+T v+(u+v)(x+y+7)L(L(L(B(U,V)ax)’y)’z)
1y ier),hﬁvﬂu(aarv)(ﬂyﬁ)L(L(L(B(u v), )x),z)

+ (~D)F T THHRTATI) L (L (x,y), L(B(u,v),2))
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= (<])F T V+(ﬁ+v)(i+?+i)L(L(L(B(u,v),x),y),z)

)
+(=1)FT+T VHZ(X+y+U+Y) L(L(X, y)-L(B(u,v), Z))

(_l)xy+i(i+y)+ﬁV+(E+V)(i+y+z (L(uV L(L(X y) ))

u,v),L(x.y)).2)

)s

=(_l)i ?+z(i+y)+ﬁv+(ﬁ+v)(i+y+z ( (L (

~(1TETEIETAL(LL (0, v),2) L(x.y))
(

(PO (L1 (0,9, 7
— (- IR EVHENET D)L (L(L(L(u,v),y).x).2)
+(_1)ﬂ+av+z(i+y )LL ¥)L(L(u,v).2))

IL(L(L(L(y,v).x),y).2)
(TR, L(L (. v)y))2)

+ (=R TV (1 (x,y), L(L(u, v),2))
La somme membre 4 membre nous donne

ﬁ(u,v,f)(x,y,z))=

=D(D(u,v.x),y.2)= (-1 F T HIL(B(D(u, v,x),y).2)

(1A TR ATV L(L(D(u,v,x),y),z)- (- 1)ﬁV+i(ﬁ+v)D(L(B(u’v)’x)’y’z)
+ (~1F PRI TTHE T (1 (B(u,v),x),y),2)

F(DF V+Z(X+y)+T v+(U+V)(X+y+Z)L(L(L(B(u’v)’x)’y)’z)

_ (_l)u V+x(u+v) D(L(L(U,V),X)’y’ Z)

»|

+(oD) y+z(i+y)+ﬁv+(ﬁ+V)(i+?+7)L( ( (L(u,v),x Y) Z)

+(—1)F TR +y)+U v+ (EW)(“Y’“?)L(L( ):x).y), )

+ (=" @) D(x, D ),2)=(-1)* " z(i yrer V)L(B(x D(u.v.y))-2)
— YHUHY) Y (1 (v Dln v v)) 7 )= (=18 VHU+VIX+Y

— (=) VAT T )L(L(x D(u,v,y)).2)~(-1)* V) D (x, L(B(u, v),y).2)
+(~ 1)iy (X+Y)+uV+(“+V)(Y+Z)L(B(X,L(B(u,v),y)),z)
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( l)iy Z x+y)+u V+(U+V)(y+z ( (X L B l.l V)’Y))’Z)

+ (1T (B(x, L(L(u,v).)).2)

(
( l)u v+(u+v)(x+y)D(x L L(u v),y Z)
L(
+( 1) +Z(X+Y)+T VHU+V)(Y+2) ( (X (L(u V) y)) Z)

+(—1)(K+Y)(H+V)D x,y,D(u,v,z))—(—l)i y"LZ(HY)L(B(X y), D(u,v,z))

T B y) L{L (1))

L (—1)FTHEV Z(X+3+I+V) ( L(L(u,v), z))
=D(D(u,v,x),y,z) - (-1)"" “”)D( (B(u,v),x),y,2)
—(—1)“+*(ﬁ+V)D( (L(u,v),x),y,2)+ (—1)“”)13(;( D(u,v,y),z)

= D(D(u,v,x),y,z)+(—l)i(ﬁw)f)(x,ﬁ(u,v,y),z)+(—1)(Y+Y)(ﬁ+v)l~)(x,y,l~)(u,v,z))
nous avons en définitive

ﬁ(u, v,ﬁ(u,y,z)) = ﬁ(f)(u, v,X),y, z) + (—l)i(ﬁﬁ)f)(x,D(u,v,y), z)

+(_1)(x+y)]j(x, y,D, (u, v,z))

d'ou le (6) est vérifié.



57
Remarque 111.1 4.

Soit G={V;B,D}, £={V;L}et §={V;B,D}
vénfiant le théoréme II1.1.3.  Alors la superalgébre de Lic —2={V;~I.} cst unc

superalgebre de Lie de projectivité de la superalgébre triple de Lie G et G induit la
superalgebre triple de Lie G par les relations

B(x,y)=B(x,y)-2L(x.y)

Ainsi nous pouvons donner la définition suivante :
Définition 111.1.5.

Deux superalgebres triples de Lie Get G sur le méme espace vectoriel Z,-gradué V
sont dites en relation projective s'il existe une superalgebre de Lie £={V;L} de
projectivité de G telle que § se déduit de G par le théoréme I11.1.3.

I11.2 SUPERALGEBRES DE LIE DE PROJECTIVITE DES
SUPERALGEBRES TRIPLES DE LIE

Dans ce paragraphe, nous étudions la somme et le produit par un élément de K des
superalgeébres de Lie de projectivité d'une superalgebre triple de Lie et nous en définissons
une famille.

Soit £={V ; L} une superalgébre dc Lie. Nous rappcions qu'une application
linéaire f: £ — £ est une superdérivation de degré k si pour tous x,y € Vq UV,
f(L(x,y)) =L(f(x),y)+ (—1)ik L(x, f(y)). Soit a € Vy U V,, alors l'application linéaire
L,:x—>L,(x)=L(a,x) est une superdérivation de degré a appelée superdérivation
intérieure de 2. ie. Vx,y,ze VyUV|,L(x,L(y,z))=L(L(x,y).z)+(-D* Y L(y,L(x,2))
cela vient du fait que J 5(x,y,z)=L(L(x,y),z)~ L(x,L(y,z)) - (=) “L{L(x,2),y) =0

Commencons par donner le lemme suivant :
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Lemme 111.2.1.

Soit £, ={V;Ll}et £, ={V;L,} deux superalgebres dc Lic sur le méme cspace

vectoriel Z;-gradué V. Supposons que les superdérivations intéricures de £j sont des
superdérivations de £ i,j=1,2, i# j. Alors la somme L = L +L;, forme une superalgébre

de Lie sur V notée L =L +2L,.

En effet, il est facile de voir que pour tous x,y € VoU V; L(x,y)=~(~1)*Y L(y,x).
L(x,y)=L{(x,y)+Ly(x,y). Posons L,(y)=L(x,y). Par hypothtsc Ly, cst une
superdérivation pour L; et pour L.

L(x,L(y,z))=L,(L(y,z)) = Ly (Li(y,z)+ Ly (y.2))
= Ll(LX(Y)’Z)'F(—l)iyLI(vax(Z))+L2(Lx (Y)’Z)"'(_])KYLQ(Y»LX(Z))
=(Ly+Ly)(Ly (9),2)+ (=1 Y (L + Ly )(y, Ly (2))
=L(L(x,y),z)+(—1)iyL(y,L(x,z))

d'ot L(L(x,y),z)—L(x,L(y,z))—(—I)WL(L(x,z),y)=O, soit J 4(x,y,z)=0 ct par suile,

L =L + L, est une superalgebre de Lie.

Théoréeme I11.2.2.

Soit G={V;B,D} une superalgebre triple de Lic et £={V;L}ct L= {V;[:}dcux
superalgebres de Lie de projectivité de G. Supposons que toute superdérivation intérieure
de l'une est une superdérivation de l'autre.

Alors £+ £ = {V; L+ f,} est une superalgebre de Lie de projectivité de G.

En effet, d'apres le lemme II1.2.1., nous savons que £+ 2 est une superalgébre de
Lie. Vérifions les relations (7) (8) et (9).
Soient X,y,ze VoUV,;

= (L(x,y + L(x,y),z)+(—l)i y B(y,L(x,7,)+ l:(x,y,))

=B((L+L)(xy), z)+(=1)" YB(y,(L+L)(x,2)

Par suite la relation (7) est vérifiée pour L + L.
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De méme
(L +L)(x.D(y.z.w))= L(x.D(y.zw))+L(x,D(y.7,w))
= (=D ID(L(x,y),2,w)+(~1)* ¥ D(y, L(x,2),w)+ D(y,z L(x,w))
+ (D ID(L(x,y), 2, W)+ (-1 ¥ D(y, L(x,2), w)+ D(y.z,L(x.w))  (cf(8))
= (-D*®¥ID(L(x,y)+ L(x,y)z,w)+(=1)* " D(y, L(x,2) + L(x.2), w)
+D(y,z,L(x,w)+ﬁ(x,w))
= (_1)Y(Z+W)D((L +L)(x.y).z, w] (DX D(y,(L + L)(x,z),w) + D(y,z,(L + L)(x,w))

par suite la relation (8) est vérifiée pour L + L.

De méme
D(u,v,(L+L)(x,y))=D(u,v,L(x,y))+D(u,v,L(x.y))

= ()Y@ IL(D(u,v,x),y) +L(x,D(u,v,y)) + (=Y L(D(u, v, x),y)
-L(x,D(u,v,y)) (cf(9))
—_—(—I)Y(ﬁJ’V)(L+I:)(D(u,v,x),y)+(L+I:)(X,D(u,v,y))

Par suite la relation (9) est vérifiée par L + Let donc 2+ 2 est une superalgebre de Lie de
projectivité de G.

Théoreme I11.2.3.

Soient £ ={V;L} une superalgebre de Lie de projectivité d'une superalgebre triple
deLie G={V;B,D}et G= {V' B, ]5} la superaigebre triple de Lie en relation projective
avec G.Si L= {V L} est une superalgebre de Lic de projectivité de G ct si toule
superdérivation intérieure de .2 est une superdérivation de 2 et réciproquement alors 2
est une superalgebre de Lie de projectivité de G.

De plus, toute superalgebre triple de Lie en relation projective avec Gest en relation

projective avec G.

En effet, commencons par démontrer que .2 est une superalgebre de Lie de
projectivité de G. Pour cela, vérifions les relations (7) ; (8) et (9).

D'apres les hypothescs, nous avons les relations suivanies :
B(x.y)=B(x,y)+2L(x,y)

D(x.y.2) = D(x,y,2) - (1" T *IL(B(x,y),2) - (- T IL(L(x,y),2)
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pour tous x,y,z€ VyuUV,
L(x,B(y.z))= I:(x,E(y,z)) —2L(x,L(y.z))
=B(L(x,y),2)+ (-D* Y B(y, L(x,2))-2L(L(x,y),2) - 2(-D*F VL(y,i(x,g))

(cf (7) pour 2 et le fait que les superdérivations intérieures de 2 sont des superdérivations
de 0. '

Par suite I:(x,B(y,z))=B(ﬁ(x,y),z)+2L(i( y)z )+( 1)*YB (y f,(x,z)) |
2(-1"YL(y,L(x,2)) - 2L(L(x,y),2) - 2(-D* T Ly, L(x,2))
= B(i(x,y),z) +(=DF YB(y,I:(x,z)) et la relation (7) est vérifiée.

)
+(=1) AL L (L(x.y), ) (1" L(y,L )
=(- I)X(Z+W)D( (x, )zw)+( I)XWD(y L(x,2), )+D(y,z,i(x,w))

L )

+(_1))’ Z"‘W()""Z)L(_ﬁ(L(x,y),z)—(—l)xyB(y (x,2) +L x,l~3(y,z) )
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+(—1)Y2+W(Y+2)L(L(I:(x,y),z)+(—1)iyL( ,L(x, z)) L(x,L(y,z)),w )

=(~1)¥ Z+W)D( (x, y)zw)+( I)XWD( ,I:(x,z),w)+D(y,z,L(x,w))

- et la relation (8) est vérifiée.

IL(B(1v).y) =D T IEIL (L (w,), )
(e 1)EV+(H+V)(¥+Y)L( L(B(u,v),x).y)+ (=D “*TEDL(x L(B(,v),y))
““““ X))

y)+ (DI (x L(L(u,v), y))
=(- 1)Y(quv L(D(u,v,x), y)+L(x D(u,v,y))

Par suite la relation (9) est vérifiée.
Donc 2 = {V;i} est une superalgebre de Lie de projectivité de G. D'apres le

théoréme 11.2.2., £, = L+ L= {V;L + I:} est une superalgebre de Lie de projectivité de G.

Montrons que L(I:(x,y), )=E(L(x,y),z) VX,y,2€ VuU V.

(
=11(x,B(y,2))- 3 (-7 B(y, L(x,2)) - 1 L(x.B(y,z)) + $(~-D* Y B(y, L(x,2))
=%L(x,ﬁ(y,z)—B(y,z))—%(—1)W(1§—B)(y,12(x,z))
=1L(x,2L(y,2))- L (=¥ 2L{y,L(x,2))
=L(x,L(y,2)) - (D™ L(y,L(x,2))
= L(x,L(y.2)) - (D™ ¥ (L(L(y,x),z)+ (D" T L(x, L(y,2)))
- L(Lyx)2) = L(Llx.y).2)
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P = {V;f,} est une superalgebre de Lie de projectivité G. Posons G ={V;B',D'} la
superalgebre triple deLie en relation projective avec G ; alors nous avons les relations

suivantes
B'(x,y)=B(x,y)+2L(x.y)
D' (x,y,2) =D(x,,2) = (- T LB(x,y),2) - () DL L, y),2).
d'ou
B'(x,y)=B(x,y)+2L(x,y)=B(x,y)+2L(x,y)+2L(x,y)
=B(x,y)+2L,(x,y)
) (x y’) (- 1)xy+z(x+y)i(ﬁ( X,¥),z ) (- 1)xy+z(x+y (L(x y) ]
PL(B(x.9),2)= (=D I (L(x,y).2)

_(—1)*Y+Z(X*V)L(B(x y).z)-2(-1)*7 Z("”)L(L(X,Y), )= (=D L L (x,y),2)
va(zey

)Ll (B(x,y),2)~ D" yHEs) Li(Ly(x.y).2)
et alors G est en relation projective avec G a travers la superalgebre de Lie de projectivté
‘Bl = {V; Ll } .

De la démonstration du théoréme précédent, nous tirons le lemme suivant :

Lemme I11.2.4.

Sous les hypothéses du théoreme précédent on a
L(I:(x, y),z) =L(L(x,y).z) Vx,ye VyUV,.

Maintenant, soit .2+ 2 la superalggbre de Lie de projectivité de G obtenue dans le
théoréme II1.2.2. ; alors la superalgebre triple de Lie en relation projective avec G est définie

par G2+2 ={V : B£+Z’Dz+2’}
avec BHz(x,y) =B(x,y)+2L(x,y)+2L(x,y)
DL (x,y,2)=D(x,y,z) - (-1)* y+Z(x+y) L(B(x,y). z) ~(-1)* y+2(x+y) I:(B(x,y), z)
~(—)F (L4 L) ((L+L)(x.y).2)
Il est clair que si £ est une superalgebre de Lie de projectivité de la superalgebre

triple de Lie G, alors la superalgebre de Lie ./ Koke= {V;kL} avec ke K , k non nul est

une superalgebre de Lie de projectivité de G.
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: (- k, ph k X : .
Il est évident que £* +.£" = 2**" Wh ke K et 20 est une superalgebre de Lie abelienne.
Ceci nous conduil au corollaire suivant :

11,2

Pour toute superalgebre de Lie .2 de projectivité de la superalgebre triple de Lie G, il
existe une famille {.L’ kKke K} de superalgebres de Lie de projectivité de G. De plus pour

tout £k, la superalgebre triple de Lie en relation projective avec G, GX est définie par
Gk ={v ; Bk’Dk}
B¥(x,y)=B(x,y)+2kL(x,y)
DX (x,y,z) =D(x,y,z)~ (-1)* *7 "+y)kL( B(x.y).z)
_(_1)7{ y”‘(ﬂy)kzL(L(x,y),z)
Vx,y,ze Vo U V].

Deux quclconques superalgcblcs triples de Lic Gk et G sont en relation projective
travers la superaigebre de Lie de projectivité £h-k

En effet, {.L’ K ke K} est une famille de superalgébres de Lie de projectivité de G.
De plus, pour tout g K, 29 est une superalgebre de Lie de projectivité de Gk. Soit G la

superalgebre triple de Lie en relation projective avec G par .£2h-k alors nous avons B et
D qui sont définies par
B(x,y)=BX(x,y)+2(h-k)L(x,y)
=B(x,y)+2kL(x,y)+2(h-k)L(x,y)
=B"(x,y)
D(x,y,z)=D*(x,y,2)~ (- l)iy 7(x+5) (h—k)L( (x,y),z)

— (~1)F TR ~<h k>2 L(L(x,y).2)
D(x,y W Z(X+y) ( (x,y), ) (1)”+i(f+y)k2L(L(x,y),z)
— (-1)FTHAE )<h k)L( ).2) = 2(=)F V) (h - OKL(L(x,y). 2)

( l)xy+z(x+) (h k ( ( )

=D(x,y,2) = (~1)F EIRL(B(x, y),2) - (1) 2L (L(x,y),2)
=Dh(x,y,z)



64

ITL.3 PROJECTIVITE DES SUPERALGEBRES DE LIE ET DES
SUPER-SYSTEMES TRIPLES DE LIE

Dans ce paragraphe, nous étudions la projectivité de deux cas particuliers de
superalgebres triples de Lie. Le casou B =0 et le cas ou D = 0.

Il est évident que toute superalgebre de Lie G ={V;B} peut étre considérée comme

une superalgebre triple de Lie avec D = 0. De méme un super-systéme triple de Lie
S={V;D}peut étre vu comme une superalgébre triple de Lie avec B = 0. D'oll la définition

suivante qui est équivalente a la définition I1.1.7.

Définition I11.3.1.

Un super-systéme triple de Lie §={V;D} est un espace vectoriel Z-gradué V muni
d'une application trilinéaire D: VXV XV =V telle que
D(x,y,z)=~(-1)""D(y,x,z)
D(x,y,z)+ (—l)i(yﬁ) D(y,z,x)+ (—1)2(“?) D(z,x,y)=0
D(u,v,D(x,y,2))=D(D(u,v,x),y, z)+(—1)i(E+V)D(x,D(u,v, y).z)

+ (—1)(X+Y)(E+V)D(x,y,D(u,v,z))
pour tous X,y,z,u,ve VyU Vi,

Voyons d'abord le cas des suparalgébres de Lie

Soit G={V;B} une superalgébre de Lie considérée comme une superalgebre triple
de Lie avec D = 0. Dans ce cas, toute superalgebre de Lie £={V;L} de projectivité de G

est définie par la relation

L(x,B(y,z)) = B(L(x,y),z) +(-1)*Y B(y,L(x,2)), Vx,y,zeVouV, d'aprés la
définition II1.1.2

Si L vérifie cette relation alors d'apres le théoréme III.1.3. G induit une superalgebre triple
de Lie G= {V;E, ]5} définie par les relations

B(x,y)=B(x,y)+2L(x,y)

D(x,y,z)=—(-1)* y+z(x+7) L(B(x, y).z)- (-1)¥ y+Z(3+) L(L(x, y), z).

Or G étant une superalgebre de Lie, G vérifie cette relation ; donc toute superalgebre
de Lie G={V;B} admet une superalgébre de Lie de projectivité qui est elle-méme.
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D'apres le corollaire II1.2.3. nous obtenons une famille de superalglébres de Lie

kG ={V;kB} de projectivité de G et par conséquent une famille de superalgebres triples de
Lie g {V Bk Dk} k e K, définie par les relations :

BX(x,y) = (2k +1)B(x,y)

D*(x,y,z) =—k(1+k)(-1)*7* 2(x (B(x,y),z) Vx,y,ze Vo UV,

qui sont en relation projective avec g =G.

Voyons maintenant le cas des super-systémes triples de Lie.

Soit £={V;L} une superalgebre de Lie.
En posant Dy (x,y,z)=(-1)% Y’LZ(X’LY)L(L(X,y),z) Vx,y,2ze Vy UV, alors le systéme
{V;DL} devient un super-systeme triple de Lie.

Soit $ ={V;D} un super-systeme triple de Lie ; alors S est une superalgebre triple de
Lie avec B = 0. La projectivité de S peut étre vu de la fagon suivante : soit £={V;L} une

superalgebre de Lie. Alors d'apres la définition II1.1.2, 2 est une superalgebre de Lie de
projectivité de S si les relations suivantes sont satisfaites pour tous x, y, z, u, v, w € VU V;

L(x,D(y,z,w))= (—I)K(E’LW)D(L[x,y),z,w) +(=1)* VD(y,L(x,2),w)+D(y,z,L(x,w))

D(u,v, L(x, y)) = (—I)Y(EW) L(D(u,v,x),y)+ L(x, D(u, v,y)).
Supposons que £={V;L} est une superalgébre de Lie de projectivité du super-systéme
triple de Lie $={V;D}. Alors, d'apres le théoréme II1.1.3, la superalgebre triple de Lie

G= {V;E, f)} en relation projective avec S se définit comme suit :

B(x.y)=2L(x.y)

D(x,y,z)= D(x,y,z)—(—l)iyﬁ(ﬂy)L(L(X,Y),Z)

=D(x,y,z)-Dy (x,y,2)
d'oll nous vérifions aisément que : 2= {V;E} est une superalgebre de Lie et § = {V;f)}
est un super-systeme triple de Lie.
De plus B(x,f)(y,z,w))=I§(x,D(y,z,w) (~1)7 (742 )L(L(y,z),w))
=2L(x,D(y,z,w))—2(-1)Y ** (yﬁ)L(x,L(L(y,z),w))
=2(—1)X(Z+W)D(L(x,y),z,w)+2(—1)XWD(y,L(x,z),w)+2D(y,z,L(x,w))
~2(-1)F #F L (L(x, L(y.2)). w)+2(-1) “L(L(x, W), L(y.z))



66

=2(—1)i(i+W)D(_L(x,y),z,w)+2(—1)XWD(y L(x,z),w)+2D(y,z,L(x,w))
~2(- 1)yz (7+2)L(L(L(x,y),) w)+2(=1) YT L(L(L(x,2),y), )

=(—l)i(z+w)(D(2L(x,y),z,w) (=1)H%+¥) w(ﬂyﬁ)L(L(ZL(x,y),z),w))

(=7 ¥ (D(y,2L(x,2), w) = (- EHTETD L1 (y, 21 (x, ), w))

+D(y,2,2L(x,w)) = (1) I (L(y,2),L(x, W)

d ot Bx.D(y,z w)) =" D(B(x,y),2,w)+(-1)* "D
+I~)(y,l,1~3(x’w))

Cela nous amene au théoréme suivant :

B(y.B(x,2),w)

Théoréme I11.3.2.

Une superalgebre triple de Lie Gz{V;fB,D} est en relation projective avec un
super-systéme triple de Lie 8 ={V;D} si et seulement si 2= {V ; E} est une superalgebre

de Lie, 8§ = {V ; I~)} est un super-systeme triple de Lie et la relation suivante est vérifiée

pour tous X,y,z,w e VyUV,
B(x,f)(y,z,w)): (—l)i(z+w)l~)(l~3(x,y),z,w)+(—l)iWD(y,B(x,z),w)+D(y,z,ﬁ(x,w)).

En effet, on a déja montré que si Gz{V;B D} est en relation projective avec un
super-systéme triple de Lie $={V;D} alors 2= { }eqt une superalgébre de Lie,
= {V ; I~)} est un super-systeme (riple de Lic ct la relation suivante cst vérifiée pour lous
x,Y,Z,we VguV,

E(x,f)(y,z,w)) (—=1)X(EFW) (l~3(x,y),z,w)+(—1)x (y,B(x z),w )+I3(y,z,]§(x,w)).

Réciproquement, soit G= {V;E,D}une superalgebre triple de Lie telle que
L= {V;B} est une superalgebre de Lie, § = {V;f)} est un super-systeme triple de Lie et
Vx,y,z,weVyuV,,ona
E(x,f)(y,z, w)) = (—l)i(ﬂw)f)(ﬁ(x, y), z,w) +(-1)*¥ f)(y, B(x,z),w] + ﬁ(y, z, B(x, w))
Nous définirons une superalgebre de Lie de projectivité de G et la superalgebre triple de
Lie induite par G par le théoréme III.1.3.
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Posons L(x,y)=—%}~3(x,y), Vx,yeVy UV,

Alors nous vérifions que £={V;L} est une superalg¢bre de Lie de projectivité de G.La
superalgebre triple de Lie G={V;B,D} induite par G est définie par les relations :

B(x,y)=B(x,y)+ 2(—%ﬁ(x,y)] =0
D(x,y,z)=D(x,y,z) +—;—(—1)i Yﬁ(ﬂy)ﬁ(ﬁ(x, y),z) ——Ali(—l)i y+z(¥+y)f3(l~3(x,y),z)

=D(x,y,z)+ %E(E(x, y), z) =D(x,y,z)+ i_DE (x,y,2)

alors G={V;B,D} se raméne a $={V;D} qui est un super-systéme triple de Lie en

relation projective avec G.
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RESUME

Nous apportons par cette thése notre modeste contribution a Pétude des
superalgébres triples de Lie. Elle est subdivisée en trois chapitres.

Le premicr chapitre est un rappel de définitions ¢t de proprictés connues sur les
superalgébres et les superalgébres de Maleév. Daus le deuxiéme chapitre aprés avoir
donné les définifions de Ia notion de superalgébres (riples de Lie ¢f de supersystémes
triples de Lie, nous ¢tudions la super-représentation faible d’une superalgébre de
Malcév. Nous montrons qu’une super-représentation de Malcév est une super-
représentation faible, nous donnons une condition pour qu'une super-
représentation faible soit une super-représentation de Malcév et nous établissons les
groupes de cohomologie liés a la super-représcniation faible. Dans lc¢ (roisiéine
chapitre, nous définissons la notion de relation projective entre superalgébles (riples
de Lie. Nous étudions Ia famille des superalgébres de Lie de projectivité d’une
superalgebre triple de Lie. Nous montrons qu’une superaigébre de Lie admet une
famille de superalgébres de Lie de projectivité et nous donnons unc condition
qu’une superalgébre triple dec Lie soit en relation projective avec un super-systéme
triple de Lie.

Mots clés : Espace vectoriel Za'_gradué, enveloppe grassmannicnne. Superalgébre,
superalgébre (riple de Lic, super-représentation faible, superalgéhre de Lie de
projectuvité.





