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INTRODUCTION

Ce travail concerne essentiellement les §-algébres de Bernstein.

Dans le premier chapitre, nous rappelons les définitions et les résultats de base
connus dans la théorie des algébres génétiques et qui inteviennent dans notre travail.

Le deuxiéme chapitre nous donne des conditions suffisantes pour qu’une algébre
de Bernstein soit génétique. On établit notamment que toute algebre de Bernstein
de dimension finie vérifiant la deuxieme “condition faible d’Engel” ou la troisieme
condition d’Engel est génétique. Les résultats obtenus nous donnent 'occasion de
classifier certains types d’algebres de Bernstein train.

Les algébres vérifiant une équation train aux trois premieres puissances mixtes font
I'objet d’une étude globale dans le troisieme chapitre. Nous exhibons deux classes
principales appelées respectivement d-algebres de Bernstein et 4-algébres de Walcher.

A partir de la notion d'opérateur d’évolution, nous retrouvons dans le quatrieme
chapitre les deux classes d’algebres précédemment définies. Nous montrons alors que
du point de vue structure algébrique, les §-algébres de Bernstein sont trés proches des
algébres de Bernstein. Quant aux §-algébres de Walcher, elles rappellent les algébres
de Walcher. Dans ce sens, les algébres de Bernstein sont les O-algébres de Bernstein et
les algébres de Walcher, les —3-algebres de Walcher. Ces derniéres étant génétiques,

nous montrons que les d-algebres de Walcher sont génétiques.



ALGEBRES GENETIQUES

1.1. Survol historique.

C’est en 1923 que S. Bernstein posait le probleme de la classification des
opérateurs d’évolution satisfaisant au principe de stationnarité. En d’autres termes, la

classification de tous les opérateurs quadratiques idempotents agissant sur I'ensemble
n

des n-uplets z = (x3,22,...,Zn) tels que Z z;=1,z; >0(i=1,...,n). Le principe
de la stationnarité est en génétique, unte=1généra1isation des lois de Mendel et du
théoreme de Hardy-Weinberg.

A la suite des travaux de Serge Bernstein, les algebres génétiques ont pris naissance
en 1939 par les écrits de I. M. H. Etherington. En 1947 R. D. Schafer définissait,
au moyen de 'algébre des transformations des objets appelés, maintenant, algébres
génétiques au sens de Schafer. En 1969, H. Gonshor marquait cette théorie par sa
définition des algébres génétiques au sens de Gonshor. Pour plus de détails, voir [12]
et [23].

La théorie des algébres génétiques, connue aujourd’hui sous 'appellation Algébre

génétique, est une branche des algebres non associatives sans élément unité.

1.2. Définitions et résultats de base.

Soient A" un corps commutatif et A une K-algébre commutative. Le couple (A4.w)
est appelé algebre pondérée si w : A — K est un morphisme non nul de K-algebres.
Le morphisme w est alors appelé pondération ou fonction poids de l'algébre A. Le

poids d'un élément r de A est le scalaire w(z). Si A est une K-algébre de dimension

2.



-3-

finie, on dira que A est une algébre génétique au sens de Gonshor s’il existe une base

{eo.€1,---,en} de Asur K telle que:

™

n T
o _ .
ey = ep + E Yook€k: €0€j = E :’YOJ'kek’ &€ = Z TijkCk

avec i,7 > 1.

Les constantes yoi; (1 = 0,1,...,7n) sont appelées les racines trein et {eg,€1,-..,€n}
la base canonique de I’algébre A. Les algébres génétiques au sens de Gonshor sont
nécessairement pondérées. Il suffit pour cela de considérer I'application K-linéaire
w: A —» K définie par w(ep) = 1 et w(e;) = 0 pour i = 1,2,...,n. On vérifie sans
difficulté que w(zy) = w(z)w(y) quels que soient z, y dans A.

On dira qu'une K-algtbre pondérée (A,w), de dimension finie, est une algébre
génétique au sens de Schafer si, pour tout T = Aida + f(Rz,,Rz,,---, Rz, ), l&
polynéme caractéristique, Pr(X)=dét(T — Xida) ne dépend des z; qu’a travers leurs
poids w(z;), ou A € K et Ry, est la multiplication de A définie par z;, f étant un
polynéme en indéterminées associatives non commutatives. Toute K-algebre génétique
au sens de Gonshor est une algébre génétique au sens de Schafer([23]). La réciproque,
en général fausse, est vraie §i le corps est algébriquement clos. En fait, sur un corps
algébriquement clos il y a équivalence entre “étre une algébre génétique au sens de
Gonshor” et “étre une algébre génétique au sens de Schafer”.

Soit A une K-algébre commutative. Pour tout élément z de A on définit les

puissances principales et les puissances pleines de x respectivement par :

1

z! =z, oF ! = zzk;

Ul = g glk+1] = Rl glHl.

ou k > 1 est un entier.

On dira que A est une nil-algébre de nil-index k si z¥ = 0 pour tout z dans A et k
est le plus petit tel entier.

Un élément r de A vérifiant 22 = 1 est appelé idempotent de A. L algébre A est dite
a puissances associatives lorsque r'z/ = r*™J pour tout r dans A et i.j > 1 entiers.

On dira que A est une algébre de Jordan (commutative) si z°(zy) = x(x’y) quels que
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soient z, y dans A. Il est bien connu que toute algebre de Jordan est a puissances
associatives.

Soient U et V deux sous-espaces vectoriels de A. On note UV le sous-espace vectoriel
de A engendré par les éléments de la forme uv, u et v parcourant respectivement
U et V. Les puissances principales et les puissances pleines de U sont définies

respectivement par :

Ul = U, Ukt = UU¥,
Ulll = Uy, g+l = ylklyle,

On dira que lalgtbre A est nilpotente (resp. résoluble) d’indez k si AF = 0 et
AF=1 £ 0 (resp. Al = 0 et Al-1 £ 0).

THEOREME 1.2.1([1]). — En caractéristique zéro, toute nil-algédre commutative de

dimension finie et de nil index < 3 est nilpotente.
Le résultat suivant est di a Albert.

THEOREME 1.2.2. — En caractéristique différente de 2, toute nil-algébre de Jordan

de dimension finie est nilpotente.

Soit (A,w) une K-algebre pondérée. On dira que A est une algébre train s’il existe

un entier r et des constantes v; € K tels que :

+nw(@)z 4+ yw(z) Tl =0

pour tout z dans A; le plus petit entier r donnant lieu a cette identité, nommée
€quation train, est appelé le rang de I'algebre A. Observons que 1 +71+...+%-1 =0
car w est non nul.

Soit P(X) le polynéme de K[X] défini par P(X) = X"+ X"V + . .+~ X.
Dans une extension convenable de K ( corps de rupture de P(X) par exemple ) on
a P(X)= X(X —-1)(X=Ap)...(X = Ar_2). Les scalaires \yg = 1. \;. .... A._2 sont
appelés les racines train principales de A. Toute algebre train admet une unique

pondération. Dans une algebre train tout idempotent non nul est de poids 1.
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Les algébres génétiques au sens de Schafer sont des algébres train. Mais la réciproque
est fausse ([23,théoreme 3.10}).

Si (A,w) est une algebre pondérée alors A admet la décomposition A = Ke@® N ou
N = kerw est le noyau de la pondération w et e un élément de A de poids 1 (un tel
élément existe toujours ). On sait que N est un idéal de A. La proposition suivante

est bien connue.

- ProrosiTiON 1.2.3 ([19]). — Soient K un corps commutatif et (A, w) une K-algebre
pondérée. Si (A,w) est une algébre train (resp. une algébre génétique) alors l’idéal

N = kerw est nil (resp. nilpotent).
La réciproque de cette proposition est mise en défaut par 'exemple suivant :

Exemple 1.2.4. Soit A la R-algébre commutative de dimension 3 dont la table de
multiplication dans la base {eg,e1,e2} est donnée par €3 = eg, egez = e, €2 = es,
les autres produits étant nuls. L’application w : A — R telle que w(ep) = 1,
w(ey) = w(eq) = 0 est une pondération de A. Soit z dans A, T = ageg + a1e1 + azes,
a; € R (i =0,1,2). On a 22 = olep + 2apaze; + Alez, 20 = adey + ap(a? +
apaz)ey + 2apaiones et zt = afeg + odaz (20 + agan)er + aga (a? + agaz)es. Par
suite 4 — apz® — apa; 22 + a1z = 0 et cette relation ne dépend pas que de w(z) = o
mais aussi de a;. Ainsi I'algebre (A4,w) n’est pas une algébre train, donc non génétique.
Cependant, le noyau N = kerw , vérifie N3 = 0 et N est nilpotent. Par conséquent N

est un nil-idéal.

On dira qu’une K-algébre pondérée (A,w) est une algébre train spéciale si
N = kerw est nilpotent et ses puissances principales N* (k > 1) sont des idéaux de A.

Le théoreme suivant caractérise cette classe d’algebres.

THEOREME 1.2.5 ([23]). — Soit (A,w) une algébre pondérée. Les assertions suivantes

sont équivalentes :

(i) A est une algébre génétique au sens de Gonshor et les puissances principales N*
de N = kerw sont des idéaux de A.

(2t) A est une algebre train spéciale.

On sait alors que toute algebre train spéciale est une algebre génétique. De plus. il
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existe des algébres génétiques qui ne sont pas des algeébres train spéciales. L’exemple

suivant nous en fournit ’'illustration.

Exemple 1.2.6. ([21, théoréme 3.30]). Soit A la R-algébre dont la multiplication
dans la base {co,c1,..-,cs} est définie par : c3 = ¢y, coc1 = 31, coc2 = {C3,

2 __ 1 — 1
€] = 3C2,C1C2 = 3

ca, 3 = $5cs, les autres produits étant tous nuls. L’algebre A est
pondérée par l'application w : A — R, w(ey) =1 et w(¢) =0, (¢ =1,...,5). On
aN =kerw =<cy,...,c5 >, N? =< cz,¢4,¢65 >, N3 =< ¢4,¢c5 > et N* = 0. Mais
N?Z n’est pas un idéal de A car coc; = c3 ¢ N2. Donc A n’est pas une algebre train
spéciale. Par contre elle est génétique au sens de Gonshor.

Puisque les algebres génétiques sont des algebres train, du théoreme 1.2.5, il vient

que toute algebre train spéciale est une algebre train.

On peut noter le résultat suivant di & Abraham ([1]).

THEOREME 1.2.7. — En caractéristique différente de 2, toute algébre train

commautative de rang < 3 est une algébre train spéciale.

Exemple 1.2.8. Soit A la K-algebre commutative de dimension 6 dont la
multiplication dans la base {cg,c;,-..,cs} s'écrit ¢ = ¢o, coc; = %c,- (i=1,...,5),
€12 = (€4 = —CiC5 = €3, C1€3 = C4, C2C3 = C5, les autres produits sont
nuls. Soit z un élément de A de poids 1. Alors z = cg + ajc1 + -+ + ascs et
2? - = 2(mag — a1 05+ a204)c3 + 201304 + 200505, 22— 7% = (2% — )+ 2(ar02 -
a1as + azay) (e ¢y + aacs). Par suite A est une algebre train vérifiant ’équation train
i —2w(z)zd + %w(:z:)za:2 — w(z)3z = 0. Mais le noyau N = kerw =< cy,...,c5 > de
w n’est pas nilpotent puisque N3 = N2 =< c3,cq4,¢5 >. On obtient ainsi une algébre

train de rang 4 qui n’est pas une algebre train spéciale.

THEOREME 1.2.9. ([11]). — Soit (A.w) une algébre train de rang 4. Pour tout z dans

A de poids non nul, la sous-algébre engendrée par x est une algébre train spéciale.

Nous montrons a travers l'exemple ci-dessous que le rang 4 est le meilleur possible

dans le théoreme 1.2.9. En d’autres termes. le résultat n'est plus vrai pour les algébres

train de rang n > 3.

Exemple 1.2.10. On considere la R-algébre commutative dont la table de
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multiplication est donnée dans la base {eo,e1,--. ,en_2} par : eg = ey, €0€; = €i41,
n-2
e?=ey (i=1,...,n—=3),n > 5, les autres produits sont nuls. Soit z = eg + Z Qa;€;
—r
n-3 '
dans A. On a : 22 —z = —aje; + (201 + a% — ag)es + Z(Qa,— — aj41)ei+1 €t
=2
n—4 :
2:3 - :132 = -—al(al + 1)62 + (2(11 + a% - a2)63 + Z(2a,- - a,-+1)e,-+2. Il est facile
1=2
d’établir par récurrence sur k que z**t! — z¥ = —qi(a; + l)ex + (2a1 + a? —
h n—2-k
az)€k+1 + Z (2&,‘ - a,—+1)e,-+k (k =2,3,...,n~ 4) Par suite, "2 — g3 =
1=2
—oq(a1 + Dep_s + (201 + a2 — az)en—2, %71 — 2772 = —a;(a; + 1l)ep—2 et enfin

™ —z"~! = 0. Donc, pour tout z dans A, on a z" —w(z)z" ! = 0. Posons zp = ep+e;.

Alorszf =eg+e1+...+exo1+3ex (k=2,...,n—2) et 1‘3“1 =ey+er+...+en—s.
n—1

Montrons que la famille {zo,z2,z3,...,25 "} est libre. En effet, si Z Bizh = 0 alors

en se ramenant 2 la base {eg, €1, -, e,_2} on obtient : Gy + B2 +.. .-i-lE:,_l =0,8,=0
et 30k +0ks1+.. . +0n-1=0,(k=2,3,...,n—2).Soitdonc fy, =B, = ... = fp_1 = 0.
Par conséquent A est une algebre train monogene de rang n > 5, engendrée
par 'élément zg. On a N = kerw =< ey,€2,...,6n_2 > avec N? =< e; > et
eoN? =< e3 >¢ NZ2. Donc (A,w) n’est pas une algébre train spéciale car N2 n’est
pas un idéal de A.

Remarque 1.2.11. Les exemples 1.2.8 et 1.2.10 nous montrent que pour n > 4 il

existe des algebres train de rang n qui ne sont pas des algebres train spéciales.
Un corollaire immédiat du théoréme 1.2.9, donné dans [12], est le suivant.

CoRroLLAIRE 1.2.12. — Soit (A,w) une algébre train de rang 4 de racines train

principales 1, Ay et A\p. Si A\ # % et Ay # -;— alors A admet au moins un idempotent

non nul.

L exemple suivant nous montre que si & est une racine train principale d une algébre

train A de rang 4. alors 4 peut ne pas admettre d'idempotent non trivial.

Exemple 1.2.13. Soient A un corps de caractéristique différente de 2 et A

la A-algebre dont les produits non nuls dans la base {e.u.t} sont : e? = e + w.
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eu =au+vetev= %u avec a € K. A est une algébre train de rang 4 d’équation
train z* — (@ + 3)w(z)z® + 1(1 + 3a)w(z)?z? - taw(z)®z = 0 et ses racines train
principales sont 1, % et a. Soit maintenant r = e 4+ ;1 + z2v un élément de poids 1
de A. Si z2 = z alors z; = 0 et 1 — z; + 2ax, = 0. Ce qui est impossible et donc A

n’admet pas d’idempotent non nul.

1.3. Introduction aux algébres de Bernstein.
" En suivant [12] on peut poser le probléme de Bernstein comme suit. Un état de la
population dans une génération étant décrit par un vecteur z = (z3,-..,Z,) de R™ tel

n
que z; > O et Z z; = 1, soit A™"! le simplexe de tous les états de cette population

=1

défini par :
n
A" = {(z4,...,2,) ER™ | 1; > 0,w(z) = in =1}
=1
Observons que A™"! est un ensemble convexe. Les vecteurs eq,...,e, de la base

naturelle de R™ sont appelés les types d’individus dans la population considérée. Soit

Pij.k la probabilité pour qu'un individu de type ex provienne de parents de types e;

n

et e; dans la génération suivante. Alors p;;x > 0 et Epij,k = 1. On admettra que
k=1

Pij.k = Dji,k €N supposant que l'origine des parents n’a pas d’importance chez les

descendants. Les nombres p;; x sont appelés les coefficients d’hérédité.

Siz = (zy,...,zn) est I'état d’une population alors, dans la génération suivante,
son état est donné par z’ = (z},...,z,) tel que:
Th= Y DykTT;
1<i<;i<n

pour tout entier k tel que 1 < k£ < n.

Ces formules définissent une application quadratique V : A*~1 — A"l 1+ 7',
appelée opérateur d évolutionde cette population. Un état r est dit en équilibre (stable)
si V(z) = r. Un opérateur d'évolution V est dit stationnaire d ordre k si V*+! = V',

Le probleme posé par Bernstein est la description de tous les opérateurs d'évolution

stationnaires.
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Un opérateur d’évolution V peut s’interpréter de la fagon suivante. Sur le R-espace

vectoriel R®, on définit une multiplication commutative par :

n
€ij = Zpij,kek (1<i<j<n)
k=1

ot {ej,...,eq} est la base canonique de R™. On obtient ainsi une algebre

commutative pondérée (A,w), non nécessairement associative, o w : A — R,
n

(Z1,--1Zn) — Z z; et A = R™. Par suite, un opérateur d’'évolution V' définit sur
i=1
R™ une unique algébre commutative Ay satisfaisant

?=V()=2z

pour tout r dans A™”l. L’algetbre Ay est alors appelée algébre d’évolution
de la population considérée. Notons que dans ce cas V*+! = V¥ équivaut a
zlk+2l = w(:v)zkx[k'*'l] quel que soit z dans A (dans le cas ou V(z) = z2). Pour

k=1, i.eV? =V, on dit simplement que V est stationnaire.

THEOREME 1.3.1 ([12]). — L’opérateur V est stationnaire si et seulement si

¥ = w(z)?z2.

1.4. Structure des algebres de Bernstein.

Dans ce paragraphe, K désignera un corps commutatif de caractéristique différente

de 2 et 4 une K-algebre commutative non nécessairement associative.

Définition 1.4.1. On appelle algebre de Bernstein toute K-algebre pondérée (A, w)
vérifiant I'identité z3 —~ w(z)?z? = 0 pour tout z dans A.

Soit (A.w) une K-algebre de Bernstein. Alors A admet une pondération unique.
De plus. si = est un élément de A de poids 1 alors (z2)? = zl¥ = z? et donc 4
admet un idempotent non nul. Si e est un tel élément alors l'algebre A admet la
décomposition de Peirce A = Ke =1, =V, avec L, = {z € kerw | ex = 3z} et
Ve = {r € kerw | ex = 0}.

La proposition suivante sera d 'une grande urilité.
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PROPOSITION 1.4.2 ([13]). — Si A = Ke ® U. © V, est une K -algebre de Bernstein
alors
() U2cV., UV.CU., VEcCU., UVZ=0,
(2) u® =0 et ui(ugus) + uz(uzuy) + ua(uyuz) =0,
(3) u(uv) =0 et ui(uz2v) + u2(u1v) =0,
(4) (w)? =0 et (u1v)(ugv) = (uv1)(uvz) = 0;

avecu, uy, ug € U, etv, vy, v € V,

Dans toute la suite du paragraphe (A4,w) désignera une algebre de Bernstein. Si e
est un idempotent non nul fixé dans A, ’ensemble des idempotents non nuls de A est

donné par

L(A) = {e+u+u?|uell}.

Soient eg = e + ug + u3, ug € U,, un autre idempotent et A = Keg @ U, ® Vg,
la décomposition de Peirce de A relativement a eg. Les sous-espaces U, et V., sont

donnés par U, = {u +2upu | u € U} et Vo, = {v —2ugv — 2udv | v € V. }.

ProposITION 1.4.3. — Soient (A,w) une K-algébre de Bernstein, e et ey deur
idempotents de A tels que A=Ke®U. ® V. et A= Keyg ® Ug, ®Ve,. Alors on a les

isomorphismes de K -espaces vectoriels U, = U, et Vo = V.

En effet, il suffit de voir que ¢ : U, — Uy, u — u+2upu et ¢ : V, — V,,,
v — v — 2ugv — 2udv sont des applications linéaires bijectives.
De la proposition ci-dessus, il vient que les dimensions de U, et de V. sont

indépendantes du choix de I'idempotent e. D’ou la définition suivante :

Definition 1.4.4. On appelle type d’une K-algebre de Bernstein A = KeaU, S5V,
le couple (1 + r,s) avec r = dimgU, et s = dimgV,.

Le type d'une K-algebre de Bernstein intervient dans de nombreux théoremes de
classification.

Il est aussi bien connu que les entiers dimg U? et dimg (U.V, + V.2) ne dépendent
pas du choix de l'idempotent e dans la décomposition 4 = Ke= U, = V,.

Les définitions suivantes. qui en découlent. ont été introduites par Lyubich ([12]).
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Une algebre de Bernstein A = Ke & U, © V. est dite ezceptionnelle si U2 = 0 et
normale (ou conservative) lorsque UV, + V2 = 0.

Toute algebre de Bernstein de type (1 +7,s) avec inf(r, s) < 1 est soit normale soit
exceptionnelle [12, corollaire 3.4.24]. La proposition suivante donne une caractérisation

de ces deux classes.

PROPOSITION 1.4.5 ([19]). — Soit (A,w) une K -algébre de Bernstein. Les assertions
suivantes sont équivalentes :
(1) (A,w) est une algébre de Bernstein normale (resp. exceptionnelle)

(i1) 22y = w(z)zy (resp. (zy)? = w(zy)zy) quels que soient T ety dans A.

Soit (A,w) une K-algeébre de Bernstein. On sait que A se décompose sous la forme

A= Ke® N ou N = kerw est le noyau de la pondération.

PROPOSITION 1.4.6. — Si I est un idéal de A alors le sous-espace vectoriel NI est

aussi un idéal de A.

En effet, supposons que I est un idéal de A. Alors NI C I et donc
N(NI) ¢ NI. 1l suffit donc de montrer que e(NI) C NI. Or, la formule
e(zy) = %my + w(z)ey — 2(ez)(ey), provenant de la linéarisation de !'identité
8 — w(z)?z? = 0, pour tout z parcourant I et y parcourant N, nous donne

cette inclusion, carsi I ¢ IV, on peut supposer que e € I. D’ol le résultat.

COROLLAIRE 1.4.7. — Les puissances principales N* de N = kerw sont des idéauz
de A.

En effet NV étant un idéal, il suffit de procéder par récurrence sur k > 1 en utilisant

la proposition 1.4.6.

COROLLAIRE 1.4.8. — Soit (A,w) une K-algébre de Bernstein. Les conditions
suivantes sont équivalentes :
(1) (A.x) est une algébre train spéciale.
(17) (A.x) est une algebre génétique.

(117) kerw est un idéal nilpotent.

En effet. (i) = (1) par le théoreme 1.2.3. (ii) = (iii) par la proposition 1.2.3 et
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(114) == (i) par le théoreme 1.2.5 et le corollaire 1.4.7.

PrRoOPOSITION 1.4.9. — Soient (4, w) une K -algébre de Bernstein et A = Ke®U.8V,
sa décomposition de Peirce relativement a l'idempotent e. Alors les assertions suivantes
sont équivalentes :

(1) (A,w) est une algébre de Jordan,
(#1) (A,w) est une algébre a puissances associatives,
(i41) (A,w) vérifie I’équation train z° — w(z)z? = 0,
(#v) Il eriste un idempotent e tel que Vf = 0 et v(vu) = 0 quels que soient u € U,
veV,,
(v) V2 =0 quel que soit l’idempotent e dans A.

Dans une algébre de Bernstein A = Ke & U, © V., le sous-espace vectoriel
Lo = {u € U, | U, = 0} = UeN AnnlU, est un idéal de A. Il a été prouvé
dans [8] que Ly est un invariant de 'idempotent. De plus I’algebre quotient A/Lg est

une algébre de Bernstein-Jordan.

LemME 1.4.10 ([13]). — L3 =0, V2 C Lo, U2Lo = 0 et v(vu) € Lo quels que
sotentu € U, v E V,.

THEOREME 1.4.11 ([17, théoréme 2.7]). — Soit (A,w) une algébre de Bernstein de
noyau N = kerw. Alors, les assertions sutvantes sont équivalentes :
(i) N est une nil-algébre.
(11) A est une algébre train.

De plus. son équation est de la forme : (z° — w(z)z*)(z — -i—w(a:))r"S =0.

Remarque 1.4.12. Puisque nos algebres sont non associatives, I'équation train

1
(z® — w(z)x®)(z - 5(41(:1:))”3 = 0 devrait se mettre rigoureusement sous la forme

-1 k r—3 r—3
" +ne(z)z" + L+ yrw(@) T =0 avee v = S_f)_T)_ ( k ) +2(k - 1>}

1 < k& <r —1. Mais cette notation est souvent utilisée par souci de simplification.




AUTOUR DE LA CONDITION D’ENGEL DANS
LES ALGEBRES DE BERNSTEIN

2.1. Préliminaires

Soient K un corps commutatif et A une K-algebre non nécessairement commutative
ni associative. Pour tout z dans A, désignons respectivement par L, et R, les
multiplications 4 gauche et a droite de A définies par I’élément z. On dira que A
vérifie la k-iéme condition d’Engel & gauche (resp. & droite) si LX = 0 (resp. RE = 0)
pour tout z dans A, ou k > 1 est le plus petit tel entier. Si ’algébre A est commutative,
on parlera simplement de k-iéme condition d’Engel.

Soit A = Ke® U, &V, une K-algébre de Bernstein. Si U, = 0, A est dite constante
car pour tout £ = Ae + v de A ol A est dans K et v dans V,, on a z2 = A%e. Dans
ce cas, si N = kerw alors, N =V, et N est trivialement nilpotent car N? = V.2 = 0.
Ainsi, dans toute la suite, on supposera que les algébres de Bernstein considérées sont
non constantes et on établira des conditions suffisantes pour que l'idéal N = kerw soit
nilpotent, i.e pour que |'algébre de Bernstein (A, w) soit une algébre génétique.

Une K-algebre pondérée (A,w) ne peut satisfaire une quelconque condition d’Engel
au sens donné ci-dessus. En effet, si LX = 0 pour tout z dans A alors w(z) = 0 quel
que soit r dans A. Ce qui est absurde. puisque « est une application non nulle par
définition. On dira donc qu’une algebre de Bernstein (.4..w) vérifie la k-iéme condition
d 'Engel sil'idéal .N = kerw vérifie la k-ieme condition d 'Engel.

On a le résultat suivant :

-13-



-14-

THEOREME 2.1.1. — Soient (A,w) une K-algébre de Bernstein et N = U. @V, =
kerw. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) N est un nil-idéal ,
(i) L’application L,y est nilpotente pour tout x dans N ,

(i17) L’application Lyy, est nilpotente pour tout v dans Ve.

En effet ,(i) = (ii) est donnée dans ([20]) et (it) => (44i) est triviale. Montrons
(iit) = (2). Soit donc z € N. Alors il existe u dans U, et v dans V, telsque z = u+v.
Dot 22 = u2+2uv+v? et 23 = 13+ 2u(uv)+ur? +u?v+2(uv)v+v3 = v2v+2(uv)v 413,
apres simplification a ’aide du théoréme 1.4.2. La derniére expression nous montre
que z3 € U,. Par suite, on peut établir par récurrence sur ’entier k > 0, que
gk+3 = Lk w. (z3). Donc, si 'application Ly, est nilpotente d’index ¢ alors z*+3 = 0
et IV est nil.

On peut remarquer quesiz = u+v € IV, pour tout k > 0,ona L'I‘rﬁ = Lﬁer oLilN.
Cette relation nous donne I'implication (iii) = (ii) dans le théoréme 2.1.1.

On dira qu’une algebre de Bernstein (A, w) vérifie la k-iéme condition faible d’Engel
si Lﬁw, = 0 pour tout v dans V,, k > 1 étant le plus petit entier avec cette propriété
et A= Kee U, @V, la décomposition de Peirce de A relative & un idempotent non
nul e. Cette notion, bien que relative & un idempotent, ne change pas si 'on change
l'idempotent. Seul I'indice de nilpotence peut changer. En fait, on a la proposition

suivante :

ProprosITION 2.1.2. — Soient A = Ke®U,. 6V, = Ke'®U & Ve les décompositions
de Peirce d’une algébre de Bernstein (A,w) relativement & deux idempotents e et €.
Sl existe un entier k > 1 tel que L§|U, = 0 alors L';,ng, =0, v et v parcourant
respectivement V, et V.

En effet. on sait qu'il existe ugp € U. telque &’ = e+ up + ud et siv’ € Uy, v’ € Vi,
on peut trouver u et v respectivement dans U, et V, tels que v’ = v — 2ugr — ‘Zu%v et

u' = u + 2ugu. Ainsi. la proposition 1.4.2 permet d’obtenir la relation :

-2

L;:";L-'!,(”,) = L‘:,l.L.C(L'(L'u) + 2v(ug(vu)) + 2v(v(ugu)) + Lr((uot)(uou)))

pour tout entier p > 1 et le résultat en découle.
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THEOREME 2.1.3. — Soient K un corps de caractéristique différente de 2 et (A,w)
une K -algébre de Bernstein vérifiant la k-iéme condition faible d’Engel. Alors A est

une algébre train de rangr, aveck+1<r <k +3.

En effet, si A vérifie la k-itme condition faible d’Engel alors Lﬁer = 0 et, par
suite, v**2 = 0 pour tout v € V,. Ainsi, puisque LX~! # 0 pour un certain v € V,, le
théoréme 3.2 de [5] nous dit que A est une algébre train derang r avec k+1 < r < k+3.

Nous montrons ci-dessous qu'il existe des algebres de Bernstein vérifiant la k-ieme
condition faible d’Engel (k > 1) et qui sont des algébres train de rang k+i (i = 1,2, 3).

En effet, pour k = 1, soit A =< e,u,v >. Si les produits non nuls de A sont donnés
respectivement par :

(1) e® = e, eu = 2u;

2

(2) €2 =e, eu = Lu, u? = v;

— NP N

(3) e® = e, eu = Ju, v? = u;

alors (A, w) est une algébre de Bernstein train respectivement de rang 2, 3, 4.

Supposons maintenant que k > 2 et soit A; =< e,u;, us,..., Uk, ¥ > avec comme
produits non nuls e = e, eu; = %uj G=12,..,k),vu;=uj, (j=1,2,...,k—-1)
et v2 = uq_; (i = 1,2,3). On vérifie que (A;,w) est une algébre de Bernstein
exceptionnelle satisfaisant v*+%~2 = y, # 0, v+l = ( et LZIU, = 0. Par suite,
le théoreme 3.2 de [5] nous dit encore que A; est une algébre train de rang k + 4

(: = 1,2,3) vérifiant la k-iéme condition faible d’Engel.

2.2. Les premiéres conditions d’Engel

ProPOSITION 2.2.1. — Soit (A,w) une K-algébre de Bernstein. Si A vérifie la

premiére condition d’Engel alors N = kerw est nilpotent.
En effet. si L;;x = 0 quel que soit z dans N alors N2 =0.

ProrosiTion 2.2.2. — Soit (A.w) une K -algébre de Bernstein. Si A vérifie la

premiére condition faible d 'Engel alors N = kerw est nilpotent.

En effet. si L, = 0 pour tout v dans V,, alors U,V. = 0 et la proposition 4.2 de

[13] nous dit que NV*? = 0.
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2.3. Les deuxiémes conditions d’Engel

LemME 2.3.1. — Soit N une K-algébre commutative. Si N vérifie la deuriéme

condition d’Engel alors (yz) = 0 quels que soient x, y, z dans N et N est associative.

En effet, comme N vérifie la deuxiéme condition d’Engel on a z{zy) = 0 quels
que soient z, y dans NV et en particulier 3 = 0 pour tout z dans N. Cette derniére
condition entraine que 2z(zy) + %y = %y = 0 et comme la caractéristique de K est

différente de 2, nécessairement z(yz) = 0 quels que soient x, y, z dans N.

CoROLLAIRE 2.3.2. — Toute algébre de Bernstein vérifiant la deuriéme condition

d’Engel est génétique.
En effet, d’apres le lemme 2.3.1 on a N3 = 0.

Note 2.3.3. On peut se demander si une algébre de Bernstein dont le noyau
de la pondération est associatif n’est pas elle-méme associative. La réponse a cette
question est, en général, non et, de plus elle n’est pas n-associative pour tout
entier n > 3. Rappelons que le n-associateur d’'une K-algébre A est l'application
K-multilinéaire A x 1A X -+ x A -~— A définie par (zy,...,Zn) — {T1,...,Zn}

n—

ou {zy,...,Tp} = Z(—l)k'l{xl,. .y TkTk41,---1Zn} pour n > 4 et {z], 23,73} =
(z122)x3 — :rl(:rga::;lUne algebre peut ne pas étre associative, i.e 3-associative dans
le langage ci-dessus, mais étre 4-associative. Pour de tels exemples on renvoie & [19].
Dans le cas qui nous occupe concernant le corollaire 2.3.2, I'algébre de Bernstein
s'écrit A = Ke @ N ou e est un idempotent et N = U, & V, une algebre associative
vérifiant (zy)z = 0 quels que soient z, y, z dans N. En fait, le calcul du n-associateur
donne {e....,e,v,v'} = —zz=7vv’ quels que soient v, v’ dans V,. Cela nous dit qu’une
algebre de Bernstein n’est jamais n-associative pour tout entier n > 3, sauf si Ve2 =(.
En fait. I'unique algebre de Bernstein associative est l'algebre A = Ke © V, avec
V2 = 0. Nous donnons ci-dessous un exemple d’algébre de Bernstein non associative
dont le noyau est une algebre associative.

Exemple 2.3.4. Soit 4 la R-algebre dont la multiplication dans la base {e.u.v}

1Y
-

est donnée par e =e. eu = %u r” = u et les autres produits sont nuls. Cette algébre
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vérifie la deuxieme condition d’Engel. En effet, si z = au + Sv et y = o’u + G'v alors
ry = BB u et z(zy) = 0. Par suite, le lemme 2.3.1 nous dit que N est associatif.

Quant a la deuxieme condition faible d’Engel on a le résultat suivant :

THEOREME 2.3.5. — Toute algébre de Bernstein de dimension finie vérifiant la

deuriéme condition faible d’Engel est génétique.
La démonstration de ce théoreme dépend du lemme suivant :

LEMME 2.3.6. — Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2,
E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle et S un ensemble non vide de

K -endomorphismes de E qui anticommutent deux a4 deur. Alors ﬂ Kerf #0.
fes

En effet, puisque f2 = 0 pour tout f dans S, les cas ou dimg(E) = 1 ou
S = {0} sont immédiats. Supposons donc que dimg(E) > 2 et qu’il existe un
endomorphisme non nul f dans S. Alors f2 = 0 et 0 # f(E) C Kerf nous
disent que F' = Kerf # 0 et dimg(F) < dimg(E). Comme pour tout g dans
S, gf + fg = 0, nécessairement g(F') C F ie g est un endomorphisme de F. Donc
ﬂKerg:Ke'rfﬂ ﬂ Kerg = n Ker(g,r). L’hypothése de récurrence sur

ges ge€S—{f} g€S—{f}
la dimension nous dit ﬂ Ker(gr) # 0, d'ou le lemme.
geS—{f}

Démonstration du théoréme 2.3.5. Soient (A,w) une K-algébre de Bernstein
de dimension finie et A = Ke & U, & V, sa décomposition de Peirce. Considérons
l'idéal L = U, N Ann(U,) de ’algebre A. Si L = 0 on sait que I'algebre A est génétique
([13]. [9]) et elle vérifie n’importe quelle condition d’Engel. Supposons que L # 0 et
considérons les multiplications Ly, : Ue — U., u — uv pour tout v dans V..
Comme Ly, (L) C L, puisque L est un idéal, on pose ¢, = L,r. Pour tout v dans
Ve. €2 = 0 car l'algebre A vérifie la deuxiéme condition d’Engel, donc ¢, €, + £,:€, =0

quels que soient v, v’ dans V. Le lemme 2.3.6 nous dit alors que I = ﬂ Ker(t,) #0.
veV,
Puisque I C L C U..el =1. U, I =0¢et V,I =0, alors I est un idéal de A et 'algebre

de Bernstein quotient A/I vérifie la deuxieme condition faible d'Engel. L'hypothese
de récurrence sur la dimension nous dit que l'algébre de Bernstein 4/ est génétique

o encore. il existe un entier k > | tel que N* C I.donc N¥~' c NT c U I+ V,I = 0.
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Il s’ensuit que A est une algebre génétique d’apres le corollaire 1.4.8.

COROLLAIRE 2.3.7. — Toute algébre de Bernstein-Jordan de dimension finie est
génétique.
En effet, il suffit de remarquer que toute algébre de Bernstein-Jordan de dimension

finie vérifie la deuxiéme condition faible d’Engel ( voir condition (iv) de la proposition

1.4.9).

2.4. Les troisiemes conditions d’Engel

LeMME 2.4.1. — Soit (A,w) une K -algébre de Bernstein. Les conditions suivantes
sont équivalentes :
(i) L’algeébre (A, w) vérifie la troisiéme condition d’Engel;
(i?) Pour toute décomposition de Peirce A = Ke® U. ® V. on a v(v(vv')) = 0,
v(u (vu)) =0, u?(ve)+u(u?e’) =0, v(v(U.V,)) =0, v(vU2) =0, quels que

soient u, u' dans U, etv, v' dans V.

En effet, solent z =u+vet y=v' 4+ dans N =U. & V.. On a z(zy) = u(un’) +
u(vu’) +v(un’)+v(uwv’) +u(ve’) +v(vv’) car U V2 = 0 et u(uV,) = 0 quels que soient v,
v’ dans V.. Donc z(z(zy)) = u(u(uu’))+u(u(ve’)) +uv(un’)) +u(v(ur’))+u(v(vu’))+
u(v(vv’)) + v(u(uwvw’)) + v(u(vu')) + v(v(un')) + v(o(uv")) + v(v(vu’)) + v(v(vv’)). Or,
les termes u(u(uu’)), u(v(uv')), u(v(uv’)), u(v(vy’)) et u(v(ve’)) sont tous nuls. D’ol
z(z(zy)) = u(u(ve')) + v(u(uw')) + v(u(ve)) + v(v(uw')) + v(v(ur’)) + v(v(ve')) +
v(v(v?’)), soit enfin

) a1 , .,
(2.4.2) z(z(zy)) =v(v(vv)) + v(u(ve)) + §(u2(vu) + v(u®u))

+o(v(vu’)) + v(v(v'u)) + v(v(uw'))
Compte tenu de cette derniere formule. la condition (i) entraine la condition (i).
Supposons maintenant que l'algebre 4 vérifie la troisieme condition d Engel.
cest a dire. r(r(ry)) = 0 pour r. y parcourant V. On a. en particulier.
c{v(vu’)) = v(e(vr’)) = 0 et en faisant v’ = 0 dans la formule (2.4.2). on a

c{v(ur™) = 0 quels que soient u dans L7, et v. v/ dans V.. Donc v(v(L.V.)) = 0.
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Si l'on pose u = u' dans (2.4.2) on a v(vu®) = 0 quels que soient u dans U
et v dans V. et, par suite v(vU2) = 0. La formule (2.4.2) se réduit alors a
0 = z(z(zy)) = w(u(ve')) + v{u{u(y')) + v(u(vu’)) ob, en remplagant v par —v
et en additionnant les deux équations on a v(u(vy')) = 0 et u(u(u'v)) +v(u(uu’)) =0,
soit encore v(u2u’) + u?(vu’) = 0 et le lemme s’ensuit.

Pour deux sous-K-espaces vectoriels B et C d’une K-algebre A, posons,

inductivement, B*¥)C = B(B*~V(C) pour tout entier k > 1 et BOC =C.

LEMME 2.4.3. — Soient A = Ke® U, ®V, une K -algébre de Bernstein de dimension
finie. Si pour tout v dans V, on a v(v(U.V.)) = 0, alors l'idéal N = U, ® V, est
nilpotent.

En effet, considérons la suite décroissante de sous-espaces vectoriels de A,
U.=VOU, > v, 5 - o ViU, 5 VDU, 5 - La sous-algebre N étant de
dimension finie, cette suite est stationnaire et donc il existe un entier k > 1 tel que
Ve(k)Ue = Ve(kH)Ue. Si Ve<k)Ue = 0, l'algébre enveloppante E(V,.) est nilpotente et le
théoréme 4.7 de {13} nous dit alors que l'idéal N est nilpotent. Sinon, c’est & dire, si
VIPU, #£0,0na V.l =TI avec I = VIOU, et les lemmes 4.3 et 4.4 de [13] nous disent
que [ est un idéal de A contenu dans L. Considérons la famille de multiplications
(¢y)vev, o &, : I — I, T —> vz avec v parcourant V,. Pour tout v dans V,, €2 =0

car v(v(U.V,)) =0 et I C U.V,. Donc la famille (¢,)yecy, est anticommutative et le

lemme 2.3.6 nous dit que J = ﬂ Ker(t,) # 0. Or J est un idéal de A et 'algebre
vev,
quotient A/J vérifie les conditions du lemme avec dimyg(A/J) < dimg(A). Par

récurrence sur la dimension, le noyau de A/J est nilpotent. Donc, il existe un entier
m > 1 tel que N™ ¢ J. Puisque U,J = V,J = 0, on a N™+! = 0. Ainsi, V est
nilpotent et la condition (iii) du théoréme 4.7 de [13] nous dit alors que I = Q est
le seul sous-espace vectoriel de A vérifiant VI = [. ce qui contredirait le fait que

I=v®U, 2o

COROLLAIRE 2.4.4. — Toute algébre de Bernstein de dimension finie vérifiant la

trowsiéme condition d Engel est génétigue

En effet. d’aprés le lemme 2.4.1. une telle algebre vérifie la condition du lemme



2.4.3.

Le résultat exprimé dans le corollaire 2.4.4 n'est plus vrai si 'algebre de Bernstein
vérifie la troisieme condition faible d’Engel.

Exemple 2.4.5. Considérons la K-algébre de Bernstein de dimension 6 du contre-
exemple de Suttles ([18]) que nous appellerons algébre de Bernstein-Suttles. Pour cette
algebre, on a v(v(vu)) = 0 quels que soient u dans U, et v dans V., mais le noyau N
n’est pas nilpotent car N3 = N2 # 0.

Par contre, un tel exemple est en défaut en dimension < 5. Plus précisement on a

le théoréme suivant.

THEOREME 2.4.6. — Toute algébre de Bernstein de dimension < 5 vérifiant n’importe

quelle condition d’Engel est génétique.

En effet, d’aprés le théoreme 2.1.1, si (A, w) est une algébre de Bernstein vérifiant
n’importe quelle condition d’Engel alors 'idéal N = kerw est nil et d’apres le théoréme
1.4.11, toute algebre de Bernstein telle que N est nil est une algebre train. Finalement,
d’apres le théoréme 3.1 de [18], toute algébre de Bernstein qui est une algebre train
de dimension < 5 est une algebre train spéciale, c’est & dire, N est nilpotent et ses
puissances principales N* sont des idéaux de A. En particulier, A est une algtbre

génétique.
2.5. Un contre-exemple

Considérons I'algebre de Bernstein-Suttles, c’est a dire, la K-algébre commutative A
de dimension 6 dont la table de multiplication relative & une base {e,e;,e2,€3,€4,€5}
s'écrit e2 = e, eex = %ek (k = 3,4,5), e1e2 = ezeq = —eje5 = e3, €1€3 = ey,

eqe3 = es, les autres produits étant nuls. On a N = U, & V. avec U, =< e3,€4,€5 >
5

et V. =< ej.eq >. Stz = Za,-e,- est dans NN, la matrice de la multiplication
i=1
L;: N — N.,y+— zydans la base {e,.e2,e3.e4, €5} de NV s’écrit

0 0 0 O 0

0 0 0 O 0
L=l ar—a; a+ay 0 o —-om

Q3 0 a1 0 0

0 Q3 o 0 0
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Les calculs nous montrent que L} = 0 et L2 # 0, c’est & dire, l'algebre A vérifie la
quatriéme condition d’Engel, mais on a déja vu dans 'exemple 2.4.5 que le noyau N
n’est pas nilpotent, ou encore que 'algébre de Bernstein-Suttles n’est pas une algebre

génétique.

2.6. Applications

Les résultats qui suivent nous permettent de classifier certaines classes d’algébres

de Bernstein.

PROPOSITION 2.6.1. — Toute algébre de Bernstein train de type (2,n — 1) est une

algébre train spéciale.

En effet, soit A = Ke & U, @ V. une K-algebre de Bernstein de type (2,n — 1) et
supposons que A soit une algébre train. On sait que dans toute algébre de Bernstein
train, 'opérateur L,y est nilpotent pour tout r dans N et, en particulier, L,y, est
nilpotent pour tout v dans V,. Comme dimg(U,) = 1, nécessairement Ly, = 0,
donc A vérifie la premiere condition faible d’Engel et la proposition 2.2.2 acheve la

démonstration.

ProposiTION 2.6.2. — Toute algébre de Bernstein train de type (3,n — 2) est une

algébre train spéciale.

Soit, en effet, A = Ke & U, © V. une algebre de Bernstein de type (3,n — 2) et
supposons que A soit une algebre train. Comme ’endomorphisme L, |y, est nilpotent
et que dimg(U,) = 2, nécessairement L121|Ue = 0 pour tout v dans V,, c’est a dire
I'algébre A vérifie la deuxieme condition faible d’Engel. Le théoreme 2.3.5 nous dit
alors que A est une algebre génétique. ce qui équivaut a dire que 4 est une algebre
train spéciale.

Notons qu'il existe des exemples d’algébres de Bernstein train de type (4.n — 3)
qui ne sont pas des algebres train spéciales. Ainsi. l'algebre de Bernstein-Suttles est
une algebre train de type (4.2) qui n'est pas une algébre train spéciale ([18] pour la

démonstration du fait que l'algébre de Bernstein-Suttles est une algebre train).
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PROPOSITION 2.6.3. — Toute algébre de Bernstein train de type (n, 1) est une algébre

train spéciale.

Soit A = Ke @ U, @ V. une algebre de Bernstein de type (n,1) et supposons que
A soit une algebre train. Puisque, pour tout v dans V. 'opérateur Ly, est nilpotent
et que dimg(V.) = 1, 'algébre enveloppante E(V.) est nilpotente et le lemme 4.1
de [13] nous dit que l'idéal N = U, ® V. est nilpotent. Donc A est une algebre
train spéciale. Notons encore ici qu'il existe des algebres de Bernstein train de type
(n — 1,2) qui ne sont pas des algebres train spéciales. C’est encore le cas de ’algebre
de Bernstein-Suttles.

Remarquons que les propositions 2.6.1, 2.6.2 et 2.6.3 permettent de retrouver le
résultat du théoreme 2.4.6.

Par la suite, nous allons classifier différents types d’algébres de Berunstein en tenant

compte des propositions ci-dessus démontrées.

THEOREME 2.6.4. — Soit A une algébre de Bernstein train de type (2,n — 1). Alors
A est isomorphe @ une seule des algébres dont les tables de multiplication dans la base
{e,u,v1,...,vn_1} sont les suivantes :
B, :e?2=e, eu=%u, u? = ;.
Ba(r) : e =ce, eu:%u, v=au(1<i<r)ot0<r<n—1eto; € K*, les

autres produits étant nuls.

En effet, soient (A,w) une algébre de Bernstein train de type (2,n — 1) et
A = Ke & U, © V., sa décomposition de Peirce relative & un idempotent e # 0;
c’est une algebre train spéciale vérifiant U,V = 0. Si U2 # 0, le théoréme 4.11 de [12]
nous dit que A est une algébre conservative, donc V2 = 0. Soit {u} une base de U,. Il

existe alors une base {vy,..., tn—1} de V. telle que la table de multiplication de cette

algebre dans la base {e.u.vy,....v,_} s'écrit e2 = e, eu = Lu, u? = v,. les autres

produits étant nuls . On obtient ainsi B;.
L autre cas a examiner est celui o U'? = 0. Dans ce cas. compte tenu des notations
ci-dessus. la table de multiplication de cette algebre dans la base {e.u.vy.....vqn_1}

., . 9 . . ,
séerit €2 = e. eu = iu. vit; = ogu (i) = 1., n — 1). les a;, étant dans
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K et les autres produits nuls. Notons R la matrice (symétrique) formée des a;;
(i,7 = 1,...,n — 1). 1l s’agit d’'une matrice de rang 7 (0 < 7 < n — 1) et le lemme
ci-dessous nous dit qu’il existe une base {v),...,vn—,} de V. sur K telle que v} = o;u
(i =1,...,r), les autres produits étant nuls. Remarquons que le cas 7 = 0 correspond
a V2 = 0. Ainsi, I'algébre A dépend ici de r paramétres ay,...,a, et on la notera
Aa,...a.- Pour deux systémes de parameétres «g,...,a, et aj,...,o;. , l'algébre
Agy.ia, N A,,,:l,,_,,,,,r contient la sous-algébre de base {e,u}. Il est donc possible de
choisir un isomorphisme de K-algebres ¢ : Aq,,...a, = Aatp_,“a; qui soit l'identité
sur I'espace < e,u >. Cela équivaut a l’existence de scalaires A;; (1,7 =1,...,7) non
tous nuls tels que 'on ait a; = > ;_, A4a} (i =1,...,7). En fait, il suffit de poser
o(v;) = 3 f_q dikvk, (i =1,...,7) et d’élever les deux membres au carré. Le lemme

suivant, bien connu, achéve nos considérations et nous donne Ba(r).

LEMME 2.6.5. — Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2 et
R une matrice symétrique d’ordre n et de rang r 4 coefficients dans K. Il existe alors
une matrice inversible P d’ordre n telle que :

a1 0

tPRP = 0

0 a
0 0

2.6.6. Algébres de Bernstein train de type (3,n — 2).

Soit (A, w) une algébre de Bernstein train de type (3,n—2) et soit A = Ke®U. &V,
sa décomposition de Peirce relative & un idempotent e # 0. Comme dimg(U,) = 2,
nécessairement [2 = 0 pour tout v dans V, ou l, = L,y.-

Différents cas sont a examiner :

1) UV, =0 et V2 = 0; dans ce cas, A est une algébre de Bernstein conservative et
les différentes possibilités pour 'espace U2 sont les suivantes :

(i) U2 = 0. donc si {u;,uz} est une base de U, et si I'on compléte celle-ci avec
une base {vy....,tn—2} de V. la table de multiplication de l'algébre A dans la base

-’ . 9
{ecuyua vy ... vq_n} sTécrit e® = e. euy =

(70

up. €un = %U.g. tous les autres produits

étant nuls.

(ii) St dimg(U2) = 1 et si {u;.us} est une base de U,. on peut supposer que
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vy = u? soit une base de U? et si I'on compléte le systéme de vecteurs {e,u;, us,v;}

en une base {e,u;, U2, V1 ...Un—2} de A, la table de multiplication de A s'écrit e =,

|

eUu = Eul, EU2 = 2 =

u2, u? = v1, u3 = av; (avec a dans K), tous les autres produits

(1

étant nuls. Comme cette algebre dépend d’un seul parametre «, on la note A, et pour
deux parametres o et o, l'algébre A, N A, contient la sous-algebre engendrée par
la famille {e,u;,v1}. Si ¢ : Aq =~ A, est un isomorphisme de K-algébres, on peut,
sans perdre la généralité, supposer que la restriction de ¢ a l'espace < e,u;,v; > soit
lidentité. Cela entraine I’existence d’un scalaire A dans K* tel que o’ = A%¢.

(i1) Si dimg(U2) = 2 et si {u;,uz} est une base de U., on peut supposer, par
exemple, que les vecteurs v; = u% et v; = u u; forment une base de U2. On a alors
u% = av; + Pz avec a, B € K et quitte a remplacer uy par uj = uz — %ﬁul, on
peut supposer que 8 = 0. La table de multiplication de A dans la base obtenue en
complétant le systeéme {e, uy, uz, v, vz} s'écrit € = e, euy = Lu,, euy = Jug, ul = vy,
U U2 = Vg, u% = av), les autres produits étant nuls. Cette algébre, dépendante
d’'un seul parametre «, sera notée A, et pour deux parameétres a et o', 'algébre
Aq N Ay, contient le sous-K-espace vectoriel < e,u;,v; >. Donc si ¢ : Aq >~ Ay est
un isomorphisme de K-algebres, on peut supposer que la restriction de ¢ a I’espace
< e,u),v; > soit 'identité. Comme @p(e) = e, on a nécessairement p(uz) € U,.
Donc p(uz) = Auy + pug avec A, p € K et I'équation p(uz)? = ¢(u2) nous dit que
A2 +o'p? = a et Ap = 0. Or, on ne peut avoir A # 0 car sinon on aurait 4 = 0 et le
vecteur (non nul) u; — Au; serait dans Ker(w). Donc A = 0, ce qui montre qu’il existe
un scalaire u dans K* tel que a = p2c’.

(iv) Sidimg(U?) = 3 et si {u;,u;} est une base de U, on peut supposer que les
vecteurs vy = u?, v2 = uju; et v3 = u3 forment une base de U? et si 'on complete le
systéme de vecteurs {e.u).u2,v),v2,v3} en une base de A, sa table de multiplication

relative a une telle base s'écrit € = e. eu; = 2uj. eus = 2us. uj = v1. YUz = vy et

3=

u3 = ra. tous les autres produits étant nuls.

On vient en fait de prouver le théoreme suivant :

TueoREME 2.6.6.1. — Soit A une algébre de Bernstein train de type (3.n —2). Si A

est erceptionnelle alors elle est isomorphe a une seule des algébres dont les tables de
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multiplication dans la base {e,u1,uz,v1,...,Un—2} Sont les suivantes :

2 1 .
B,:e-=e, eu; = %ul, euz = 5U2;

2 1 2 _ .
Ba(a):e® =e, euy = ju;, eup = 3up, ui =v1, U3 = avy;
B te? = =1 =1 z = = vy, U3 = av;;
s(a) : e = e, euy = juy, eup = juz, U] = U1, UIU2 = V3, uUj = QU1;

1

2 _ — 2,
U2, U] = V1, U U2 = V2, Uy = U3,

B;:e? = e, euy = %ul, euy =

ot a € K, les autres produits étant nuls.

2) UV, =D et V.2 # 0; les différentes possibilités pour I'espace V2 sont les suivantes
(on note que la dimension de V? est invariante car U.V, = 0 et dimg (U.Ve + V.2) est
constante) :

(1) Supposons que dimg(V2) = 1. On peut alors admettre que V2 = < v? >
avec v dans V, et soit U, =< u,v? > avec u dans U,. Alors U2 C< u? > et par

suite dimg (U2) < 1. Si U2 = 0 et si {u;,u2} est une base de U., en complétant

le systéme de vecteurs {e,u;,u2} en une base {e,u;,uz,v1,...,vn-2} de A, la table
de multiplication de A dans cette base s'écrit e? = e, eu; = Ju;, euz = iuy,
ud = v, v} = oxuy (kK = 1,...,7), les autres produits étant nuls, ot les ax sont

dans K* et 1 < r < n — 2. L’algebre A ainsi obtenue sera notée Ag, .. .. Ainsi
Ao, Aa;,...,a; équivaut a l'exitence de scalaires A;; (¢,7 = 1,...,7), non tous
nuls, tels que l'on ait o; =3 1, Aaf E=1,...,7).

Supposons maintenant que dimg(U2) = 1 et si {u;,uz} est une base de U,
que v; = u? soit une base de U2. On peut alors compléter le systéme de vecteurs
{e,u1.u2,v1} en une base {e,uy,us,v1,...,v,-2} de A de sorte que {uz} soit une

base de V2 et en appliquant le lemme 2.6.5, que la table de multiplication de

A dans cette base s'écrive €2 = e, eu; = Fui, euz = jup, vl = vy, v} = xun
(k = 2,...,7), les autres produits étant nuls, o1 les o sont K* et 2 < r < n-—2.

a. €t pour deux systemes

ar N Aqy...a; contient le

sous-espace vectoriel < e.uj.uqs.v; >. On peut alors choisir un isomorphisme de

o, qui soit l'identité sur I'espace < e.uy.ua2.v1 >.

Cela équivaut a l'existence de scalaires \;; (i.7 =2..... r). non tous nuls. tels que l'on
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(it) Supposons que dimg(V2) = 2. Dans ce cas on a U. = V2. Donc
U2 = (V2)? = 0. Comme U,V, = 0, le lemme suivant nous dit qu’il existe une base
{ur, u2} de Ue et une base {v\,...,vn_2} de V. telle que v = u1, v1v2 = u, ¥3 = auy,
vovj; = ayuy + Bjuz (J=3,...,n—2), viy; = vu1 + Ajua BLi<j<n—2), les

autres produits étant nuls, ol a, &j, By, vi; et A;j sont dans K.

LEMME 2.6.6.2. — Soient U et V deur K-espaces vectoriels de dimensions
respectives n et 2 (n > 2) et f : Ux U — V une application K-bilinéaire
symétrique et surjective. Il existe alors des bases {uy,uz,...,un} de U et {v;,v2}
de V telles que f(u1,u1) = v, flu,u3) = v2, f(uz,u2) = avy, f(u1,w) =0,
flug, ui) = ooy + Biva, fui,uj) = visivy +vijav2 3 <4< j<n), ota, a;, G,

Yij1 et Yij2 sont dans K.

En effet, puisque f est surjective et symétrique, f est non nulle et il existe uy € U
tel que f(uj,u;) = v1 # 0. Montrons qu'il existe un tel u; tel que 'application
K-linéaire U — V', u — f(u1,u) soit surjective ou encore que { f(u1,u1), f(u1,u2)}
soit une base de V' ou {u),uz} est un systéme libre de vecteurs de U. Autrement,
pour toute base {u)y,u2,...,u,} de U, on aurait f(u;,u;) = o;f(u1, u1) ol Qg ..., a0
sont dans K, soit f(u1,ui — asu1) = 0 et, quitte & poser u; = u; — a;u;, on peut
supposer que o; = 0 pour i = 2,...,n. Or, f étant surjective, il existe nécessairement
un vecteur u, dans le sous-K-espace vectoriel supplémentaire de Ku; dans U tel que
{f(u1.u1), f(ug,u2)} soit une base de V. En posant uj = uy + up et uy = uy — ua,
on constate que {f(u}.u}), f(u],u5)} est une base de V et on a ainsi trouvé u} tel
que l'application U — V', u — f(u],u) soit surjective. Il existe donc un systéme
libre de vecteurs, soit {uy.u,} dans U tel que la famille {f(uy, ). f(u1,u2)} soit
une base de V. Soient a et B dans K tels que f(uz.u2) = af(uy,u;) + 8f (w1, ua).
Alors. quitte 4 remplacer u, par ub = up — %Eul, on peut supposer que 3 = 0.

Enfin. si f(uy.u;) = of(uy.w)) + 3 f(uy. us). alors quitte & remplacer u, par

i, — iUy — Jdius. on peut supposer que a; = J, =0 pour i = 3..... n. Il existe donc
une base {u|.us..... un} de U et une base {vy.12} de V telles que f(uj.uy) = .
fGroua) = o, f(ug.us) = af(uy. uy) = avy et f(uy.uy) =0pour: =3..... n. D'ou

le lemime.
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En fait, les considérations qui précédent ont permis d’établir le résultat suivant.

THEOREME 2.6.6.3. — Soit A une algébre de Bernstein train de type (3,n — 2). Si
UV, =0 et Vf # 0 alors A est isomorphe & une seule des algébres dont les tables de
multiplication dans la base {e,u1,u2,vy,...,Vn-2} sont les suivantes :

AL(r) : e* = e, euy = Ju;, eus = Jug, V= axu;

Ax(r) i et =e, eu; = Luy, eup = tuy, ud = vy, v} = axus;

Az(a) 1 2 = e, eu; = duy, eusr = jup, v} =wy, vivz = uz, v} = ou,
vau; = auy + Biur, viv; = ViU + Ajjug;

oup<k<r<n-2, o€ K*dans Ap(r) (p=1,2), 3<i<j<n-2

ax € K*, a, aj, Bj, 7ij, Aij € K dans Az(a), les autres produits étant nuls.

3) UV, # 0. C’est une algébre train spéciale vérifiant la deuxiéme condition faible

d’Engel. Considérons I'idéal I = ﬂ Ker(l,) du lemme 2.3.6. On sait que I 20 et I
véVe
est strictement contenu dans U, car UV, % 0 et VI = 0. Il exdste donc un vecteur u,

dans U, tel que I = Ku,, I C Ann(N). Soit B = A/I I'algébre de Bernstein quotient
de type (2,n ~2). Si B = Ke® Us ® V: est la décomposition de Peirce de B, on a

U:sVs = 0 et le théoreme 2.6.4 nous dit que B est isomorphe & ’une des algébres dont

les tables de multiplication dans la base {¢, %, ¥y, ..., ¥n—2} sont les suivantes :
B, :&* =¢, éa = 34, 4> = .
By(r):e*=¢, et =34, 92 = ai; (1< k<7), pourax € K*, 7€ {1,...,n ~2}.

Ainsi, si U2 # 0, il existe uy € U,, u? = v; et A est isomorphe a I'une des algébres

suivantes :
C e _ 1 _1 2 _ _ 2 _ 2 _ .
Ai(r) : e =e, eu) = juy, eus = Uz, U = V1, Vol = Uz, V3 = Oug, Vi = oyus;
Ay(r) e =e, eu; = Jup, eup = Luy, u? = vy, Vouy = Uy, YaUg = Ug, VE = Qplls:
2 - - & 1—215 2—2 2y by = U1, U2U) = U2. U2U3 = U2, Up — ipld2,
) o]
Az(r) . e* = e, eu; = %ul, eus = %uz, uf = V1. V3L = Uz, VU2 = Ua. U3 = Ous.
2 _ .
Vi = Ola]
2] 9
Ai(r) ie” =e euy = —;-ul. eus = %ug. Uy = Uy, l3uy = U, Uylz = Uua. Ualy = Uj.

o3 <Ah<ret2<r<n-—2dans 4 (r). 4 <k<retd3<r<n-2dans 4,(r)

et Ag(r).3<k<retd<r<n-2dans Ay(r)et ax € K. € {0.1}. les autres



produits étant nuls.

Les algebres A;(r), A2(r), As(r) et A4(r) correspondent, respectivement, aux
algébres Ax(r), As(r), A12(r) et Ay3(r) de [6, théoreme 4]

Supposons maintenant que U2 = 0. Il existe une base {vy,...,v,—-2} de V, telle que
ViU = ug, vile = 0, vkuy = vruz = 0 (2 < k < n - 2). Comme v(vu) = 0, pour tout
u € U, et pour tout v € V,, le sous-espace V.2 est invariant. On considére alors quatre
cas :

(i) V2 = 0. La table de multiplication de A se compléte par :

As:vv;=0(1<i<j<n-2).

(i1) dimg(V2) = 1 et dimg(U.V, + V2) = 1, c’est A dire, V2 = U.V,. Supposons

qu’il existe vy € V, tel que vv2 = asus avec a; # 0. Alors on peut remplacer v, par
1

a; “v2 et obtenir v1v2 = ug. Si v1Ux = kU2, en remplagant vk par v), = vk — gV, on
peut supposer que v1vx = 0 (3 < k < n —2). On compléte alors {v,,v2} en une base
{v1,...,vp_2} de V, telle que:

Ag(r) 1 v3 = qqug, viva = u2, V2 = agup, V2 = ous 3<k<ret2<r<n-—2)
ouay,as € Keta € K*.

Par contre, si v;V, = 0, il existe une base {v;,...,vn_2} de V, telle que

A7(r) 1 v = ogup, v} =0avecar € K* (2<k<ret2<r<n-2).

(iit) dimg(V2) = 1 et dimg (U, V. + V.2) = 2. Quitte a changer la base de U,, on
peut supposer que V.2 = Ku;. On obtient & isomorphisme prés :

Ag(r) : v =0,v§=aku1 2<k<ret2<r<n-2);

Ag(r): v =uj, vi=aku; <k <retl<r<n-2);

avec ax € K*, ot l'on a posé uj = au; et uh = au, quand v? = au; avec a # 0.

(iv) dimg (V2) = 2; Puisque V2 = U,, posons v? = au; + Buz. Si a # 0, en posant
u] = au; + Buz et u5 = aug, on peut supposer que @ =1 et 8 =0 et si @ = 0, quitte
a changer la base de V.. on peut se ramener au premier cas. Ainsi. le lemme 2.6.6.2

nous dit que A est isomorphe a :

b2l
Appla) i e® =e. euy = Lu. eus =

tofr—

o 2
Ug. Uply = Us. U] = Uj. U)l2 = Ua. U5 = Q.
vaty; = opuy + Jiua. vty = 00 vy = viju + vjous (3 <00 < n—2). les autres

produits étant nuls.



ALGEBRES VERIFIANT UNE EQUATION TRAIN
POUR LES TROIS PREMIERES PUISSANCES MIXTES

Soient K un corps commutatif et (A,w) une K-algébre pondérée. On dira que
(A,w) est une algébre train de rang r s’il existe des scalaires 7;,...,%~; dans K tels
que z7 + Nw(z)r™ ! 4+ -+ + 4,_1w(z)" "'z = 0 pour tout z dans A, r étant le plus
petit entier naturel vérifiant cette condition. Le rang de A détermine alors de fagon
unique les coefficients 71, ..., Vr-1-

Si A est un ensemble d’algébres pondérées (A,w), on note C le sous-ensemble
de A formé des algébres pondérées vérifiant 1'équation z™ + vw(z)r™"! + --- +
Yr-1w(z)" "'z = 0 pour des scalaires ~; fixés dans K. On dira que C est de rang r si
T = rgg@(r(A) ou r(A) désigne le rang de I'algebre train (A, w).

Les algebres train de rang < 3 (& puissances principales), i.e. celles vérifiant
23 — (1 + §)w(z)z? + dw(z)?z = 0, ont été étudiées par I. M. H. Etherington ([4]).
Quant a celles de rang 3, aux trois premiéfes puissances pleines, i.e. celles vérifiant
Bl — (1 + 28)w(z)?z? + 26w(z)°z = 0, S. Walcher ([21]) a montré que, exception faite
des cas § € {0, ~3}, elles se raménent aux précédentes.

Ici, nous nous intéressons aux trois premieres puissances mixtes : z, £2, 3, Bl On
dira donc qu’une K-algebre (A, w) est une algébre vérifiant une équation train pour les

trois premiéres puissances miztes si elle vérifie

(*) B — (1 + a + B)w(z)r® + aw(z)?z? + Fw(z)z =0

pour tout € A et a. 3 fixés dans K.
Nous montrons qu'en général. ces algebres sont des algebres train de rang < 4.

auquel cas elles seront appelées d-algebres de Walcher. Une deuxieme classe mise en

-29.



-30-

évidence est celle des 4-algebres de Bernstein. On rappelle qu’une algébre de Walcher
est une algébre pondérée (A, w) vérifiant I'équation 3 — w(z)3z = 0 pour tout z dans
A.

Dans toute la suite, K est un corps commutatif infini de caractéristique différente

de 2.

3.1. Equation train aux puissances mixtes

La linéarisation de ’équation (*) nous donne les identités

4zy)z? = (1 + a + Buw(y)z® + (1 + a + Bw(z)[2z(zy) + T2y
(3.1.1)

— 2aw(zy)z? — 20w (z) ry — 38w (z?y)z — Buw(z)y

(3.1.2)
4(yz)z?® + 8(zy)(z2z) = (1 + a + Bw(y)[z?z + 2z(z2)]

+(1+a+ Blw(2)2z(zy) + 2] +2(1 + & + Blw(z)[z(y2) + z(zy) + y(z2)]
~ 20w(y2)z? — daw(zy)zz — daw(z2)zy — 20w(z)%y2z — 3Bw(z?y)z
- 608w(zyz)r — 3Buw(z?2)y

En substituant 2 & y dans (3.1.1) on obtient, via (*)

42%2® = 2(1 + a + B)w(z)z* + [(1 + a + B)(2+ a + B) — 2afw(z)?z3
(3.1.3)

~(a®* + af + 3a + Bw(z)3z? — B4 + a + Blw(z)'z

Multiplions (*) par 4z et utilisons (3.1.3) pour avoir

12228 = 21 + a + 8)%w(z)?s?
( +(l+a+3)?2+a+ ) -6a(l +a+3) - 13w(r)s®
3.1.4)
~-[(1l+a+ N +ad+3a+ J) — 4a2]w(r)4.t2

+Had - 31 +a+ Hd+a+ ()
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Si nous faisons maintenant y = z = z* dans (3.1.2), par (3.1.4) il vient que

(3.1.5)
4°2° = (L + a+ ) B +a+ Pu(z)’s + (1 + e+ 5)° + 2(8 - 20)jw(z)’c®

- [2a2 + 20+ 208 + 43 + 62]<.u(;r)4.r2 - (2af + 8% + 43)w(z)z
La multiplication de () par 16z° donne, moyennant (3.1.3) et {3.1.5)

(3.1.6)
162328 = [4(1 + a + 8)2(3 + a + B) — 8a(1l + o + B) — 168]w(z)*z?

+4[(1 +a+ B)(1 —da +48 + % + af) + 20 w(z)i2®
+ [=4(1 + a + B8)(2a% + 2a + 2 + 48 + %) + 4a(a? + af + 3a + B)|w(x)5z>
+48[a(d+a+B8) - (1 +a+ B)(2a + B+ 4)|w(z)sz

En substituant 22 & = puis z & y dans (3.1.1) on obtient

(3.1.7)
162%20 = 2(1 + o+ B)*(5 + a + Blw(x)3z?

+[1+a+8){(1+a+B8)6~a+58+ (a+6)?) —4Hda+B)) — 8ajw(z) z®
+(1+a+B)da? ~aB+a+8)% - Bla+B+7)) +8a® - 128w(zx)>z>
+B[(1+a+B)da— (3+a+ )4+ a+ )+ 8a —4|w(z)x

Elevons les deux membres de (*) au carré et utilisons les identités (3.1.3) et (3.1.5)

(3.1.8)
4Bz = (1+ a+ A1 + o+ 8)*B + a + ) — da(l + & + B) — 8flw(z)*z*

+[(l+a+B8)1=5a+(a-B)°~-a®—(a?=3)8+ (3+4+a)8%) + 8a3|w(z)3 3
+ 1+ a+8)(2a(a—1~33-ad) — Ba+B+5)3 —43) — 4(a® - 3%)|w(x)éz?
—Bl(l+a+3)d-2a+ad3+3*+53) +4aw(z)z

Faisons £ = 22 dans (*) et utilisons 'identité (3.1.4)

12328 = 2(1 + o + 3)Pu(z) s

+(l+a+IH(l+a+3)2+a+3)—6a(l+a+3) - 43+ a)w(r)s?
13.1.9) , R .
~l+a+N ot +n3=3a+3) —da(l = a+3) = Ha? = He(o)be?

+dl+a+NHa~(l=-a+NH+a+3)) ~dalulr)r
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Le corps KA étant infini, I'ensemble {z € Alw(z) # 0} est dense au sens de la
topologie de Zariski dans A. Par suite (3.1.6) et (3.1.7), (3.1.8) et (3.1.9) donnent

respectivement. par différence,

(3.1.10) Fi(a, B)z? + F3(a, Bw(x)z® + Fyla, B)w(z)’z? + Fi(a, B)w(z)*z =0

(3.1.11) Di(a, B)z* + D3(a, B)w(z)z® + Da(a, Bw(z)?z? + Di(a, Bw(z)’z =0

pour tout r dans A, ot les coefficients Fi.(a, 3) et Di(a, 8) sont donnés respectivement

par :
Fi(a,B) = =2(-1+a+ B)[(a+ B)* + 48 — 1]
(.119) F3(a,B8) = (-2 +a+a® +2a8 ~ B+ B)[(a + )% + 48 - 1]
Fy(a.B) = (a—a® + 38 —aB)[(a+B)* + 48~ 1]
Fi(a,B) = -Bla+ B)[(a+ B)* + 453 — 1]
Dy(a.f)=(-1+a+B)(1+a+B)(a+B)*+43 - 1]
G.113) D3(c,8) = (1 + a ~2a° — 208 + B)[(a + B) + 43 — 1]

Da(e,B) = (&>~ ~af—a—B)[(a+B)*+48 - 1]
Dy (a,B) = aB[(a+ B)* + 43 — 1]

3.2. Extension d’un théoréme de Walcher
Dans ce paragraphe, on suppose que la K-algebre pondérée (4,w) vérifie 'équation

(*). Une telle algebre sera donc caractérisée par le couple (a. 3).

LEMME 3.2.1. — Si(a+ 3)? +43 — 1 # 0 dans (%) alors (A.w) est une algébre train
de rang < 4.

Bl

En effer. supposons que (a = 3)-+4J—1 5 0. Alors la nullité de tous les coefficients
Fi(a..3) dans (3.1.12) entraine que (. 3) = (1.0) et dans ce cas (a+ 3)*+43~-1=0.

ce qui contredirait I'hypothese. Ainsi. des que (a + J)= + 13 — 1 &= 0. les coefficients

Fita. 3) ne sont pas rous nuls. Par suite. quitte & normaliser le coefficient de plus
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haut degré en z. I'équation (3.1.10) nous montre que (4,w) est une algebre train, a
puissances principales, de rang < 4.

Posons Ck(a, 3) = 2Di(a,B3) + (1 + a + B)Fi(a. B). les Fi(c, 3) et les Dy(a, 3)
étant respectivement donnés par (3.1.12) et (3.1.13). Alors l'algébre (A,w) vérifie

(3.2.2) Cs(a, Bw(z)z® + Cala, Blw(z)?z? + Ci(a, Bw(x)>z =0

pour tout  dans A, ou les coefficients Ci(a, 3) sont donnés respectivement par

Cs(a,B) = (-1 4+ a+ B)(a+6)2+B-a[(a+B)* +48 - 1]
(3.2.3) Ca(e, B) = (1 — &)[(a + B2 + B —a][(a+ B)* + 48 - 1]
Ci(a, 8) = =Bl(a+ B8)* + B~ of[(a+ B8)* +48 - 1]

Dans toute la suite du paragraphe, on suppose que (a + 3)? +43 — 1 # 0. On note

alors C, g 'ensemble des algebres train vérifiant (x).
THEOREME 3.2.4. — C, 3 est de rang 4 si et seulement si (a + 3)* = a — 3

En effet, supposons que C, g soit de rang 4. Alors il existe un élément (A4,w) de
Ca.3 qui est de rang 4. Par conséquent, les coefficients Ci(a, 3) dans (3.2.2) sont
tous nuls et cela se traduit par I'égalité (a + 3)® = a — 3. Supposons maintenant
que (@ + 3) = a — 3 et posons a + 8 = 2§, § € K (cela est possible parce que la
caractéristique de K est différente de 2). Par suite, la condition (a+ 3)* + 48 -1 #0

s'écrit & # 3. Alors a = 6(1 + 26), 3 = (1 — 26) et I'équation (*) devient
(3.2.5) B — (1 + 28)w(z)z® + 6(1 + 20)w(z)?2® + (1 — 20)w(z)3z = 0.

caractérisée ainsi par le seul parameétre § € K \ {3}. Par ailleurs les coefficients
Fi(a.3) deviennent Fy(a.3) = 2(28 — 1)?. F(a.3) = =2(1 + 25)(25 — 1)*.
Fala. 3) = 26(2 + 6)(20 — 1)3. Fi(a.3) = —28%(20 — 1)3. Donc. l'équation train

associde a (3.2.5) s'obtient au moyven de (3.1.10) et s'écrit

(3.2.6). o= (1 +20) () =02+ N)e(r)? 2t =57 e(2)Pr =0
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Ainsi C, 3 est de rang < 4. Considérons a présent l'algebre (A4.w) dont la table de
multiplication dans la base {e,u,vy,v2} est donnée par €2 = e,eu = ue = %u,ev; =
vie = vy, evs = vge = Otp,vF = v (6 € K\ {11}). les autres produits étant nuls et
w(e) = 1,w(u) = w(v1) = w(ve) = 0. Soit z un élément de poids 1 dans A. Alors
I =e+au+oav; +agle, a, o, az € K et 22 = e + au + 2a10v; + (@2 + 28a2)ve,
13 = e+ ou+ a10(1+28)v; +8(3a? + az(1 +268))ve, ¥ = e + au + 46a,v, +26((1 +
20)a3 +26a)v2 et 4 = e+ au+601(262 +6+1)v; +6((56 +1)a? + (262 + 8+ 1)az)vs.
Par suite, 88 — (1 +28)w(z)x3 +5(1 + 26)w(z)?z? + 6(1 — 26)w(z)3z = 0. Il en résulte
que 'algébre (A, w) ainsi construite vérifie (3.2.5). De plus c’est une algebre train de

rang 4 d’équation (3.2.6). Donc C, g est de rang 4.
THEOREME 3.2.7. — C, g est de rang 2 si et seulement sia+ (8 —-1=0

En effet., si Coh,3 est de rang 2 alors C3(a,8) = 0. On a nécessairement
(e + B)* # a — B compte tenu du théoreme 3.2.4. Ainsi, C3(a,8) = O signifie
o+ 3 —1 = 0. Supposons que a + 3 — 1 = 0 et remarquons que dans ce cas (3.2.2)

s'écrit % — w(z)z = 0 apres simplification. D’ot le rang de C, g est égal & 2.
THEOREME 3.2.8. — C,.p est de rang 3 si et seulement si (a + 8)? # a— ( et
a+B3-1#0
Ce résultat résulte des théoremes 3.2.4, 3.2.7 et du lemme 3.2.1

Remarques 3.2.9. (i) Pour & + 3+ 1 = 0, 'hypothése (a + 3)> +48 — 1 # 0 se
traduit par 3 # 0 et 'équation (*) devient

B — (1 4 B)w(2)?2® + Bw(z)®c =0 avec 3 #0.

Ainsi. si 3 = —1. I'ensemble correspondant, i.e Co._; = {(A.w) | z1¥ —w(r)3z = 0},
est de rang 4. tandis que si 3 # —1, il est de rang 3. On retrouve alors les résultats de
Walcher ({21}).

(i1) Il existe des classes d algebres vérifiant le théoreme 3.2.8 mais ne rentrant pas

a priori dans le cas de Walcher. En effet. la classe d'algebres définies par

3 — oot = acn) e —ax(e)’r=0 aveca e N \ {0.— 1}
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3

vérifie 'équation z° — (1 — @)w(r)r? — aw(z)?z = 0.

Définition 3.2.10. Soit § € R tel que § # % On appelle §-algébre de Walcher

toute K-algebre pondérée (A.w) vérifiant I'équation

(3.2.5) ¥ — (1 + 26)w(z)z® + 6(1 + 20)w(x)?z? + 5(1 — 20)w(z)’z = 0.

3.3. Les 4-algebres de Bernstein

Soit (A,w) une K-algébre pondérée vérifiant I'équation (*). On suppose que
(¢ + B)*> + 43 —1 = 0. On introduit un nouveau paramétre en posant a + 8 =

46 — 1,6 € K . Alors 3 = —2§(26 — 1) et I’équation (*) prend la forme

(3.3.1) ¥ = 46w(z)z® + (46° + 26 — Nw(z)%x? — 26(26 — Dw(z)3z = 0.

PROPOSITION 3.3.2. — Si (a + B)% + 48 — 1 = 0 dans (*) alors l'algébre (A, w) n'est

pas nécessairement une algébre train.

En effet. pour § € K, considérons la K-algebre A de dimension 3 dont la table
de multiplication dans la base {e,u,v} est donnée par et = e, eu = ue = %u,ev =
ve = dv,uv = vu = v? = u et u? = 0. L’application K-linéaire w : A — K définie par
w(e) =1 et w(u) = w(v) = 0 est une pondération de A. Soit donc x € A de poids 1.
Alorson az = e+ au + azv,a;.as € K. Par suite 22 = e + (o + a2 + 20102)u +
2azr.2 = e+ [(3 + 20)af + a1 + 2(1 + Sanae + 20q03 + o3|u + §(26 + 1)azv
et 8 = e + [(40% + 1)af + 403 + 4(1 + Sz + 86103 + oy]u + 46%azv. D'od
o8 — 4523 + (462 + 26 — 1)z — 26(26 — 1)z = 0. Par conséquent. pour tout z € A. on
a ¥ — 46w (z)z® + (462 + 26 — Dw(z)?z% = 26(26 — Dw(z)®z = 0. De plus u = v* # 0
pour tout entier k > 2. donc cette algebre n'est pas une algebre train car son noyau

n’'est pas nil.

Définition 3.3.3. Soit § € K tel que § # % On appelle d-algébre de Bernstein

toute K-algebre pondérée (A. ) vérifiant I'équation

.l 2 E

(3.3.1) o3 = 1 (e = (467 + 20 — Dw(r)®2? = 20(28 - De(x)’e = 0.
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L'étude des algeébres pondérées vérifiant ’équation (*) peut se ramener a celle
de deux classes principalement, a savoir. celles définies respectivement par les
équations (3.2.5) et (3.3.1) de parametre § # % Une classe particuliere découlant
de cette étude et dont l'approche semble difficile, est celle donnée par I'équation
Bl —2u(x)z3 +w(r)?z? = 0. Notons que toutes ces trois classes renferment strictement

la classe des algebres train de rang < 3 d’équation z3 — (1 + §)w(z)z? + dw(z)?z = 0.

THEOREME 3.3.4. — Soient K un corps commutatif infini de caractéristique
différente de 2 et A une K-algébre commutative telle que z!¥ = 0 pour tout z
dans A. Les assertions sutvantes sont alors équivalentes :

(i) A est une nil-algébre.
(i) Pour tout x dans A, l'application R, : A — A, y — zy est nilpotente.
En effet, (i) = (7) est triviale. Supposons que A est une nil-algébre de nil-index

r > 3. On a " = 0 pour tout z dans A. Ainsi, quels que soient z et ydans A, A € K,

on a (x + Ay)” = 0. En annulant le coefficient de A dans cette derniére identité, il

vient :
r-3
(1) 2R;™'+> RIR,--1 =0, V€A
Jj=0
ouR;: A— A ym— zy.
Comme z!3 = 0 pour tout z dans A. il en résulte les identités suivantes par
linéarisation :
(2) z*(zy) = 0
(3) £2(yz) + 2(xy)(rz) =0

quels que soient r. y et = dans A. Faisons y = r* dans (3) (i > 2) pour obtenir

(b R»r:RI;(:)e‘ZRI‘_:RI(:) = (.

<[
02

m
e
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Pour > = R.7Y(¢). avec ¢t € A. dans (4) il vient

(5) RpR. RV 4+ 2R, R, =0. Vre A

Par ailleurs, l'identité (2) équivaut & R 2 R, = 0 pour tout = dans A. Ainsi on établit
par récurrence sur i > 2

i—1 =0

I

(6) R_R

Multiplions maintenant (1) par R.-2 a droite. On obtient R2"~3 = 0 puisque
R,--;-1RT™2 = 0 pour tout j tel que 0 < 7 < r — 3, compte tenu de la relation

(6).

COROLLAIRE 3.4.5. — Soit (A,w) une algébre pondérée vérifiant l'équation (*).
Lidéal N = kerw est nil st et seulement si l'application L, : N — N, y — zy est

nilpotente pour tout x dans N.

En effet, il suffit de remarquer que pour tout = dans IV on a z!3 = 0 et on applique

le théoréme 3.3.4.



ALGEBRES D’EVOLUTION STATIONNAIRES
ET INVOLUTIVES

Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2 et (A,w) une
K-algebre comunutative pondérée. Posons A = {r € A | w(z) = 1}. On dira qu'un
opérateur quadratique V : A — A est un opérateur d’évolution si V(A) C A. Ainsi,
si z € A alors w(V(z)) = 1. Par conséquent w(V (z)) = w(z)? pour tout z € A avec
w(z) # 0. Pour un tel opérateur, on note V:A— Azr— V(z). Un opérateur
d’évolution V est dit stationnaire (resp. involutif) si V* = V (resp. V2 = id,).

Soit V : A — A un opérateur d’évolution. On définit une multiplication sur
le K-espace vectoriel A par z x y = 3(V(z + y) — V(z — y)) et on obtient ainsi
une algebre commutative Ay appelée algébre d’évolution. On dira qu'une algebre
d'évolution Ay est une algébre stationnaire (resp. involutive) si V3(z) = w(z)*V(z)
(resp. V2(z) = w(z)3z), pour tout z dans A.

Dans toute la suite K sera un corps commutatif de caractéristique différente de 2

et toute K-algebre A sera commutative.

4.1. Exemples

1.1.1. Algebres gamétiques diploides multialléliques

Soit 4 = G(n+1.2)la K-algebre gamétique diploide a n+1 alleles. La multiplication
dans A est définie par zy = $(w(z)y + w(y)z) ot w : 4 — K est une pondération.
Pour V(x) = »(r)z. on voit que V3(1) = w(z)*V(x) et V3(z) = =(z)3z pour tout r
dans 4. L'algebre gamétique est donc a la fois stationnaire et involutive. En fait cest

I'unique algebre gamétique avant ces deux propriétés.

-33-
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4.1.2. Algébres induites par un opérateur linéaire

Soient T' : A — A un opérateur linéaire sur un K-espace vectoriel Aetw: A — K
une forme linéaire non nulle vérifiant w o T = w. On définit une multiplication sur
A par zy = %(w(x)T(y) + w(y)T(x)). Alors, w est une pondération de A et pour
V(r) = w(z)T(z), on a V3(z) = w(z)3T?(x) et V3(x) = w(z)?*V (x) si et seulement
si T?> = T, i.e. T est un projecteur. De méme V2(z) = w(z)3r si et seulement si
T? = id4, i.e T est une involution. Dans le cas ou T? = T (resp. T? = id,), la
décomposition de Peirce de A relativement a un idempotent e # 0 est donnée par
A=Ke® Ay  © Ag (resp. A=Ke® A ®A_ )avec Ay = {z € kerw | ex = Az},
A€ {-3,0,1} et (kerw)? = 0. On peut noter que de telles algébres contiennent
toujours un idempotent. En effet, il suffit de prendre e; = T(z) avec w(z) = 1 pour
obtenir e2 = e;.

4.1.3. Algébres de Bernstein

Soit (A, w) une K-algebre pondérée. On rappelle que A est une algebre de Bernstein

si (2%)? = w(z)?z?, pour tout z dans A. Pour V(z) = z2, on a V?(z) = w(z)?V(z).

4.1.4. Algébres de Walcher

Soit (A,w) une K-algebre pondérée. On dira que A est une algébre de Walcher si
(z*)? = w(z)3z, pour tout = dans A. Pour V(z) = 22, on a V?(z) = w(z)3z. Dans
[21] S. Walcher établit que ces algebres sont génétiques et il montre qu’elles ne sont
pas en général des algébres train de rang 3 bien qu’elles proviennent de 1'équation
223 — w(x)r? — w(z)?z = 0. Il montre également qu'elles admettent toujours un
idempotent e et se décomposent en A =Ke S Ny 2 N_y.

Les algébres de Bernstein (resp. de Walcher) sont donc des algebres stationnaires

(resp. involutives) par définition. Cependant elles ne sont pas les seules.

4.2. Opérateurs d’évolution de la forme V' (r) = az® + bw(r)r

Soient (A4..) une A-algebre pondérée et V' : 4 — A l'opérateur d'évolution défini
par V(r) = ar? + bw{r)zr. ot a et bsont dans K. Comme (V' (r)) = »(r)°. pour tout

r dans A tel que w(r) = 0. nécessairement a + b = 1. Il existe alors a £ A tel que

=
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Viz) = (1 - a)z® + aw(z)r.

Considérons sur l'espace vectoriel 4, la nouvelle multiplication définie par

zoy=(1-a)zy+ saw(@)y +w(y))

ou ry désigne le produit de z par y dans l'algebre A. On note A° la nouvelle algébre
ainsi construite. On a trivialement w(z o y) = w(z)w(y) et donc A° est une algébre
pondérée par w.

L’algebre A° peut s’interpréter comme une combinaison convexe de l'algébre de
base A et de l'algebre gamétique diploide a (n + 1) alleles G(n + 1,2), dont la
multiplication est définie par zy = 3(w(z)y + w(y)z). Dans un autre sens, A° est le
mélange de A et de G(n + 1,2). En effet, la notion de mélange d’algébres (en anglais :
mixture of algebras) a été introduite par P. Holgate dans [10] comme suit : Soient
A® et A° deux K-algebres dont les multiplications définies sur un méme K-espace
vectoriel A, sont notées respectivement e et o. On appelle mélange des algébres A®
et A° de parameétre @ € K, 'algébre dont la multiplication est définie sur I'espace
vectoriel A par zy = fz ey + (1 — )z oy. Une interprétation biologique de cette notion
est donnée par 'auteur pour 0 < 6 < 1 et K = R (le corps des nombres réels).

Exemple 4.2.1. Les algébres d’autofécondation.

Elles ont été introduites par P. Holgate et définies comme suit. Soient K un
corps commutatif de caractéristique différente de 2, 4 un K-espace vectoriel,
w : A — K une forme K-linéaire non nulle sur A et 7T : 4 — A un
opérateur K-linéaire tel que w o T = w. Sur le K-espace vectoriel A on définit
une structure de K-algebre non nécessairement associative ni commutative par
Iy = %9(.&'(.1?)2/ + w(y)x) + (1 — 8)w(z)T(y) quels que soient z et y dans 4. ou 8
est un~élément de KA. On dira que A est une algébre d'autofécondation de parametre
A. 11 est clair que lalgebre d'autofécondation de parametre 8 est le mélange de
I"algebre gamétique G(n + 1.2) et d'une algebre dont le produit est défini sur 4 par
Ty =~(0)T(y). Les propriétés de ces algebres sont données dans ([16]). On y étudie
également les automorphismes et les dérivations associés.

Nous revenons a lalgebre 4° définie précédemunent.. Si @ = 1 alors roy =
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%(w(L)y +w(y)x) et A° est 'algebre gamétique G(n + 1,2). Sia =0 alors A = A° en

tant qu'algebres. On suppose maintenant et pour la suite que o # 1.

idempotents de poids 1 de A et de A° alors I,(A) = I,(A°).

En effet, si z est un élément de A de poids 1 alors oz — z = (1 — a)(z®> — ). Le

résultat en découle.

ProrosITION 4.2.3. — Soit I un sous-espace vectoriel de A contenu dans kerw.

Alors I est un idéal de A si et seulement si I est un idéal de A°. De plus on a I* = [°F.

En effet, pour tout = dans I et y dans A les relations zoy = (1 — a)zy + %aw(y)x
et zy = (1 —a) 'z oy — 1a(l — a)~'w(y)z nous donnent la premiére assertion. De
plus, comme z o y = (1 — a)zy quels que soient z et y dans NV, il vient que I¥ = I°*,

Remarque 4.2.4. Soit ¢ : N — N°, £+ (1 — a)~lz. Cette application linéaire
bijective vérifie p(z) o (y) = ¢(zy) pour tout z € NV et tout y € N. D’out V et N°
sont isomorphes en tant qu’algebres. Par suite, les noyaux de A et de A° ont la méme

structure algébrique. Par contre, A et A° ne sont pas isomorphes en général.

COROLLAIRE 4.2.5. — L’algébre (A,w) est une algébre train spéciale si et seulement

st (A°,w) est une algébre train spéciale.

En effet. si (A.w) est une algebre train spéciale alors N = kerw est nilpotent et
ses puissances principales V¥ sont des idéaux de A. La proposition 4.2.3 nous dit que
Nk = NF pour tout entier £ > 1. Par suite N° est nilpotent et les N°* sont des
idéaux de A°.

Si I'opérateur V' (z) = (1 —a)z?+aw(z)z est stationnaire alors V?(z) = w(z)?*V (z).

Cette derniere condition est équivalente a (1 — a)[(1 — @)z® + aw(r)z]* + aw(r)?[(1 -

a)r?

+ aw(rn)z] = «()*[(1 — a)r® + aw(r)r] ou encore (1 — a)?r® + 2a(1 —

aro(or - (a®+a-1)(1 —a)x(r)?r® —a(l — a)w(r)’s = 0. qui prend la forme

5

23 e2a(l—a) ta(r)r® — (> +~a—-1){1-a)2u(n)*r* —a(l —a)"2u(r)’r =0. En

posant 2 = —a(l—a) " l.onal—-20 = (l—a) "t l-a=(1-20)"1.a = -2§(1-25)"!
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et V(z) = (1 —26)"Y(z? — 20w(zx)r). L'équation précédente devient
2B — d6w(z)z® + (467 + 26 - Dw(z)?z? + 26(1 — 20)w(z)’z = 0.

Si par contre Vopérateur V(z) = (1 — 28)7!(z? — 20w(x)z) est involutif, alors

V2(z) = w(z)3z et cette égalité donne lieu & I’équation
2Bl — 48w (z)z® + 26(46 — Dw(z)?z® + (46 — 1)(1 ~ 26)w(z)3z = 0.

Pour de futurs besoins de simplification, remplagons é par %(1 + 26) dans la derniere

équation. On obtient alors ’équation équivalente
B — (1 4 28)w(x)z® + 6(1 + 26)w(z)?z? + 8(1 — 28)w(z)3z = 0.

De ce qui précede, les propositions suivantes deviennent immédiates.

ProprosSITION 4.2.6. — Soient (A,w) une K-algébre pondérée et V : A — A
Uopérateur d'évolution défini par V (x) = (1 —26) 7! (2% — 20w(x)x), 6 € K\ {3} Les
assertions suivantes sont alors équivalentes :

(G) V2=V

(i1) (A,w) est une d-algeébre de Bernstein.

ProrosiTION 4.2.7. — Soient (A,w) une K-algébre pondérée et V : A — A
l'opérateur d évolution défini par V (z) = (1-26) ! (22?2 — (1+28)w(x)z). 6 € K\ {3}
Les assertions suivantes sont alors équivalentes :

(i) V2 =ida
(i1) (A.w) est une d-algébre de Walcher.

4.3. Automorphismes et dérivations

Définition 4.3.1. On appelle automorphisme d'une A-algebre pondérée (A.x).
toute application A-linéaire bijective o : 4 — A satisfaisant aux conditions woy = w
et 2lry) = 2(r)oly). quels que soient . y dans A.

L'ensemble des auromorphismes de ( A. &) est un groupe noté Autgx ((A.2)).
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Définition 4.3.2. Une application K-linéaire d de A dans A. est appelée K-
dérivation de A, ou simplement dérivation de A, si d(zy) = d(z)y + zd(y) pour tout
z, y dans A.

Ou note Derg(A) 'ensemble des dérivations de 'algebre A. Muni du crochet
[d,d"] = dd’ — d’d, Derg(A) est une algébre de Lie appelée algébre de Lie des

dérivations.
PRrRoOPOSITION 4.3.3. — On a Aut g ((A,w)) = Autg((A°,w)).

En effet, soit p : A — A une application K-linéaire bijective. Pour tout z, y dans
Aonap(zoy)—p(T)op(y) = v[(1 - a)zy + sa(w@)y +wy)r)] - (1 - a)e(z)e(y) -
sa(w(p(2)e(y) + wle))e(z)) = (1 - a)lp(zy) — ¢(z)p(y)] car wo ¢ = w. Comme

a # 1, le résultat en découle aisément.
PROPOSITION 4.3.4. — On a Derg(A) = Derg(A°).

Par suite, le groupe des automorphismes et 1’algebre de Lie des dérivations sont des

invariants du parametre c.

4.4. Structure des d-algebres de Bernstein

THEOREME 4.4.1. — Soit (A, w) une §-algébre de Bernstein. Les assertions suivantes
sont équivalentes.
(i) (A,w) est une algébre de Bernstein;
(it 6 =0 ouz? —w(x)z =0 pour tout  dans A.
Eneffet (i7) = (%) est triviale. Supposons que (A, w) est une 4-algebre de Bernstein.
Si cette algebre vérifie z13 — w(z)2x? = 0 alors I'équation (3.3.1) caractérisant les é-
algebres de Bernstein prend la forme 45 (z2 — %(1 +28)w(z)z? + %(25 - Dw(z)*z) =0.
Alors § = 0 ou z* — (1 + 28)w(r)z? + (20 — 1)w(z)*c = 0. Dans le cas ol
3 — (1 + 28)w(x)z® + 1(20 — 1)w(r)?z = 0. (4.«) est une algebre de Bernstein

train de rang < 3. Alors le théoreme 1.4.11 nous dit que r*

= 2(r)r? quel que soit
r dans 4. Par suite. 'équation r? — %(1 +20)e(r)r® + %(26 — De(r)?r = 0 s’éerit
(1 —28)(r* — ~(r)r) = 0 apres simplification. Il en résulte que r*> — w(z)r = 0 car

5=

o)
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Soit (A.w) une K-algébre pondérée. Sur le K-espace vectoriel sous-jacent 4. on

pose
zoy = (1-28)" (zy - bu(z)y — dw(y)z)

ou ry désigne le produit de r par y dans l'algébre A et § € K\ {%} La nouvelle

algebre sera notée A°. On sait que w est une pondération de A°.

THEOREME 4.4.2. — Soit (A,w) une K-algébre pondérée. Les assertions suivantes

sont équivalentes :
(i) (A,w) est une §-algébre de Bernstein;

(i1) (A°,w) est une algébre de Bernstein.

En effet, il suffit de voir que pour tout r € Aon a:

(toz)o(zox)—w(zx)lzox=
(1 —20) [zl — 40w (z)z® + (462 + 26 — V)w(z)22? — 26(26 ~ 1)w(z)’z]
Le résultat en découle.

Aussi. si (A,w) est une algebre de Bernstein alors, en changeant la multiplication

par
z-y=(1-20)zy+ dw(z)y + dw(y)z,
on obtient une J-algébre de Bernstein pour tout § € K \ {1 }.

LeMME 4.4.3. — Toute d-algébre de Bernstein posséde au moins un idempotent non

nul.

En effet. soit z un élément de A de poids 1. Posons e, = (1 — 2J)~!(z? — 24z).
On a e = (1 —20)72(zPl - 4623 + 46°2?). Comme (A.w) est une J-algebre de
Bernstein. il vient que zPBl = 1023 — (462 + 26 — 1)z2 + 26(26 — 1)z. Par suite
e2 = (1-20)"3(46x3 = (402 +20 - 1) 22 +26(20 — 1)z —4x3 +4022%) = (1-29)"%((1 -

25)x% = 26(1 — 20)r) = (1 ~26)73(1 = 28)(z% — 26x) = (1 — 20) " Hx? - 20x) = e,.

Soient (A.x) une d-algebre de Bernstein et ¢ un idempotent non nul de 4. Pour

=407 =20 —-1. 3 = =20(20 = 1). r = e et y € kerw dans (3.1.1) on obtient
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2e(ey) = (1 + 28)ey — dy. Ainsi, il est facile de montrer que I'application L définie
de kerw dans kerw par L(zx) = 2(1 — 26)"!(ex — éz) est un projecteur, i.e. L?> = L.
Par suite A admet la décomposition de Peirce donnée par A = Ke® U, & V. 5 , avec
Ue = {z € kerw | ex = 1z}, V.5 = {x € kerw | ez = dz}. Par ailleurs, on sait que la
décomposition de Peirce de 1'algebre de Bernstein (A°,w), relative a 'idempotent e,
est A° = Ke@U V2, 0uU¢ = {z € kerw | eoz = 3z}, V? = {z € kerw | eox =0}

Compte tenu des formules z oy = (1 — 26) "} zy — dw(z)y — dw(y)z) et
zy = (1 —28)z oy + Sw(z)y + dw(y)z, la proposition suivante est immédiate :

PROPOSITION 4.4.4. — Soit A une §-algébre de Bernstein. On a
(i) Ip(A) = I,(A°) = {zoz | z € Aw(z) =1} = {(1 —28)~(z? — 26z) | z €
A w(z) =1};
() U =UZ et Vo 5=V2.

THEOREME 4.4.5 ([13]). — Soit A = Ke ® U, ® V. 5 la décomposition de Peirce
d’une §-algébre de Bernstein A relative a l'idempotent non nule. On a:

(1) ng C ‘/6,57 Ue‘/e,é C Uc, ‘/52,6 C Ue:

2 2

(i) u® = u(uv) = uwv? = u?(zu) = v¥(zv) = (w)? = v2v? =0, pour tout u € UL,
vE V.5 et € kerw
(#4) Ls = {u € U, | uU. = 0} est un idéal vérifiant Vf,é; C Ls, U2Ls =0, (uv)v € Ls,

L?=0, pourtoutu €U, vE€ Vs

Dans la suite Ls désignera 1'idéal de I’assertion (iii) dans le théoréme 4.4.5. Soit
A =KedU,®V, s une f-algebre de Bernstein. Alors ’ensemble des idempotents non

nuls est donné par :

L(A)={e+u+(1-25)""u?|uel,}

De plus, si €’ = e+ ug + (1 — 28) ud, ug € U, alors U = {u + 2(1 — 26) " tuuyg |
u€U}et Vesg={v—2(1-28"tvug—2(1 —28)%vud | v € V. 5}. Ainsi. on a les
isomorphismes de K-espaces vectoriels U, = U, et Vo5 = Vir 5. Si dimgU, =1 et
dimgV, s = s.comme dans le cas des algébres de Bernstein, on dira que la §-algebre

de Bernstein A est de type (1 +r. s).
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Suvit A = Ke & Ue S Ve s la décomposition de Peirce d'une d-algebre de Bernstein.
On note que pour § # 0 bn a toujours A7 = A méme si U2 # Vo5

Exemple 4.4.6 : Soit A la R-algebre dont la multiplication dans la base {e, u,v}
est donnée par e? = e, eu = du. ev = dv,ww =vZ=uet u? =0,0u4d € R\ {0, 3}
Ona A=Re@U,& V.5 avec U =< u >, V.5 =< v > et A2 = A, tandis que
0=UZ # Ves.

Ces considérations nous ameénent a redéfinir la notion d’algébre nucléaire afin de
’étendre aux d-algebres de Bernstein.

Définition 4.4.7 On dira qu'une 4-algebre de Bernstein est nucléaire s’il existe

un idempotent e dans A tel que U2 =V, 5.

ProposITION 4.4.8. — Soit A une d-algébre de Bernstein. Alors les assertions
sutvantes sont équivalentes :
(i) A est une algebre nucléaire;

(i1) Pour tout idempotent e’ # 0 de A on a U2 = Ve 5.

En effet, 'implication (2z) = (i) est triviale. Montrons donc (i) = (iz). Si A est
nucléaire alors il existe un idempotent e tel que U2 = V, 5. Soit e’ un autre idempotent
de A. Alors il existe up € U, telque € = e+ug+(1—28)"1ulet A= Ke' QU B Ver s
avec Uy = {u+2(1-28)"tuup | u € Ue}et Vi s = {v—2(1—26) " toug—2(1-28) ~2vud |
v € Vos). Soit z € Vi 5. Il existe v € V5 = U2 tel que v = Y 1, wu! (u;, ul € Ue)
et =v—2(1—20)"tvug — 2(1 —26)%vud = Y1 (win}) — 2(1 — 26) "N (uuf)uo —
2(1 — 20) "2 (wsu)ud = 0 (us + 2(1 — 28) " Tujue)(uf + 2(1 — 26) "' ulug) grace au
théoreme 4.4.5. Par conséquent z € U2 et V.5 C U2, soit Vor 5 = UZ.

La proposition précédente nous dit que la notion de d-algébre de Bernstein nucléaire

ne dépend pas de l'idempotent choisi.

COROLLAIRE +.4.9. — Si A est une 5-algébre de Bernstein nucléaire alors A*> = A.

La réciproque du corollaire n'est vraile que pour ¢ = 0. iLe. pour les algebres de
Bernstein qui sont ici les (-algébres de Bernstein. En effet. U'exeniple 4.1.6 nous dit
que pour tout § = 0. la d-algébre de Bernstein A ainsi construite n'est pas nucléaire

alors que 47 = A.
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ProposITION 4.4.10. — Soit A une d-algébre de Bernstein. Alors A est nucléaire si

et seulement si A° est nucléaire.
Ce résultat découle de la proposition 4.2.3 et du fait que U = U. et V5 = V.

THEOREME 4.4.11. — Soit (A.w) une §-algébre de Bernstein de type fini. Si A est

nucléaire alors kerw est nilpotent et A est génétique.

En effet, si A est nucléaire alors A° ’est aussi (proposition 4.4.10). Alors N° est
nilpotent( {13, théoréme 6.9 (Conjecture de Grishkov)| ). Par suite le corollaire 4.2.5

nous donne le résultat.

PROPOSITION 4.4.12. — Toute §-algébre de Bernstein nucléaire de type fini est une

algébre train spéciale satisfaisant
1 1
t — %(3 + 28)w(z)z® + 5(1 + 38)w(z)?z® - §5w(:z:)3x =0

En effet, soit (A,w) une J-algebre de Bernstein nucléaire de type fini. L’algebre
de Bernstein (A°,w) est alors nucléaire de type fini. Par suite, le théoréeme 3.1
de [19, chap. 6] nous dit que (A°,w) est une algebre train spéciale vérifiant
I'équation z° — 2w(z)r® + Jw(r)?z°? = 0. Cette équation est équivalente &
} — 1(3 + 20)w(z)z® + 1(1 + 38)w(z)?z? — $éw(z)3c = 0 compte tenu du fait
que Toy = (1 —28)"Y(zy — dw(z)y — dw(y)x) quels que soient T et y dans A. Le
corollaire 4.2.5 termine la démonstration.

Dans [15] les auteurs montrent que dans toute algebre de Bernstein nucléaire
(A.w), l'annulateur Ann.V de N = kerw est un idéal satisfaisant V.2 C AnnN et
vi(vau) + va(viu) € AnnN pour vy, vy € V. et u € U,.. Ce résultat s'étend sans

difficulté a toute -algebre de Bernstein et on a le théoréme suivant :

THEOREME 4.4.13. — Soit (A.w) une §-algébre de Bernstein nucléaire. Alors
A/AnnN est une algébre train d équation 3 — (1 + 8)&(2)z? + d02(2)%z = 0.

ProrosiTioN 4.4.14. — Soit I un sous-espace vectoriel de A. Alors I est un idéal
de A non contenu dans N si et seulement si A° est contenu dans I.

Eu ettet. si T 2 N alors 1l existe r dans [ tel que «{r) # 0. Alors. pour

y=2(r) e l'élément e = (1 —29) 7 (y* = 2dy) est un idempotent de - appartenant
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a I. Relativement a e.ona 4 = Kes U, S V,s . Comme U, = eUe..ona U, C I
car I est un idéal de A. Par suite, pour tout z; = A\je + u; +v; (i = 1,2), on
a ;T = AA2e + %(/\lu.g + Aup) + ujup + uyve + usty + viva + evp + evy € I,
soit A2 C I. Réciproquement, supposons A2 C I. Alors, puisque I C A. il vient
AI C A% C I et I est un idéal de A non contenu dans N.

Remarques 4.4.15. (i) Si A est nucléaire alors A n'admet pas d’idéal propre non
contenu dans N.

(i) SiI ¢ N, J ¢ Net A2C INJ,alors A% C IJ car (A%)?2 = A2. Par suite IJ

devient dans ce cas un idéal de A.

PROPOSITION 4.4.16. — Soit I un idéal de A. Alors l'une des assertions suivantes
est vérifiée :
(i) I=Kes U (VesnNI);
(i) I=(UeNI)&(VesNI).

En effet, on distingue deux cas. Si I C N alors il existe un idempotent non nul e
dans et A = Ke@U.,&V,5.Pourz € [,onaz = de+ut+v,\€ K,u€ U, etv € V, 5.
Parsuitev=z —-Xe—2eu€lcarU, =elU, CI. Ainsi I = Kes U, & (Vo s N I). Par
contre, si [ C N alors pour tout z € [, il existeu € U et v € V. 5 tels que z = u + v.
On obtient donc ez = 3u+dv, v = (§ — 3)~!(ex — 3z). D'ou v € I et par conséquent

=z—vel,soit I =UNI)B(VesNI).

PROPOSITION 4.4.17. — Soit I un sous-espace vectoriel de A. Si I est un idéal de A

alors I est un idéal de A°.

En effet. si & = 0. le résultat est évident. Si § # 0 et I C NV la proposition 1.2.3
nous permet de conclure. Supposons donc que 6 # 0 et I ¢ N. Alors [ = A et on
obtient le résultat.

La réciproque de la proposition 4.1.17 est fausse. En effet. considérons la R-algebre

A dont la multiplication dans la base {e. u. v} est donnée par ¢ = e. en = %u. er = Jv.
ue = (1 —28)u = v* les autres produits étant nuls et § € X\ {0. 1}. On vérifie que 4
est une d-algébre de Bernstein. La table de multiplication de l'algebre de Bernstein A°

associée A A est donnée parese = e. eou = S, uo v =1 or = u les autres produits
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étant nuls. Le sous-espace vectoriel I =< e,u > est un idéal de A°. Par contre I n'est

pas un idéal de A car ev = v ¢ I.

THEOREME 4.4.18. — Soit A = Ke S U, @ V. 5 la décomposition de Peirce d'une
d-algébre de Bernstein A, relative & l'idempotent non nul e. Alors la §-algébre de

Bernstein quotient A/ Ls est une algébre train vérifiant 23— (146)w0(Z) 22 +02(Z)%z = 0.

En effet w : A/Ls — K,Z — w(z) est une pondération de A/Ls et si
z=w(z)etu+vestdans A= Ked U, ® Ve 5,0naz®—(1+8)w(z)z?+ dw(z)’z =
3(26 — Dw(z)v? + w?v + v* + 2(uwv)v. En appliquant le morphisme canonique
T

: A — A/Ls aux deux membres de 1'égalité précédente, le résultat s’ensuit.

ProposITION 4.4.19. — Soit (A,w) une b-algébre de Bernstein. Les assertions

sutvantes sont équivalentes :
(1) (A°,w) est une algébre de Bernstein-Jordan

(i3) (A,w) est une algeébre train vérifiant 3 — (1 + §)w(z)z? + dw(z)?z =0

En effet, il suffit de remarquer que pour tout z € Aona:zozoz —w(z)zoz =
(1-28)~2(z3 - (1 +6)w(z)z? 4+ dw(zx)2z) et d’utiliser le fait que (A°,w) est une algebre
de Bernstein-Jordan si et seulement si z oz 0z —w(z)z oz = 0.

Dans le méme sens on a :

ProposITION 4.4.20. — Soit (A,w) une §-algébre de Bernstein. Les assertions

sutvantes sont équivalentes :
(1) (A°,w) est une algébre de Bernstein normale;
(i) (A,w) vérifie 22y — w(z)zy — dw(y)z? + dw(zy)z = 0.
On rappelle qu'une algebre de Bernstein est dite normale si elle vérifie
2y —w(z)ry = 0.
Les propositions 4.4.19 et 4.4.20 suggerent les définitions suivantes :
Définitions 4.4.21 : Soit (Ad.w) une d-algebre de Bernstein. On dira que A
est une d-algébre de Bernstein-Jordan (resp. une d-algébre de Bernstein-normale) si

3= (1 + 8)w(r)z® + dw(r)*r = 0 (resp. £’y — w(r)ry — dw(y)r? + du(xy)r = 0).

PropPOSITION 4.4.22. — Soit A = Ke = U, =V, 5 la décomposition de Peirce d une
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d-algebre de Bernstein A. Alors A est une §-algébre de Bernstein-Jordan (resp. une

0-algebre de Bernstein normale) st et seulement si Ve% = 0 et v(ru) = 0 quels que

soientu € Uy et v € Vo5 (resp. UeVe s =0 et V2, = 0).

Le théoreme suivant nous montre qu'une §-algébre de Bernstein-Jordan n’est pas,

en général, de Jordan.

THEOREME 4.4.23. — Soit (A,w) une §-algébre de Bernstein. Les assertions
suivantes sont équivalentes :
(1) (A,w) est une algébre a puissances associatives;
(i7) (A,w) vérifie l'une des équations suivantes :
(a) 2% — (1 + 8)w(z)z? + dw(z)?z =0 (6 € {0,1});
(B) 22 —w(z)z =0 (3¢ {0.1});

(1i1) (A,w) est une algébre de Jordan.

En effet, seule 'implication (i) = (i) nécessite d’étre prouvée, les autres étant bien
connues dans la littérature. En faisant y = z%,0 = 46° + 25 — 1 et B = —2§(26 — 1)

dans (3.1.1), on obtient

222123 = ddw(z)zt + (462 + Dw(z)?z® — (88% +66% + 6 — Dw(z)32?
1
g +6(20 — 1)(3 + 46)w(z) 'z

Supposons maintenant que A est & puissances associatives. Alors (3.3.1) s’écrit

(2) ot = dow(z)zd — (407 4+ 26 - Dw(z)?z? + 26(26 — Nw(z)*x
et (1) donne

9225 = (2062 + 1)w ()22 + (—246% — 1462 + 30 + L)w(x)3z>
(3)
+36(85°% — 20 — 1)w(x)*z

on on a remplacé r? par son expression dans (2). En multipliant (2) par 2. il vient

-

207 = 2(126% — 20 = Dw(0)* 2% = 46(=80% = 20 + Dw(x)’x”

[

(4 ,
+166%(26 — L)w() e
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Les identités (3) et (4) donnent par différence

(5) (1 —28)z3 + (46% - 6§ — Dw(z)z? + 8(3 — 48)w(z)’z =0

La différence des identités (2) et (5), multipliées respectivement par (1 — 24)? et
(1 — 28)z, s’écrit §(6 — 1)(z% — w(z)z) = 0. Ainsi, soit § € {0,1} et on a (a) via (5),
soit 0 ¢ {0, 1} et on obtient (b).

On a I'analogue du théoréme 1.4.11 .

THEOREME 4.4.24. — Soit (A,w) une d-algébre de Bernstein. Les assertions
sutvantes sont équivalentes :
(1) N = kerw est une nil-algébre;
(#) (A,w) est une algébre train vérifiant (23 — (1+6)w(z)z? +bw(z)?z)(z — tw(z))* =

0, k entier naturel.

4.5. Structure des §-algébres de Walcher
On rappelle qu'une §-algébre de Walcher est caractérisée par l'identité

(3.2.5) 2B — (1 4 20)w(z)z® + 8(1 + 28)w(z)z® + 6(1 — 28)w(z)3z = 0

On a 'analogue du théoréme 4.4.1.

THEOREME 4.5.1. — Soit (A,w) une §-algébre de Walcher. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

() (A,w) est une algébre de Walcher;

(#) 6 = —3 ou z? — w(z)z = 0 pour tout = dans A.

Soit (A,w) une K-algébre pondérée. On change la multiplication de A en posant

Ty =(1-20)"(2zy — %(1 + 26} (w(z)y + w(y)zx))

ou ry désigne le produit de z par y dans 'algebre A. On note A* la nouvelle algebre.

THEOREME 4.5.2. — Soit (A.w) une K-algébre pondérée. Les assertions suivantes

sont équivalentes :
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(1) (A.w) est une §-algebre de Walcher,
(1) (A*.w) est une algébre de Walcher.

En effet, on note que pour tout = dans A,

(r*z)*(z*z) —w(x)zs =

8(1—26)73 [z — (1 + 28)w(z)z® + 6(1 + 26)w(z)?2® + 6(1 — 26)w(z)*z]

et le résultat en découle.

PROPOSITION 4.5.3. — Soit (A,w) une §-algébre de Walcher. On a
ot — (1 + 20)w(z)z® + 86(2 + §)w(z)?z? — 8%w(z)3z =0

pour toutr € A.

Pour la preuve, voir la démonstration du théoreme 3.2.4.
L’exemple suivant nous dit que la réciproque de la proposition 4.5.3 n’est pas vraie.
Exemple 4.5.4. Soit A la R-algebre dont la multiplication dans la base {e, u, v,.v2}

est définie par e?

= e, eu = ue = 3u, evy = vie = dvy, evy = vze = Sz + vy, V5 = g,
les autres produits étant tous nuls et § # % dans R. L'application w : A — R définie
par w(e) = 1 et w(u) = w(vy) = w(vz) = 0 est une pondération de A. Soit z € A de
poids 1. Alors £ = e+ au+ v, +azvs avec a; € R.Onaz? = e+a1u+(a§ +2a3+
20a2)vy +28azvs, T3 = e+ u+ (3503 + (1 +49)az+8(1+28)az)vi +6(1+28)azus, et
* =e+oiu+(6(56+1)a3+(66%+20+1)az +8(28% +5+ 1)az)v1 +8(26% +5+1)azvs.
Ainsi z* — (1 4+ 20)x3 + §(2 + 8)x® — 6%z = 0. Par suite, pour tout € A, on a :
It — (14 28)w(z)z3 +5(2+8)w(z)?2? — 8%w(x)3x = 0. Soit maintenant £ = e+v. On
ar> =e+3u,+20uvs. 23 = e+ (T4 1)v1 +6(1+26)vq et 8! = e+28(5+26)vy +15°0s.
Dot 2 — (1 +28)x3 +6(1 +26)z + 6(1 — 20)x = —(1 — 26)?r, # 0 pour tout § # 3
dans R. Donc (4..) n'est pas une d-algebre de Walcher. Dol le résultat.

La linéarisation partielle de (3.2.3) nous donne les identités :

123 (ry) = (20 = D]w()r® + 2w(r)x(ry) + < (r)rtyl

-20(1 — 2(5)[.&(.[7]/).[2 - .;;(.z:)zl,‘y: —d(1 — 2(5)[3@'(.1,':!/).L‘ -~ _4;('.1:)3,1/1
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4% (yz) + 8(xy)(z2) = (1 + 28)[w(¥)z?z + 2w(y)z(x2) + 2w (2)z(xy)
+w(2)zy + 2w(z)((zy)z + (y2)z + (22)y)]

(4.5.6)
—26(1 + 26)[w(yz)z? + 2w(zy)z2 + 2w(T2)TY + w(:z)zyz]

—36(1 — 28)[w(z®y)z + 2w(zyz)T + w(z?2)yY]

-

2 et y = z = z2 respectivement dans (4.5.5) et (4.5.6) puis utilisons

Faisons y = =

(3.2.5) et la proposition 4.5.3 . Il vient que

(4.5.7)
222% = (1 + 20)(1 + §w(z)?z® = 26(1 + §)%w(x)3x? + 6(20°% + 26 — Dw(z) 'z
323 = (1 + 46 + 36% + 26%)w(z)3z® — 6(3 + 56 + 562 + 26%)w(z)?z?

+ (=14 26 +36% + 20%)w(z)’z

LEMME 4.5.8. — Toute d-algébre de Walcher posséde au moins un idempotent non

nul.

En effet, pour tout z € A tel que w(z) = 1, soit 'élément e, = (1~25)"2(z3—-36z2+
6(46—1)z) . Onae2 = (1 —28) " [z323 — 662223 + 952222 + 25(46 — 1)z* — 662 (46 —
1)z3 + §%(46 — 1)%z%]. Au moyen des identités (3.2.5), (4.5.7) et la proposition 4.5.3,
on obtient : 2 = (1—26)"4[(1—26)%z% —36(1 —26)%2%+8(~1+ 8 — 205> +164°)z] =
(1 —28)74(1 — 26)%(z3 — 362 + (46 — 1)x) = €.

Soit (A.w) une d-algebre de Walcher et (A*.w) 'algebre de Walcher correspondante.
On sait que A et A* ont le méme ensemble d'idempotents. De plus. si e est un
idempotent non nul de A alors. pour z = e et y € kerw dans (4.5.5). il vient que

2e(ey)) —(1+20)ey+dy =0.Dou A = KeS N S N;0u Ny = {z € kerw | ex = %x}

Ns = {r € kerw | exr = dx}. Par ailleurs A~ = Re = NI = N, avec
NI ={rckerw |exr=3r}. N, = {r € kerw | exr = —4r}. On a aussi
les égalités de sous-espaces vectoriels : VvV, = N7 et Ny = V*,. Enfin. on peut

L
2 3 K

rewarquer que les novaux de (A ) et de (A7 &) ont la méme structure algébrique

car r =y =2(1 —20)"try pour rous r. y € kerw. En fait. on a le théoréme qui suit.
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THEOREME 4.5.9. — Soit A = Ke S N% & N; la décomposition de Peirce d'une 6-

algébre de Walcher relative a idempotent non nul e. Alors

(1) Ni CNs. NyNsC Ny, NjCNg

(2) z*(zy) = z(z®y) = 0;

(3) 2(zy)(zz) + 2%(yz) = 0;

(4) (zy)(tz) + (z2)(yt) + (2t)(yz) = 0;

(5) 2e(ex) — (1 + 28)ez + 6z = 0

(6) (1 — 28)e(zy) + 4(ex)(ey) — (1 + 26)((ex)y + (ey)z — dzy) = 0;
(7)) 4llex)(yz) + (ey)(z2) + (ez)(zy)) = (1 + 26)((zy)z + (y2)z + (22)y);
(8) u? =% =0;

(9) (wru2)us + (uzusz)uy + (uzuy)uz =0, (viv2)vs + (v2v3)vy + (vavy)vg = 0;
(10) (v1v2)u = vy(vau) + vo(vyu);

(11) (ulug)v = 'U.1(’LL2U) + ug(ulv),

quels que sotent ., y, 2z, t dans kerw, u, u; dans N%, v, v; dans N5 (1 =1,2,3).

ProprosiTION 4.5.10. — Toute §-algébre de Walcher est une algébre train spéciale,

donc génétique.

En effet, supposons que (A,w) est une §-algebre de Walcher et soit N = kerw.
Alors, 'algebre de Walcher (A*,w) est une algebre train spéciale d’aprés ([21]). Par

suite , le corollaire 4.2.5 achéve la démonstration.

LEMME 4.5.11. — Soient A = Ke & N% S Ng une d-algébre de Walcher dans
sa décomposition de Peirce relativement a lidempotent non nul e et k un entier

strictement positif. On a les inclusions suivantes :

(i) Ni(ViNHC NS (i) Ns(VLN§) C VN

1
Eun effet. (i) s’obtient par récurrence sur l'entier A > 1. S1 & = 1 le résultat est
trivial par les inclusions (1) du théoréme 1.5.9. Supposons que cette inclusion ait

lieu pour un entier A > 1 et solent u;. u» € N:. Uy. ta € Nj et v € .\’(ﬁ.". On
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établit. a 'aide des identités (4), (9) et (10) du théoreme 4.5.9, que uj(u2(vyv)) =
ur(vr(vuz)) +ui(v(viue)) = vi(ur(vue)) — (viwr)(vuz) +viui (viuz)) = (viuz)(vwy) =
(uruz)(v1v) + v(uy(u2v1)) + vi(ur(uzv)). On a (wjue)(v1v), v(ui(uavy) € NS
trivialernent et vy(u;(uqv)) € Né‘“ du fait que u;(uav) € N¥ par hypothése de
récurrence. D’ou linclusion (i). Quand & linclusion (ii) elle provient de ce que
vy (u1(vav)) = up(vy(vav)) = (vyuy)(v2v) quels que soient u; € N%, vy, U2 € Nj et
veE Nf.

COROLLAIRE 4.5.12. — Soient A = Ke & N% @® Ns une §-algébre de Walcher et

k = 1 un entier. Alors le sous-espace vectoriel Jy = Ny NF @ N¥ est un idéal de A.

ProposiTioN 4.5.13. — Soient (A,w) une d-algébre de Walcher, I, et I les
idéauz de A engendrés respectivement par les éléments de la forme x> — w(z)x et

z3 — (1 4 8w(z)x? + dw(z)?x, z parcourant A. Alors I} = Jy et I = Js.

En effet, soit z € A = Ke@N%@Ng, z = w(z)e+u+uv, u € N% et
v € N5s. On a % — w(z)r = 2uv + (u? + v% + (26 — Dw(z)v) et 23 - (1 +
Sw(z)z? + dw(z)?z = 2uv® + (2u?v + (26 — 1)w(x)v?). Par suite, (z° — w(z)z) € J;
et (z% - (1 + §)w(z)z? + dw(z)?c) € Ja. Soit donc Iy C Jy et [, C Jo. Soit
maintenant v € Ns5. On a v = (2§ — 1)71[(e + v)* — wle + v)(e + v) — (v2 — w(v)v)]
et v2 = (26 — 1) (e + v)® — (1 + )w(e + v)(e + v)? + dw(e + v)*(e + v)]. Ces deux
dernitres identités nous disent que N5 C I et v2 € I pour tout v € Ns. Comme
vyve = 2[(v1 +v2)? — v} — v3] pour tout vy, v2 € Ns. on en déduit que N7 C I. D'ou

J1 C I et J» C I,. Par conséquent J; = I et Jp = I».

ProposiTION 4.5.14. — Soit A = Ke & Ny 2 N la décomposition de Peirce d'une
d-algébre de Walcher relative a l'idempotent non nul e. Alors Jo = N N7 & NJ est
un idéal de A et lalgebre quotient A/J; est une algébre train vérifiant l'équation

2= (1+8)@(£)z? + 0x(2)*z = 0.

En effet. d’apres le corollaire 4.3.12. Jo est un idéal de 4. Soit maintenant
r g 4 = Re=z .V, = Ny Alors © = w(rje+u+ . ouw € N1 € N et
3= (1 + Ne(r)r? ~ do(r)?r = 2u +2ue — (1 — 20)w(x)e? € Jo. En appliquant

le morphisme canonique 7 : A — 4/.J5 aux deux membres de 'égalité. le résultar
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s'ensuit.

COROLLAIRE 4.5.15. — Soit A = Ke & N% & N; la décomposition de Peirce d'une
8-algébre de Walcher relative a ['idempotent non nul e. Alors A est une algébre train

de rang 4 si et seulement si N} # 0.

En effet, si N? = 0 alors A est une algebre train de rang < 3 d’apres la proposition

4.5.14.

PROPOSITION 4.5.16. — Soit (A,w) une é-algébre de Walcher. Les assertions
suivantes sont alors équivalentes :
(7) (A,w) est une algébre & puissances associatives;
(i7) L’équation de (A, w) est de l'une des formes suivantes :
(a) =B —w(z)2® =0;
(6) B = 3w(z)r3 + 3w(z)?2? — w(z)3z = 0;
(i17) (A,w) est une algébre de Jordan.

En effet, () = (i1) : On sait que (A,w) est une algebre train de rang < 4. Sans
perdre la généralité, on peut supposer que l'algebre (A,w) est de rang 4. Alors,
puisque A est & puissances associatives, (3.2.5) s’écrit ¢ — (1 + 28)w(z)z® + 6(1 +
28)w(z)?z? + 6(1 — 26)w(z)3z = 0. Par ailleurs la proposition 4.5.3 nous dit que
t — (1 + 20)w(z)z® + 8(2 + d)w(z)?z? — 6%w(z)3z = 0 pour tout z € A. Ainsi, ces
deux dernieres identités donnent par différence §(1 — d)(z? — w(z)z) = 0. Par suite, A
étant de rang 4, § = 0 ou § = 1 et nous obtenons respectivement les équations (a) et
(b).

L'implication (#2) = (ii¢) bien connue. résulte de la linéarisation des équations (a)

et (b). De plus (#i2) = (i) est immédiate.
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