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RESUME

Dans ce mémoire nous étudions essentiellement les superalgebres de
Malcév. Ainsi nous montrons qu'une superalgebre alternative est
super-Malcev-admissible. Nous nous intéressons ensuite aux
superalgébres de Malcéy semi-simples au sens de GG, Hochschild,

Une superalgébre de Malcév est résoluble si et seulement si sa
composante homogéne de degré zéro est résoluble. Ceci nous permet
alors de donner une généralisation du théoreme de Lie.

Dans la suite nous étudions les espace-poids d'un module de Malcév
d'une algébre de Malcev.

Enfin nous étendons aux superalgebres de Malcév la notion de
sous-algébre de Cartan graduée.

Mots-clés
Superalgebre de Malcév « M-module de Malcéy + Théoreme de Lie »
Espace-poids = sous-aigebre de Cartan (graduée).



INTRODUCTION

Soit A une superalgébre associative, alors A- qui est l'algebre
définie sur le K-espace vectoricl A et dont la multiplication est
[x.¥] = xy—(=1)lyx {of xy est la multiplication dans A avec x dans Aj_y
dans Aj i,j=0,1) est une superalgebre de Lie. On dit que A est super-Lie-
admissible. D'autre part nous savons qu'une algébre alternative est
Malcév-admissible. Soit A une superalgébre alternative, A- est-elle une

superalgébre de Malcév 7

Aprés quelgues résultats généraux au chapitre 1, nous donnerons au
chapitre Il d'abord une caractérisation d'une superalgébre alternative et
nous répondrons par 1'affirmative a la question posée ci-haut. Par la suite
nous donnons un exemple de superalgébre alternative non associative.

Au chapitre II1, conformément & la défimition de G. Hochschild (8)
nous éudierons 1a semi-simplicité des superalgébres de Malcéy.

Ensuite au chapitre IV, nous nous intéressons i la résolubilité des
superalgébres de Malcév dont la composante homogéne de degré zéro est
résoluble. Ceci nous permet de donner une généralisation aux algébres de
Malcev du théoreme de Lie,

Dans le chapitre suivant, nous donnons un résultat important sur les

espaces-poids d'un module V d'une algebre de Malcév.

Enfin, av dernier chapitre nous étendons aux superalgebres de
Malcév la notion de 3-A-C-G introduite par TMOONS (15) pour les
superalgebres de Lie. Ceci dans ['espoir que celie notion sera utile dans

I'étude des espace-poids des superalgébres de Malcév par exemple.
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CHAPITRE 1

GENERALITES-DEFINITIONS

Soit K un corps commutauf de caraciénstque différente de deux.
Définition I-1-1

Une K-algébre M esit appelée algebre de Malcév 51 sa multiplication
(notée xy pour deux éléments x,y de M) vérifie les identités © x2 = 0 pour
x € M (xz)(yt) =((xy)zit+{{yz)thx+{{zOx y+H{x}ylz pour x,y,z.t € M. 5i
M est une K-algébre de Malcev, on note le jacobien l'application

K-trilinéaire ] définit par J(x,yz)=(xy)z-x{yz+y(xz) ol X,y.z sont € M.
Pour x,v,z.t € M ; nous avons alors les égalités :
Jixy.xz) = Jxy,2)x
Jxyaz) + Ny, xz) = Jix,y,zit + Ny, z)x.
Jio,y,z) = th{x.v,z) + I(Ly. 2 — 21(x yz).
20(x,y.7) = Jx,vz) + Jyzx) + JiLz.xy)

On note (M) le sous-espace vectoriel de M engendré par les
éléments de la forme I(x,y.z) ol x,y,z sont dans M. On appelle J-noyau de
M l'ensemble NpiMi=NiM)=(x & M, JIMM.x)} =0}, J(M) et N{M) sont
deux idéaux de M.



Définition 1-1-2

Soit 'V un K-espace vectoriel de dimension finie, V est un

M-module de Malcév &'il existe une application K-linéaire

p:M —— Endg(V)qui a x associe p(x) = py telle que pour tout xy.z

de M on ait une des égalités équivalentes suivantes :
Pixy=PaPyPe — PePuPy — PyePx T PyPax.
Py )e=PePyity — PyPxPe— PxPay + PxzPy.

Dans ce cas p est dite représentation de Malcév de M dans V et p

est la représentation associée au M-module V.
Notons J(X,y V)=pxy(v)-px{py(vIHpylpxiv]) (ob xy € M et

ve Viet NM(ViI=N(VI=|ve V, JiIMMv)=0]. N(V) est un M-sous-
module de V. 51 V = N{V) alors V est dit M-module de Lie et la
représentation p est appelée représentation de Lie. Lorsque V = M, Ia
représentation notée ad : M —— Endg (M) telle que ady(v)=xy (x,y dans
M) est appelée représentation adjointe. Si ¥V = M, V est dit M-module

régulier.

Soit A = Ap @ Ay une superalgébre et G = G & G l'algébre
grassmannienne. G(A) = (AG®@ Gp) @D (A1 @ Gy est l'enveloppe
grassmannienng de A, G est une superalgébre associatve et unitaire telle
que gg'=(—1)g'g pour g & Gjet g'€ Gj(od ij = 0,1 ). A est une
superalgébre de Malcév =i et seulement si G{A) est une algébre de

Malcév. D'oi il résulte la



Deéfimtion I-1-3

A= Ap@® A est une superalgébre de Malcév si et seulement si .
xy = -(-1)Jyx pour x € A ye Ajod ij = 0,1
(=1 )k(xz)(yt) = ((xy)z)t + (= 1 p0sk+D(yz))x

+ (= UHDIAD X ) y+ (=1 PR (1x)y e
pour des éléments homogenes x € A ye Aj 28 Agette Ay ol
ij.k.d =01,

De méme on définit le (super)-jacobien par
Jixn,y.2) = (xy)z - xiyz) + {—I}iiy{:z] plx€ ALye Ajetze Apw Al
J{A)est la sous-algébre de A (Z;-graduée) engendrée par les éléments de

la forme i[:.y.z} ol x.y.z sont € Agu A

Pour des éléments homogeénes x € Aj, ye A, 26 Agette A o

i),k = 0,1 ; nous avons alors les égalieés :
]{:I..y.xz} = (=1 }“’-jth,ygh.
Itn.y.tz} + (=1 ]"-|'+]J'+1.i]n,y~uj = {—1}*]{&.3#.1}: + (-1 J|U+k+f}+f.1]{t.}r,z]x.
E{u.y.}.l = lj{x.y,zj + {Allii.i*k}}{t.y,z}x = EIELI.}'?J.
EI]JIH.}’J} = I{[,.’L.}'l} PRIy (ty.zx) + (-1 I""‘”][t.z.x}r].

N(A) = [x € A/ J(A.A.x)=0] est le i-noyau de A
1:1[4&} et L‘.M sont deux idéaux homogénes de A



Défimtion 1-1-4

Soit A =Ap@ A etB=By® B, deux K-espaces vectoriels
Za-pradués, Une application f de A dans B est dite K-linéaire Z;-graduée

s fest K-linéaire et flA;) < B pour i = 0,1

Défipition I-1-5

Soit V = Vp@ V) un K-espace vectoriel Zz-gradué de dimension
finie alors End(V) = End({V ) © End(V), ol
End(Vig = {f e End(V) / iV} Vi pouri=0,1)
End(V) = [fe End(V)/ (V) Vis) pouri1=0,1]
End(V) est une algébre associative Zz-graduée et gl(V) est la
superalgébre de Maleéy obtenue en définissant la multiphcation
[fg] = fog =(=1)lgaf pour f & End(V)i. g € End(V) (ij=0,1)
Soit A = Ap @ A une superalgébre de Maleév. V est un A-module de
Malcewv 8l existe une application K-linéaire Zz-gradude
p:A —— Endg(V), qui i x associe p(x) = py telle gue 'on ait :
Pixyle = PxPyPz — (=11} popepy — (—Thil+kipy py + (=1 )i+, g,
ol xe Aj, ye Ajetze Apu Al

Dans ce cas p est dite super-représentation de Malcév de A dans V

et p est la super-représentation associée av A-module V.
Notons J((x,¥,v) = pey(v) = prlpy(v1) + (=1)0pylpe(v))
(ol xe Aj, ye Ajetve V)

T:-J',a,{‘l-"} = F‘-:J{‘v"} =[(ve V, ]{A,A,v}:ﬂ] est un A-sous-module de V.



Si 1'-"=|':-|'{"'-"} alors ¥V est dit A-module de Lie et la super-
représentation p est appelée super-représentation de Lie. On appelle
représentation réguliére ou adjointe la super-représentation notée
ad : A —— Endg(A) telle que ady(y) = xy (x,y € A) 5i V= Aalors V

est un A-module regulier.

Définition I-1-6 ; Soit M une algébre de Malcev.
On appelle dérivaton de M une application linéaire [ de M dans M
telle que Dixy) = Dix)y + xDiv) guels que soient &, y € M.
Pour tont x, y & M, Fapplication Dix.y) = adyady - adyady + adyy
esf une dénvaton de M,
SO X[, X ¥ e ¥ des Eléments de M tels que Dix,,y;) soir
nilpatent (i = 1.....n). Alors Fapplication f de M dans M définie par

L]
fiz) = Hexp{r}[xi Vi dHz) est un automorphisme de M.
=1

Refimtion |-1-7

Soit M une algébre (ou superalgébre) de Malcév. On appelle
série centrale descendante de M la suite décroissante M1 M2, | didéaux

de M définis par récurrence de la maniére suivante |
1) Ml=M

2) Mo+l = MM pour tout entier n 2 1.

Définition 1-1-8

Soit M une algébre (ou superalpébre) de Malcev., On note M

I'intersection des termes de la sére centrale descendante de M. C'est un
L [ i oy 0 £ 5 4 2l g1 3 = i * M/
idéal caractéristique de M et cest le plus petit idéal A de M el que ™/,

soIl milpotente
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CHAPITRE 11

SUPERALGEBRES
MALCEV-ADMISSIBLES

Dans ce chapitre, M = Mp@ M, désignera une superalgébre
de dimension finie sur un corps commutatitf K de caractéristique
différente de deux, Le produit de deux éléments x el y sera noté xy,
Soit M = Mp@® M une K-superalgébre. Considérons 1o K-superalgébre
M- ohtenue 4 partir de M, en défimssant une muluplication suar
le K-espace vectoriel Zz-gradué My @ M, par le commutateur de (ou
super-commutateur de) deux éléments homogénes x de M; el ¥ de Mj par
[x.y] = xy = (=1dlyx odij=0]1.8 M=M;® M est associative, M- est
une superalgébre de Lie i.e. une superalgébre dont la multiplication
vérifie

1) xy = - (-1)lyx pour tout x € M, y € M;j (1) =0.1)

i) i{:l-:_y,z‘l = pourtout x € M, ye Mj, z e My

ol j(;r.,}l,:l:}: (xylz—x{yz)—{—10x(xz)y (i.j,k = 0,1).

Soit A une alpébre. A est une K-algébre alternative si xi{xy) = x2y
et (xyly = xy2 pour tout x,y € A. Si A est allernative, alors A est

une K-algebre Malcév-admissible.

Nous montrerans que si M est une superalgébre alternative alors M

est une superalgébre Maleév-admissible.

=



11-1 CA F 'UNE_SU
ALTERNATIVE

Soit A = Ap @ A une superalgébre et G = Gy @ G 'algébre
prassmannienne. G(A) = (Ap® Gp) ® (A) ® Gy est l'enveloppe

grassmannienne de A, G est une superalgébre associative et unitaire telle

que gg'=(-)iigg pour g € Gietg' e Gj (o n,j =0,1).

Soit A une superalgébre alternative alors G(A) est une algébre
alternative. Soient X = x @ g, Y=y ® g, Z=2® g" 3 éléments
homogeénes de G(A) ol x € Aj,ye Ajze Ar.ge Gi, g e Gjel
2" € Gg {1,k =0.1). Nous avons ;

X +Y.X+Y,2)=0

(L. X+ Y. X+Y)=0

o {a,b,c) = {ab)c - albc) pour a,b,c 3 éléments d'une algébre A { (a,b,c)

est I'associateur de a,b.c).
*) domne (X, X, Z)+ (L Y, 20+ (Y, X, Z) + (Y, Y, Z) = 0 soit
(X, Y, Z)=~{Y, X, Z).
(X, Y. Z) = (XY)Z - X(YZ)
= ((=1)iixy ® gg')z @ g") — (x ® p)((—1)kyz @ g'g")
= (=1 )UHitiR{xy)z @ pg'p" — (-] )k+j+klix(yz) @ pg's"

= (— )itk (xy)z - x(yz)] ® ggg”



et (Y, X, Z)y=(YX)Z — Y(XZ)
= (— 1)k (yx)z — y(xz)] ® g'gg"
Comme g'gg" = (- 1)1eg'e" il vient de +) que :
(=1l (xy)z — x(yz)] @ ggig" == (== DR (yx)z — y(xz)])

Posons par définition que l'associateur de x.y,z de trois éléments
homogénes de A noté (x.y.z) est (x,y.2) = (= 10K (xy)z — x(yz)].

Ainsi *) est equivalent i (x,y,z) = — (=] Uy x,z)
De méme en développant ++) on ohtient {x,y.2) = — (= 1)k{x,z,y) d'ol
Définition 11-1-1

Soit A = Ap @ A une superalgébre. A esl une superalgébre

alternative si pour tout X € Aj, v £ Ay, 2 € Ak on a les relations suivantes

(x.y,2) = — (=1)Ky,x,2)
(x.¥,2) = = (~1)ik(x,2,y)

G{A) étant une algébre aliernative nous avons ( épgalités de
Mouafang, cf19) powr X =x @ g, Y=y B g, L2=z2@ g", T=1t 8 h des
éléments homogéne de GIAJ ol x € Aj,vy€ Aj 2 Ak L Ay, ge G
g e G,p" e Grethe G (ki =0.1)

19) [(X + TY2IY(X + T} = (X + THZY}X + T}
2%) [UX + TIE)[Y(X + T =[(X + THZY (X + T)
A7) X + TYZNX + T)]Y = (X + THE((X + T)Y)]
47y YI(X + THZIX + TH) =YX + THLIX + T)

L



17} apres développement et simplification noos donne ¢
(RZHYT) + (TZUYX) = X({(ZY)T) + TI(ZY)IX)

Caleulons chaque expression :
(XZHYT) = [(-Dikxz ® g g"][(- 1)yt @ g'h |
= (- | )ikl IR+ ) (y1) @ pp'p'h
(TZHYX) = (- 1)kH+HERN+) ) yx) ® hg'g'g
XUZY)IT) = (- ik+{+kM+li+k+/x((zy ) @ ga"g'h

TUZY)X) = (- 1ik+li+kM kI (zy)x) @ hg'g'e

Comme hg"g'g = (-1)ili+k+l+i{+klgp"a'h 1) est équivalent &
(xz)(yt) + (-1 PUHDH0RN ) (yx) = x((zy)t) + (-1 piirk0+0kg {2y )x).
Par suite
(-1 PO+ xz)yt) + (- 10+ (z) v x)
= (-1 00k ((zy ) + (=104 zy)x).
De méme 27) donne :
(XZHYT) + (TZXUYX) = (X(ZY)T + (TCZY DX et
(X(ZY))T = (-1)ik+i+k)Hil+k+D(x(zy) ® gg"g'h
(TIZY )X = (-Dyikritik ik {zy)x @ hg'e'e
et hg"pg'g = (- 1)+kHH K)o o'l entraine que 2°) est équivalent i
(xz)(yr) + (1) 0k D+ Nz (yx) = (xzy )i+ (100K ) )X
[oi
(-1 )10+ )y + (- 1 0+HRN ) yx)

= (-1 MRz ) 4 (- DR 2y X

|1}



Le 3%) est équivalent i :

((XZITYY + ((TZIX)Y = X(Z(TY)) + T(Z(XY)) et
(XZITIY = (-1 }ik:+.f[i+la]+ili+l-;+.f]|[{;.-_g}[}:,,r ® e hg'
(TZ)X)Y = (-1)kiitk+l+itk+N((z)x)y ® hg"ge’
X(Z(TY)) = (-1+kGHD+H0+R Dy (2(1v)) ® gg"hg’
TIZIXY)) = (-1t z{xy)) @ hg"gg' et comme
hg"gg' = (- 1)ik+1i+k)ge"hg' il vient que -

(-1R((xz)0y + ORIy = - Rz(y)) + CDERz0yv))

Enfin le 47 est équivalem &
YX{ZTH + YIX(ZTH = (YX)AT + (YT)Z)X et
Y(X(ET)) = (-1 )kMikHti+k+ Ny (x (21)) @ g'gg™h
Y{X{ZT)) = (-1 k+itk+tisk+ly{t{zx)) @ ghg"g
((YXIZIT = (-1)i+kbie+Ai+i+ki((yx)z)n @ g'gg"h
(YTIZ)X = (-Lisktithniisk+hi{ytiz)x ® ghe'g
et puisque g'hg"g = (-1 RH+itk+g'ep"h il viendra que :
(-1 ky(x(z0) + (-DkHDyiex)) = COReORI + (- Dk (yvDz)x.

Ceci nous permet d'énoncer la

Proposition 11-1-2

Soit A = Ap@® Ay une superalgébre alternative. Soient x,y.z.0 des

elémenisde Aol xe A ve Ajze AL e Ay (ijkM=01) alors



19} (-1)EHRxz)(yn) + (-1l ) yx) =
= (- 1)+ {{zy)t) + -1k (zy)x) =
= (- DK x{zy ) + (-1 0++k(zy Dx,
29 (-1 ((xzity + (DR )y = (DExz(ty)) + =100 (2 (xy)).

3%) (-1 kbyx(ze)) + (-1 k+ly(tizx)) = DRy + 1R+ {yz)x.

-2 S {EBRE JOEV-ADMISS

Théoreme 1-2-1

Soit A = An® A une superalgébre. Sipour x € Aj vy e Aj
{(obij=0,1) xy=—(=1)yx alors les assertions suivantes sont

equivalentes :

1°) A = Ap ® A | est une superalgébre de Malcév
2°) (141 (x,y.t2) + (111 (Ly.x2)

= (- Ich'l'+J+"iJE (x.y,2)t + (-1 }iLi+H]{t,;-,-.sz.
39 ii?{z,t.}*} 4 (- 1kttt | (tz,%.¥)

=(-1 }.'I’*"k}l'?..x,}'}lt + (- l}’ﬂ+k+?}](1,l.}f}x
(ol x € Aj,ye Aj,ze Ax.te Aylijkd=0,1))

)

(cf.2).



Lemme [1-2-2
Soit A = Ag ® Ay une superalgébre telle que pour x € Aj v € A

(oid i,j.k = 0.1} ay =—(—1)yx, alors
Efx.}',z} =—{—1 ‘rij] {v.x,2)

]fl,y,x} - —{—I“_Lik]{x,z,}f].

En effet

3f&::h?—‘-l = (ny)z — x(yz) — (—1)ik{xzy
= — {—1[=(=Diixyiz + (—1xiyz) + (= 1+ K xz)y]
= —{—] ]'i-i|f}"1]'5’- —{-1 :'ij""ifj"'k"'(}’ﬂx = {—ljij+jk+}{i+k]}r{11}]

= —(—D)i[(yx)z — (-1 kx(yz) — yixz)]
= (= 1iltyx)z — yixz) — =1)ikxtyz)) = —(—131i J(y.x,2).

De méme on montre que J(x,y,z) = —(—10& ] (x,2.y) »

Lemme 11-2-3

Soit A = Ay® A une superalgébre alternative. Soient x.y,z des
éléments de A ol x € Aj, y & Aj.z e Akdigk =0.1) alors :
(xy)z + (=R 2y = xiyz) + (= IR Rz yx),

En effet, A étant une superalgébre alternative on a
(x,y,2) = — (=1 PUTkI+IR{z v %) sail
(—1H+DRT xy )z — x(yz)] = — (=1 YDk — ) i+ [y Ix — 2(yx)]]
(xylz — alyz) = —(—1)l+HRHR zy)x + (=1 )iU+k Kz (yx) d'on

(xydz + (=1 Uk kigyix = x(yz) + (- []i{.i+k}+.ik2i}'1:| »

[



Lemme I1-2-4

Soit A = Ag® Ay une superalgébre alternative. Soient x.y,z,1 des
éléments de A ol x € Aj, yE Ajze Ag Le Ayfijk!l=01) alors :
(=D(xz.Ly) + (=102 x y) = (—1)e+ii+k)z x p)t + (—1)e+ik(z,Ly)x
ol o =00+ k}j+0 + jl

En effet, (—=1)&(xz,t,y) + (=)@ iliz,xy) =
= — (=110 kg, 3,0 = (=il z,y,x)
== {_|:.u+.';.f+[i+’-c}:,i+f,'|+j![({;.-,?_';},],1 — (xz){vt)]

S (_1]{I+i.l'+lrk+mi+i:|+i_i[,ir_[tﬂ_,'.:|x — (tz){yx)]
=— (=1 W[{(xz)y)t = (xz)(yD)] = (= DD (zy)x = (z)yx)]
= [(=1 i{xz)yt) + (=1 ytivkeekiitz)(yx )]

= [{=13(xz)y + (= ilirks DRItz )y )x]
= (= UK (= 1 0HR N xz ) + (= 1)+ 2 W yx)]

= [=10H(xz)y)t 4 (= | yil=kelvki{ 1)y x]
( 1°) proposition I1-1-2)
= (=IO HI (= DGR x(zy )t + (=1 p4+R) 2y 1)x]

— [(=1)l(xz)y)t + (—1)ili+k=Ikl({tz)y)x]
== (=1 (xz)y — x(zy)]t — (=1 )lirk+Deki (rz)y — t{zy)]x
= - (_1jigi+kr+_itk+E}(x111}.]t —f—] jiU+k+.’]+jH-:+.’J-[r.z.}r}x
=(—1JiH&+HDz % y0 + (= DiltkeikeD+k 2 pyx

= (=] yesllitk)z vt + (- De+ikiz L yix ®
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Lemme 11-2-5
Soit A = Ap® A, une superalgébre alternative. Soient x,y,z,t des
éléments de Aol x € Aj, ¥y e Aj,ze A, te Ayfijkf=0,1})alors :
(=1 ]miktzx,t,}-] + (=1 ;.mfciﬂrk].[ﬂ.xl}r}
= (=110 1(z,x,y) + (=1 )yl z,y)
o o= {1+ k)}j+l) + )l
En effet, (-1 )0+k{zx t,y) + (~ 1)@ li+k)zex,y) =
= = (= yoribllivk )z y) — (— | jeskli+(x 2L, ¥)
== (= )ik+Hi+kI[(t{zx Dy = t{{zx)y)] = [(x(z0)y — x((z0y )]
= — (— ]kttt ((za) + (=1 )ik .f{i-l-l-'.I-};.:g[']]}r
A [ (= |yl {zx )y + x({zUy)]
= — (=1 )ik {1z + (=1 )ik x2)t]y
+ [(= 1 pE+Hikn(Czx)y) + x{{zt)y]]
= = (=1 yik[{=1 kI (i )y + (= DRz ]
+ [(= 1 kORI (zx0y) + x{(z0)y)]
(2°) proposition I1-1-2}
= — (= 1 pk[(= 1R z(xy)) + (=1 ) kx(z(1y))]
+ [(= 1)k (zx )y ) + x((z)y)]
= (= | )ik+lti+khtf(zx )y — 2(xy) ] + x[z{ty) — (2t)y]
= (= | yiktllivkbrii+kG+00z, % y) + (= 1IFRGH (2,1 y)
= (=1 Uik 2 x,y) + (=1 kU DLy )
= (—1el(zx,y) + (=1)exlz, 1y

[Dod le lemme »



Soit A = A @ A une superalgebre aliernative, Soit x,y,z des &léments de A
pilx € Aj,ye Aj,ze Ag (ijk =0,1) et soit o = ij+k(i+]} alors :
(x.y,z) = — (—1)K(x2v) = (—1)iIFik{z,xy). Dol
3(x.y,2) = (%,y,2) — (= 10ROy ) + (=1t (z 0 y)
= (=1 ti+itk+ii{ [ (xy)z = x(vz)] — (=1K[{xz)y = x(zy)]
+ (=1 yi+ik[{zx )y — zixy)])
= (—1)9({xy)z — x(yz) — (—=1ik{xa)y + (=1)ikx(zy)
+ (=Diitk(zx)y — (-1)ii+ikz(xy))
= (—10(((xy)z — (—1)0+kbiz(xy ) — x(yz — (-1 Kzy)
~ (=1)ik(xz — (~1)ii+Tk(zx))y)

= (-1)%([xy.z] — x[y,z] - (- 11K[x z]y).
De méme
3x.y.z) = — (= 1)(3{y.x.2))

= —(—1)o+ii([yx,z] - y[x.z] = (-1PK[yz]x)

= —(=1)K([yx.z] - y[x.z] - (~1)Ky.z]x).
6(n.y.2) = 3(x.y.2) + (- (=1 1D{(3(v.x, 2D

= (=1)9([xy.z] — (-1 5K[x 2]y — x[y.z]

— (= 1lyxz] + (= iily[x,z] + (= DIOHR) ]y, z]x)
= (= 1)9([xy— (=1 Yiyx.z] — (—10k([x,2]y — (=1 +K)y[x,z])
— (xly.z] - (=1)iG+K)y z]x))

= (~19([[%,¥],2] - [x.[v.2]] — (~10K[x,2].¥]).

I
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= [(=1)eiiek) kvt = (= 1)8+i(z, 1) |

+ [(=1orikizyix — (=1 etz y)]
= (-] j{:+a’{i+kb[{31x1}rj[ — (=R x ) ]

+ (=Dark(z,ty)x — (=1)i+kDx(z,ty)]

= (el [zt ] + 1)+ Ly ]

= (=] Yotk M+ k] é [T(zuxy)t] = (=1 jesikekiish +.i!é [J-(zty)x]

— [—'ll'lf"""'ké[]—ilmj'},t] -+ {-—I)’U*”ﬂklﬂ[? lIr[.}'].ﬂ].
Par suite :
J ([x.z],t,y) + (-] ]iik+fj+k.f'f_{[t.z].n.y‘.l =

= (= 1HR[ Tz xyia] + (- 1DiGHHE] T (z,19),x ],
[You A~ est une superalgebre de Malcéy.

Ainsl nous avons démontré le

Théoréme 11-2-6

Soit A = Ap B Ay une superaigébre alternative alors A est une
superalgeébre Maleév-admissible,

Il 3 Construction d'une superalgébre alternative

]

0 5 aliy

Soit K est un corps commutatif K de caractéristique nulle. Toute
algébre ou superalgébre sera de dimension finie sur K et & élément

unité 1.



Définition I1-3-1 :
Une involution de la K-algébre A est une application

K-linéaire s : A—— A ; satisfaisant : s(xy) = s(y)s(x) et s(s(x)) = x pour

tout x,y € A.
Définition I1-3-2 :
Une involution de la K-algébre A est dite scalaire si :

X + s(x) € K1 et xs(x) € KI.

Définition II-3-3 :
Une application K-linéaire Zy-graduée d'une superalgebre
A=Ap®D A s: A—— A est dite (super-)involution si : s(s(x)) = x et

s(xy) = (—Dls(y)s(x) pour tout x € Aj, y € Aj (ol i,j = 0,1).

Remarqgue : On notera aussi s(X) par X pour tout x € A.

Exemple 1

Soit A = Ag © A| une superalgebre associative. On suppose que la
composante de degré zéro est munie d'une involution telle que xw = wx

et wv = — vw pour x € Ag, v,w € Aj. On définit alors sur A une

o~ o~

involution par x = x six € Aget v=—vsive Al

Dans ce cas en posant Tr(x) = x + x ;on définit une trace sur A. Comme

tr(A1) = 0, nous avons Tr(x) € K1 pour tout x € A.
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Exemple 2

Soit A = K1 @ Kv une superalgébre associative telle que v2 = 0.
L' application K-linéaire s définie par : s(1) = 1 et s(v) = —v est une

involution de la superalgébre associative A.

Soit A une superalgébre associative a élément unité munie d'une
involution telle que : tr(x) = x + x € Kl pour tout x € A. Soit U le

K-espace vectoriel sous-jacent AxA. On définit sur U une multiplication

par : (x,y){z,1) = (xz+(=D)¥uty, xt+ (=1)ikzy) pour tout x € Aj, y € Aj,
ze Ax te Ay (i,j,k,/ = 0,let i un scalaire fixé ).
Nous avons alors :

(1,0)(x,y) = (x,y) et (x,y)(1,0) = (x,y), il vient donc que (1,0)

est I'élément neutre pour la multiplication de U noté 1y.

Soit v =(0,1) nous avons v2= (0,1)(0,1) = (1,0) = u(1,0) et v2= puly
v.(z,0) = (0,1)(z,0) = (0,2).

Posons B = {(x,0), x € A} et B= {(0,x), x € A}. Alors
U =B @ B'. A est isomorphe (isomorphisme d'algeébres) a B.
B'={(0,x), x e A} = v{(x,0), x € A} =vB=vA DoulU=A & vA,

St X = (x,x") U,alors X = (x,0) + (0,x") = (x,0) + v(x',0). Nous poserons
X=X+ vx'.

Soit X =x + vy et T =z + vt deux éléments de U. On suppose que
X€ Aj,ye Ajze Ag, te Aj(,pk[=0,1)
XT = (xy)(z.0) = (xz+(=Diluty, xt+ (~Dikzy) =
= xz+(~Diluty + v(xt+ (~=1)ikzy) et d'autre part

XT = (x +vy)(z + vt) = Xz + x(vt) + (vy)z + (vy)(vt).
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Par identification il vient que :
Proposition II-3-4: Pour x € Ajety e Aj:
x(vy) = v(?y).
(vx)y = (=D)iiv(yx).

(vx)(vy) = (=Diipy x,

Nous avons alors U= A ® VA== (A0 D A]) ® v(Ag @ A1). On
pose Up= A0 ® vApet U = A ® vA|. Pourij=0,l ona:

Ui Uj = (Aj @ VA)(A] @ VA))

C AiAj + Ai(VA) + (VADA] + (VAD(VA))
C Aisj + V(A A + V(AJAD + PAA;

C Aisj + V(AIA] + V(AjAD + AiA;

< Aiyj + V(Ai+)

< Ui+ (i+] est calculé modulo 2).

U est donc une superalgebre unitaire U = Uy @ U Soit X = x + vx' un

élément homogene de U (i.e. x,x' € Aj). Posons

X=x— vx' (" "est linéaire et X= X). Soit Y =y + vy' € Uj nous avons :
XY = xy + (=Diipy'x" + v(xy' + (=Dilyx") et

XY= xy + (~Diipy' x' = v(xy' + (=Dilyx"). D'autre part

YX = (y— vy)(x=vx) =

= yX + (vy)(vx) — y(vx') — (vy)x =

= yx + (=Diiux'y" — v(yx) = (=Dliv(xy")



= (=Diixy + gy x' — v(yx' + (=Diixy")

= (= Dii(xy + (=Diipy' X' — v(xy' + (=Diiyx’) = (<DI(XY).

Soit X = x + vx' € Uj nous avons :

tr(X) =X + X=(x + x)+ (vx' — vx') = x + x = tr(x) € K1. U est ainsi
munie d'une involution scalaire sur U.

Proposition I1-3-5 : Nous avons les égalités suivantes :
(x,vz,y) = (=Dik(x,y,vz).

(x,vz,y) = (=D)ik(vz,x,y).

En effet, on a
(=Dik(x,y,vz) = (=D)ik(xy)(vz) — (~1)ikx(y(vz)) = (-1)ikv[(xy — X y)z] et
(x.v2,y) = (x(vz))y = x((v2)y)
= (v(x2))y — x((-Dik(v(yz))
= (=1)i+kv(y (x2)) —(=1)ikv(x(y2))
= (-1ik[(=Diiv(y x2) - v(x y2)]
= (- 1)ik[v(xyz) - v(x y2)]
= (-Dk[v((xy = x y)z] = (=D)ik(x,y,vz)
(-Dik(vz,x,y) = (=Dik((vz)x)y — (=D)ik(vz)(x y)
= (—1).i(i+k)v(§(§z)) - (-1 ).ikv((§§)z)
= (-=1ikv[(=Dily xz - x y)z]

= (-Dikv[xyz — x yz] = (- Dik(x,y.vz) = (x,vz,y) ®



Proposition 11-3-6: Nous avons les égalités suivantes :
((wydve))x = (— DR vy ) ve),
x{(vydlvz)) = (—1)i(vydv(xz)).
En effet, on a
(=R y))vZ) = (= 1K= Rz xy = (- 1)k pzyx =
= [(= 10K pzy]x = ((vydvz)x et
(~1iitvy)vixz)) = (= 1= DI pxzy= x(u(-1)kzy) =

=x{{vy)(vz)) ®

Propositionll-3-7 . Nous avons les égalités suivantes:
(x,vy.wvz) = (-1 ]-It.lli‘l.-'j’,;."n'i".}.

(vy.xvz) = (— | Jik(vy,vz,x).

En effet, on o
(X, vyvz) = (=1 )i{vy, X vz)
= (x(vy))(vz) = x(vy)vz)) = (= DRy ved + (= Diltvy ) xva))
= [(vixy))(vz) = (=1Divy)v(xz))] = (v xy)ivz) = (=1)i(vy)((v(xz))]
=0,
(vy.x.vz) — (—1)ik{vy v, x) =
((vy)x)(ve) — (vyd(x(vz)) + (—DikEvy N vz)x) = (=1)IK({vy)(vz)) x
= [{=1 Py {xydHve) — (vydivixz)] + vy (v xz)) = (=1 P vixy ) Hvz)]

=f{m®



Proposition 11-3-8 : Nous avons les égalités suivanies |
(vx)(vy) + (=1)(vy)(vx) = pTr(xy).
Trixy)l — Tr(xy)I = 0.
En effet, on a,
(viivy) + (=Dii(vy)(vi) = (—1ipy X + pxy = pixy + xy) = uTr(xy).
Trixv)l — Trixy)l = Te(x(Tr(y)1 — y)1 — Te((Tr(x} = x)y)l

= [Triy)Tr(x) — Trixy} — Tr{x)Try} + Tr{xy)]l =0 @

Lemme 11-3-2 . Onaxe Aj, ye Ajze Ag (ijk=01)
(x,y,vz) = = (=1{y,x.vz),
(xvy.z) = = (—1i{vy,x,2),
En effet,
(x.y,vz) = (xy)ve) — xiy({vz))
= v{xyz) = v(x yz) = (=1 iv(y xz) = (=1 Jilv{ yxz)
=~ (~1i[v{yxz) = vy x2)] == (=1 Ji[{yx}vz) - y(x(vz))]

e {— | ].'l.i{}nx.".-'I]'.

D'aprés la proposition 11-3-5 on a (x,vy,z) = (—1l{vy, x.z).
Remarquons que Trix)] = x+ x & Kl et x =Tri{x)l = x, il vient que
(x.vy.2) = (=1 )i{vy, x.2)
= (— 1 vy, Trix)],2) = (= Diivy.x.2) = = (=Dilivy.x,z),

(vx.y.z) = (=1 Ji( y,vx,2) (proposition 11-3-5)

= (= 1PHTriy)l wxz) = (=1 Rilywxz) = — (=1 )iy, vaz) @



lemme II-3-10 :Onaxe Ajye Aj.ze Ag (ijk=0,1)
(x,vz,y) = — (—1yk(x,y,vz),
(vz,x,.¥) = — (= Dii{vz.y,x).
En effet,
(x,vz,y) = (=1ik(x, y,vz) (propaosition 11-3-5)
= (—1)k(x, Triy) 1 vz) = (=1 )ik (vy,x2) = = (=1 ik{x,y,vz).
(vzxy) = (1)K x,vz,y) (proposition 11-3-5)
=(—1yik+ik( x, y,vz) (proposition 11-3-5)
= — (—1)ikHkHi v x,vz)  (lemme [1-3-9)
== (=1)ik+Hi{ y vz.x) (proposition 11-3-5)
== {(=1)ii{vz,y,x) (proposition 11-3-5)

== I{—! }’j{‘r"z-.:ﬁ",:';:l .

Lemme T1-3-11 :Onaxe A,y e Ajyze Ag (ijk=0.1)
(x,vy.vz) = — (- 1)i{vy,x,vz).
(vy.x,vz) == (=1 ik{vy, vz x).
{vx.vy, 2} = — {—)il{lvy,vx,z).
(k. vy, vz) = — (=1 K% vz, vy),
En effet,
(xvy.vz) = (= Dil(vy, x,vz) (proposition 11-3-7)
= (= 1)ii(vy, Tr{x)1 — x.vz)
= (=1 )ii{vy, &.vz),
(vy.x.vz) = (—Dik{vy, vz, x) (proposition [1-3-7)

= — (—1)ik{yy, ve,x),



Soit § = (vx,vy2) + (=1){vy,vx.2)
S = ((vxMvyDz — (vx)lvy)z) + (= vy ) vz — (=1 fivy)(vx)z)
= [(vx)(vy) + (=1 vy )vx)lz — H=TIKvx)(v(zy)) + (= DIFEvy)(v(zx )]
= (UTr(xy )z — [(—1ik*ilirklpzy x + (<1)ii+ikeilikipzxy ]
= (UTr(xy Nz — (DR Dpaixy + (- Dilyx)
= (UTr(xy))z — (- DRI+Duz(xy + xy)
= (uTr(xyNz - (- DREDu2(Trixy)1)
S=(uTrixy)z (| = (=13k6+iM) Alors
Sii+j=085=0;sii+j=lonaTrxy)=0carxye Ajet5=0 Do
(v, vy,z) = — (=1 Ji{vy,vx, 2).
Aussi : (x,vy,vz) = = (—=1)i{vy,x,vz)
= (=1 )U*k{yy vz x)
= — (—1 )ikt ik{yz vy x)
= (— ] yk+ik{vz x, vy)

=— (=1 }k{x,vz,vy) ®

Lemme lI-3-12: Onaxe A, ye Aj,ze Ax (ijk=01)
(va, vy, vz) = = (=1 )0(vy,vx, vzl
(vz,vx,vy) = — (=1 Wi(vz, vy, vx).
En effet,
A = (vxvy,vz) + (= Di(vyvx,ve) =
=((va vy Dive) — (vl dvz)) + (= D0LEvy v ivz) = (vyd((vxivan]
= [(va)vy) + (—1Uvyvx)]ivz) — (v)ivy iive)) = (= 1Dy (v ) (vz))

=(UTrixy vz — (DI ((vy)(vzix] = (— DI [((vx ) va)ly]

I



= (WTe(x y )z} — v[(v(xy)vz)] — (=Div[((v(y X)) vz))]

= (UTe(x y))ve) — v[(V(Xy + (=¥ K))(vz)]

= (UTr(xy)(vz) — vI(V(xy + xy)(va)] = (WTexy(vz) — vITr(xy))va)]
= (UTr(xy))(va) = (Te(xy)vivive)] = (uTe(x y))(vz) = (Tr(xy)vlpz]

= p{Tr(xy) = Trixy)ivz) =0 {proposition 1I-3-8)

B = (vz.vx.vy) + (= Bi{vz,vy,va)

=((vz v ))vy) — (v (v 0wy} + (=D vz vy iivr) — (vad(vyd(ven]
= w[({vz){vx iyl + (= Dv[( vz ){ vy Dx] = (va)[(vadlvyd + (=1 vy vx)]
= w[(~1)E((va)ivz)dy] + (=1 [(=10K((vy)(ve)ix] = (UTrixy))vz)

= (=DRHD[v[(= (v yx)vz))] + V(e xy) vl ] — (pTr(xy))va)

= (=R V(v xy Dvz))] + vItvixydve)]] = (UTr(xy))ivz)

—{—1 ]k[i+jb{v[{u[E + xyva)l] — (uTrix y)ivz)

= (=R v (v(Tr(x y D) va)] ] — (uTrix y ) itvz)

= (—DRNTxy N vivivz))] - (uTrxy D(ve)

= (=R UTrE Xy Dive) = (UTr(xyDive) = (=R = DuTrix y )(vz).
Sii+j=0 B=0;sii+j=lonaTrixy)=0carxye Ajet B=0
D'onivz,vx,vy) = — (=1 )l(vz,vy,vx)

Des lemmes 11-3-9,10,11,12 on déduit que pour
X=x+we U,Y=y+vye lU,Z=2+vz e Upona

(X.Y.Z)=— (1Y X.Z) et (R.Y.Z)=— (=1 R{X,Z.Y)

oi LI est obtenue o partir d'une superalgébre associative. Nous urons le
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Théoréeme :
Soit A = Ay @ A une superalgébre associative possédant une

involution scalaire alors U = A @ vA est une superalgébre allernative,

Remargue :

Si A n'est pas supercommutative (e XY = (—1UYX pour X € U;,
Ye U Valggbre U ainsi obtenve est une superalgébre alternative non

associative,

Soit A = A A une superalgébre associative od Ag = Kl et
A= Kutelle gue u? =0 Posons W = A @ wA oi wi=-1. Comme A est

supercommutative, W une superalgébre associative de dimension 4 définie
par Wiy = K1 & Kej et W) = Kw| & Kw2 dont la table est ;

/’ I e W W
I | e W W3y
i ] -] Wa [ —w
W | : W —Wn { {}
W3 W W i {

Posons U =W & vW it v2=—] U esl une superalgébre allernative
non associative de dimension 8 définie par Uy = K1 @ Ke| & Kez @ Key

et U =Ku) @ Kuz @ Kuy @ Kus dom Ia table est :



I = €3 ey 0y Uy Uy ug

I 1 | e €z €y u| Uy U3 ug
| e | g = -e3 | €3 up | -y | —uy ;3
r €3 (=8 €1 | —4 uq uy —u —u3

| S

| eq ey —&5 e —1 |. — g uq —ua u)
0 U ~Uy ~i Ug 0 { il {0
i3 us iy —uy —uq () 0 i 0
r iy uq iy Uy U5 (0 ] 0 0
ug | ug | —uy s —u (] 0 () 0

U n'est pas associative car

{epeau) =lejean) —ejleau)) = —eau| — ejus=ug + ug = 2uyg # 0.

La superalgéhre de Maleév U~ obtenue de U a comme table

Y



/' 1 e g3 i €y uj us uq Uy
I 0 0 0 (0 0 0 0 0
ey |0 0 -2ey 2e, 2u 3 -2uy -2uy 2ug
_ez 0| 2ey | 0 -] -2y 2uj 2uy =24y | 2u;
ey | 0| —2e3 | e 0 -2uy _;u_; -2uy 2y
wy | 0 1 =2uz | -2uy | 2uy 0 0 0 0
_uz 0 | 2uy -u: =2uy 0 (0 0 0
uy | 0 | 2uy 2uy 2u, 0 0 0 0
T
ug | 0| ~2uz | 2u; | =24 0 0 0 0

2h =ie) | de=e2 —iex, 4f = ep +iey v = u| +ing e va = ug +Hug,

On suppose que | € K telle que i? =—1. Posans

Soit Ap (resp.Ay) le K-espace vectoriel engendrée par (e.fh)
(resp.(v.v2)). Ag est l'algébre de Lie simple de dimension trois et Ay est
le Aj-module simple non de Lie de dimension deux. M = Ag ® Aj (od

(A1) = 0) est une superalgébre de Malcév (extension d'Elenberg) et
Mg U~
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CHAPITRE 111

SEMI-SIMPLICITE DES
SUPERALGEBRES DE MALCEV

INTRODUCTION

Conformément & la définition de G. Hochschild, nous &tudions
la semi-simplicité des superalgébres de Malcév, Aprés avoir donné
quelgques définitions et théorémes au paragraphe 1, nous établissons au
paragraphe 2 un théoréme sur les algébres de Malcév M telles que
RadiM) = I{RadiM),M M), Ceci nous permet de démaontrer le principal

résultat de ce chapitre au paragraphe 3.

-1 PRELIMINAIRES

Soit K un corps commutatif de c:m‘m:k&n'!-;tiqu:e différente de deux.

Théoréme lI-1-1 (Théoréme de Poincaré-Birkoff-Witt. )

Soit L une superalgébre de Lie sur un corps K, LIL) son algébre

enveloppante et o | L—— U{L} le morphisme canomque de L. dans U(L})

S0it {ej)ie] une base de L welle que tous les éléments g solent homogénes.

(ol 1 est un ensemble totalement ordonné). Alors | et les produits de la
torme ﬁf'-?q}ﬁlﬂig?---ﬁfﬂi,l' avec i =12 S... S1.¢el ir, < jr*+| lorsque Cip

appartient a L] (pour p = 1.2,...r) constituent une base de U(L) sur K.

(ef 17).
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Soit L = Liy @ L une superalgébre de Lie et U{L) son algébre
enveloppante. Notons U(Lp) la sous-algébre de U{L) engendrée par
K+Lp, UlLy) est aussi I'algébre enveloppante de 'algebre de Lie Lo.

Nous avons le diagramme commutatif suivant ©

Lo —-» L

Ul{Lg) —® U(L)

U(L) peut &tre considéré comme un U{Lg}-module.

Sait {gj)je) une base de Ly ol ] est un ensemble totalement ordonne,
alors 1 et les mondmes &j, - Ejtu {favec g >0 et j| <2 <... <]q),

constituent une U{Lp)-base de U(L.), U(L) est donc de dimension finie sur
U(Lp) si Ly est de dimension finie sur K, (si q = 0 on pose ¢j,... ej = 1),

Soit Vi le K-sous-espace de U{L) engendré par | et les mondmes
cités ci-dessus pour lesquels g est pair et V) le K-sous-espace de U(L)

engendré par les mondmes pour lesquels g est impair.,

Posons U{L)y = Vi ®@g U{Ly) et U(L); = V| ®&g U{Ly) ; alors on a une
Za-graduation sur U(L) : U(L) = U(L)y & U(L)1. Notons Vj le K-sous-
espace de Vi engendré par les mondmes cités ci-dessus pour lesquels q est

pair et non nul. On a la décomposition suivante |
UlL) = ULy @ (Vv @K U(Lp)) @ (V) @g WLy
L.U(L) = Lo U{Lp) & (V) ®@g U(Ly)) & (V) ®Kg ULy)).

(cf. B).



Définition I11-1-2

Soit A = Ap @ A un anneau Zz-gradué. Soit M un A-maodule

Zr-pradué, M est un A-module non nul est dit simiple si ses seuls A-sous-

modules homogenes sont O et M = My @ M. M est dit semi-simple si M

est la somme directe de A-sous-modules simples.

Remargue IT1-1- 3

Un A-module Zz-gradué M = My & M est semi-simple si chaque

A-sous-module homogéne de M admet un supplémentaire dans M.

Définition HI-1-4

Une K-superalgébre de Malcév M de dimension finie est semi-
simple =i chaque M-module Z3-pradué de dimension finie est semi-simple,
{cf. 8).

Remargue IT1-1-5

Comme l'a précisee G. Hochschild [8], cette définition est trés
restrictive, pour la suite nous parlerons de semi-simphicité pour la semi-
simplicité au sens de G. Hochschild et de la semi-simplicité au sens

ardinaire.

Lemme HH-1-6

Soit M une superalgébre de Malcev semu-simple et soit 1 un 1déal

homogéne de M, alors M =1 & I' ob I' est un idéal homogéne de M.
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En effet, M est un M-module Z3-gradué de M dont la
représentation associée estad : M ——  Endg(M). Puisque M.I c [, |
devient un M-sous-module homogeéne de M et M étant semi-simple, il
vient que | posséde un M-sous-module supplémentaire 1I' de M. Nous

avons alors M =1 @ ' et comme M.I'  I' | I' est un idéal homogéne de
Me

Une conséquence du lemme est que tout idéal homogéne d'une

superalgébre de Malcev semi-simple est semi-simple.

Lemme I11-1-7

Soit M une algébre de Malcév et soit L une algebre de Lie contenue

dans M. Soit A un M-module de Lie, alors A est un L-module de Lie.

En effet soit 0 : M —— Endg{A) la représentation associée au
M-module de Lie. Notons o : . —— Endg(A) la restriction de o i L.

o' est K-lincaire et pour x,y € L : @'xy = Oxy = [0x.0y] = [0'x,0'y]. D'ol
o' est une représentation de Lie de I'nlgébre de Lie L dans A »

Lemme I1I-1-8

Soit M = My & M| une superalgebre de Malcév. 51 M est semi-

simple telle que M2 = M, alors M est de | -noyau non nol.



En effer M2 est un idéal homogene de M, par suite M = M2 & M'
(lemme I11-1-6) oii M' est un idéal homogene supplémentaire de M2 dans
M., MM < M2~ M = (), ce qui entraine que EIIM.M.M’} =0 et
M'c N(M). M' = 0 car M2 = M, Dioii N(M) = e

Lemme 11-1-9

Soit M = My & M/ une superalgebre de Malcév semi-simple ; alors
M= ]:.[{M‘,I & M oo M est une superalgébre de Maleév de i-nn}fau nul
el JIMMM) =] (M) = M.

En effer, T:ILM} est un idéal homogéne de M d'od M = T:I(M‘J & M

avee M' un 1déal homopgéne et semi-simple de M. Montrons que M’ est de
E-nuyuu nul. Soit L = I':HM'II le J_—nu:_.-nu de M'

N(M)LL © N(M)MM' € M'm N(M) =0 et
LM= L.{M'+T:I[I'-1}} < L ; il vient que L est un idéal de M et

JILMM) = JILM+NMIM+NIM)| < J(LM.M) = 0. Par suite
s [':JiM]I- D'on L < E:HM} M :U.I{M’} est aussi un idéal homogene
de Met M' érant semi-simple M' =]{M'j & M" oo M" est un 1déal
homogene de M’ M", N(M) = 0. D'ai

M™.M = M(N(MI+M) = M'M' = M et

M" est un idéal homogéne de M.
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JM"MM) = J(M".NOM) & M, N(M) @ M) = J(M", M M) € J(M))
doil J(M".MM) = M” A ] (M) = 0, il vient alors que M™ < N(M) et
donc que M™ C I:I{MIHHIUEI M= ]{H'}.
J(M) = J(N(M) & M',N(M) @ M',N(M) @ M')

= J(MM' M) = J(M) =M o

Lemme T-1-10 : M{k+k) = (MK nour k k' > 0.

En effet, MOk+1) = MKLM®K) = (MO) D En particulier
Mil+1) = (M) et alors
Mik+2) = (M=) = (M) ) = (M)t
Par récurrence si MOk = (M5 gl
Mikk'+ 1) = (M=) = (M) E)D _ (paen)e=T)
D'ou le lemme =

Lemme HI-1-11

Soit M = My 8 M| une superalgébre de Malcev. Soient A une
sous-nlgehre de Malcév de M et B un idéal homogéne de M. 5i A et B
sont résolubles, alors A + B est une superalgébre de Malcév résoluble.

En effet, puisque B est un idéal, AB < B. Pur suite
(A+BNA+B)c A+Bet A+ B est une sous-algébre de M.
Pour tout entier k, (A+B)k) = A(K) + B. Puisque A et B sont résolubles
il existe un entier m # 0 tel que Af™! = BIm) = 0. Alors
(A+BYmic Aim} 4+ Bc Bet
(A+B)Y2m) < ((A+B)m))'™ < Bim) = 0,

A+B est donc une sous-superalgébre de Malcév résoluble o
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-2 UN THEOREME SUR LES ALGEBRES DE
MALCEY

Soit M une algébre de Malcév sur un corps K de caractéristique = 2
i 3

Definition [11-2-1
Soit V un M-module de Malelv et soit W un sous-ensemble de V,
On note 'annulatenr de M dans W l'ensemble WM = {v e W/ M.v = 0].
Soit 1 un idéal de l'algébre de Maleév M. On définit la suite
K =1 10 =12, [k} = [{R-TL]-1) pour un entier k 2 1,
Proposition 111-2-2
Soit | un idéal d'une algébre de Malcéy M alors J{I,M.M) est un
idéal de M et 1TkLM  J(ILM M) + Ik,
En effet,
MM M) < M IM2) + IIM MM+ KM M M) © JLM M) et
JLM M) est un adéal de M. Montrons par récurrence que
1M = WM M)+ LKL Pour k = 0, U0 = [ est un idéal de M par
suite .M =LM c 1 = KILMM) + I {car HIM M) g 1)
Pour k= |, 1M = 2 ¢t I'TLM = (LDM < J(LLM) + (LM)I +(M.1)]
d'on HDM c XLIM) + LI c KLMM) + Tt
Supposons que la relation est yraie jusqu'au rang k, alors
Ik+11 M = (1L IkNM < 10106 10k MY + (IR MOIERD 4 (ML Ik 1K)
o JOIkE IR MY + LI MM + TR 4 gtk (k)
e IOk KD M) + 11 M M) + 1K) Jik)
< JLMM) + [0+1)

Ce qui achéve la démonstration e

Nous avons alors [1E 4 1M MM = 1M + 1LM MM

Ry



(1) + J(LMM)] + J(TLM.M)
c ) 4 1L, ML M),

et 1k} 4 JIL,M,M) est un idéal de M. D'oi ;

Proposition 111-2-3 1] + 1{1,M,M) est un idéal de M.

Pour k=012, .

Soit R le radical résoluble de M. Nous avons Ia suite

R = RUN = Ril) 2., = Rinl = 0 pour un certain n entier,

Notwns Iy = Rikl+ J(R,M,M} pour k = 0,1,2.... oit Rk} = () pour kzn,

Proposition T1-2-4

lx estunidéal de Met Ifc I, = 1, (k=012 )

En effet Ig est un idéal de M en vertu de la proposition II-2-3 et
Ik 2 I+ car Rik) 5 Rik+1),

De plus 17 = (R0 + J(R.M.M))(RIKD 4 J(R, M M)

c Rik+1) & JIRM M) = Ixay.

D'ou la proposition &
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MNous avans une suite d'idéaux de M :
R=Ilpol) 2.2l 2 1= HRM M) On suppose désormais que

R = HR.M.M} alors I, <= R. Notons p le plus petit entier positif tel gue
I, = R. Alors nous avons pourm<p: Ip=RetR2 = Ii = Ig_l =l
Nous noterons pour simplifier Iy = L Soient M = R @ 5 la décomposition

de Lévi de M et i I'injection canonique de 5§ dans M. R etant un ideal de

M, R est un M-module de Malcév

sSoit p': M —+ Endg(R) la représentation associée, gui d x de M
associe, plix) = |::|':'l 0l pour tout rde R ; p;{{r} = X

Notons p = p’ o i, p est une représentation de 5 dans R. R est donc

un 5-module de Malcév. Soit le diagramme suivant :

R—Pypr—2y %—lf ol 1 est la surpection canonique de R dans "};]/

(mopgily= mips(1)) = mis.1) < wil) = 0. 1] existe alors une unique

application K-linéaire p_ - F}f——}f% rendant commutatif le

diagramme ;

TOp,
R »> P%
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Pour tout r dans R, p (r+l) =sr+Tet p o m=mo ps.
p, induit une application K-linéaire p : § —— End{%} tel que
pour 51,5253 trois éléments de S |

P (s152)53 0 =70 Prsysa)sy
=N 0 [pﬁ]ﬂpﬁjnp5| = PsaPPs10Ps3m P PPyqsa + Pstsgﬂpﬁgl
. [I:' 53“"3 !-igﬂp 517 P ﬁ]up .*-LDP 5317 P Stup 2347 +P 51'133,':":' _-:;rJ 0 T
Puisque m est surjectf, il vient que
P (5182083 = P !-i_qu Egﬂp a1 P :-'-1[”-} HtDp 537 P ﬂjﬂp &_152"' P Hti]up 57

p:S — Endl I%] est une représentation de Malcév de S dans Rf.

Posons T = Hump{{]}’f,li} = {l%}‘* (dual de ﬁ"/f]. Soit oy une
application de T dans T définil par ag(tl=- 10 Eﬁ.

a induit une application K-linéaire o : § —— End(T) 1elle que pour
51,582,573 trois éléments de S on ait

Olsysa)sy(T) =-T 0O P V82 Ty
=.T0p _“m_:- uﬂls' qtTo p !-'qﬂa :q':'E' 53
+T0 I;HID ﬁ_hlhz'fﬂﬁﬁliquﬁhz
=010 I; HHUE' _-..1] - ﬁ.ﬁ:;h G ﬁ 5-155 51]
— Og3s| T O ﬁ 11 +0g,[TO E.ﬂ.tﬁ}l

= (G, 0 G,)[T0 P 5] + (0330 6, T 0 P 4]
= {6y, 0 O, 0 G, /(1) — (05,0 6, 0 G, )T

= (045470 Oy NT) + (Tga0 Ogqy NT)
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est une représentation de Malcév de S dans T

T est un S-module de Malcev,

Proposition 111-2-5 :

Soient %1,52,53 trois éléments de S et rp,r2.r3 trois éléments de R
NOUS avons :

(s152)r3 + (Sradsa+ (rysa2lsz + 1 =
= (P 0P o rz + 1= (P 0P )1z + D)

+ F' sqsqll] + I = F_*F,Ef.rtsi bspry 4 1)
En effet,

I[E' _Huﬁ' spHira+ 1) — 1.’1_3" ,;,'UE g M2+ 1)

P sqsgll) + 11— p sall183 + Sy + 1) =
= [si{s2r3) + 1] = [s3(syra) + 1] + [(s352)r] + 1] = [s2(r153) + 5205173} + ]
= s1(52r3) — s3(s1r2) + {s382)r] — 52{r153) — s2(s4r3) + |
= §1(582r3) = 53(51r2) + (8382)r] —82(rs3)
—sp(s ra) + Mrp,sp,81) + s 5203+l

= s1(s2ra) — s3(s1r2) + (s3s2)r| — s2(rys3) —s2(s1r3) +

Hiss2dry = si(sara) + s208)63)] + [(rysadsy - rilsasa) + sadeysad] + L
= (818203 + (spra)sa+ (rysz)sa+

+ [s(sara) + {83820r7 = s2{r|s3) —sa(s1r3) |

+ | —sp(sary) —rplszsy) +s2(rys3) + s2(5 r3)] + 1
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= {5152)r3 + (8r2)83 + (rys2)s3y + L.

{On rappelle que J(R,S,S)= 1) »

Soit A =T @ K (somme directe de K-espaces vectonels),

Munissons A d'une soructure de M-module en posant ;

g': M —— End(A) Ia représentation associée. MK = g’ (M)(K) = 0,

etpourte T,re Retse S, G;H{T}:Us{t}rr{r + 1)

Soient X =r)+5s1, Y =r2+s, £=r1+53 des léments de M =R @& S,

Montrons que
¥ ¥ ¥y § 5 | 4 L) ¥ | R ¥

Soitte T.
(0500300 — 0L00Y00, — 04005y + O),00)(T) =
= {05, 0 G5, 0 T NT) + [T O p _.-,[:113 s2](r3+1)
— (G, 0 05 0 Geyl(T) — [T 0 P _r,_luﬁ s lra+l)
— (05,0 G, T +[T0 p sasa M +1)

+ Eﬂﬂ[:-’.gn ﬂ:«iz}fﬂ -|top 51] (rysy+srq+l)

= {ﬁﬂu Cgp 0 Ogy = Oyy 0 Og, 0 Gy — 05,0 Ty + Tgy5,0 :552}{1]

+10Q [{J_l' s.ﬂﬁ sallratl) - 1‘5531}5 gpra+l) ]

+10[p squal T+ = P odrissds ra+ll]

= Oisys2)sa{T) + T{ss2)ra+ (spraisa+ (ris2)sa + 1)



= Ofgs2)83(T)
+ Tl(s1s2)ra+ (s1r2)s3 + (syr2jra+ (rpszisa + (rys2iry + [

+ Tilrir)sa + ey + 1 1 {puisque R2c 1)

= (0(sys2)s3 +[{s152)r3 + (5102 + rysz + ryradry = 537 {T)

=0 ixy)z Tk

Il vient alors que

L] e 4 L] T, 1]
S el A ket

3 L [ [ 3 3
‘r’ﬂﬁ.‘.{ﬂﬁz ﬁ}[ﬂﬁ?_ﬂ"_'_ szﬂlﬂ'?

pour des éléments X, Y, 7Z € M. A est un M-module de Malcév,
Remarques I11-2-6

1<) f‘-*'% ——-il:f/f tel que p_ (r+1) = st + I pour tout r dans R vérifie

E' 5]51“-"‘]] = |:!i|l.':'-2.]r +1
= Jisy),82,0) + sp(82r) - so(syr) + 1
=s5)(sar) - satsyri+ 1

= [sj(sar) + 1] = [sa(sr) + [

=P g ls2r+ = P 8T+ 1)

= (P 0P 5,)(1+1) = (P (0P ¢ )r+1)
= (P 0P 55— P 50P )5 +])

=P ¢y P gollr+D).

Ainsi FE/T’ est un M-module de Lie.
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27) De méme on montre que Gy, = [0,.0,] el

, - _ i ;
ﬂ'l:'sl-l-r] Nsg+r) ™ [E:q oy n*'r:‘*rz]' D'ou T est un S-module de Lie et

A est un M-module de Lie.

Nous avons T # 0 car 1 # R et oot élément non nul de T est surjectif.

Pour tout r de R et pour un élément non nul tde T

r.7= g (1) = T{r+l) = (1 0 m}r). Comme T 0 T est surjectif, il vient que

(tom)R) = K et par suite K = R.T c RA c M.A.

M.K =0 doi K ¢ (M.AM, 1] résulte le

Theoréme 111-2-7

Soit M une algeébre de Malcév et R son radical résoluble, Si
HER.M.M) # R, alors il existe un M-module (de Lie) A de dimension finie

tel que LM.MM # (),

I11-3 SEMI-SIMPLICITE

Propositiop I11-3-1

Soit M = Mn & M) une K-superalgébre de Malcév semi-simple de

-

JT-noyan non nul. Soit R le radical résoluble de My, alors
R = J(R,Mn.Mo) = J(R,Mn.My),

En effet M étant de janﬂyau non nul, posons L = Lg & L le

J-noyau de M. L est un idéal homogéne non nul de M, comme

M semi-simple M = L @& M’ oo M’ est aussi un idéal homogéne
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de M (lemme III-1-6). Tout élément x de M s'écrit de maniére unique en
x =Xj+x2 (ol X € Letxoe ML Soitp: M——L ob p{x) = xq la
projection de M sur L ; p est un morphisme de superalgébres de Malcév.
Soit o : L——U(L) l'injection canonique de L dans son algébre
enveloppante U(L). p =0 o p est une représentation de Lie de M dans
UL}, U{L) est alors un M-module. Soit U{My) l'algébre enveloppante de
My, Nous avons le diagramme : My —— M —22P— (L)

(T o poixy) =ocipixy)) = alp(x)ply))

=[olp(x))oiplyl}] =licopoijixl{icopoilyl]

pour deux éléments x et y de My Il vicnt que le dingramme suivant est

commuiatf :

My ——— 1J(L)

UiM;)
U(L) est donc un UiMg-module.

Soit le K-espace vectoriel B = U(L) @& M". B est une K-superalgébre on
Bi = U(L); & M’; (i = 0.1) et la multiplication est définie par :

Xy=yx=0sixe UL)etye M x.y =xysi x,y € U(L) ou si
.y € M. On munit B dune structure de U{Mp}-module en posant ;
Pour tout b =u+m de B {oiuw e UiL), me Mjet we UMp)
web=wh=kbsiw=ke Kelwibh=zwslo+rm'y = wausiwe K

( w.u est définie par Faction de U(Mg) sur U(L) }.
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Supposons que R = J(R My, Muy) alors d'aprés le théoréme [11-2-7.
il existe un Mg-module (de Lie) A de dimension finie tel que
(Mg AM0 2 (0 Notons @g le produit tensoriel relatif 3 U(Mg). Soit
T=B &g A. On définit I'action de M sur T par - x.(b @ a) = (x+b) @ a
pour tout x € Mettoutbs ae T. T devient alors un M-module et
puisque L est de dimension finie, U(L) est de dimension finie sur UiLy)
(cf. préliminaires). Soient {Lug,...., up| une UiLgi-base de U(L) et
{mi....mg} une K-base de M'. Posons b = 1, bj = uj pour I€i<pet
bp+i = mj pour 1=1 = q Alars {by,..., bpsy ] engendre B relativement i
I'anneau Wil.p). Soit {a]...., im } une K-base de A ; alors

[bj & 4} 1sizsmiijspey cOnstitue une K-base de T . 1l vient alors que

T=B &g A est un M-module de dimension fime sur K.

En posant Tp = Bp®p A etT) =B ®3 A ;T devient un
M-module Za-gradué fim. Soit b un élément non nul de (Mp.AMe. Pour
tout ¥ de Mg, nous avons y.(Kb) = Kiy.b) = 0, il vient que Kb est un
Mo-sous-module de A. Soit W le M-sous-module homogéne de T défini
par W = B ®; Kb. M étant semi-simple nous pouvons é€crire que
T=W & W oo W est un M-sous-module homogéne de T
supplémentaire de W,

D'autre part b = ¥ x, a, (somme finie ) pour xx € My, ag € A.
!

Comme | @ ag e Tpona | ® ag =hy + hj ot hye W, hi e W
(o0 Wy =Ty W W =Tym W), Alors,

1@b=18 ¥ xpar= Z:u-.{l & ag) = E!‘.khkﬁ-ExkhL =h+ h'
k k k k
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avec h = ¥ xkhk € Mi(Wo) = Wo, h'= Z"‘khi e Mod Wi oW,
k k

| @&be Wy don

h' e Wiy Wi =0et par suite ] @ b=he Mu(Wp).

a) Si Ly # 0, nous avons
Wi = By &g Kb = (U(L)y &y Kb) & (M}, @ Kb)
= (Vo @g ULg)) @g Kb
= VYo ®x (U{Ly)®s Kb}
D'od Wy < Vo &g (UMg)®g Kb) = Vg @y Kh
et Mp.Wo MoV @¢ Kb < V] @ Kb (c.l. Préliminaires ). Alors

| ® be MWy Vi @ Kb, il vient que | € V;}. Ceci esl absurde dc
par la déefimtion de ""?rr-

b)SiLi=0,nousavons T=ULg) @ At Tg=T, T, =0.
Wi =By &y Kb = (U(L)y @ Kb} = UlLyg) ® Kb = Kb,
Dot ] @ be MpWin=0.1& b =0 est absurde,

Ainsi nous ne pouvons avoir Rz J(R,Mp,Mgp).

D'oil R = J(R.Mo.Mo) = JHR.Mo.Mu) @

Proposition 111-3-2

Soit M = My & M| une K-superalgébre de Malcév semi-simple de

L

I-noyau nul. Alovs My est semi-simple au sens ordinaire et M‘F =}

7



En effet, M éant de J-noyau nul, l'idéal M‘F + MIEM{] @ M)
engendré par M | est résoluble (cf. 2). 1l vient que Mf‘ + MIEMH est un
idéal résoluble de My et ainsi M? + M{Myc R Alors M7 ¢ R,

N =R @ M/ est un idéal homogéne résoluble de M (lemme HI-1-11). N
est semi-simple en tant quidéal homogéne de M = M@ M et N2 o N,

D'aprés le lemme 1HI-1-8 @ N est de ]-nu}'uu non nul. Appliquons a N la
proposition 111-3-1, il viemt que RadiNg) = J(Rad{Nyp).No,Ngp) on
Np=Mpm N =R, Alors R = I(R.R.R) = R2, Puisque R est résoluble

ona R =0. Do My est serm-simple et M? cR=0e
Soit M = M@ M| une K-superalgébre de Malcév serm-simple.
M = III'[M} @ M* oi M' est une superalgébre de Malcév de ._Ivﬁnn:r'ﬂu

nul (lemme I11-1-9). Par suite d'aprés la proposition [11-3-2, la
composante homogeéne de degré [ de M” notée M7, est semi-simple au

sens ordmaire (Radi Mh] =¥ ] |

Si I:J{M]' = (), alors My = M}, esi semi-simple au sens ordinaire.
Si N(M) 2 0, alors R = J(R.Mg,Mq) (proposition 111-3-1, D'oil
R = J(R,Mi.Mo) = J(Mo,MaMg) = J(MMM) = M* (lemme T11-1-9),
R étant un idéal de My, c'est aussi un idéal de M= My~ Met comme il

est résoluble | il résulte que R < Rad(M,) = 0 et My est semi-simple au

sens ordinaire.

M etant considéré comme un M-maodule ; nous avons MM qui est un
M-sous-module homogéne. Alors, MM admet un supplémentaire
homogéne P dans M i-e M = MM & P,

M2 = M.P = P (car P est un idéal ) et M (M.P) = M.P, M.P est un
M-sous-module homogéne du M-module P.
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Alors P =M.P & Q ol Q est le supplémentaire homogéne de M.P dans P
MQcQrMP=0,dot Qc MM etdonc Qo MM A P =0, I} vient
gue MP=PetM=MME P=MM @ M.P = MM & M2 MM a5t une
zéro-algeébre (c'est donc une superalgebre de Lie) et il est semi-simple en
tant qu'idéal homogéne de M. D'aprés [8], MM = (MM}2 = 0 et par suite
M=M2Z

M=My@® M| = (M;&M)2
p) "
={Mj+ M{) & MpM
= My @ M

D'oa MM | = M| et comme Mﬁ = Mp car My semi-simple au sens

ordinaire il vient gue MM = M. 1] en résulte le

Thégreme 111-3-3

Soit M = My & M| une K-superalpebre de Malcév. 51 M est semi-
simple, alors My est une algébre de Malcéw semi-simple au sens ordinaire

et MM = M.

Corollairg ITI-3-4
Soit M = Mj @& M une K-superalgébre de Malcéy semi-simple.

AlorsM=Lo@5 @& M'on

Ly est une algébre de Lie semi-simple au sens ordinaire.

§= 5@ S, est une K-superalgébre de Lie semi-simple au sens de
(1. Hochschild.

M* est une K-algébre de Malcév sermi-simple au sens ordinaire de

novau nul.
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En effet,

d'aprés le lemme I11-1-9. M = N(M) & M". N(M) étant une

superalgdbre de Lie. il vient que N{M) =Ly @ Soi § = S7@ §, est une
K-superalgébre de Lie semi-simple et Ly une algébre de Lie semi-simple
au sens ordinaire (cf. 8 ).

M*'= M} & M] éiant une K-superalgébre de Malcév semi-simple de
j—nuyau nul, alors (M| )2 = 0 (proposition 111-3-2 ). Par suite M7 est
un idéal homogéne de M* il admet donc un supplémentaire homogéne
dans M". Ce supplémentaire coincide avec M}, qui devient aussi un idéal
de M*'. Alors ME}. M‘I oy M;,ﬁ Hi ={. Comme ME]. M= M',
{théoréme I1I-3-3) il vient que

MM = MM @ M) = (M])2 = M3 @ M.

Dol M} = 0. Nous avons done M™= M§ et M”est une algebre de
Maleev semi-simple au sens ordinaire de i—nuyuu nul.

M=NM & M'=Ly@ (M®S)@A (A=M).

D'ol le corollaire »

Al



Remarque 111-3-5 :

Le corollaire noos permet daffirmer qu'une suoperalgébre de
Malcév semi-simple au sens de GG, Hochschuld se décomposent en somme
directe d'une superalgébre de Lie semi-simple au sens de G. Hochschild et

d'une algébre de Maleév semu-simple au sens ordinaire de J-noyau nul.
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CHAPITRE IV

RESOLUBILITE DES
SUPERALGEBRES DE MALCEV

INTRODUCTION

Soit M = Mg @® M1 une superalgébre de Malcév sur K un corps
commutatif de caraciéristique nulle. Dans ce chapitre nous montrons que
M est résoluble si et seulement si sa composante homogéne de degré zéro
est une algébre de Malcév résoluble. Enfin nous généralisons le théoréme
de Lie aux algébres de Malcév résolubles, Dans [22] Sutzinger a montré
que pour toute algébre de Malcév résoluble M i1l existe une suite
croissante didéaux de M 0 =Mpc M| c... € Mm = M telle que M; est
de dimension i pouri = 1,..m = dim{M) (corollaire du théoréme de Lie).
lci nows trouvons qu'il est intéressant de monwer que tout M-module de

Malcév V posséde un drapeau stable par M,

V-1 PRELIMINAIRES

Soit M une K-superalgébre de Malcéyv,
On construit les deux suites de sous-algiétbres de M suivantes ;
MI=M M2 =MM, Mk=MMk! pourk=01... et

MO = M2 MO = MIE2ILME) L M) = MEk-TEMUk- 1) pour k = 0,1,
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Définition IV-1-1
M est dit nilpotent s'il existe un entier naturel p el gque MIP) =0,

M est dit résoluble 51 existe un entier naturel p tel que M) =,

Remarques IV-1-2
Pour tout k = 0,1,... ; MKk est un idéal de M mais M{¥) ne l'est pas
LOUjOurs
Une algébre de Malcév nilpotente est résoluble. La réciprogue n'est

pas [OUjours vrae.

Lemme IV-1-3

Si dim{M)} € 2, alors M est une superalgehre de Lie,

Lemme 1V-1-4

Si dim(M) = 3 et M non de Lie, alors M est isomorphe i l'une

des superalgébres de Malcév suivantes :
M(1,2) définie par au = v ; u? = a,
M(L,2.u) au=v ,ov=pa (L)
M(2,1) ab=b;au=-u;ul=h,

{ ab (resp. u,v ) sont homogénes de degré O (resp. 1) ).
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{Pour la démonstration cf. ).

IV-2 RESOLUBILITE

Théoréme [V-2-1 (Théoréme de Lie)
Soil K un corps commutatif algébriguement clos et de
caractéristigue nulle. Soit L une algébre de Lie résoluble de gl(V) ou V
est un K-espace vectoriel de dimension finie, Alors L laisse invariani un

drapeau de V. (cf. 9)

Soit K un corps commutatif algébriquement clos et de

caracténstique nulle. Soit L une algebre de Lie résoluble
et p: L —— Endg(V) une représentation finie de L. p(L) est une
algebre de Lie résoluble de gl(V) et V possede un drapeau (invanant par
piL)):0=VpcVic.oc V¥Vm=V oldim(Vi)=ipouri=12.. met
L.Vi=plLXVi) = V.

Mieux si {vy...vi} est une K-base de Vi (1=1 = m) alors pour tout
xde L :xvi=px(vid=A(vi+ w' {avecw' € V.1 ) ot &' est un
caractere de M. {i.e. A1 est une application K-linéaire de M dans K et

AL(MZ) = 0} 11 vient que L&V, g Vi-| pouri=1,..m.



Soit A = Ap @ A une superalgébre de Lie de dimension fime telle
que Ay soit résoluble. Soit p: Ay — Endg(A ) telle que pour x € Ag ;
px est 'endomorphisme de Ay définie par pxly) =xy oy e A pest
une représeniation finie de A dans A|. 1l exisic donc un drapeau de
Aj=Vielque:0=Vpg Vic..c Vm= A ol [v|... vi] est une

K-base de Vi (1Si< m). De plus Ap, Vi = p(Ad Vi) = Viet AJ.Vj g Vi1
Puisque A = Ag @ A une superalgébre de Lie ; nous avons :
i{vi.ul.\'kl = (VivjIvk - Vilvjvk) - vilvivk) = 0 pour 1€, j,ksm.
Soitk=12..metij<k,alors
Il:"l'i;fn"j,'-"l:} = AR(vivilvi + (w = vilvjvd + (vividv) 1= Dol w e Vi
Alors w - vi(vivi)) + (Vivic)vi € Vil et ainsi nous avons A¥(vivilvk =0 ;
D'autre part ]{vk.vt.w} = (V)i 4 2vivivk = 0. Soit
(v 2vi + w') + 28K (vivi v = 0 (w' & Vi) Ainsi AR (vivic =0,

Enfin, 0 = I{vh*vhuh] = 3(vic)2vi soit AR((vic) 2 v = 0.

Il vient donc que VE.\"L o Ak( \FE].‘UE + Vi =V pour lIsk<m
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Lemme 1V-2-2 :

Soit K un corps commutaut algébriquement clos et de
caracténstique nulle. Soit A = Ay @ A une superalgebre de Lie telle que

Aq est résoluble. Alors :
1)il existe un drapeau de A 0=Vpgo V.. o Vm= A}
(o0 dim(V;) = i) stable par Aq.

i) AP g (Af+ VI 04 © Vinpel et

AR o {AE,+ \.-’%_FH“.I @& Vmpoupzl,

En effet, 1) résulte du théoreme de Lie car A est un Ag-module de
Lie. Soit alors 0 = Vo= V] =... € Vm = A} ce drapeau. Soit (v].....vi)
une K-base de Vi (1= 1< m), Nous avans

A=ANRAI=A2 Vn

AR = (A2 + VDY@ [AnlVmc (AL + V2) @ Vi

AB) S (Af + VIIB[A] + ViV (A + V5) @ Vi

(Puisque [Aﬁ. + "h"i]"h".n = f't:‘,."v'm -~ vi.\-’m e Vi)

Ainsi ii) est vérifiée pour p = | ; supposons la vraie pour tout

gntier strictement inféreur a [_1-+i.

A[HP"']”: A‘.ll'l"'z}

:A{ErH-IJ-_ ﬂt?rn-ll

3

m-=p+

= [f:"‘t.ﬁ,+ vV | i V:h-p]i'{l‘ﬂlﬁ"’ "P'IE,_ ]-,+|.:' & 1I""'|11a|;:-|

2

- {hﬁﬁ" vJ'I'I—I'I} & [.I‘:'L::i"i' \"Ilrzn—rb-l-l ]"""III'I'I.-E'I

2

G(A5+ Vi )@ Vny

i}



D'oi AP & (Af + VI _(0iiyet) ® Vinipet)e1 e

AL _ g (2Up+1)) 4 (2Up+1))
c [(Af + Vin=p) @ Vipl[{AG + Va_ ) © Vil
C(Af+ Vaop) BIAG+ Vo ol Vimop
% 9
[l | -I'.'i{]_ + vm_PJ‘ @ lli"'Irl'I'I—I_Z:I-L-

Par suile .i\{lm"’”*“”t: Er’hrz, + ‘u’%_p}ﬁ Vm_p.!. D'ou le lemme »

Lemme TV-2-3 ;

Soit A = Ay @ A une superalgébre de Lie sur K un corps
algébriquement clos de caractéristique nulle. Ag est résoluble si et

seulement s1 A est résoluble,

En effet, st Ay est résoluble alors Hh" '=p pour un entier naturel

non nul n, Du lemme IV-2-2, il vient que A=V 2 V-1 2.2 V=0
Par suite, d'aprés le méme lemme

Alm+L— Aﬁ + "u’ﬁ; An el

AR A RMH ) a2 AL g (lemme T11-1-10),

[¥ou A est résoluble. La réciprogue est triviale e
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Lemme 1V-2-4 ;

Soit A = Ay @ A une superalgébre de Malcév de J-noyau nul sur
K un corps algébrniguement clos de caractéristique nulle. Ag est résoluble

sl ef seulement si A est résoluble.

En effet, A étant de ]-noyau nul, lidéal | = (AT+AT.A0) @ Ag
engendré par A est résoluble (cf. 2, Theoréme 5-4 ).51 Ap est résoluble,

alors A = Ag + | est résoluble d'aprés le lemme 11I-1-11. La réciproque
est triviale ®

Théoréeme [V-2-4 ¢

Soit M = My & M| une superalgébre de Malcév sur K un corps de

caractéristique nulle, My est résoluble si et seulement s1 M est résoluble,

En effet,
soit K une cldture algébrique de K, Nous avons M' = M @y K’ est
résoluble si et seulement si M est résoluble car (M’ }‘*”] = Mr*“?@x |
On supposera alors gue K est algébriquement clos. $1 M est de dimension
p= 2, alors M est une superalgébre de Lie (lemme 1V-1-3) et le lemme
IV-2-3 nous donne le théoréme,

Si M est de dimension trois non de Lie, alors M est isomorphe a
MOL2Y s M2, ;ou M2, (lemme TV-1-4) {u = 0). Ces
superalgebres de Malcév sont toutes résolubles et done vérifient le
théoréme. Supposons par récurrence que le théoréme est vral pour loute
superalgébre de Malcév de dimension stnctement intérieure 4 m {un

entier non nul).
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Soit M = My & M) une superalgébre de Malcév de dimension m

telle que My est résoluble. Soit L =[:JtMJ =Lg@®E L le ]-nn}rﬂu de M.

51 L =0 ; alors le lemme [V-2-4 nous donne le théoréme.

Par contre s1 L # 0 ; alors Liy = My et Lo est résoluble. Par svite L est
résoluble (lemme 1V-2-3), M/’[: est une superalgébre de Malcév de
dimension n < m, (M/L)“ = M%’“ est résoluble puisque My est

résoluble. Grice & I'hypothese de récurrence, il vient que M/[’__ est
résoluble. L et M/i‘ étant résolubles, M est tésoluble. Réciproquement si

M est résoluble, My est résoluble en tant que sous- algébre de M »

Remarque

La nilpotence de My n'entraine pas celle de M. Par exemple,

considérer la superalgébre de Malctv M({1,2.0) avec u = 0.

IV-3 GENERALISATION DU THEOREME DE LIE

Lemme [V-3-1 :

S5i A =Ap@® A est une superalgébre de Malcev résoluble
(resp.nilpotente) alors G(A) est résoluble (resp.nilpotente) ou G(A) est

l'enveloppe grassmannigénne de A,

En effet, il suffit de remarquer que (G(A))" = A" ® G et

[G{A}]"“ cAMEGe
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Lemme 1V-3-2 :

Soit M = My @ M) une superalgébre de Malcev telle que My est
résoluble : M| =Kv20etvi=0,

Alors [Mﬁ]\r =} el M| est un Mp-module de Lie.

En effet, M| = Kv est un Mpy-module de Malcév, 1l existe donc une
application K-lindaire o de My dans K telle que pour tout x dans My ;
vy =ox v, Siopour tout x de Miy, a{x) = 0 alors [Mf,]v cou(Myv =10
et Mp.M | =0, soit My est un My-module de Lie. Supposons qu'il existe
ve MgM) =M.

un élément x de My tel que a(x) =0 ; alors v =
oix)

Soit z un élément quelconque de ME}. alors Kz ® Kv est une super-
sous-algébre de M et Ke & Kv C M7= MEJ & M,. D'auwe part puisque
M est résoluble ; M est résoluble (théoréme 1V-2-4) par suite G(M) est

une algebre de Malcév résoluble (lemme précédent).

Du corollaire 1.4.8 de [[4.p. B] il vient que

(G(A)2= (M{® G) @ (M; ® Gy) est nilpotente (G I'algébre
grassmanniénne est unitaire ).

U=(Kz® Gp)® (Kv ® Gp) = (G(A))Z doit Uest une superalgéhre
nilpotente. Nous avons , Um = (oe(z))m-1Kv @ G pour tout m > |, U est
nilpotente d'od UM = 0 pour un certain entier m > 1, Soit

(ce{z)ym- 1Ky = 0 entrainant que (o(z))™-1 = 0, Le corps de base éant de

caractéristique nulle, 11 vient que ofz) =0,

D'oil pour tout z € M§ afz) = 0 etainsi [M2]v = 0.
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Montrons que M| = Kv est un My-module de Lie. Soit x,y € My |

Jxy. v = (xy)v — x(yv) + yixv) = alxy)v — alyla(x)v + alx)alviv=0

car xy & Mﬁ v d'oit M est un Mij-module de Lie »

Ceci étant nous sommes en mesure de démontrer le

Théorgme IV-3-3
Soit M une algébre de Malcév résoluble sur K un corps
algébriquement clos de caractéristique nulle. Soit V un M-module de
Malcév de dimension finie m. Alors, il existe un drapeau de V .
0=Vyc V... Vi =V invanant par M ot dim{V;) = i pour
j=1,2..m,

De plus nous avons MEJ'-.-’-, c Vi pouri=12..m

En effet, montrans le théoréme par récurrence. Si V est de

dimension un ; V est un M-module de Lie (proposition [V-3-2) et le

théorcme est vraie.

il



Supposons que le .théoréme est vérifié pour tout M-module de
dimension p < m (o0 m > 1) Soit V un M-module de dimension m. Le

theoréme 1.4.9 de [14, p 8] nous dit que V m'est pas un M-module simple.
Soit W oun M-sous-module propre de V. Le K-espace vectonegl quotient
U= ""r/{v est un M-module (de Malcev) de dimension r < m. Appliguant
I'hypothese de récurrence & U, 1] viemt qu'il existe un drapeau de

U:0=Upc Uy ... 2 Up = Uinvarant par M ot dim(U;) =1 pour
i = 1,2,... r. De plus nous avons M2.U; — Uy pouri = 1,2,... I.
Soit (uyp,....u;) une base de U,.

MNotons vi un représentant de uj pour 1 =1 <.
W étant un M-module de dimension p = m -r < m, il existe un drapean de
W stable par M. Soit0 = Wp o W C.. © Wp =W ce drapeau ol
{wi.....wj} est une base du M-sous-module W; et de plus nous avons
M2ZW;c Wil <j<p) Alors
(1) xowj=A(xw+ w‘i

(o w} € Wi|) (Al est un caractire de M dépendant de wj),
Puisque M.Uj < U;j et M2.U; = Ui (1 €1 £ ¢) nous avons

x.uj = AHP(xuj + o
(ol u} e Uiy) (A*+0est un caractere de M dépendant de u;)

d'of x.{v; + W) = A+P(x)(v; + W) + l[u'i' + Wi, Soil
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(2)  xvi =AHP(Ovi+ ul'+ W
tel que ul e Ui (pour 1 =1 =71

Soit F = (W1 Wn¥ e Ye) Monlrons gue F est une basc de V.

p r
Seit0= X ajwj+ ZBvi (+)
j#l 1=1

(ol o, Pi sont des scalaires ). 11 vient que

r I I
EIES-Ivi . E ojwj e Wdol ZPivi+Wi=04+Wet Ell-’riui =0.

Comme (uy,...,u;) est une base de U, il vient que Bi=0pour | <i<r

{#) devient EI ojwj =0.soitej=0pour 1 =j<p{car (wy,...wp) est
J:
une base de W ). 11 s'ensuit que F est une famille libre et puisque

p+r=m=dimV . F est une base de V.

Posons pour p+l <1< m; wj= vipn Soit Vi le K-espace vectoriel

engendré par (wi....wy) pour 1€i€m
L'égalité (1) reste inchangée :
x.wi = Axwj + w!
avec wie Vi | (pour | <i<p)
Soit B! un représentant de u}'. L'égalité (2) devient :
Xwi = AN )w; + w
avec wi= W7 + W Vi1 ol wi'e W=V,c Vi

(pour p+1 <1 2m JPar smte MY, o Viet MLV, c V..
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Finalement 0 = Vpo Vi ... © Vin = V est un drapeau de V invanani

par M { dimi{V;) =i pour 1 = 1.2,... m ) el de plus nous avons

MLV, Vi pouri=12,.m,

1

Dou le théoréme »

En posant ¥V = M, par la représentation adjointe on obtient le

corollaire démontré dans [22, Théoréme 4.
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CHAPITRE V

ESPACE-POIDS D'UNE
ALGEBRE DE MALCEYV

V-1 INTRODUCTION

Soit M une algébre de Malcéyv de dimension finie sur K un corps
commutatif de caractéristique nulle. Soit V un M-module de Malcév de

dimension fime et p la représentation associée, Soit 8 un sous-ensemble de

M et & une fonction de S dans K, on définit I'espace propre V3 (S) et

I'espace poids VM(S) de V relativement & A (et S) par :

ViS)={ve V/V¥ xe § pix)=4ix) v

VMSY={ve V/v %xe S, 3ne N*telque (p(x) - A(x)M v =0)
lorsque § = M, VXS) est notée VA, On notera (p(x) - A{x))™ v par

(% - A v (ol m est un entier). Dans ce chapitre nous montrons le
le résultat suivant :

Théorgme V-4-6:

Soit K un corps de caracténistique nulle. Soit M une K-algébre de
Malcéy et V un M-madule de Malciv. Si V* # 0, alors
a) Pour toute sous-alzébre S semi-simple de M, on a 5.VA =10,

h) A est un caractére,



¢) VA est un M-sous-module de V si et seulement si
il existe une base (v1,...,vn) de VA tel que

*) V. xe M, (x-AXx)) v =0.
il

%)V x € M, (x - AX)) vj = ZA;_i (x)vijpouri=23..n
=l

les A%—j étant des applications K-linéaires de M dans K.

Dans ce cas V), # 0.

Dans [21], M. K. Smith & montrer que pour tout module de Lie
d'une algebre de Lie L, si VA 0 alors VA est un M-sous-module de V ou

A est un caractére et Vy, # 0.

Ensuite nous donnons un exemple nous assurant la justesse des

conditions énoncées pour que VA soit un M-module.

Définition V-1-1

Soit A une application de M dans K ; A est un caractére de M si A

est K-linéaire et A(M2) = 0.

Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie, V est un M-

module de Malcév et A : M —— K un caractére de M tel que V) # 0.

Soit v € V3 alors pour tout x € M nous avons x.v = A(x)v d'ou
X.Va < Vet Vaest un M-sous-module de V. De méme (x — A(x))v =0 ;

par suite V) < VA D'ou nous avons la
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Proposition V-1-2 :

V3 est un M-sous-module de Vet V VA

Définitions V-1-3

- On désigne par 51(2,K) I'algebre de Lie simple de dimension trois
dont une base {e.fh} estielle queeh=e th=—fetef = éh,

- L'algébre C- est l'algébre de Malcév simple de dimension sept

ayant une base {ey,....e7} dont la table de muluplication est la suivante

gje3 =—xez &)ey = —0ey C1eg = =gy
2les = s ees = Qlog e|ey =0ey
ey = 207 grcd =—2eg eres = e
eeq = 2e5 BI8H = €] e4e7 =€)
C5eh = g ege7 = —0ey eqe7 = OE2

ol 02 ¢ e K; les autres produits ejej (ol i < j) étant nuls,

T



V-2 UN THEOREME SUR LES MODULES DE LIE

Dans ce paragraphe, nous supposerons que M est une K-algébre de
Malcév et V un M-module de Lie, Pour la démonstration du théoréme
V-2-3 nous avons besoin de deux lemmes dont le premier est une

extension du théoréme de Lie bien connu (cf. 9 ).

Lemme V-2

Soit M une K-aigébre de Malcéy résoluble d'indice p sur K un
corps algébriguement clos de caractéristique nulle. Soit V un M-module
de Lie de dimension finie, alors 1l existe un drapeau de V invariant par M

i.e. il existe des sous espaces YV (i=1,....n) tels que :

O=VpcVic..cVa=¥Y e MV,cV; (dim(Vj)=1).

En effet, ¥ étant un M-module de Lie, soit p la représentation
associée &4 VA = [px/x e M | est l'enveloppe de Lie de M,

A~ [End(V)]- et A- est une K-algébre de Lie résoluble car

[A-]) < p(MP)) = 0. V est rivialement un A~ -module de Lie. D'od par
application du théoréme de Lie  V posséde un drapeau :

D=Voc Vic..c Vo=V el que A~V c Vi (i=D.....n) et dim(V;) =i.

Par suite M.V = A~ Vi V. Dot le lemme &
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Lemme V-2-2

S0it M une k-algebre de Malcev. Smit p une représentauon de Lie
de M dans Vetsoit A=LIM)={px/xe M | une enveloppe de Lie de
M. Soit A : M—— K une fonction telle que VA 20, alors &' A—— K

définie par A'{y}=A(x) (ol x € M 1el que v = p(x)) est une fonction de A
el VAM) = VA(A).

En effer ; montrans que A’ est bien définie. Soit ¥y € A et soient
x,x' € Miels que y = pix) = p(x’). Soit v un vecteur non nul de VA .

alors pour un enter naturel non nul m

(p(x)=A{x))M{v) = (p(x')-A(x"1)m (v) = 0. Comme y = pix) = p(x'), il
vient que (y-A(x)™(v) = (y-A(x'))™ (v} =, par suite

0= ve VAR y) m VMENy) et puisque pour tout endomorphisme y de V
les espace-poids VE(y) sont confondus ou d'intersection nulle {cf. 3) ;

nous aurons YAE(y) = VAR (y) et Aix) = Aix').

Dot A'ly) = Aix) = Aix') est bien défime. L' : A— - K est donc une
fonction de A dans K, Soit v e VA soity e A, il existe x € M tel que
y = pix) et pour m un naturel donné (y-X'(y)m{v) = (p(x)-A{x))m(v)= 0.
Par conséquence pour tout y dans A, (y -A'(y))™ivi=0etv e VATA)Y.
Réciproguement si v & VAAY alors pour x dans M,

(pOx)-A(x)M(v) = (y -A'(y))™ (v) =0 (avec ¥ = p(x) et m un naturel

donné) ; par suite v & VMM). Ainsi VAM) = VA(A), Dans la suite nous
confondrons A'et A o

]



Théoreme V-2-3

Soit K un corps de caracténistique nulle et soit ¥V un M-module de
Lie. Si WA 20, alors

i) Pour toute sous-algébre M’ semi-simple de M, on a M' VA = (0.
i) A est un caraciére,
iii) V& est un M-sous-module de V.

vl Va0

En effet, supposons que M’ est une sous-algebre semi-simple. Soit
p M'—— End(V) la représentation de M' dans V induite par celle de M,
V devient un M-module de Lie et VA 2 0ol ' est la restriction de X i
M’ Soit A" = LIM’) une enveloppe de Lie de M'. M’ étant semi-simple, il
en est de méme pour A’ (cf, 12, théoréemel5).Nous avons

VA o VMM = VM(AY) (lemme V-2-2). D'aprés [21]
VA(A) = V3 (A" =Vp{A') car A’ semi-simple. Soit x € M, alors

pix) e A'et p(x)(VA) < p(x)(Vi{A")) = 0. VA est invariant par M, VA

est done muni d'une structure de M'-module trivial, d'oi M. VA =10,
Ce qui achéve la démonstration de 1),

Supposons maintenant gue M est résoluble. Soit p: M—— End(V) la

représentation associée et K une cléwre algébrique de K. Notons

M=M g Ket V=V Hg K.Alors M est une E—ﬂlg&bre de Malcéy
résoluble de dimension finie et V un M-module de Lie de dimension
finie de représentation induite p, il vient du lemme V-2-1 qu'il existe un

drapeau de V stable par M:0=Wpc Wjc..c W,=V ol

FLl|



dim{Wil=iet M W;c W, Soit v un vecteur non mal de V* alors

w=v@1l#0etwe V. I existe un entier i compris entre 26éro et m tel

quewe Wigietwe W Soit w image de w dans W= w"”w_. ; =3
1

un vecteur non nul du M-module de Lie W de représentation |; induite

par p. Comme dimW =1 : W=W§ :ﬁu Ol W est un caractére de M.
Dot :

; E EP{M‘J = ﬁH'{Mj avec U larestricionde paM=M @& |,
D'autre part v e V* implique w & VA(M) car

ii;{xl—ltxjilm{wa = fEu‘J-Mxﬂmw @ 1) = (px)-Ax))my @ | =10, il

vient donc que

{;iﬂ—liz])mfal = {E[xl-l{x}‘]m{w+wi} = (p{x)-A(x)mw +W; =0 =Wj

et ainsi ; & E""-{M]- 0 ; S EEEM] e EH'{MJ entraine que A = '

esl un caractére.

Supposons que M est une algébre de Malcev quelcongue et soit
M= R & 5 une décomposition de Lévi de M (R est le radical résoluble et

5 une sous-algébre semi-simple (au sens ordinaire}). De ce qui précede |
la restriction Ayg de A & 5 est nulle et Ay (restriction de A & R) est un

caractére, Soit s € 8 ; H= Ks @ R est une K—algébre de Malcév résoluble

et par suite Ayy resiriction de A & H est un caractere. Aussi,

Moas+Pr) =k + PAr)=PA YreR;Vse Set affe K.



1l s'en suit que A est lindaire sur M et comme Ajpy st un caractére,

AMsRYc MH2)=0 ¥ s e S Comme M2=5 + SR + R2, nous avons
AMZ) =0 et k est un caractére démontrant ainsi ii).

iii) et iv) se démontrent de fagon analogue au cas des algébres de Lie

(cf. 21} @
V-3 Cas de Si2, K) et de C-

Dans ce paragraphe nous déterminerons les espaces poids Vide M
une algdbre de Malcev simple et V un M-module fini non de Lie et
simple. Le corps de base K est algébriquement clos et de caractéristigue

nulle.
Lemme V-3-1:

Soient M = 51(2,K) et V le M-module simple non de Lie de

dimension deux. Soit A une fonction de M dans K: alors VA =0,

En effet, soit V = Kv + Kw.

Soit {e.f.h) une base de M 1elle qma ch=e,th=~f,ef= %h. Soitp la

représentation associée @ V nous avons ple). p(f), pth) qui sont définis

par les matrices respectives (relativement & la base (v,w))

H-—fﬂ 0 {f:—[ﬂ _]]E:t {hh—[[ n]
el o) P lo 0P



Soit u = v + Bpw un vecteur de VA (o, Bp € K). Soit x € M,

x =ae + bf +ch (ab.c e K). Posons X = p(x) - A(x) ; on montre que
Xmfu) = X(Xm-Hu)) = oy + Prnw, (m21) ol

{'Irn =(e—~A0x))aeg ) = by (S)
Bo =g —(c+A(x))Pn1

det(S) = Mx)2 + ab - ¢2. VA 20 si et seulement si det(S) = 0, soi

A{x)2 = ¢ - ab Dans ce cas oyn = PBm =081 (¢ - MxNom-1 - bfm-1 =0

ceci indépendamment de x (i.e. de ab.c) 11 vient que om-| = fm-1 = 0.
De proche en proche, nous obtenons o) = iy =0, D'od Vi=0wm

Soit (g) ..., &7 ) une base de M= C- et {v|....v7 }une base de V un

T 7
M-module régulier. Soit w = T, v; un élément de Viet x = Tajejun
“ =

élément de M (B}, . aj & K).
7
Posons X = Eajple,) - A(x).
=1
3. T
Xmy = X(Xm-Ig)= ¥ B:n = Kk E-E:'n—l vi k.
: :

= =1

7 Tiore Ve
=( Lajplel T B vid - Ax) E]B:T._H’L
=1 i=] =

1



Comme ple;)v; = —plejhvi il vient gue

XMy = % % (2B = aiBl_ IPlei)vi - ?'-L"-"_%ﬂ'in-l i B

=1 i=j+l i=l
~al(ag P2, —aaPBl_ ) va + (@B~ a3Bl_ ) va+ (B — a4Bp_)va )
+al(aB; -l_aﬁﬂLi-lh'S + (a1By—y ~ 26Bg_y) ve + (a1Byy — a7 ﬂ;t'n-—!}i'q]
{2002 B2, —a3Bi _ ) vr = 2Bl ~asBl_ve+(a2B),_ —asPr,_)vi]
+11a3ﬂ:,_1-aqﬁfn_,]v5 +{n_1ﬂf’,,4-anﬂ¥'n_,}ﬂ+{a4ﬂ:,_|-:n f,,_ﬁﬂ
+u[{n5ﬂfn_] - ﬂﬁﬂ?“_l]\fl "lnsﬂ:,_, - a7 Bf“_l}v:; + tnﬁl'.’-;_| -—n:.'ﬂfn‘i}vzi
- A(x) %ﬂjm_; vi-

7
Et comme X™u = ¥ Bl v, on déduit que
1=l

Bl =—A(x)By,  —asPZ_, '“nﬂ:.-1 ~azBa +“2|3?n-| vaypy , +aaB,

B =aazBy, —(h(x)+aa) By, -aaq,B8 | +aa Bl

L

B = 0a3Bp.; — (A +aa )P +0aqB?  —cagp]

ﬁ:’n smﬂﬂ':n-l —{l{l}+ﬂﬂ[ }ﬂ;_l _ﬂﬂﬁﬁ'i-l +m5ﬂ":..r
B =08 5B, —204B) , +2a4B5, - (h(x)-aa; B3,
BS =—wagBl | +2a,B2 | ~ 20,87 , - (A(x)-aa,)pt

07, =~aasBl, ~203B2, + 2058} - (A - B,
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fﬁll'znﬁl %1_]

ﬁ? ﬂ@"'

El ﬂﬂj-ﬁl

Posons By, = ﬂgﬂ et Bpo) = Bgﬂhl
I?'m ﬁ |

iy B

'-.E;LJ ', Tn-l.a'

{coordonnées relatives i [vy,....v7])

Soit A la matrice définie par : {(posons A(x) = &)

{ — —a53 —a4 -a7 az a1 a4
|
oap  —h-0ag 0 0 0 — 07 VAT r
o 0 - h—0eaj 0 oay 0 —tas f
oy 0 0 —A—oay  — g s (
—eas 0 —2ay 2a3 — A 40 0 0
— Qg Z2a4 0 —2a9 0 — L+ 0
—-a7 —2a3 2a3 { 0 0 —h+oay)

Bm=A.Bm | et nous avons det A = —A(x)(A(x)—oa ) 13 x)H-cea )3,
VA =0 si et senlement si det(S) =0, soit A(x) = a3 Ax) = — ea) ou

Alx) =0,

15



1" cas 51 A(x) = oa) alors VA =)

En effet A(x) = aa) soit Alajx(+... +a7x7) = @aj|
VAR %) = V(x| ) = Veixi) = Kvs + Kvg + Ky,
Soit w = ksvs + kgvg + kv & VARG +x6) = V(X 1+%6).
Posons X = pix|+xg) - Gidy et Y = p(x+x5) - aidy
Xw = {p(x1)+pixa) - cudyw = x{ksva + kyva)
Xiw = X(Xw) = (-200)ee(ksvy + kva),
Par récurrence, il vient gue XMw = (-200m-loa(ksvy + k7va).
S1de plus w e VAR s x 435} = V(x| +X5) nous avons
Yw = olksvg - kgvil et
Yiw = (-2a)oksvg - kgvi),
Par récurrence, il vient que Y™w = (-:20)m-Taksvy - kevi).
Siwe Vhalors we VEX ) m VO{(x14x5) ™ VE(x 1+x6). D'od
Xy =0 = (-2o)m-lafksva + kyva) =0 entraine que ks = ky =0 et
Ym'w =0 = (-20)™-lafksvg - kava) = 0 entraine que ks = ke = 0,

Mous déduisons que ks = kg = k7 =0 et par suite w =0, soit VA=0»

2% cas  Si Al(x) =—0a| alors VA =0,

En effer Alx) = —a) sont Alayx)+.. +a7x7) = —(1a|
VAR KX ) = VX)) = Vop(x]) = Kva + Kvy + Kvg.

Soit w = kava + kavy + kqva & VA0 0x 4x3) = V-0{x | +x3).

Th



Posons X = p{xj+x3) + aidy et Y = p{x |+x2) + otidy.,

Xw = (p(x1 H+p(x3) + audy)w = 2(kgvs - kavy) et

Xiw = X(Xw) = 202eMkavs - kavi).

Par récurrence, il vient que X™w = 2(20)m-{kqvs - kavy).

Si de plus w & VA ) 14+x2) = V-%(x | +x2) nous avons

Yw = Akavy - kavea) et

Y 2w = 2{2a)(kivy - kave).

Par récurrence, il vient que Y™'w = 2({2a)™ - {kav7 - kavg).
Siwe Vhalors we V=00 ) V=0{x +x3) M V=%x 1+x2). Do
Xmw =0 = 2(-20)™-1(kqvs - kavy) =0 entraine que kp = kg =0 et
Ymw =0 = 2(-200)™-1{kav7 - kave) = 0 entraine que k3 = kg =0,

MNous déduisons que k2 = k3 = kq = U et par suite w = (), sont Vh=0w

3"1cas Si Alx)=0alors VA=0,

En effet A{x) = 0 quelque soit x dans M et soit w & YA = V0 alors

VO o V{x1) n VO{xg+x7) et VO(x) = Kv| ; montrons que
vi e VO{xa+xT),

Posons Z = pixg+x7) alors Ly = (pixa)+pix7) v = o{vyg - v7)
Ziv) = Z(Zv)) = (-20)v| Z3v = (20)aivs - v7)

Z3v 1 = (-20)2vy.



Par récurrence, il vient que Z2My) = (-20)Myy
2Im+ly) = (2o} Mal{vg - v7)

pour tout entier naturel m.

Comme o # 1), ZPvy # 0 pour tout entier naturel p.

Par suite v] € V{xg+xp) et Ve Vigx ) m VIxg+x7) =0 »

Les trois cas traités ci-haut permettent d'énoncer le
Lemme V-3-2 ;
Si M = C- et V est un M-module régulier et A une fonction de M

dans K; alors VA =0

Theoreme V-3-3

Soit M une algébre de Malcév semi-simple et V un M-module de
Malcév semi-simple sur un corps K algébriquement clos de

caractéristique nulle, 5i V& 2 0 alors VA < N(V),

En effet,

d'aprés [6] nous avons M = % M;et V= % Vi (M est une algébre de
1=l =1

Malcév simple pour 1 = |....n et Vj un sous-module simple pour
j = 2....m) tels que

19} V' est le plus grand sous-module de Lie de V

2%) Pour 2 £ ) € m, il existe un entier k = k(j), | £k £ n tel que

M. V=0 pour tout 1 # k.



De plus soit dimV; = 2 et alors : Mg = SI(2,K) et Vjest le
Mg—module simple non de Lie de dimension deux ou soit dimVj=7 et
alors : Mg = C- et 'V est un Mg-module régulier.

Dans ces deux cas nows avons montrer (lemme V-2-1 et lemme
V-2-2) que V*{M) = 0. D'oi '».r} c v}{mkm =0pourj=2..m.

Alors VA = _'%]v?; = vhC N(V) car Vi =N(V) »
B

V-4 -ESP -POIDS D'UN M-MODULE DE MALCEY

Lemme V-4-1

Soit M une algébre de Malcév résoluble sur un corps K
algébriguement clos de caracténstique nulle. Soit V un M-module non nul
de Malcév de dimension fime. I exisie un caraciére o de M dans K et un
vecleur non nul vy de V otels que pix)v) = a{xiv) ol p est la

représentation associée 4 'V,

En effet, V ( étant un M-module non nul ) contient un M-sous-
module simple W. D'aprés [ 14, Théoréme 1.4.9] W est un M-module de
dimension un. Soit W = Kv|, Appliquant le lemme IV-3-2 & Ia

superalgébre de Malcév M @& W (exiension d'Elenberg ; W2 = (), il vient
gque p(xiv) = a{x)v| ol ¢ est un caractére de M o

Lemme V-4-2

Soit M une algébre de Malcév résoluble sur un corps K
algébriguement clos de caractéristique nulle. Soit ¥V un M-module de
Malcév de dimension deux. Si A& est une fonction de M dans K telle que
VA 20, alors A est un caractére de M et VA est un M-sous-madule de V.

9



fhs

0 # (0xPg-(0x)d 1§ = (0x)y 108

(0¥ )y =(0x po 0%y - = ((Ox Fy=-(0)mi0x)y suoan snou '0x = & = ¥ Inog
(AR - = (D) Y-(x)0NA)y nop (TaX)A- = (TAR)X 10§
IAZ(A+X)= 0 = (Ta)z( ApHA+xyy-(£+x)d)

- suoae snow Api(Ay-(A)d = A 12 |y 3 £ nog

0 =TA X 1og "0 = (x)y-(x)o)(x)y v uo ‘ajnu anbnsugoeies ap
we? ¥ sdiod 27 g = ul(X)y-0)0Hx)y anb uata 1 'g = TA yx o))

ALl (-COn)(x)V] = T uX

PAL{C )y -(xdm)(x )y ] = (TA(X) W)X = TA 7X
A}y = (TalApix)¢-(x)d) = Tax
P suep xanod Api(x)yy-(x)d = ¥ suoonN
‘| suep £ anol anod = (£)y anb suonuow 'y 4 2 Ta anbsing (Y suep

W Ap wonouoe) 2un 153 y no) lalx)y + Ta(x)y = (Ta)(x)d suoine snop
‘UFNIeIeD un 152 Y Iney-12 saade p

12 YA = yM = A\ 19 UN UDISUSUIP 2P 3 NpOL-jy U J5a . Hﬁ = M A
S|NPOW=-JY NP 258q 2un anusuod (La'la) "y A 23 Ta # () 1mog (0xyy 2 (Ux)yn

anb (31 ] AP D% S181%3 (1 8I0]0 20 # Y SI0[0 A # PN IS

‘A AP FNPOW-STIOE-14
um 153 YA = A 12 W 9P U0 un 152 Y NO] " 0 =Y SIOE PA =y A
snid ap (s siope ‘un uosuawp ap 153 44 b suosoddng VA 3 T2

12 W 2P AUAIRIED un D s1xa (1 Yuapid aww] np YA ug



De plus A(yHa(x0)-A(x0)) = -A(x0)Ne(y}-A{y)) = O pour tout y

dans M. Dol A(y) = 0 pour y € M, Il vient donc que pour tout x € M
plx){v2) = Alx)va et done VA = Vi = Kva est un M-module

Si la dimension de VA est deux alors VA =V ; d'odt V* est un M-module
et 0 2 Vg c VA entraine que A = ¢ est un caractére.

DVod le lemme =

REMAROQUE :

Lorsque 0 = VA < Npi(V) olt Np(V) est le J-noyau de V ; alors V&
est un M-sous-module (de Lie) (cf. théoreme V-2-3). Par contre 51 'V est

de dimension supérieure i deux et gque VA @ Npm(V) alors VA n'est pas
nécessairement un M-module de Malcév, Nous allons en donner un
exemple :

Soit L = Kx+Ky+Kz ln K-algébre de Lie résoluble définie par :
xy=z2xz=vetyz=0 Soit ¥V = Kvi+Kva+Kvi le L-module de Malcéy

de représentauon p tefle que :

XV ==——V| ., yovj=0; 2y =03
2
|
1.Vr=—v3; ¥.v2 =¥ ; ZNI==V]
2
|
I.Vj:i‘n"']-f"ur:; }'.'l-"‘_'-l.='||l'|; LYy ==¥].

Soit A le caractére de L définie par A(x) =

bl |

Saient {a,b,c) et (o,By) des éléments de K3 et soitu=o v+ B va+ ¥ vy
un vecteur de VA, Alors pour [ = at’pfa}-;—id} + bpiy) + cpiz), nous

dVOns -

fu={ya)va 4 [-ata + (b ~ c) + b = c)lv)
u = (ya¥hbh = ¢hvy -al-aa + P(b = ¢) + b — clvy

Bl



= [ya(b = ¢} + a? — Ba(b — c) - ya(b — c}]vi
= [xa? — Palb — ¢) |vy
fpr+2u = (-a)P[aad — Palb — ¢} Jv| pour p entier,

fr+2u = 0 entraine que (—a)Paal - Balb = c})] =0 soit a2 — Baib - c) = 0.

Onaalors f2u=0 quelque soit {a,b.e) ; il vient done que =i = et
u= yvi Dodl VA=Kvi

VA = Kvin'est pas un M-sous-module car yv3i =v] & Kvi,
De plus V3 = 0.

a Lemme V-4-3 ¢

Soient M une K-algébre de Malcév et V un M-module de Malceév.
Soitl2ve Vo VA %v est un M-module et {%v}l = V%v.

En effet, v & Vi, il vient que x.v = A(x)v pour toul X de M. Kv est

donc un M-sous-module de V \%{v est alors un M-module-guotient de

V. Soit 0 2 u e VA pour tout x de M, (x - A(x))™u = 0 (pour m un entier

naturel) d'od (x - A(x))m{u+Kv) = 0 + Kv entrainant gque
u+ Kve I:“:f/{(v]l . Mows avons alors v}/ﬁv = {%v]l, Soit w + Kv

un élément de (%F}l alors pour tout x de M

(% - Ax)Mw+Kv) = 0 + Kv {pour p un entier naturel ).
D'ob (x - A{x)DPw = Alx)v,

Par suite (X - A(x)P* [{w) = (x - ROEA Y] = Ax)[(x - A(x)v] = 0.

7 7 A
Il en résulte que {%,ﬁ,]" c vé,ﬂ - On conclue done que

(e Y =¥



Théoréme V-4-4 .

Soient M une algébre de Malcev résoluble sur un corps K
algébriquement clos de caractéristique nulle et V un M-module fini .

Soit A une fonction de M dans K. Si V* 20 : alors
a) A est un caractére de M

b} V& est un M-sous-module si et seulement s'il existe une base [¥{ioVnl
de V* tel que
*) ¥ xe M, (x-Ax))vy =0,

=1
*##) ¥ xe M, (x - AMx)) vi= Eﬁ;_j{xjvi.i pouri=23..n
i=1

les A ; étant des applications K-linéaires de M dans K.
Dans ce cas Vi 2 0.

En effet, le lemme V-4-1 nous dit que Vg # 0 ou o est

un caractére de M. 51 V est un M-module de dimension un ; alors
V= VA= Vg Alors & = ot est un caractére de M. On suppose par
récurrence que si ¥ est un M-module de dimension p < n iel que VA 20

alors A est un caractére de M. Soit donc V un M-module de dimension n.
SoitD#ue VgetD2ve VA Sivest colinéaire  u alors A = @ est

un caractére de M sinon V' = "‘%:u est un M-module de dimension n-1

et v + Ku e (V') 2 0. Par suile (hypothése) A est un caractére de M.
D'on a).
Nous allons démontrer par récurrence sur la dimension n de VA que
si V* est un M-sous-module de ¥ alors il existe une hase | vy.....vn} de Vi
tel que
*) W oxe M, (x-A0)) vi=0.

-1
=¥ ¥ xe M, (x-AlX)) vi= Eﬁf_jfljv'.-i pouri=23._.n
.-II

les A : _, €tant des applications K-linéaires de M dans K.

Sin =1 alors VA& &ant un M-module ( lemme V-4-1) il existe o

un caractére de M el un vecteur non nul vy de Vi appartenant i V&,

Alors L= o et ainsi pour tout x de M (x - A(x}) v = 0.

Par suite si VA = Kv est un M-module ; #) est vérifié.

]



Supposons que si VA est un M-sous-module de V un M-module de
dimension p < n alors il existe une base {vi....vp] de VA el que
) ¥ oxe M.(x-Ax))vi=0

-1
s4) W xe M, (- hix) vi= 2 AL (X)vij pouri=23.p
i=I

les A, ; éant des applications K-linéaires de M dans K.

Soit V* est un M-sous-module de V de dimension n. D'aprés le lemme
V-4-1 il existe ¢ un caractére de M el un vecteur non nul vy de
Vo appartenant & V2 D'oi 02 v e V& VA Alors @ = A et pour
tout x € M : (x - Lx)) v = 0. Par suite *) est vérifié,
Kv} est un M-sous-module de V. Considérons le M-module quotient

A
W = F%{w a (VAH} = W4 qui est de dimension n-1. L'hypothése

de récurrence nous dit qu'il existe une base {wi,...wn-1] de W
tel gque - il ¥ xe M,{x-Ax))w =0

i—f
i) V xe M, (x-A(x)) wi= ¥ Bi_,(x)wi pouri=23..nI
=

les Ei[_j étant des applications K-linéaires de M dans K.

Soient vi+] un représentant de wi (1-€ wi = vig] +Kvp )L

n
Montrons que [v|,....vn ) est une base de VA, Soit 0 = 2 ajvj
=1

n
alors E“i“’j—] =0 soitaj=0pourj=2,..ncar [Wi...,.Wp-1] €5l une
=2
base de W. [1 s'en suit que a) = 0. D'oll [v1,....va] esl une base de V* qui
est de dimension n.
1)est équivalentd ¥V xe M, (x - Ax)) va= Af{x}w {ia linéarité de
AT(x) est due 3 celle de 'application (x - A(x)} )
s .
i) implique que ¥ x & M, (x - Mx}) vig) = 2B (xIVije 1 + A (x)v)
1=l
pour 1 = 2,3... n-1 (LA encore la linéarité de l'application (x - A{x}) et

la linéarité des B} (x) induisent celle de A" (x)).
Pour3<i<net]l<j<i-l, posons A, = E!::}_].
Alors pouri = 3,0 :

xd



¥oxe M, (x-Ax)vi= Y B (xIvi+ Aj(xv

=1
-1

= E .""IL:_J fl}\-‘i.j,
=l

Doautre partona ¥V xe M, (x - Ax)) va= hfl{xm et
(x - Mx)) vy =0.
Il résulte que {v),....vn} est une base de Vi elle que :
#) ¥V xe M, (x-aix))vy =0
j=1
“) ¥ xe M, (x-Ax)) vi= 3 AL (x)vij pouri=23..n
=1
les Ag—i étant des applications K-linéaires de M dans K,

La réciprogue est évidente ®

Soit M une K-algébre de Malcév et V un K-module de Malcév,
M =M &g K' la K-algtbre de Malcév obtenue par extension du corps
Ket V=V &g K le K-module de Malcév abtenu par extension de K.
Soit p la représentation associée a V | 1] existe done une représentation
p' de M dans V qui est définie par :
F"'mk (v@k=p (v)Bkkoix @ ke Metv@k' e V, soit
Piok = Py @kl (1. est 'application identite de K' dans K').

A" est la K'-extension linéaire de & & M qui est définie par :
A @K =Ax) @Kk =A(x)k ol x @ k'e M,

Propaosition V-4-5

VMM) @k K' = (V)* (M)
V(M) @k K' = (V) M),

En effet; posons 1y, l'application identité de V ; soit v'=v @ k' un
générateur de V:""EMJ @k K', avec v e VMM) ((p, - AMx)Ty )My =0 pour
mentieryetk'e K' Onapourx® ke M:

Py g~ M@K @ 1™ =[p, o — AMEIKy 8 1] =
=[Py~ My Bkl =[p, @kl — M)y @kl ]y =
={py ~ AMx) ) @kl ™ B K) =

3



= [(p, — Ax} )" @ kM v ®K') =
= ((py = AMxH YTV EKTK =0@ K™Kk =0., d'od
VRHM) ®K K' = (VA (M),

Soit v'= v@k' un élément de (VM (M) (k' 2 0), alors
(P g1 - M@ 1)y @ 1 )My = 0 dioi
(0 g - MX® D)1 ®1, )" (VBEK) =
(P, @1 - A(x)1 vE LT vEK) = (p - Mx) )" v@ K =10,

Par suite {p, - A(x}1y)mv=0 et v appartient & "v’}'{MJ
Ainsi ; v ® k appartient 4 "u“'.'L{M} @y K'. On a donc
(VIM(M)= VA3M) @k K.

On obtient V(M) ®x K' = (Vi(M). en prenant m=| »

Théoreme V-4-6:

Soit K un corps de caracténistique nulle. Soit V un M-module
de Malcav. Si VA 20, alors

i) Pour toute sous-algébre M' semi-simple de M, on a M VA = 0,
1) A est un caractére.
i) VA est un M-sous-module si et seulement si

il existe une base [v|.....vn} de V* telle que

*) Yae M, (x-A(x) v =0

i-1
#2) ¥ xe M (x-Ax)) vi= T A (x)vjj pouri=23_n
=1

les A ; €tant des applications K-linéaires de M dans K.

Drans ce cas Y 20

Al



En effer,

17} Nous supposons que K est algébriquement clos.
Soit M’ est une sous-algébre semi-simple. V est un M-module et nous
avons VA o VA{M') ol L'est la restriction de A & M°, Du théordme V-3-3,
il vient que VA(M') o Npp(V) et par conséguent M, VA (M) =0
( i) du théoréme V-2-3 ) et done M'.VA o M VA (M) =0,
D'ot 1).

Soit R le radical résoluble de M et M =R @ S une décomposition
de Lévi de M. S est une sous-algébre semi-simple d'ou pour tout s £ 5,
pis)iv)=s.v =0, Soit H(s) = K¢ & R o0 $ est un élément de §. His) est
une algébre de Malcév résoluble et VA < VAH(s)) = 0, il vient que X est
un caracteére de H{s) (théoréme V-4-4). D'on A est linéaire sur His) &1
AH{s).Hi(s)) =0, Alors pourtout s € Setry,rp,re HisJetabe K
Alas+br) = aA(5) + bA{r) = bAr) et Afar|+br2) = ak(r|) + bA(ra).
Ainsi A est linéairesur M=R @ S car AM(S) =0,
D'autre part A{H(s).H(s)} = 0 implique que A(sR) = A{R<) = 0 pour tout
s S Comme LM2) = WRLHRS48) = MR + MRS) + A(S) =0 A est

un caractére de M. Nous avons done i1).

Montrons que V4 est un M-sous-module si et seulement s'il existe

une hase {vi,....vy] de V& telle que

x} ¥ oxe M (x-Ax))vi=0

=1
%) ¥V oxe M, (x-Ax)) v;= Zﬁu:_l{xhi_i pouri=23.n
1=
etles A; | étant des applications K-lincaires de M dans K.

V2 est un M-module alors (VAA(R) = VX est un R-module et

d'aprés le théoréme V-4-3 | il existe une base {v),....vn} de Vi tel que

=7



2)% xe R, (x-A(x)) v =.ﬂ
wr) Y oxe R, {x-Ax)) vi= Eﬁt_l{x}vi.i pouri=23..n
=l
et les A::_! ctant des npp;i:uliuns K-linéaires de R dans K.
Nous savons que pour tout couple (s.v) de 5 x VA v =A{s) =0.
On pose ﬁ’l_j{sj =0 pouri=23.. net 1<j<i-1. 1l vient que
1NV xe RES:M,{x-l{x}]viz:ﬂ.

-1
DV xe R®S=M, (x-Ax)) vi= 2 AL (0vij
=l

pouri=23.n etooles Ai_. sont des applications
K-linéaires de M =R & S dans K,

Alors vy € V) entraine que Vj # (.

27} 5i K n'est pas algébriquement clos, désignons par K' sa cléture
algébrique. M, V, p'et &' sont comme dans la propositition V-4-5
V& = VX (M= 0 car V& 2 0. Daprés ce qui précede

Si M’ est une sous algébre semi-simple de M alors M' &g K
est une sous algébre semi-simple de M et par suite ;
0=(M @k K)VAN= (M 8K KLVF &g K) = M VA8 K.

D'oil MLVA = 0. D'oir i)

De méme puisque A’ est un caractére nous avons A'(x ® k) =0
pourtout x @ ke M2 =M2 &y K. En particulier pour toul x € M2
AMx)=Ax®B1)=0 Depluspourxye Metpe K
Mx+Py) =2 (x+Py) @ =2 (x @ 1+fiy @ 1))

=Ax @ I +PAily @ 1)
= A{x)+PALY).

Par suite & est un caractére de M. On a done i)
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Enfin si VA est un M-maodule non nul de dimension n, alors
VA 2 0et VA est un M-module ; d'oii {V)3( M) # 0 et ainsi V3, # 0.
I existe donc 0 # vy € V.
Notons aussi gue W = v%u = {W )4 est aussi un M-module.
Si Wi 20, alors (WM # 0et (WA est un M-module,
D'ou (W) =0et02(Wil . Alors il existe 0 = va + Kvye (Wi
soit (x - A(x))vy = AT (x)v) ol Af{x) & K.

De proche en proche on définit les M-modules W; = /I{v] +...+Kvi)
(pour 1= l..n ) Il est immédiat par construction que {vy,...,¥j] est une
famille libre de VA Si W, = (W)* est non nul ; alors il exisie
02 vig| + (Kv)+. +K'-'i.’1 € (Wil ;

50l (X - A{X))vi4] = Ef‘. L (X WVisie | of AlfLa(x) e K pourj = L.

Comme V* est de dimension n, il vient que ¥* posséde une base

[¥1evn ] de VA gelle que ;

#*) ¥ xe M, {H—l{l”'ﬁ-‘}—ﬂ
-]

w¥) W oxe M, (x-AX) vi= iﬁ., AX)Vij pouri=23..
i=l

et les A | étant des applications K-linéaires de M dans K.

La récaprogue de 1il) est évidente ®
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CHAPITRE VI

SOUS-ALGEBRE
DE CARTAN GRADUEE

INTRODUCTION

Dans un article de T. MOONS (cf, 15), il a ét¢ introduit la notion
de sous-algebre de Cartan graduée (sacg) pour une superalgebre de Lie,
nous poursuivons ici en éendant celle-ci aux superalgébres de Malcéy.
Nous démontrerons guelques théorémes de structure pour les

superalgébres de Malcév mais aussi les propriétés d'une sacg.

Le probléme de comugaison des sacg d'une superalgébre de Malcev
résoluble est abordé.

VI-1 PRELIMINAIRES

Toute algébre, espace vectoriel sera de dimension finie (sauf
indication contraire ) sur K un corps commutatif de caraciéristique

différente de 2 et 3.
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Soit M = Mg @ M| une superalgébre, M est une superalgeébre de
Malcev.

adym: M——® Endg(M) est une super-représentation de M dans
M oit adpm(x) est défini par adym(xNXy) = xy. Si aucune ambiguité n'est
possible on notera adm(x) par ady et adym par ad. ad (ou adpm) est appelée

(super-} représentation adjointe de M.,

Soit V un M-module de Malcév et p la représentation associée it V.
Un sous-espace vectoriel W de V est stable ou invariant par p si pour tout

élément x € M ; p(x)(W) = W (On dit alors que W est introverti).

Dans ce cas, lapplicanon p'; M ——# Endg(W) est une super-

représentation de M dans W, dite sous-représentation de p.

Soit a(x) l'endomorphisme du K-espace vectoriel quotient %

deéduit de pix) par passage au quotient, 'application qui & x associe oi{x)
cst une super-représentation de M dans % dite représentation quotient
de p.

Le M-module W (resp. % } est dit M-sous-module de Viresp.

M-module-quotient de V).
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Définition VI-1-1
Soit M = My @ M| une superalgébre de Malctv. Soit H une
sous-algébre nilpotente de 'algébre de Malcév My, On pose ;

MU(H)=M!= ¥ [r:11|:'.1cih} M)] = ('B M (h)
heH =

MY HI=M" = A [ Uker((adh))] = ) M)
heH =]

ol ad : M ——# Endg(M) est super-représentation adjointe de M. M1
(resp. MU) est appelée la 1-composante (resp. la O-composante) de Fitting
de M relativement 3 H. M = M & M| est appelée la décomposition de
Fitting de M relativement & H {ou 2 adH ).

Soit m un entier naturel et p1<p2<..<pm+| UNe suite strictement

croissante d'entiers naturels. S0it ¥p,.¥pge o ¥py,; des Eléments

homogenes de M. On pose degré de y, = ?F__
L
8= S(p1.p2.-...pm+1) l'ensemble des permutations du (m+1 )-uplet

(P1.p2,.Pm+1). S0it & € 5 ; notons

m  m+l —_ -
dio)= Y ¥ Vallr.s.0) Y g0 Yain,)
r=| s=r+l| -

1sig(p,)=a(p.)

o Val(rs,o) = { ,
0 sinon
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Sait A = (p1,p2e--.Pm+1) et S(A) l'ensemble des permutations de A et soit

Ai =(P1-P2 s Picl o Pisl rooos Pl )= (P1e P2 oeoes PAt s Pi o Pkl oo s Pt )

et Fj = 5(A;) l'ensemble des permutatons de A;.

Posons Ej = {6 € S(A)/ o(p|) = pi}.
Proposition VI-1-2 11 existe une hijection entre E; et Fi.

En effet, soit [ : Ej——®F; el que fi{o) est défini par

o(pju)sil<jsi-|
olpj)sii+lsjsm+]

[fila)l(pj) = {

et soit g; ; F; ——® E; tel que gi(o) est défini par
pisij=1
alpj)si 2 =i

[gilo)(pj) =
'lcr{p.i}sii+] Sj=m+1

Pour j = 1,...,m+1 .
|gilfi(a))]pi) = olp;) doi giofi= id(E;) (id(E;) = identité de E; dans E;).
Pour j = 1,..i-1i+1,..m+1 ;

[filgilo))](pj) = oipj) d'od fiogi= id(F;) (id(Fj) = identité de F; dans F;).1l
vient que fi est une bijection e

13



Proposition VI-1-3 Soit o & E; alors

17} dig) = dif1{a))

27) d(o) = Yo g+ o e # §P]J + d{fita)) sii=2..m+l],
En effet,
si1=1alors Ey = {a e S(AY/ aip)) =p1] et F| = S(pa, P3.Pm+1)
m m+l
d{g) = E Z?ﬂltr,s,ﬁi}fgtpr}ymh}

=1 sz=r+l -
i+ M mh
= 3 Val(l,s, ) Yo Yatp. ) z Zvﬂl{r's*ﬂ}fsmr]ys{ps}
i=2 =2 s=1+]

Or Val(l.5.6) =0 car g(p)) = pi<cips) pour 522 et
Lﬁmﬂ{pi} alpil si j=2. D'ou

mH|

d(c) = Z 2 Val(r.8.0) ¥, Vo

r=2 s=r4l
m mkl

= 2 X Varsf oY i) ik (@ng)
r=2 s=r+l

= dif (o).

Pour une simplification de 1'écriture posons pour r.s = |,....m+1
Hir.s.0) =Val(r,s, o) FdiﬂrJ}ﬂ[mJ'

Sii= 1 alors;

i+
On pose & = EHU.R,G}m §n1|:§m_l+ . +}n|}.
=2
it il =+l
dig) = Z E‘Un]f_r 5, E]?ﬂ{p,lfﬂim Z ZH{r 5,0)
=l s=r+| r=1 s=r+l
i+ 1 im  m+l
-ZHH g ‘”"’2 EH{L 5,.0)

'=2Z s=r+l
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i-1 i m+l m+|
= E ZHfr s.ﬁj+z ZH{r 5,0) + E EH{rsﬁ]
r=2 s=r+l| r=2 S=1+l =i+l s=r+)
i-2 i-1 -1 m+l m+l
Z z {r+\~‘.+]ﬂ'}+2 ZHHH% :J'J+z ZH{r%G}
T r=] g=j+l r=i+l s=r+l
Or pour r,52i+1 ; o(p,) = [fi(o)](p,) et ol(ps) = [filo)](pg). D'ou :
H: [ &3 ssiwng ) —= Hir,5,f; ( ¢ ) )
Pour 1< r, s'Si-1 ; 6(pry1) = [(G)(pr) et S(ps+1) = [fila)](ps). I
vienlt que X Hir'+l,s'+l,0) = H({r,s.fi{o}).
De méme H(r'+l,s.o) = Hir's fiic)) pour 1= r'<i-1 et i+1< g'=m+1.
Par conséquence . (posons g '= fH{oc)l)
dig) =
-2 i-] HiR ! m+1
—E-+Z EHH&EHE ZH{rqﬂHZ ZH{rqﬁ}
’=1 §=r"+] r=] &=+l r=i+l &'=r'+l
m+| m m+1
—E+Z ZHH 5,0 )+ Z ZH[F'.E',G’}
'=1 s§=r'+l| r=i+l s'=r'+l
5w
i-1 m+l
=5 4 2 > H(r's'.0')
r=1 g=r'+l
r=i £#i
L i+
=1"fl"i{:'rl"i_f'- “Z ZH“ s'.0')
rsl s'=t'+|
(i3 T
o B m m+l
dig) = }rm{}fni I+ i +ym}+z ZH{r'.s:',I'im}}
'zl g
a1  5#
dic) = EJ'E{FN-I + s +§m} + difiia)). Dol la proposition e
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Soit 5* = {6 € S/ a(py)<oips)<..<a(pm+1)]. A toute permutation
o de § associons 'unique o* de S+ telle que a+(p() =a(p;) et
atipz) = olpz).

Soit T e S(o+(pi).as(ps)....0"(pm+1)) définie par T(a*(pi)) = olp;)

pour 3sism+1. Pour ¢ € 8§ nous avons !

m-+| m+| m in+l
dio) = Y H(l,s,0)+ Y H(2,s.6)etdit)=Y Y H(rs,1)
§=2 =1 r=3 s=r+|

Si t{ot(pr))=t(o*(ps)) alars ;
H(rs. T = Yoot (p,)) Y uta* (0, )™ Y atpe) Yotpy) = Hirs.G) et

Hir,s5.t) = Hir,s.0) = 0 sinomn.

Par suite ¢
m 4| m+ | m+l

diag) = ZH[]:n}-l ZH{‘?L.[THZ ZHI{rﬁﬁ}I
5 r=3 s=r+|
m4| m+l m  m+l

1]
ME
=
5
o
+

N N ER0
a
[®
"
=
o
RaED
M3
a
=
|
ak
I

= d(o*) + d(T).
Remarguons enfin que |E;, 1<i€m+1} est une partition de S = S(A). On

désigne l'application px par x et [px.pyl = pxPy (=1ipypx = [X.¥] ol

x.y el py seront définis par la suite.
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Lemme VI-1-4

Soit M = Mp @ M| une superalgébre de Malcév et soit une
représentation de Malcév p : M ——#Endg(V) de M dans un K-espace
vectoriel V de dimension fini. Alors pour toute suité X,¥{,...¥Ym+1

d'éléments homogénes de M (m entier naturel non nul), nous avons :

flm) Zf~l}‘““’E{I[.-.{qutu}:ﬂucz}}-..wncmwn:m[J] =

age s
= (=™ ¥ (~ DU %ot 1] Yol 1Y otm)lYatm+1)]
aes
4+ g(m) Z{—-I]diﬂ}{f.--{{x?miJh‘n[!}]'---}:r’crqm;h'mm+n
oes

oo f((1y=1, f{2) =3 et fin+]1) = f(n) + 2fin —1) 51 n22 (n € N}
g1y =g(2) =2 et gin+l)=g(n) + 2gin —1) 51 n22 (n € N).

En eftet, établissons ce lemme par récurrence sur m,

Sim=1:p éant une super-représentation de Malcév, nous avons pour
tout x,y,z € Mpw M

Pixy)x = (- !1‘@*""*3";:?.;:% (-1 PyPxpr—(—1 }ﬁ{p:pw ~ Pxefy)

[Yoi o

Plrypys = (D MITDNYap o 0 (1)1 py s
~1I2paPyay, = PrysPy)

(~1)IY2pyary = (=D MH¥2)p poo, (1)) p oo

~(PxPy;y; — PxyPy2 }

i)



Par suite :

(i) (~1) Py PxPy; + (= 1) Y2(x+¥)) Py2PxPy; =
hH3“"’**"’13*?'5’1':!:“@,& H=1132py P00
= (Pixypiys +H= ¥y Pixyaiyy) + Pxy Py H= ”?'hpwzpﬂ}*

De méme
Plyryzx = (=] )% +%2 Hil;zpipﬂpﬂ ~(-1)¥1%2 PyaPy Px
o : E_'Engztpylpxyz = PyixPyy) et
(DN Y2pgyy = 1 )*t wsz"pylpﬂ = Py1PyaPx
—DNOHYD (P00 — PysPy; )

Par suite :
F'waP_\ﬁz"":_”;ﬁszpy:pr =
= (—1}X(¥1+¥2 }ip_ﬂ PyaPxH~1) Y2 PyaPyPx)
+H—1 JEE{E‘I‘F]){P}'EPJ:}'] — PyuPy, ) -] }:_F’{F'anxr'z ~ PyixPyp)
el
(i1): PxPyPys+- 1j,!nfl:-’1|;:.,[p||:|,1|;:|n!|,II +[—I]’“.'r|+}'23f_pw|:ly2px +{*|}1"I3"?Pygﬂylp )
= 2=DXH2Xpy 9y H-1) Y192 pyypy p)
H—1)¥2lx4yy) (PyaPxy; = PyaxPy)) +H=1)"1(py Pxy; = PyixPys)-

Nous avons alors (grice a (i) et (i)
[[PPPHI-F’H] +—1) TII’II[[DH.I:JH].D“] 3
= PaPyiPyrH=1)1Y205py Py H- M2y pyapt(—1) 172,04, p2)

“2(=1)¥1py pypy, =112y pypy )=

U



= 2-1)X0152X(py Py H-1)172Pyy P)
+(—1 P’lixﬂl}lifl'nlﬂm PyaxPy; ) H=1 Uy Pxy; = PyixPys)
IR ]jﬂ!ﬁ“'h"z}*}‘ﬂ’z{p},:pﬂpl+l’, I}YIszﬂpﬂpx}
+ 2P xyryyz HoDT12Pgayayyy) — 2UPxy  Pyp H= ”}r‘hpzmpﬂ}

_{’1}yz{“+y'}ipnpw| = [}“sz“zp“}i{ 1) F]P}qpxn“' Py Pys *
+2(xypyyz +2=1V1Y20(xy5)y, = 2Py Pyy 21112y y,

= (-1 :'h{lﬂrl }F'}r:p:ﬂ +H-1) Flhplﬂp}.l +(-1 }EFLP!'|E’I}"1 + Py Py *+
+ 2P(xyy2 F2 1120y )y — 2Py Pys —2(=1) Y172 pyy,py,

= (-1)¥2x+nlp yaPryr ~(=1)Y192pxya0y; +=1) 1Py Pry; — Pxy Py +
+ 2Pixyphyn T2 2P0

= '{Fxhp‘f: -(—1}3’1{1+?1}pmpx}.] M 2(xy1)ys *+
~(=1)1Y2(pyypy, ~-DIEHNDpy o ) 42-1)¥1Y2p(eyy,
= (=1Pxy 1 Pyz] + 2Pixyi)ya! +':‘”§‘§”_[F'xn-l:'3r|] + 2P (xy2)y1)

= —{] px}'ppy;] +(_11§1;![pxy;vpy|]} +!'|:p-.’1}f1}}'2 H_]]FEEP(I}'I]‘FI}'

Ainsi le lemme est vérifié pour m = 1 car A = (1,2) et S(A) = [id,G} o

; 1 (1 2 : ey e :
id = (] 2) = 2 1] Alors diid) = 0 et d(o) = y, y,. 1l vient que
[xy1.y2] + (=11 ¥2[xy2.y1] =

= —{[[xy1].y2) H-D N2 [xy2ly1] )+ 2(xy )y H-D Y2 (xy2)yi

o



Supposons le lemme vrai pour toul entier pSm et montrons le pour

m+l.

Nous avons pour A'= (1.2,....m+2).

Soit E'l- et F; sont définis comme plus haut pour i = |,....,m+2
(ol pj =1).

B = fim) Et—l YO ((xya(1))¥ar2)).- I¥atm+ 1 pYa(me2)] =
de S(A)

= ((m) Ei—l}“{“?[[[...{fny|Jym:}}---}}*mmﬂ}-}'-:r{m+zji +

oekE,
m+l
+ fim) 2 Z{—l VSN (L. ((xyi)¥a(2))... )Waims 1) Yorm+2)] +
=2 oeE,

+ f(m) Z (=1 I (... ((xym+2)¥0(2)).- W¥aime 1 ) Yaim+2) )-

ae qur:

On pose o' = fila) o f; : E'i—ll- F ;o) = (=13 ¥¥ptet i)
et 0 = gi(a') ol gi : F——E, alors

B =fim) EI—I]‘““"EH--.{'{HEJlruul}---}ru'{mn-:m*{mm +
odeh

m#+l

+ fim) E zl.’wlIdiﬂ'lu{i}I{{-.-{[xrilru'm}---Iliﬁ'n:-]..,hru'{marj:-}'u‘lm*lﬂ
i=2a' e F,

+ alm+2ifim) th WM ((((xym+2)¥a @) Waim)Yea'im+ 1]
defF

m+2

(le symbole * signific que I'élément correspondant est omis),



Par hypothése de récurrence sur Fi' pour i = 1,2,....m42

B== Y (-ndeHnf ([xyryo'@lyeimlLyaims bl Yaime2)] +
= F',
+ p{m) EE—[}*1‘“1}[{.--“1}’1J!r'n':i}"l---}}’n'[mﬂ PWya'im+2) +
a e F]'
m+1
+ 3 Y (=DM [Dyiye@))e b o ] Lyamlyamen] +
i=20 e R
mi+|
+ g(m) E Z{-l Y b Ly ye'(2)). )V (0). e m))Y o' tm+ 1) +
=2 EF;
+ o{m+2) E{—l e eIl [[xyme2. Yo @)l ye - lyeml Yame ]+
T e Fll.n_._z
+ a(m+2)g(m) Zt-i1""‘3']H...E{H}'m+2}}'n‘i13‘]...Jyn'cmﬂ}r':s'{m]].
o e F;“,,,z

De la proposition VI-1-3 il vient que
B= ) (-14OHmL [xyai1)yo2).]yoms ]yoime2] +
g

+ g{m) z{—ljd{m({---[{xlfﬂdl]}}'ﬂ'{I]J---]‘}’ﬂ'{m+l]1'}“ﬂ'im+2}"‘
0= F.'l
m+]
- Z Z{—IJ‘”“"*'“ll[m[wﬁ{];-5’::¢::J-~--]Jmm+|JI-:m:m+2ﬂ+
i=2 oe ]'i'.'
m-+]
+ glm) E E("l YHON( (XYY ai21)- Doim+ 1Y aim+2) +
i=20eE,
+ ) (FDUOREIL xyat 1. Yo2))e- LYetme Dk Yame2)] +

O E“H1

+gm) Y (—DHE(((Kyg(1)yo@))-)Yam+ 1)Yaqm+2)
oeEy.q



Lol

B= Z (1 }'J'[UH'“[”---{?L}'GII Yo L Yaime 1] Yoima2y] +
ae S(A")
+gm) Y (=D (xyar)¥o2)-Watms 1)) aime2) -
ge SA')

D'autre part, on pose 2, = Z{—l}ﬂ{ﬂﬁm. alors on a
age SA

C = 22(([..l[xya1y.Yoril.yol...] Yame ) L ¥o(mea)] =
= 211 [xyetyoslyemh . Lyams 1l yems2)] +
+ 2 (=1 Yo 5'“‘*3*[[[-.-[[7'€::*u[31|~:r'::t|]]-:nh::t:at}l----lcfcr[rrvf|;ﬂdf«::rmzﬂ =
= ZALL [xyo0)yo)H+- 1Yot g'ﬂ‘[i:ﬁa{znv}'mn] }yornlJyome2)l =
Y (L ES IR e e ) o E"’“II=t.3rfmzﬂ,1~*m bl byor ke ¥ome2)]
+ 220 L L { (kyot 1 pyagay+-| }'E““’ :;'jrh['-"-}rm?]}l}"ﬂ'{l}}Jﬂ{ﬂ]----]d"ﬂ{n‘tai-?_}]
=220 [Ixyomhyanlyerl. . ] yom2)]
+ 42 xyetYa2pYe 3l yeime2)]
= <221 [[1%.Ya(1 LYo Yal Lyams2)] +

+4E| Zf_”d“”[---[f“}"ﬁ{[]1'}’:3111]]'-}":({1"{31]11---frF‘L{ﬂ+tm+1}J]
te 51}

ol o se décompose en ot et en T & S{I) = 5(c*(3),....c*(m+2))

{cf. ci-dessus) et E] = Z (=1)da* +m_ Ajpsi
ate §

C = <220 [x¥Yohys2ilyal.. Lysmsa] +

+ 42 (1) f(m-1) 2 (DIOC(xyar Yo taim+ Yo (me2)]
TE Sl)

42 (- 1ym-lgm1) D (=1 (xyo( )Y aDY rio+3))-- Wela+(m+2)
T e S

1112



C = <25[...[[x Yo Yol yal..) Yome2)l +
+ 4(=1)m=(m=1) 20 (Y a1 DY) Y a3 )Y atm= | Y a(m+2)]

— 4(-1)m-lg(m=1) 2A.((xya(1)¥o)yed). . )¥aim+2)
C=-2 Zi—l‘.I'ﬂ“}*“‘ll...I![n.Mnl.rmzﬂ-:-far:ﬁl.---]-ra{mml +
ae S(A)
—4ftm-1) Y (=DUS (. ((xya1)Ya@)Yah)-Yolmei)Yaimi2)]
g e SiA)

+dgm-1) Y (=DUD(((xya1)¥e2)Yo)--Yoim2)
aeSA)

Comme B = %C + g(m) 21’.—|]‘““Hf...{il}futlﬂ}’mz}]m}?u{mH:]}’nlmﬂ}
aeSA)
il vient que
B=fm) Y (- Axya(1)¥a2). )oms1).Yoime2)] =
g e S(A)
=— Y (=Ddem L [[(xyo(h]Yo@]Yai@)]-|yame2)] +
oe S(A')
- 26(m-1) Y (-9 (. ((xye1)¥a2)¥a@)-Yoime1)Yaime2)]
aesSiA)
4+ 2p(m=1) EI{—II"“‘]i..-'l.'El:fmIﬂ}'ﬂ{z]:l:-fm!}}u-h‘mm+2}
oe SA)

+ g(m) Z (= DHINC((Xyo(1))Yo2)-- Y aim+ 11 )Y olme2)-
o e S(A)

D'od
(flm) + 2f{m~1)) 2 (=D [ ((xyati))yo@)¥aid)-D¥aims 1Y a(m+2)1=
oge SA)

= —{—1)™ z (=1L (lIx.yat 1) Yot2)) Yot3)) L ¥atim+2)) +
a e S(AY)

+{g(m) + 2g(m-1)) Z{-I VAT ((xYa(1))Ya2))-- Yo+ 1)) Yaim+2)-
ge SMA)

[ind



Par suite ;

fm+l) D (=D ((xyo1))Yo@)¥a) aum+)Yam+2)]=
ae SiA')

= (=hm+ 3 (DUO[_[[[x.yot )] Yo)l Yol Yoms2)] +
g e S(A')

+gm+l) Y (=DAO ((xYou)yo)--Wam+1)¥o(m+2)
g SA')
Ainsi le lemme est vérifié pour m+1 o

Posons xyl = xy ; xy™ = (xym-hy et [f.g!] = [{.g]
(le (super)-commutateur) et [f,gM] = [[F,g""J],gj pour tout entier nature!
m 2 1 {ou Fet g sont des endomorphismes).

D lemme précédent 1] résulte le

Lemme VI-1-5

Soit ve Mp:xe Mjw My et mun entier non nul ; alors
fim)[prym.pyl = (=] )" [Pe(py) ™ 11+ Bimipyyme1,

En effet, le lemme V1-1-5 se déduit du lemme VI-1-4 en
remarquant que si Vi =... = Ym+] =¥ € Mp alors pourtout o e §
digi=0w

Lemme VI-1-6
Soit x € My et M = MUx) @& MI(x) la décomposition de Fitling de
M relativement & ady, Alors |
MU LMY Mx) et MOxLMix) o MIE(x).

En effet soit a € MY x), alors ax™ = 0} pour un certain entier m,
Du lemme VI-1-5 (ou p = ad) 1] vient que
[1...[adg.ady],...) ade] = [ad,.(ad) ™ '] = 0.
Finalement le lemme est obteny par application du lemme | de [3,p.38]
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lemme VI-1-7

Soit Hy une sous-algébre nilpotente de My et soit M = MU @ M1 |a
décomposition de Fitting de M relativement a ad{Hp). Alors :
MU est une sous-algébre Za-graduée de M = My @ M| et MOMI o M1,

En effet, puisque MU= () MO(hjet M= @ mim) i
he Hao h = Ho

vient du lemme précédent que MUMU < MU e MOMT = M!. D'autre
part la Z3-graduation de M induit sur MY une Zz-graduation :

(MU = My~ MU et (M%) = My~ MY telle que

(MU M) = My MY = (MU

(MU (MP) = My MI = (MUY,

(M) M)y = Mg MU = (M)
d'ont M® est une sous-algébre Za-graduée de M = My @ M) o

Lemme VI-1-8

Soit M = My @ M| une superalgébre de Malcév et soil p une
super-représentation de Malcév de M dans un K-espace vectoriel V. Soit

W un sous-espace vectoriel de V tel que pour tout x de M ; p(x)}(W)ic W
et soit p' Ia représentation-quotient de M dans Eyw =V'. Si pour toul x

de M, pix) est nilpotent alors p'(x) est nilpotent.

En effet, il suffit de remarquer que pour v e Vol v =v + W on
a {px)(v") = pix)v) + W (pour n un entier non nul)

§I5



Lemme VI-1-9

Soit M = My @ M| une superalgébre de Malcév et | un idéal
homogéne de M. Alors Q = F"% est une superalgébre de Malcév et si

pour tout x € M, adm(x]} est nilpotent, alors adg(x") est aussi nilpotent ou

M=x+le Q.

En effet, 1l est clair que (Q est une superalgébre de Malcév. Nous

avons le diagramme commutatif suivant |

M_____ilib.i’il_...m

0—24x) o ¥
Par suite (adg(x'))™ 0 5 = 5 O (adm(x)1™. 5i (adpmix))? = 0 alors

(adpi{x)}" 0 s =5 0 (adm(x))" = 0. D'od (adp(x'))? = 0 (s est la

surjecton

canonigue de M sur Q) »

Lemme VI-1-10
so0it M = My @ M| une K-superalgébre de Malcev de I -noyau
nul. 31 pour tout x & M, adpix) = ady est une application nilpotente alors

M st résoluble.

[T



En effet, M' = M/ﬁ est une algébre de Malcév semi-simple (R
désigne le radical résoluble de M) (cf. 2. théoreme 5.4).
Pour x'=x + R € M': adx est nilpotent car ady est une application
nilpotente (lemme VI-1-8). Il vient alors que M’ est une algebre de

Malceév nilpotente {cf.14, p.20 théoréme 2.2.7). Par suite M' nilpotent et
semi-simple entraine que M'= 0. Alors M = R est résoluble

VI-2 SOUS-ALGEBRE DE CARTAN GRADUEE
Définition VI-2-1

Un sous-espace Zz-pradué H = Hy @ Hy d'une superalgébre de
Maicév sur un corps de caractéristque nulle M = Mg & M| est une
sous-algébre de Cartan graduée (sacg) si !

17} Hyy est une sous-algébre de Cartan de My (ef. 14) )

2% Hy = (MW Hypy) ot M) est considéré comme un My-module de
représentation p @ Mjy——® Endg (M) oi p(x) est un endomorphisme
de M| telle que (p(x))(v) = xy.

3% ) Pour tout v & H) lapplication fy de H dans H définie par :

fyix) = ady(v)(x) = vx est nilpotente,

Remarque

Lorsque M = My @ M| est une superalgébre de Malcev telle que

Hiclxe M/ E{M.M,x} =0} (J-noyau de M), la troisitme condition

sl
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vérifide (cf. démonstration du corollaire 2.2, de [15] page 286).Dans ces
cas a partir d'une sous-algebre de Cartan de My on construit une
zous-algébre de Cartan graduée de M.

La sous-algébre de Cartan graduée n'existe pas toujours

En effet, soit A la superalgébre de Malcev définie par Aj = Kx et
Ar=Ku+4kv olxu=sv xv=0:uv=x:u2=v2={)
Ag est nilpotent, d'oll Ag est Tunigue sous-algébre de Cartan de Ag. Nous
avons H = (AW(An) = A. De plus (f)2mx = (-1)mx et
(fy)dm+ly = (—1ym+lyv | par suite fy n'est pas nilpotent.La troisiéme
condition n'est donc pas satisfaite , par suite H n'est pas sous-algébre de
Cartan graduée.

A ne posséde pas de sous-algébre de Cartan graduée telle que

définie plus haut.

Proposition VI-2-2 :

Soit M = My & M une superalgébre de Malcév sur un corps

K algébriquement clos de caractéristique nulle,
Soit N =Ny @ Ny =Ka @ Kv un M-module Z2-gradué de M.

51 MN = N alors il existe un scalaire non nul k et un couple

(x,w)e (Mpguw M) > Niels que xw = kw et w = (.

En effet Ny (resp. N est un Mg-module par suite xa = @eixja et
xv = B(x)v pour tout x £ My ( ob ofx), B(x) sont des scalaires).

Sl existe x & M) tel que a(x) # 0 ou B(x) # 0 alors c'est fini.

Sinon MyNeMp+Myv=0etN=MNc MyN 4+ MiN = M|N o N.
ol MiN =N, Alors Npp= M Njet Ny = M Nl existe doncu,u' e M
tels que a = uv et v = u'a

Siu=aAu (A =0)alors ua = Au'a = Av, Nous avons alors

u(a + kv) = kia + kv) oi k2= &,

[1hs



Sinon nous avons X' =u+u' 20t ua = avetu'v = fa
Soit ¢ # 0 alors u(a + kv) = ka + kv) ob k?= a.
Soit f # 0 alors u'(ka + v) = kika + v) oi ki= fi.
Sota=f=0alorsxa=velxv=a ,doixa+vi=a+v
Ainsi il existe un scalaire non nul k et un couple
(x,w)e (Mpu M )= Niels que xw=kwetw#0
Ce qui achéve la démonstration e

Eroposition VI-2-3

Soit M = M;; & M unc superalgébre de Malcév sur un corps
K algébriquement clos de caraciéristique nulle telle que My résoluble,
Soit N = Ng @ N un M-module Z3-gradué de M nonnul. SiMN =N
alors il existe un scalaire non nul k et un couple
(xw) e (Mpw M) x Niels gue xw =kw et w0,

En effet raisonnons par récurrence sur la dimension de N (dimN).
Si dimN = |, alors N = Ku et il vient que pour tout x € M xu = ax(x)u on
ce{x) est un scalaire. N = MN entraine que u = xu pour un certain x € M.
x=xp+xjouxpe Myetx) e My, Nous avons xpu = u et xju = (1-€Ju,
Si e # 0 olors xyu = €u avec € # 0 ; sinon xju = u.
La proposition est done veaie sl dimN = 1.

Supposons la vraie lorsque dimN<n {oi) n=1).

Soit N un M-module de dimension n tel que MN = N.
Soit p (resp. q) la dimension de Ng (resp. Ny} (p + g =n).
Np est un Mp-module par suite d'aprés le théoréme [V-3-3 Ny posséde un
drapeau stable : 0 € Al © .. & AP = Ny ol [a1,....a;|est une base de Al
N est un Mg-module par suite d'aprés le théoréme IV-3-3 N posséde un
drapeau stable : 0 c Vi < ... € VP = Nj ol {v,....v;)est une base de Vi
(I<isp et 15j=q). A! = Ka; (resp. VI = Kv)) est un Mp-module, d'oi
pour tout x € My ; xnj = aixlag et xv) = JMx)v) ( o a(x), B(x) sont des
scalaires)

14



Sl existe x € My tel que ce(x) = 0 ou Bix) = 0 alors c'est fini,
Sinon, Mp a) = Mg vy =0, De plus
i) Si g=1 | notons par [ le M-sous-module homogéne de N

engendré par vi. I = Kv| + Mv = Kv| + Mjv|. Nousavons 021 — N.
F'% est un M-module non nul de dimension strictement inférieure i n et

M r%] = Mb% = b‘% Par suite d'aprés 'hypothése de récurrence, il
existe un scalaire non nul k et un coupleix, v + 1) € (Mgw M) x P%
tels que x{iv+ D) =kiv+Detv+ 11 Ainsi xv—kve L

Considérons le K-espace vectoriel U= Kv + [, x opére sur U comme un

endomorphisme de U dont la matrice C est de Ia forme (dans la base

[V laeradm ) 00 01,..000m ] €51 une base de 1 3
k. O . . . 07
| ﬂ.I ¢ ow o B
=
. | m
Am Qg+ o By )

Le déterminant de C — k1 est det(C — k1) = 0 (1p lapplicaton idenuté
de U1). Par suite k est une valeur propre de x . 1l existe donc un vecteur
non nul w e Kv+ [ N tel que xw =kw, D'od (x, wh)e (Myuw M) x N
tels que xw = kw et w = 0.

ii) 51 p=1 ; notons par I le M-sous-module homogene de N
engendré par a1, | = Ka) + Ma) = Ka; + Ma;. Nous avons 0 2 1 < N,

r‘% est un M-module non nul de dimension strictement inféneure a n et
M P}’;} = Mr:% = Pj/{ Un rarsonnement analogue a celu fait plus haut

nous permet d'affirmer qu'il existe un scalaire non nul k et un couple
(x, w)e (Mo M) x N tels que xw = kw et w # (L.existe un scalaire non
nul k et un couple (x, w) e (Mg M) = N tels que xw = kw et w 20,

i} 5i g =p= I, alors 1] vient de la propasition précédente
gu'il existe un scalaire non nol k et un couple (x,w) & (Mp o M = N

els que xw = kw et w 2 (1 D'od la proposition e

L i



Théorkme VI-2-4

Soit M = Mp @ M une superaigébre de Malcév sur un corps
de caractéristique nulle. Pour que M soit nilpotente i faut et il suffit
que pour tout élément x € My My, adg = adpm(x) M ——= M
soit nilpotente.

En effet. soit K’ une cléture algébrique de K. Nous avons
M =M @k K est nilpotente si et seulement si M est nilpotente car
(M) = M"@g K'. On supposera alors que K est algébnguement clos.
Si M est mipoteme, il existe un entier non nul n tel gue M" = (). Comme
(ad )" (y) = x(x(..{xy))...)
n fﬂ?l:urs
(ady )y} € M =0, (adx)™y) = 0 pour tout x,y € M.
En particulier ady est nilpotente pour x € Mg My
Réciproguement, supposons que ad, est nilpotent pour tout
z € Myw M. Puisque pour toul x € Mg, admgix) :My——9 My
est nilpotente et par suite MO est nilpotente (cf théoréme 2.2.7 de [14]
p.21). Soit la suite M 2 M2 3 .. o MP o ... ol Mk+! = MMk
pour tout entier k=1, Soit p un entier tel que MP # 0 et
Mp+l = MMP = MP, MP est M-module Za-gradué. Alors daprés Ia
proposition VI-2-3, il existe un scalaire non nul k et un couple
(x, whe (Mow My x MP tels que xw = kwet w # 0,
D'aprés I'hypothése ady est nilpotent , par suite il existe un entier m tel
que (ady )™ = 0. Comme xw = ady(w), il vient que (ady)™(w) = kmw = 0.
Ceci est absurde.
Alors pour tout entier p nous avons MP = 0 ou MP+! = MMP = MP.
Mous avons alors lasuile Mo Mo . oMPS

M étant de dimension finie i] vient que MP = 0 pour p assez grand.
Dou M est nilpotenie @



Nous considérerons désormais que le corps K est de

caractéristique nulle

Proposition VI1-2-5
Soit H=Hp @® H| une sous-algébre de Cartan graduée (sacg) d'une
superalgébre de Malcév M = My @ M. Alors H est une sous-algébre

Za-praduée maximale et nilpotente de M, De plus H est égale & son

propre mormalisateur.

En effet, nous avons Hyy = (Mg M{Hp) car Hiy est une sous-algébre de
Cartan de Mg et H = Hy @ H) = (Mg Hp) @ (M P(Hp) = (M¥(Hg), il
vient du lemme VI-1-7 que H une sous-algébre Zz-graduce de M.

Pour x € Hy, ady(x) : H ——® H est nilpotent puisque
H = (MYNHp) < (MW{x). De plus pour tout y Hy, adyly) : H——8=H
est nilpotent ( par hypothése), Du théoréme précédent, on déduit que H
est une

sous-algthre Zz-graduée nilpotente,
Soit H' = H'“ & H'I une sous-algébre Zz-graduée nilpotente de M

contenant H. Pour x € H,; < H}} < H'. ady(x) : H' ——# H'est
nilpotent (théoréme précédent) et ainsi H' < (M)YWHp) = H. D'ot H est

maximale,

Enfin soit ¥ apparenant au normalisateur de H dans M. Pour
x € Hp, xy € H. Soit M = MU' @@ M! la décomposition de Fitting de M
velativement & Hy ; il existe un unique couple (y'y") de MY = M1 el que
y=y +y" Alors xy' + xy" =xye H=MY ol : xv' e MY =H en
xy" € ML Dod xy" € MU MY =0 pour tout x € Hy. Ceci entraine

que y" € MU 1] vient alors que y" e MU Ml =0Oetquey=y e H, Par
suite H est son propre mormalisateur e



Proposition VI-2-6

Soient H = Hyy @ Hj un K-sous-espace vectoriel Zz-gradué
d'une superaigébre de Malcév M = Mp @ M| el K' une extension
algébrique de K. H est une sous-algébre de Cartan graduée de M 51 et
seulement si H' = H &g K' est une sous-algébre de Cantan graduée de M’

=M ®Eg K.

En effet,
montrons d'abord que Hyy est une sous-algébre de Carian de My si et
senlement i Hp ®g K" est une sous-algébre de Cartan de Mp ®g K'.
Supposons que Hy est une sous-algeébre de Canan de My Alors Hy @ K’
est nilpotent car Hy est nilpotent, Soit N(H; &g K') {resp, N{(Hg)) le
normalisateur de Hyy @ K’ (resp. Hp)l.

Soity @ k'e N(Hy @k K"). Pourtout x & ke Hyp ®@g K,
(x @ k)y ® k') =xy @ kk'e Hy @g K'. Il vient que pour tout x € Hy
xy € Hy; doii y € N(Hp) = H(. Par suite y ® k' € Hyp ®g K' et
N{Hp 2g K’} = Hop ®g K. Du théoréme 2.2,10 [14, p. 24] il viem que
Ho ®g K est une sous-algébre de Cartan de M ®g K.

Réciproquement si Hy) @K K’ est une sous-algébre de Canan de
My @ K. 1l vient que Hy est milpotent. De plus soit ¥ € N{Hp). Pour

tout
x € Hp:xy € Ho. On déduit que pour tout x @ ke Hy ®g K" et pour ¥
@k'e N(Hp) @ K (x ® k)y ® k') = xy @ kk' € Hy @k K.

D'ony ®k' e N(Hpy @y K= Hy®g K.
Par suite y & Hy et NiHy) = Hy. 11 vient que Hp) est une sous-algébre de
Cartan de My (théoréme 2.2.10 [14, p. 24]).

SoitH = M‘,}i Hp) ou M est un Miyr-module de représentation

ad : Mp —® Endg (M) telle que ady(y) = xy . De plus on suppose que
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pour tout v € Hy [y est nilpotent (ol fy(x) = vx pour x & H).
Soit Hy @K K'= (M, &g KW Hy @k K) oit M| &g K’ est un
My @i K'-module de représentation
ad : My @K K" ——# Endg(M) ®g K') telle que
adygkly ® k') = xy & kk'. De plus on suppose que pour Lout
v@K e H ®g K' Iy gy k' est nilpotent (ol fyae k(x & k) = v @ k'k pour
xe HL

Comme [adygk ]y ® k') = (adx)i(y) ® k'k’ pour i entier non nul
il vient que Hy = ME'{H{]} si et seulement si

Hy ®g K'= (M| @ K'W(Hy®&g K').
De méme fy est nilpotent pour tout v & Hj si et seulement s1 fy gy x est

nilpotent pour tout v @ k'e H) ®g K’

51 H est une sous-algébre de Cartan gradude de M ; alors
H=Ho® Hy = Ho @ M{'(Hp) ; d'od
H'=H &g K'=(Hy ®g K& (M; &g KYWH; @k K') est une
sous-alpebre de Cartan graduée de M' = M ®g K'.

Alnsi que réciproguement

Thégréme VI1-2-7
Soit M = My @ M| une superalgébre de Maleév résoluble sur un

corps de caractéristique nulle et soment H=Hp @ Hy et H' = H'” & H'J
deux sous-algebres de Cartan graduées de M. 1 existe des éléments

X1....%n de H et des éléments yy,....yq de M;]n tels que H' = ((H) ol

]

fz) = Hf:xpli[ll: Xi,¥i)Hz) est un automorphisme de M et
1=]

n < dim(M ] (dimension de M ).
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Eneffet, H=Hp@® H;jetH = H'“ & H'r étant deux sous-algébres

de Cartan graduée de M ; il vient que Hy et H'“ sont deux sous-algébres

de Cartan de My Puisque M est résoluble, My est une algebre de Maicév

résoluble. Par suite 1l existe des éléments xy,....x, de Hp et des éléments

n
Vi...n¥p de M:T tels que ! E-i'n = Hﬂxp{[)(xi i DY HO )= f(Hp).

1=1
n
(cf. 14 théoréme 2.4.13, p.35) (o0 fiz) = nexp{D{m J¥i M(z) estun
1=l
automorphisme de M).
H'] = {MJ}”L’HI“} = (MU f(Ho | = fLOM N Hm | = £(H 1) et par suite
H'= H, @ H| = f(Hy) @ f(H)) = fiHy ® H,) = f(H).»
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