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• 
RESUME 

D an, ce mémoire nou, élUdions es>en!iellement le. 'upernlgèbres de 
Male ... , Ainsi nous montrons qu 'une ' upoernlgèbre nhemative est 
supcr-Malcè_ ·admi .. ible. No.. IIOU. imér.""n, "n,uite aux 
,,,poeralgèbre, de Makè, .. mi. ';mp"" au .. ns de G, Hochschild. 

Un. 'u>",ralgèbrc de Makèv .s{ r~sol"blc si el .. ulcmc,,' si sa 
composante homogène do degré 7.é.-O Ut réwluble. Ceci no" ' pc,me! .kIr. de donner "Ile géné,"l;",!;,," du théorème do Li •. 

Dan, la 'u;te flOU' "ludinn., le, .'''''''''-l'''ids d'un m""ule ,~ Malcèv 
d'u .. algèbre de Maleèv , 

Enfin nOlIs étenoons au. suporalgèbres de Malcèv la ~jon de 
.oo._algèbre de Canan graduh. 

Superalgèbre de Mo1ch • M·module de Mnlcèv. ~orème de Ue . 
Espace-poids. sous -algèhre dt Cartan (graduée). 



I NTRO!)( )CnON 

Soil A une !ureroll\èb'" ",,'>ei,live. ,10" A· qui esl I·algèbre 

défi"i~ . ur le K.~,poct v.cto,icl A el dont la multiplication est 

('.~ l " xy-( -1 )ll p (où ' Y cM la m"ltiplication d,ns A avec, dans Ai. y 

dans Aj ij:O. I) ell une 'up<ntlgi:brc: de Lie. On dil que A est super_Lie

admi,Sible. O·oUlre p"n nous .,,,·,mS qu ·une ~Igèb", ,hernntive est 

M"lch·admi,sibl~. Soit A """ <"p<,.,Il\èb'" .lternotive. 1\ . est-elle une 

supemlgèb", de Mole!:v·' 

Ap"" quelque.' Tt,ultm, généJa""U ,b.pilre 1. DOu< donne,on, ou 

chnpilre Il d·ab"'d une <.,"ctéri.",i"" d·une !uperalgèbre alt.rn.tive .t 

nnu. ré!X>ndmn. par rom""ati,c li 10 que«inn p<»te ci _haut. Par la •• i.e 

l'lOu! don""n< un ex.mpk de <u[X'falgtb«: all"mOlive DOn a"oci "ù,"~. 

AD cb,pilre 111. confonr6nc"t ~ l, défini,;"n Jo G. H<>eb<child (8) 
DODS él~die,on, la ,emi.,imphCitt ,le< ,upe,.,lgèh<"<:. de Malrev. 

E<>suite ,u cbapit, . IV. oou, '>OIJ. inltre.,wn. li la rt.."lubili,é d .. 
,uper;llgèbfes de Makh d"n' 1" w'"!XI,onle h<)tnoghJe <le degrt >l'ro est 
réwluble. Ceci nou, permet de donner une générali,alion nux all\èbte! de 
Molcèv du Ihéorème de ].j e. 

Dan. le chapi.re 'Ui'·ônl . ""u, oon"on, un ré,ultm importon! 'UT 1.,. 

"'pares. poids d·u" modulo V ""u",, algèbte'" Malcèv. 

Enfin. au dernier chapitre noo, élendon. ,ux ,uperalgèbre, ... 

l>1 alcè,· 1" nOlion de S-A·C.G introduite par T.MOONS (15) pour le, 

.upeJalgèbres de Lie. Ceci dons I·.'poir que ",,"e nOlion sera ulile don, 

l"~l"'" ck, e<pa"". poid\ de, <upcr.,I~bro, de Mokèv par uemple. 
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CHAPITRE 1 

fi EN ERA LITES-DEFI NIT! ONS 

Soit K un"""" CQ mmu ta'if do call1<léri stiqne différen' e de deu, . 

Défin;t;"n J·I · I 

Une K-,Igèb<e M e,[ "pI"'lée algèbre Je Makèv , i .. multiplication 

(notée 'Y pour deu, .Iément' x.y de M) vérifie les idenlités . ,2 = 0 pou, 

' E M (, zl()'tl =«xy)z)'+((yz111H((.t), )y+((tx)y)z pour ' ,y.'.1 ~ M. Si 

M e" "ne K- algèhre de Malcèv. on noIe le jacobien l'. pp]i ,,,. ;on 

" _trilin;;., ' rc J défin it ra' J('.y.z)a(xy)._x(yz}+y{n) <JIl ' ,y.z 30nt E M. 

Pou, x,y.t,1 E M ; noul ",'on< ,1<><, le< égalité, _ 

J( ' .y.t>.) • lll.y,n) = J( ' .y.')1 + J({.y.z), . 

2!l(q.") = W",)'z)" IU.y.u) " J(t""yl, 

On noie J{M ) le .o",·espace "ectorie i de M engendré pOl' le. 

élé",,,n,, de 1" fonne J(x.)' .• ) Où '.y.>. ",nI dan, M. On appelle J-noya" de 

M ren,ernble NMd'1)~N(M)"I' E M. J(M.M.xJ ~ 0 ). J(M) el N(M) sont 

deu> idéau> de M _ 

, 



Soi' V un K·csp,ce ,-cclotlel de dio,en.io n finio . V cOi un 

M·module Je Makh , 'il e,i'te u .. application K· linéaire 

p : M ---+ End~ ( V).qLli il . a'<oci. p(.)" p, telle 'lU" pou. lou' X.y.Z 

de M on ait "ne de, égalités éq"i"alenles ' ui vanle, : 

Dan. ce cu, p ." dil. re pré."'"Wlion J. Malcèv de M dans V el p 

c" la '"'1'''''''0101; 0" ."ociée au ~1-modtl le V. 

v E V) ~t NM(V) " N(V) " 1 V" V> J(M.M.v) E 01 . N(V) .. , un M-SOII>

module de V . Si V " N(V) alon; V ." di, M- moou le de Lie et la 

.ep.hen"'l ;on p .'1 appelée ropré"'nWli on de ue . Lorsque V " M. la 

reprl'<e"~" i,,n "Olt. ad ; M ---+ End K(Jl.l) telle 'lue ad,(y )" ' y ('.y da", 

M ) est "ppelt<: repré.e nlation adjOInte. Si V ~ M, V esl dit M-module 

Tt gulie •. 

Soli A " A .. ID fi l une "' I,eralgèbro el G " Go G) G I l 'a lgèb re 

grassmannienne. G IA) ~ (fln 0 Go) $ (A 1 ® G 1) e,t l'en. elopp.c: 

g .. " monnienne de A, G • . '1 u .. ,upera lgèbro a'<ociative e, ,,"i,ai,e le lle 

q"e gg ': (-l)iig'g pour 8 ~ G, el {" G i (0;' ij ,, 0.1 ). A ell une 

' uperalgèbre d~ Molcèv , i ., ","Ic"",n' . i G(A) est "ne . lgèbre de 

Makèv. D'oi! il ré' ulte 10 



!)tfinlllQQ I-I-J 

/1 = Al) QI /II e<1 UI>C .upernlgèbre do Malch li cl fleulcmefli si 

xy " ·(· I).jy~ pour. " AL Y" Aj Où .J = 0,1 

(- 1 )ik(u)()'1) = ((xy)z)I ~ (- 1 )'Ù' k+ll(yz)l). 

+ (-1 )( " ;)(k '!lf(zl)>)y+( _1 )1(, . 1. t)W . Iy), 

pour des ~~rnc,," i>onlOgi"ne •• E A., Y" Aj,' . At cl' . A, 00 

ij,k,/ .O, 1. 

I)e l1\~me on définil le (,upcr)·j.cobie ll po< 

• 

• 
I;J fonne J (l ,y ... ) où ' ,y ... ""III <il AI., u A l, 

Pour du ~"',ncllU l'!omo&è,,,,, x .. A., Y" Aj, ~ . A. et 1 <i AI oii 

ij,k,/_ 0, 1 ; nous avOfls olor< le. égalilé!; : 

• 
J (l ,y ,u) " (_1 y k J ( ' ,y,l)<. 

- - - -
J (. ,y,I1.) + (_1 )II;.J). ;j J (t,p» = (- 1 )110 J «,y,')1 • (- 1 )i l,i.hl).fj J (t,y ,Il '. 

• • 
J(Il,p,l. Il (A,y,' )" (-1 )oV'k) 1(I,y,.» - 21 (I, . ,yù 

- - - -
211 I(>,y ... )" I (,""y>.) " (-1 l'V. t )J (I,y.z.o) . (_ II"I·'I)I(I,., >y) 

• 
N(A). ( • • AI J (A,A.' ) ~ 01 c •• le j.Mly"" do A 

N(A) et 1 (A) ~I deux idêau x loomogènes do A 



ptfinjtjon 1· 1·4 

Soi t A " AU $ 1\ t el B " ~,El Bide", K.e'pace. ye< toriel, 

ZZ.gradoé •. Une appli cation f de A d~n, B es, d,te K·1inéaire Zl· graduée 

,i f est K· linéoire et fiA,) 1: H, pour i " 0.1 . 

p"(jn ;ljQO I · I · ~ 

Soit V " Vo 9 VI "n K·e.,p,ce ,,,,,,orie l Zl· gradué de dimension 

finie olou F-od(V) = End(V)1I El End(V) j oiJ 

F- nJ(V )o .. If " EnJ(V ) 1 f(Vi) <;; V, pour; '" O.I! 

End(V)t .. If ~ End(V ) 1 f(Vi) <;; V;41 pour i "O. I! 

Enc](V) CSI Il 0(: algl:hre n,oociative Z2'&':xIu~ el gl(V) est la 

,up' .... lgèbre de M, let. nbtenue e n défin;"anl la mullipl ie'linn : 

1 f,g] " fDg - (- 1 )ijgof pour f € End(V);. & E End(V)j (iJ= 0.1). 

Soil A '" Ao El A 1 Url(: .uperal&~bre de Mokt •. V •. '1 un A·module M 

MJktv . 'il ni"e " '"" "Ppl;,minn K·IÎn<~ ire ZI'g, ,,,lute 

l' : A -----> EndK(V ). 'lU; Il , o',{>C;e p( , ) = l', lol le que l'on ail ; 

p"YI' ... P,Pyp,. - (-1 )k\O+j l P,J' , py - (- r )i lt+klppp, .. (- 1 )i(j+klpyp" 

oO .~ A;. y" Aielz'" AUVAI. 

Dan, ce çn., l' e' l dite , upe, . repré,enwlion de Malcèv de A do!l.' V 

el pe, llo . upe,. reprt",nt,'IÎQn """"iée"U A· modu le V. 

(oii x ~ Ai.y~ AJel"" V ), 

N A(V) = N (V) = 1 y" V. J (A.A.v)~! ." un A·,ou'· modu le: M V. 

, 



S, V=i'I(V) al or~ V c'" di, A-module de L,~ e, ln super

rcpré<c","tion p co< "ppeléc . .. ""r.repré,cnlO' ion <k Lie. On appelle 

repr6eOlJtion ré~ulière Ou "djointe la '"per_re r ro.cnlO,io" no,ée 

ad 1\ --+ EndK(A} 'clic que ad,lyl = xy I_.y E AI. Si V _ A , lm, V 

"st un A· modu le régul ier. 

DéGp ujon 1· 1-6 : Soi t M u"" algèbre de Malcèv. 

00 app"lIe dérivation de M " ... app lication li,",aire D de M do", M 

'elle que D(lyl = D(~ly. ,Dly) 4"el, que "';eOl ,. y E M_ 

Poo , roUi >. y E M. l'applicaoh>l1 D(l.yl ~ ad,ady · ady"d, .. ad" 

esi une dérivatio n de M, 

Soi" 1 ... .. 'n.YI. ,.,Yn o:kc< élémem, de M lei, que Dh j.y,) ,oi' 

nilpo'ent li = l ., ."n), ,\ 1"" l'applicalion f de M d"n, M définie par 

" fl1.) = n e,p( DI , ; . yi))( II ,," un aUlomorphi,"lC de ~1 
,~, 

IJéfjnjljQP 1· 1·7 

Sail M une algèbre (ou ,u[1Cmlgèbrel de Male;:', On ;oppdlc 

séric ccntmlc de,cendante de M la s"i,~ décroi"nnle M I.M2 •. " • d'idé;o", 

de M déGnis par récurrcocc de la manière ,uiva nte , 

2) 1\-10 , 1 = M Mnpour,ou,~",icr n;' 1_ 

(XU n" ion 1· 1·8 

-SO li M ''''e "Ig~brc lou '"pc,a lgèb rel de M.,lcè v, On "ole M 

l"intcr.'oCClion <le, tenu",,, de b ,,,rie controle de.<ccndanle de M. Cr" un 

idéal ~">clé r i "iq"", dl.' M ~I c'e." le p lu, reli' iclé.,1 1\ clo" M iel qu", "Y,.. 
..,;, "ilpoteme 

" 
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CHAPITRE Il 

SUPERALGEBRES 
MALCEV-ADMISSIBLES 

D.lnS ce chapitre, M ~ Mo œ M, cIé,igncTa une 'upe, ,,lgt hre 

de dimension finie ,u, un corI" çommu," ,if K de carneléri"iqu~ 

diflérenle de deux. U: 1',.00,,,, de deux ~l ~"'cm, , el y ,em nOl~ , y. 

S<>i, M " 1>10$ M, un~ K. 'uperalgèbce. C~n,iMrons la K.'upcrolgèbre 

M - ohle nue " [>'lT\i, de M. e n défini~"nl une multiplication .lI r 

le K·e'p.'ce veclOriel Zl'gradu" Mo (fi M, p" le comm'''''''" ' de (ou 

,upçr-çommUlateur de) do"x él~mentS hm""g~"'" x de Mi Cl Y de Mj po, 

l''Y] " 'Y - (-1 )i.iy, OÙ i,j " 0, 1 _ Si M " M" o!I M, e.<! .","ocimi ve, M ' eM 

UrH: .u l'ernlgèbre de Lie i.e. une 'u l""algèbre do", la multiplication 

vérifi<: : 

i),~ ". (_ I)i i y~ r()"rloo',~ M;,y E M j (i,j: O. I ) 

iil J (x.y,z)" 0 pour tou' , e Mi, y e Mi. > '" M~ 

00 J ( • • y.,j: (xY)'-'(YÙ- (- 1 )" (Xl)Y (i,j, k '" 0.1 ). 

SOi, A une algèbre_ A . ,<1 une K.nlgtbrc ahcrn", i,e.i ,(,y) = , l y 

c' (. y)y = .y2 pour loul x.y Il A. Si A «, , l'"mati,·c. nlor. A eS! 

une K· , lgèbre M"Ic~v·.Jmi"ibJe. 

Nou, monl,cron. que.i M e" un~ <uI"'T.,lg~bT~ nhernative al<>rs M 

e" une <uper.llgl:l>ro M.,lcèy· odm",ible . 

, 



I l . 1 U R"nf.R IS I\,]"ION Il ' I lb·f. S I IPERALCEBRE 

Soi, A • Ali f!) A 1 un" .u""ralgè~ ct G ~ GII '"' G l I"algèbre 

grassmannienne. G(A) " (A()® Gul ID (A 1 ® G 1) e.l I"e"~eloppe 

gra."nann;e"ne de A . G e.( "ne .uperalgèbre associati.e e( unjlaire lelle 

q"" gg'=(_ I)ijg'g pour g € Gi el g' € Gj (où ij ,,0,1 J. 

SOLI A une .upernlgèbre allemal;ve alo .. G(A) eSl une algèbre 

a lle,nali.c. Soien] X " ~ ® ~. Y "y li!> g'. Z", li!> g" 3 élé"",m. 

homog~ne. de G(A) Où x e A i , y e Aj . < .. Ak. g .. Gi, g' .. Cj e, 

g" E Gk (i,j,k " 0. 1 J, Nous a.",,, : 

>)(X +Y.X + Y.ZJ . O 

··)(Z, X +Y. X + y ) = O 

où (a,b,c) = (ab)c - a(bc) pour a.h.c 3 tltmc:nl' d'"ne "Igèb'e A ( ( •. b,ç) 

eSl l'a,"oc,.'e", de .,b.c). 

>J doone(X. X. Z) + (X. Y. Z) .. (Y, X. Z) .. (Y, y, Z) = 0 'Oil 

(X, Y. Z)" -(Y. X. n 

( X . Y. Z) .. (XY)Z - X(YZJ 

.. (- 1 ), j+{i· ill [(. y), - x(y>J) li!> gg'g" 



el (Y . X . Z)" (Y X)Z - Y( X Z) 

COltllM g'u" " (_ l )ijgg'g" il v~nl de . ) que : 

Po,ons par définilion qu~ l'a"ocial~"r de X,~,l de lroi, élémeo .. 

homogh"" <le A nolé (X,y,l) ~,I (X,y,l) = (_ l)ij+(i+j)k[( .y)z - ,(yz)J. 

Ain,i ') u ' !qui 'olen( li ('.y,,-)" - (- 1 )'.l(y,x,z) 

De même en dé\'elopp""1 .. ) on oblient (x.y,.) = - (-1 ji'(X,I.Y) d'où 

Qéfinh;ou 1J .1.) 

SO;I A = AI) ID '" 1 une '''l'''ralgè bre, A e" une supe .. lg~bn: 

alternalive si pour tout x e A,. ~ ~ AJ' ,. " "" on. le, relation, suivan''''' 

(X,y,l) ~ - (- l jJk{x, z,y) 

G(A) éla nl "ne olgèb re altrrna,i,'e no", O'on' ( égal ité . de 

Moofong. of.19) poo,. X "'. ®g. Y " y® g'. Z ~. ® g", T = I ® h de. 

élémenl' homogène de G(A) où , ~ " j. y" Aj< Z E Ak, 1 E A" g " Gi. 

g'" Gi.g"" Gk elh~ Gr (iJ. k,1 " 0,1). 

1°) [{X _ T)ZIIY(X + T)J" (X .. T)I<Z Y)(X .. l'») 

2°) [«X ,~ T)Z)[Y(X + T) ] = [(X + T)(ZY)I(X + T) 

r) [« x .. T)Z)(X + TlJY " (X + Tl[;t..(X .. TlY1J 

4") Y[(X .. T)(Z(X + T»J = [(Y( X + TllZj (X • T) 



(XZ)(YD'" (TZ)(YX) = X«ZYlD'" H(ZY)X) 

Calculon' chaque e'rre"ion ; 

(XZ)(YT) = (· 1 ~k<z ® ~ S"]((· I )ilyl ® g'h 1 

= (. 1 )ik+jI+(;, k)(j oi)( "Xyt ) ® g~"g 'Il 

(TZ)(YX) = (. 1)I"'ij +{M)(i+j )(I~)(y. ) ® hg" g'g 

X«ZYlT) = H )ik+U+I:)I+i(j.k.I)'«lY~) ® g~"g' h 

T«ZY)X) " (·1 )ik+iljo k )+l(io .i + ' ~«"y)' ) ® h~"g'g 

Comme h~"g'g " (-1 )ii i " ,'Hii-kJgg" g'h 1°) e't équi,'~k"t il 

( X7.)(yl) ... ( . 1 )iii .hf).I~+ k l(ll)(y') .. 'I(ly)l) ... (. [ ~(i+ ' .n .l (i· ~ lt« >y). )_ 

Par sui le 

(·1 )i~ . k )(.z)(yl) ... (. J jl\i· j"l(tz)(yx) 

= (-1 )IO·\; ).«q)l) ... (-1 )lli<j- ' lt«zy)x). 

0" même 2") donne : 

(XZ){YT) ... (TL)(YX)" (X( ZY» T ... rnzY)X c1 

(X(ZY)T" (_ 1).i • .,.H)ltilj+ "I)('(7,y)~ ® gg"g'h 

a(ZY))X .. (. 1 )i' oiij+k).I(; ' j +k)(t( >y )). ® hg"S'g 

Ct hg'"g'g " (_1 )'<j+k+II+I(I+k )gg"g'h ""l rai"" que 2') e_" tquiv.' lel\! il 

(XZ)(YI)'" (_1 JilJ'k di<!(j . k)(l7.)(y,) = (,(zy))! ... ( · 1 )IU " .1).lii-' l(l(lY)) " 

P'où 

(-1 )iU .. k)( Xl)(yl) .. (· 1 )l("j <k l(l',)(y ' ) 

= (-1 V~ , ' I( ,(~y))t ... (. 1 )hi . i· l '(l(zy )),_ 

" , 



Le 3") e" tlJuivlllenl il: 

« XZlT)Y • «(fZ)X)Y = X(Z(TY» + T(Z(XY» . , 

« XZ)T1Y '" (_lj ik'!I,.I).j{" k·!){(u)l:)y ® gg"hg' 

«(fZ)X1Y '" (_ll,j<i{k.n· .K .. l ·ll{(tz lx)y ® hg"gg' 

X(Z(TY» " (. 1 )l!.~(j. tl, ,{J<k,/),(,{ty» ® gg"hg' 

T( Z(XY » = (- l),j.~("jl<I("J' ~ lt(z(,y» ® hg"gg' et C()mme 

hg"gg' = (·I);k+/I ; · ~)gg'·hg· il vieot que ; 

{- 1 )',«u)l)y • (-I.JIIi.k~{lz), )y = (-I ), k.(l(ty»" (-1 )l1" klt(z(xy» 

YiX(ZT)) + Y(X(ZD) = {( YX)ZlT" « Y I)Z)X el 

Y(X(ZT)) _ (_1 )k! .. (k .I,~j\"k<ny( ,(zt)) ® g'gg"h 

Y(X(ZT )) ~ (-1 ll l"ll >II.,(i. k·!ly(t(zx)) ® g'h g"g 

«Y X)Z)T ~ {-Ij iJ. k(i . j l+ll " j. k){(y' )l)t ® g'gg"h 

« YT)Z)X ~ (-1)i'· l li ·1j"Ij" <Il« yt),jx ® ,'hg"g 

cl puisque g'hg "g = (_l j J .. Ik.ng·gg"h il vieMfO que ; 

(. 1 )k!~( X (lt» + (- 1 )I( l .llyil(z> Il ~ (.) )kl((y x )1.~ + (- 1 )i(k< II«yt)z)x . 

CeCI nou, permet d'éuo ,,,,er 1, 

Cu/!l9\jtjoo 11·1·2 

~illl '" "'$ A, """ .upemlgèbre .Iternm,ve. Soient x.y.z,1 "", 

élément< de Il où '" 1\ " Y" Aj •• " li t, t " A, (i,; ,k.1 = 0,1) al", .. 

" 



11 ·2 SIIPERALGEIIRES MAI,n:Y·AI>\IISS III! t·S 

Ihémèmc [[ ·2,! 

Soit A ~ Ail (il A 1 une: s"p< r.l!g~brc . S i pou" E A j, Y E AJ 

(où t,j = 0,1) xy = - (- I )tly, alor, le, ""cnioR< ,,,ivantes ,ont 

équivalente, : 

1°) A = Au 'il A l "SI une: ,upemlgèbrc de MJle'" 
~ ~ 

2") (, l)llj.jl J ( x .y,t~ l + (·1 l'JJ (t.y,'l) 
~ ~ 

~ (_ 1 j1\1+j+k)] (x,y.(lt + (.[ );li+ kl J (t .y.z)x . 

3") ] (n.t,y) + (.[ )ll,j" .I)] (t~", y) 
~ 

=(. ! );I.j' I(~.',y)t • (. 1 )'(j+k+/) J V ,t ,y)x 

(où , ,, Ai.Y" Aj.~E A"l " AI(ij,k.I = O,!)), 

(cU), 



l.em me []-2-2 

Soi, A .. A(l (f) A l ,me 'uperalgèb ... tclle que pour X " Ai. Y E AJ 

(oùij.' =O.I) . y :-(-I)'Jy •. al..-, 

J ('-Y,l) ~ -( -I)'J J (y."l) 

- -
J (x.y .l) = - (-I ).i ' J (>'>.y) . 

En eff", 

J(q,l) = (,y)z - ' (yz ) - (- I ).i k(,,)y 

= - (-I)ij [ - ( - 1 )ij('yk + (- 1 )ij,(yz) + (- 1 )ij+jk(n)y J 

~ _(_ 1 )i j 1 (yx). - (-1 )ij+i(j+k)(y.)x - (- 1 )ij+jk+j(i+ k)y(x,.) 1 

.. -(-1 )ij [(yx)z - (-1 )i k x(yz) - yi ,,) J 

= - (- ] )ij[(}")z - yin ) - (-1 ikx(yz)J = - (-1 )ij J (p.l) . 

- -
De même on montre que J (X.y,l) = -( - 1 ~k J ( • . '-.y) • 

!,.,mme 11- 2-1 

S<:>i, A = A"e A, """ .'"peralgèbre alternative . Soient x.y.'- des 

éléments de A où x 6 Ai. Y ~ Aj. z ~ A,.(i j,k = 0, 1) .k.,.., 
(xy). ' (_1)iij+kl+j k(>y)' = .(y.) + (_ lji(j+kl+j k.(yx), 

En effet. A étant ""~ 'upCr.Jlgèbrc alte,.na",c on J 

( x.y.» = - (-I); (jÜj·jI<V,y.x) <oi, 

(-I) 'J." . j)k\lXY)l - x(yt)] = - 4-1)')"" iil l (-1 );';';;k )+ j l<[(ly)X - '(yx)]] 

(.y)z - '(y» ~ - (-1 )i \i " )+! ,(zy j, + (- J Ji~' k )·j~>(yx) d'où 

(xy)," (-1 )i(j+k)+j k(zy)' = ,(yz) + (_ J)iij+k)+j kz(y. ) . 



Lemme 11· 2·4 

Soi, A .. AGe Ar "r" '"pc,algèbre "1I.,n,I;'.,. Snienl ".Y.L.' <1<:. 

élémen" de A où " " Ar. Y '" Aj. ~" A,. 1 e Ai (iJ .k.I " 0.1) alo," 

(- 1 )'llu.t.y) + (- 1 p"/(I~.x.y) " (- 1 1,,·/(i+k)lz,>.y)l + (- 1 l""' (z.t.y lx 

<>il a. " li + k)(j+i) + jl. 

~ - (- 1 p'j/· (i+')(i . ll· iI[«n)y Il - (u)(yt)] 

= - H W(((u) 'I1 - (u)(yr)] - (- 1 jkl.r(j. ,.I![«(tlly) , - (tz)(yx)] 

= [(- 1 W(u)(yl) .. (_1 )i\i+'·i)"I(!Z)(y~ )[ 

- [H )iI« xz)y)t • (- 1 ~(i.k+/)+k/«(!Z)yl.) 

" (- 1 )iti +~).j/[( - 1 )iti+k~ n)(yt) .. (- 1 )10',1' ' ~!ZXy,)[ 

- [(- 1 )iI( XZ»'1I .. (- 1 )ilJ·k·')·'/«lZlyIX) 

(l') proposition JI · I· 2) 

_ (-1 )i~+k ).j/[( _ 1 );(i+kl{ , (zy)){ .. (- 1 )I(i+j"~llly))' ) 

- 11- 1 lil((xz)ylI + (- 1 )iIH '/)+' /«Izl)'lx ) 

" - H W[(Xl)y - X(ly))1 - (- J)i~+ '.IH~ (tl ly - I('y)]' 

" - (- 1 ) i ~. k ).jl k ·')(X.l.y II - (-1 l iU·h/). j(h/l{I.l.y)' 

_(_ 1 ~j·j(k+/J(l" ,y)' + ( 1 )irj. k.I).il ' .I).kllz.t.y)x 

_ (-I)"-/0+' )11"",y)l" (- 1)<'*"' ('.1.)'» • 

" 



Soit A .. 1\0$ At une '''P<'r~lgèbrc alternative. Soient ~.y.z.t des 

l'Ié""'n" de A où • € A i, Y € Aj. z € At. t € 1\1 (i,i.k.l ~ 0,1) aloI>: 

(- 1 la' i~ (u.t.y) + (- 1 )«' lI i-kl(zt.>,y) 

~ (- 1 )«.j1t(z .• . y) + (_ 1 )".;(j+I)x(z,t,y) 

Où a .. (i + k)(j+I) + jl. 

En effe" (- 1 )« T'k(zX,t,y) • (- 1)« -II;. ~)(lI.' ,y) ~ 

'" _ (- 1)« .ik"(;' kl(t.n.y) _ (_ 1 )U - ' ('T'l( <,lI. y) 

~ - H )il .~;+k)[(t(n»y - t«lX)y l ] - [(.(z1))y - .«>.t)y 1] 

.. _ (_ 1 )i1 .. 1(;.kl [(t~» + (_ 1 l'l . Ir '+kl(u)t ]y 

+ [(- 1 ),~·IIi+~,,« .. )y) + x«lt)y)) 

.. _ (_ 1 )ik/(_ I yli ' k){(tz). »y " (- 1 lik((u)t)y] 

.. [(_I~I. ·I(,_ k,,«z, )y)" '«Zl)y)] 

(2') proposition H-I·2) 

~ - (- 1)'kll - 1 )/(" k)IÜ(' yI) + (- 1 l,k'Il('Y)] 

+ [(- 1)" .!(i·k),«zx)y) + >((~t)y)l 

~ (_II .,+lI ;.kltllz, )y - 7.('y )) + ,\<l'Y ) - (>t)y ) 

.. (- 1 j(J-!)(,+kl,(z .•. y) + (_ ] »)/+l~ '!J'(H,yl 

~ (- Il'" )/t(z .•. y) + (- 1 )'" 'li ·!J,V,t.y ) 

IY,," le lemme .. 

" 



Soi, A " Ali (il A , u"" ,uper.llgèbre al,emm;vo, So;, ' .y.z de, ~Iémerll .. d. A 

oil x fi Ai. Y fi A;. 7. E A, (i.j .k. '" 0.1) el ",it <1 "' ij +k(i+j ) "lors: 

(I.Y.Z) '" - (- 1 ).ik(x,z,yl .. (- 1 l "O,ik(z .• ,y) . D'où 

3(I.Y.Z) " ( ~.y. ,1 - (- 1 ).ik(u,y) + (- 1 )ijo jk(z ••. y) 

'" (_ 1 )Ooj)\.;+,j([(x y). _ ,(yz)] - (_ 1 ~k [( .. )y _ .(zy)] 

.. (- 1 l'J+Jk!(z.)y - z{~y)J) 

'" (- ))<'( . y)t - .{yll - (_l)ik(HIY" (- l).i<.(.y) 

+ (_1 ~j+.ik(,.x)y _ (_ I)ij+jk l (XY» 

" (- 1 )"«( , y p; - (- 1 )1; · ' J.Îz(> y» - ' (Y' _ (- 1 ~ k 7.y) 

_ (_1 j i'(" - (_ 1 l;J·j~ (t> ))y) 

3(~ 'Y"1 " - (- J )iJ(3(y .• . 7.)) 

"' -{- 1 )<'+'i{[yx.z] - y [>.l] - (-1 }i k[y.z)x) 

"' - (- 1 )(i+j)l<{[yx,l] - y[ .,.] _ (_ 1 )i k[y.z]Ù 

6( • • yJ ) '" 3( • • y •• )" (- (- 1 l'j)Oly •• • ' )) 

,, (- I)"([xy.z] - (- 1 ~ k [ I.< ly - ' Iy.z) 

- (- Il'i [yx •• j ... (-1 ~jy[ u) + (- 1 )iij . k )Iy ,z].) 

" ( - I)"([ ~y- (-1 l''y,-,) - (-Ijik((.,z)y - (- 1 )~; + k)yl' . l)) 

- (' (y .z) - (-I)i(j+l)(y,:] . » 

" (- l)<'([[ " Y).L) - (I. ( y.~] )- (_I~k(> .• ] .),)) . 



" 

[(~"")'{I.L),.n( 1- ) .. W' ·Z}ltf. m 1-)1 -

1 '( lÎ 'I"lh"n( 1 --) .. 1(1Î"'~)l l")I'D(( -) 1 .. 
, 

= [(.b 'lnn- r Jl'(/'lj ,( 1- ) .. (kl'[n])- 1 1-- - , 
~nblU~!' I! ç-l -1i1O t-1:-]! '=W~I '''<1 

,[ (,("T' )(, .,)/+,,( 1-) .. (Â·,. .'l)~I . o( 1 -)1 -

1 (A"'<I))!+UC! - ) .. (IIn'MI - )1 '" 

.. [ ("" ()Zr l ( [- ) - 21»)U+ I!( 1 - ) .. (h'(",,( 1- ) - Hl) 1,,( 1-) " 

= 1 (1Î"'(Z'I])(/* V!'IVr,(I - )" (hT[z'·J).,(I - »)" 

, 
= [(,""(1'1])- r IVU' l )!( 1- ) ... (,('l'[>'o])- r [ -- - , 
Il ... (j+()(~ ... !l = U ',k' I~ (1 '0 3 n-rOly " 1 

' 1 ... ,,> .f" !> Â 'IV " • 1)0 V "1' '1" :>Ul?I~ '''P ,"l" " 1'''S 

'~n 'p ",q~SI "",d"$ .un l'~ __ yI' 0 ~ (." ,".)(,,( ( - »)9 = (r,(' . )- r 

.,nb IU~!' l! 't "Ob,I"'~I'"J"' "" ~ )!lO)nWlUO' 

, d,oo un l'~ )I nO .,'!l~!""'>~ ;uq~jIUJodn, """ l" ,,, el UV = V!S 

: ,nDJtruJ8 

-l f+(~+!)! .. " nO (>'h)9" ("k~)- r g( 1-) -
" uo 11.""[" ' 11,[( t -) - [[2".\]".] • ("[ '"' 11 ., ('" "'x)- f 

-(l'o =~'f!Qo) 1 V OO Z I.I" ~~"v ~'Jood .. od"O 



" 1 (-1 )~ .,(i . kl(z. X,y)t - ( - 1 )<H i/t(z, . ,y) J 

+ [H )0 "'(l,t,y). - (- ) )O+i(j+I)~(I,t,y) ] 

+ (-1 )<'. ;'1 (l,t,y)X - (-1 Ji(i" · I)X(I,t,y)] 

" (-1 )'" 4i ")1 (z. x,y),t] + (- 1 )0 . i'«" t,y),x ] 

" H )O./(i4}>(; . j )lo . ;j .!. 1 i -(.,.,y ),t ] _ (_) )".i •• k(j .{J.jl.!. 1 i -.(l.t,y) •• ] , . 
, . J- , 1 -

= (- l)~ .,t-1 L (o ,x,y),I ] + (- 1 )' 0+/) ". - ( J _(l,t,y ),. t , . 
Par , "ite : 

- -
J_( [.,z),t,y) + (- 1 )'(l.I)." J -([I,l), •. y) " 

- -
" (_ 1 )~. ;k ( J -(z.q ),1 ) , (- 1 )'ti+I1 ' ;'[ J (l,t ,y ),x] . 

D 'où 1\- e,t "Ile ,uperalgH"c de Male"- . 

Ain,i nous avon.< démonué le , 

TbiQrfmt 11 -2-6 

Soit A = Ao \ll At une ,uperolgèbre ~ 1 ,er" "" VC olor< A eS! une 
'upe,algèttr.- Malch ·admissible , 

1) 3 C O!l\t r IlC1jOn d'ttllt s" pt:,a IÛb,c allcrnati u 

Soit K eS! un COfp' commutalir K de ca,aclér, q" l"e nulle . Toule 

~Igèb re 0" .upe r")g~bfe ,era de dimen<ion finie "" K et il é lé",ent 

unllé 1. 

'" 



Définition II-3-1 : 

Une involution de la K-algèbre A est une application 

K-linéaire s : A ----7) A ; satisfaisant: sexy) = s(y)s(x) et s(s(x» = x pour 

tout x,y E A. 

Définition II-3-2 : 

Une involution de la K-algèbre A est dite scalaire si : 

x + s(x) E KI et xs(x) E K 1. 

Définition II-3-3 : 

Une application K-li néaire Z2-graduée d'une superalgèbre 

A = Ao Et> AIS: A ) A est dite (super- )involution si : s(s(x» = x et 

sexy) = (_l)ijs(y)s(x) pour tout x E Ai, Y E Aj (où i,j = 0,1). 

Remarque: On notera aussi s(x) par x pour tout x E A. 

Exemple I 

Soit A = Ao El3 A 1 une superalgèbre associative. On suppose que la 

composante de degré zéro est munie d'une involution telle que xw = w x 

et wv = - vw pour x E Ao, v,W E AI. On définit alors sur A une 

involution par x = x si x E Ao et v= - v si v E AI. 

Dans ce cas en posant Tr(x) = x + x ;on définit une trace sur A. Comme 

tr(A Ü = 0, nous avons Tr(x) E KI pour tout x E A. 
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Exemple 2 

Soit A = KI EB K v une superalgèbre associative telle que v2 = O. 

L'application K-linéaire s définie par: s{ 1) 1 et s{v) = -v est une 

involution de la superalgèbre associative A. 

Soit A une superalgèbre associative à élément unité munie d'une 

involution telle que : tr(x) = x + X E KI pour tout x E A. Soit U le 

K-espace vectoriel sous-jacent AxA. On définit sur U une multiplication 

par: (x,y)(z,t) = {xz+{-l)j!!lty,xt+ (_1)jkzy) pour tout x E Ai, Y E Aj. 

Z E Ak t E Al (i,j,k,l = 0,1 et !l un scalaire fixé ). 

Nous avons alors: 

(l,O){x,y) = (x,y) et (x,y)(1,O) = (x,y), il vient donc que (l,0) 

est l'élément neutre pour la mu1tiplication de U noté 1 U. 

Soit v =(O,l) nous avons v2= (0,1){0,1) = (!l,0) = !l(1,0) et v2= ~lu 
v.(z,O) = {O,l )(z,O) = (O,z). 

Posons B = {(x,O), X E A} et B {{O,x), X E A}. Alors 

U = B EB B'. A est isomorphe (isomorphisme d'algèbres) à B. 

B'= {{O,x), x E A} ::::: v{(x,O), X E A} "'" vB "'" vA. D'où U = A EB vA. 

Si X = (x,x') U,alors X = (x,O) + (O,x') = (x,O) + v{x',O). Nous poserons 
X = x + vx'. 

Soit X = x + vy et T = z + vt deux éléments de U. On suppose que 

X E Ai, Y E Aj. z E Ak, tE A, (i,j,k,l = 0,1) 

XT = (x,y){z,t) = (xz+{-I).iI!lty,xt+ (-l).îkzy) = 

= xz+( -1)j/!lt y + v( X t+ (-1).i kzy) el d'autre part 

XT = (x +vy)(z + vt) = xz + x(vt) + (vy)z + (vy)(vt). 

2n 



Par identification il vient que: 

Proposition II-3-4: Pour x E Ai et y E Aj : 

x(vy) = v(xy). 

(vx)y = (-l)ijv(yx). 

(vx)(vy) = (-l)i.i~yx. 

Nous avons alors U = A EB vA = = (Ao EB AI) EB v(Ao EB AI). On 

pose Un = AO EB v Ao et U 1 = AI EB vA 1. Pour i,j = 0,1 on a : 

Ui Uj = (Ai EB v Ai)(Aj EB v Aj) 

c AiAj + Ai(vAj) + (vAj)Aj + (vAj)(vAj) 

c Ai+i + v(Aj Aj) + v(AjAi) + J.l.Aj Ai 

c Ai+j + v(AiAj) + v(AjAi) + AiAj 

c Ai+.i + v(Ai+j) 

(i+j est calculé modulo 2). 

U est donc une superalgèbre unitaire U = Uo EB U 1. Soit X x + vx' un 

élément homogène de U (i.e. x,x' E Ai). Posons 

X=x- vx' (" "est linéaire et X= X). Soit Y = Y + vy' E Uj nous avons: 

XY = xy + (-l)i.i~.y'x' + v(xy' + (-l)ijyx') et 

XY= xy + (-l)ij~y' x' - v(xy' + (-l)ijyx'). D'autre part 

YX = (y- vy')(x vx') 

= yx + (vy')(vx') y(vx') (vy')x = 

y x + (_l)ii~x'y' v(yx') - (-l)i.iv(xy') 
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= (-1 )ij xy + Jl y' x v(yx' + (-1 )ij"x y') 

= (-I)ij(xy + (-I)i.îJlY' x' - v(xy' + (-l)ijyx') = (-l)ij(Xy). 

Soit X = x + vx' E Ui nous avons: 

- -
tr(X) = X + X=(x + x) + (vx' - vx') = x + x = tr(x) E KI. U est ainsi 

munie d'une involution scalaire sur U. 

Proposition II-3-5 : Nous avons les égalités suivantes: 

'k (x,vz, y) = 1).1 (x,y,vz). 

'k -(x,vz,y) - 1)1 (vz,x,y). 

En effet, on a 

(-I)jk(X,y,VZ) = (_1)jk(xy)(vz) (-l)jkx(y(vz)) = (-l)jkv[(xy - xy)z] et 

- -
(x,vz, y) (x(vz))y - x«vz)y) 

= (v(xz))y - x«_1)jk(v(yz)) 

= (-l).Î(i+k)v(y(xz)) _(_1)jkv(x(yz)) 

= (-l)jk[(-l)ijv(yxz) v(x yz)] 

= (-l}ik[v(xyz) - v(xyz)] 

= (-l).ik[v«xy - xy)z] = (-l)jk(x,y,vz) 

(-l)ik(vz,x, y) = (-l)ik«vz)x)y - (-l)ik(vz)(x y) 

= (_1).i(i+k)v(Y(xz)) (-l).ikv«xy)z) 

= (-l}ikv[(_1)ijyxz - x y)z] 

- (-l)jkv[xyz - x yz] (-l).ik(x,y,vz) = (x,vz,y). 
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l'lllpmiJjQn 1I -~-6: Nou. ,vons les ~g.lj lé< ,ui".m .. , 

«vy)(»»)x c ( - 1 )i(j.k)(v(iI y»)( n) . 

• «vy)( »») ,. (-1 ii( vy )(v(u». 

En cffe!. on a 

(_1 )i\.H l(v(' y»)(nl = (_ 1 )"I +~ l( - 1 )I-( 1 ') ,..~:;;; = (_ 1 )1' jJz y x "' 

= [(- I)i~!-O z:;:J. = «vy)(n)). el 

(_ 1)ii (vy)( v(xz)) = (_ 1)ii (_ I).p(1 · ' 1 pz Y" '()I( - 1 )ikz y) " 

" .«vy}(" , » • 

Proposjljonll _J_7 Nous nvoos le. égal;16 ",i -antes : 

('. \'y.nl = (- 1 )i.i(vy. , . nI. 

(vy •• . n) = (- 1 j ,k(v)'. n, », 
En d fe,. on .1 

(x , "y. V» _ (_ 1 )iJ( vy" .vz) 

" (x(vy))(vz) - . I(>'y)( vz) - (_ 1 )')« vy), j(vll .. (-1 )ij(vy)( .- n ) 

= [ (v(, y)}(vz) - (- 1 )i.i(vy)(v(.z))] - [(vi "y)(n) - (- 1 )ij(vy )("( , z)}j 

" 0 . 

(vy.x ,"') _ (_ I )i' (vy,v • . » . 
«vy),Xvz) - (vy Il.{ ",j) -.- (-1 ) i ~ ( vy)( vz) , ) _ (- 1 ) ;'«vy )(vz), 

• [(- 1 )ii(v(xy))(n ) - (vy X\'( x '<i l .. li vy)( v( ,,» - (- 1 l;.i( v( .y))(,'z)) 



l'ropo,j!joo 11-3-8 : Noo, ",'on, k" égali'éI; sui,',nles : 

(v'Xvy) + (- I)ii(vyXvx) " "Tr(x Y). 

Tr(xy)1 - Tr(;y)1 z 0, 

En dfel, on a, 

- - - ~ -
(vx)(vy) .. (_ 1 )',~ vyl( l'x) '" (-1 )'J"y ... '" y .. ,,(x y + x y) = "Tr(x y), 

Tr(.y) 1 - Tr(xyll .. Tr( xn'r(yll - y))1 - Tr((Tr( x)1 - ')yll 

'" lTr(ylTr(xl -Tr(xy) - Tr( x)Try) .. Tr(xylJl .. O . 

1&=11-3-9 . 00"E Ai,YE AJ,z« ,\ ~ (iJ,k ~O,I) 

(x,y,v,) '" - (_1)ij(y,x,v,), 

(x,vy,ll" - (-I)iJ(vy,"')' 

En effel, 

( x,y,v,) E (xy)(v,) - x(y(n») 

" 1'(. yz) - "IX ;; l) '" (_1 )1.1, (;; x z) - (- 1 Jiiv( yu) 

= - (-1 l'il v( yu) - v(;; Xl)] '" - (-1 )iJ{(Y XXVl) - y(x(vz))] 

= - (-l)i.i(y,x.vz), 

O',prè. 1" propo, il ion 1] ·3-5 on" (x, vy,.) _ (-l)'';{vy, i. ,), 

I{<:m"'luon, que Tr(.)1 ~ , .. x '" K iel ' _Tr(x)1 - " il ,'ien, que 

{. ,vpl _ (- 1 )ij(v y,;: ,L) 

"(- 1 J"("y,Tr(x)l,z) - (_ I)'~ vy, . "),, - (-1 ~j("y,x , ,) , 

(prol'9'"io" 11-3-5) 

r (-1 J'.~Tr(yJl,v"z) _ (- l)'i(y,v',<l" _ (-1 ) ' ~y,v. ,') • 

'. 



Jemme JJ.).IO,Onax ~ A .. ~E Aj. ,e Al (iJ,k~ O,l) 

(~,v>,y)" _ (- 1 )i ' ("y,v,), 

(v>,x .. y)" - (_ l)ii (v"y,xJ. 

En effet, 

(X,VL,y) ~ (- 1)i~(x,y,,,) (propo<itJon ]J ·)·5) 

~ (-1 )i«x,Tr(y) 1. n) - (- 1 )i'("y ,X,?.) " - (- 1 )i k(x,y,vz)_ 

(vz,x,y) • (- 1 ) i'( x, n,y) (proro,;{; on H· J. 5) 

.(_I)' l+,ik(x,y,v,,) (p<OflO';{;on II·J·~) 

,, _ (_I ),k+j k+ii(y,.,V>.) (lemme 11·_, · 9) 

= - (- 1 Ji' ''X y, V?l) (pfOflO',{inn ]J.3.5) 

= - (-l)'J(vz,y,x) (propo,,{ion [1.3.5) 

" - (- 1 )'.i(Vl..Y ,x) • 

I,mme II·J·I I Onax EAj,YEA,."., A. (ij, k =O,ll 

( x,vy,n) " _ (- ll'i (,'y,x,V>.), 

( yy,.,») = - (- 1 )l'(vy,n,. ), 

(vx, vy ,z)" (- 1 )iXvy, VX, l), 

(x ,vy,n) ,,- (-1 )ik(x,v"vy), 

En effd , 

(., vy, 'l) = (- t lil( vy, i. v-) 

,,(-I)' ;(vy,Trj, ) 1 - ',n) 

= -(- I ) ;,~vy, x,v1) 

(vy ,x, n) = (-I)i'(vy, Vl, ,, ) 

" _ (_1 )" ( vy, VI,,' l, 

(p<nfl'O>u;nn 11·]·7) 



SOI1 S ~ (vx,vy,~) + (_ !jij("y,v".) : 

S " « vxXV}')>. - ( YXX(VY)l) + (- I),j«vyXVX)). - (-1 jijl v y )« vx). ) 

= [(VX)(vy) .. (- I )i.i( vy )(vx)1z - [(- 1 )ik(vXXV(lY» + (- 1 ~J+ik( vyX V(lX))] 

" (~Tr(, Y)).l - [(-1 ) i hi(jok)~ly;: + H ~j.;k+jÜok\lz. y 1 

,,(~Tr(,y))z _ (_ I)k(i+j)~z(, y + (-1 )Uy;:) 

• (~T r(x;::))z _ (_ 1 jl<{I+il~,( . Y .. ;:;:) 

" (~Tr( . ;:: »z - (- 1 )k{l·j)~z(T r(x y) 1 ) 

S " (~T '(xji», (1 _ (-Ill (;.j). Alo" 

Si i .. j = 0 S .,O ; <i i + j : 1 011.1 Trf'y j = 0 çar .YE AI ~t S .,0, P'oÙ 

(n. vy.') = - (- 1 ~.i(vy, V',lj, 

Au"i: (x,vy,n)" - (-1 jii{vy,x." .j 

: (- 1 )ijo Ok( vy. vl,xl 

,, _ (_I)iJ+;b ik(v.,vy,x) 

• (- 1 ),k +ik(v.,x, vyl 

a - (-I )ik( x.'l.vy) • 

l&romell·3,12 : 0"a, ,,, Ai. y '" A i, ZE Ak lij.k=O,I) 

(v"vy. H) = - 1 - 11X "Y ,n. "l. 

(v • . vx ,vyl .. - (-1 )i.i{n.vy,vx ), 

En effel. 

A " (vx,vy, vz) .. (- 1 )'J( Vy,vX,Vl) = 

:«vx)(vy)Xv.) - (vx)(vy)(vz» .. (- lj iJl(("yl(vx»(n) - (vy)«vx)(vz» ] 

= I(v.)( vy) + (-) jij ( vyXvx )J(Vl) _ (vx)(vyXvzj) _ (- 11.i(vy)((vx)(vz» 

=("T r( x ;:: »)(n) - (-1 )I(i''' )v[«vy)(vz» ,] - (_n,joy,· ' )v! «(vx)( v'.»y 1 

, (, 



_ Ü.T ,( . :;; »)(v.) - v(v(X y )(n)] - (- 1 )iiv!«v( y .»)(v.))] 

.. Ü'T,(. :;; »)(".) - ,«v( x y .. (-1 )'i Y .»(n») 

w ~(Tr(,:;: ) _ T r(xy ))(vz) _ 0 (proposilion Il.].8). 

6 '" (vz,vx,vy) + (- l)ii(VI,VY,V' ) 

=«".,)(v> »)(" y) - (n)«vx)( vy) .. (-1 )'i[ (("z)(vy»)(vx) - (vz)(vy)(vx» ) 

= v( « n l( \'X»Y] • (-) )iiv« (vz l( vy ».] - (VIl(( v.)(vy) .. (- 1 )OJ(vy)( vx») 

'" v( (- 1)" «")( .-z))y) + (- 1 ~J\ ( (-1 )ik«vy)(vzl)') - {flT,(, ;; ))(vz) 

_ (- 1 )«'+jl[ v ( (- 1 )ij{(v( Yx»)(v.))] • v ( «vix y »)(v.»]l - (~T,( , y»)( n) 

_ (_))' <,i'i)[ v(( ,,( ~ »)(vz))] .. v( ,,(:;: Y» )(Vl)ll - ()l Trix y»)( vz) 

= H )' (i.j)[ v(( v( ~ + ;: y»)(vz»)) - (~Tr(, :;;))( vz) 

a (- 1 )k,o+ilf v i (v(Tr( :;: y)))(vz)) J - (~Tr(, y »)("l) 

.. (- 1 )kli'il(Tr(:;: y »[ v( ,(vI») 1 - W lrl' :;;»)( v.) 

= (-1 )k(i . ,I(flTr(:;: y»)( 'l) - (~T r(.;: »)(VI) = (H )I<!, . j) - III,Tr( x y)( VZ). 

- -
Si i .. j_O B ~O ; ,i i +j =1 011 aTr('y) = Oca'XYE A I el 8_0, 

D'où(vJ:,vX,"Y) " - (- Ilij(n,vy,vx) • 

Des lem",,,,, 11-~-9,IO,11 ,12 00 déd";l que poul 

X= .+v>'E U;,Y"y+vy'E Uj,vz .. ,'z' e Ul O"a 

(X , Y ,Z) ~ - (- I l'I{ Y,X,Z) el (X, Y ,Z)= - (-1 )i~(X ,2, Y) 

00 U e" ob(en"e ù parür d'u l>(: <uperalgèbrt ,",sociot' .. , 1-100< lirons le 



TMoÙrue , 

Soi, A = AH $ A ,une 'upemlg~br~ ."""i "!Ive po"éd.n' une 

involu,ion sc.laire 010" U = A $ vA e,<, une _'uperalgèbre ~lternn{ive_ 

R~OJ"rq!!c : 

Si A n'"" pa, 'uperco,nmu!O,i,'c (i .c. XY = ( - I)~YX pour X " U ,. 

y " UJI r"lg~bn: U , in, i ob,cnl/C c" "n~ ,uror.lgèbre "hcrna,;ve DOn 

a,ooc,a,ive, 

Soi t A = AH $ A, une 'upeta lgtbre a"odotive Où An = KI et 

A I ~ Ku ,cl le que"' = O. PO",,"' W = A $ wA où ",2 = - 1. Comme A est 

,upcr<OJllmu(ative. W une ,upcmlgèbrto o<!'OC;,,,;,'e oc di "",m;on 4 Jéfinic 

p,"w" = K I $ Kel ct W I. K WI ŒJ KW1,Ion' 1~,"blc",l: 

/ , 0 w, w, 
, , 0 w, w, 
, , -, w, -w, 
w, w, -w, " " 
w, w, w, " 

, 
p"""", U • W $ vW "il ,_1 = - 1 ,U est une ,,'pernlg~iJ,-. .11<:rnalh. 

n,," a""dative de <I",,,,,,,ion 8 définie pOt Un. K I $ Kc] (1) Ke2 e KeJ 

e, UI = Ku] e KU2 (1) Ku, œ KU4 dont 10 IOble e" : 



;t , 
" <, C, " " '" ". , , 
" <, <, ", ", '" '" 

" " -, - eJ " '" -", -'" '" 
" " " -, -, , '" "' -", -", 

" " -" " 
-, -". ", -u, '" 

, , " -", - Ul '" " " " " 
, , '" ", -". -u, 0 0 " " 
'" '" ". " , "' " 0 " " i 1 

". ". -'" "' -" , " 0 " " 

U n'eS! pas ,",,,ci.live cnr 

U. "'pcr~I!", h ,,, Jt Mnl"," U- nblcnoc Je U a ClImITlC tnblc : 



-' 
, , , " 

1 , .• " " "' " , 0 0 0 0 0 0 0 0 

" 0 0 - 2e, '" '" -2u, 1 - 2U4 ,., 
" 0 2e~ 0 -le i 2 u.1 '" -2 01, - 2 01 1 

" 0 - 2e1 " , 0 - 2U 4 '" -h2 '", 
" 0 - 201 2 -2011 '" 0 0 0 0 

., 0 ,. , -" -2 uj 0 0 0 0 

" 0 '"' ,. , '" 0 0 0 0 

'. 0 - 201-, 2Ul~U~ 0 0 
. 1 

0 0 

On 0111'1"'''' q ... , li 1( 'cl le que i2 = -1. l'oroM 

SOit Au (resp.A, ) le K ..,~ace 'celot ie' cngendrte par (c. f.hl 

(1l:51'.1' 1.'7)), Au "'" 1'.lg~e <le Lie <.n'Pic <Ic: <linICMlon croi. et AI eS.! 

le A l'module <iml'''' 000 de Lie <Ic: d"ne ... ;"" <lc:u'. M • Au ID A. (00 

(A,,2. 0) e.<! urr ... petl>I,~bte de Makh (cu en .. on d'ElcnberB) et 

M c: U-. 

" 

1 

1 
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CHAPITRE III 

SEMI-SIMPLlCITE DES 

SUPERALGEBRES DE MALCEV 

INTNODUCTION 

Conformémem il '" défini,ion de G. Hoch-ch,ld. nou, éludion, 

'" ,em;-,imp!ic i,é de< _'''l''',ol,l:b, •. ' de M"l cèv, Ap.'" avoir donl>é 

G"e lq ue, définition' el ' héorèn>e> nu porogmphc 1. no,", étoblisson' .u 

p"mgr.phe 2 un ,h&,r.!;me lu, le. olgtbre, Je Malcev M telle. que 

Rad(M ) '" J(Rod{ M). M,M), Ceci MU~ permet de démontrer le prindpal 

résnltot de te chopi're ou "'''-'8mpl>o 3. 

111- 1 PRELIMINAIR ES 

Soil K un oorp' enmm","lif de cilnlclbi<tique diff<'ren'e de d",, ~_ 

Théorème III· ] · 1 tniW<ènle .... PoillCu ,é-BirKoff-Wiu, ) 

S"it L "n" ,""",nlgèb", de Lie .,ur un corp.' K. un.1 'On ~Igèbre 

enveloppante el (j : L-----> U(L) le n1orph imoe «,"onique de 1. d,", VIL). 

Soi, (ei~E 1 u'" ba", de L 1~lIe quo 10u' les élcnoenl. ei so,ent homog"""', 

(où 1 e>l un ensemble !olaleme"1 mdoor><!). Alors 1 "~ le. produ its ,le la 

forme <J(c,,)<J(e'l) ... <J(e, , ) .'cc ' 1 S '2 S ... S 'r el'~ < i~. , lorsque Ci, 

oppan""t il LI (p"u r p _ 1.2 •.... r) co"" it<>e"' u"~ ba-e de U( I. ) sur K. 

(dI7) 



Soit L .. Ln e L 1 une ~upcrnlgèbre Je Lie el U( L) .nn algèbre 

e nvclopptl nte , NOlons U(IAI) la ,ous-algè bre de U(L) engendrée par 

K .. Ln. U(L,,) . " ,u"i I"olgèbre en,'eloppl"''' de l'algèbre de Lie Lo. 

N""s avOns le dillgomrne "o",mulalif ,uiv,nt-

___ •• L 

• 

U(I-<I)---." U(L) 

U(L) peulttre considéré COrnn'" un U(Lo)-modutt. . 

Soit «(j)~J une ba.e Je LI où J e,1 un en",rnble 10LOle""'"1 ordon"", 
,lors 1 et le.> monô""" c ~ __ e .i". (""CC q,. 0 el j l < il < .. , < jq). 

con"iluenl une U(Ltl)·ba", de U(L) , U(L) e<t donc de di men,ion finie ,ur 

U(Lo) si LI esl de dimen,ion finie sur K. (si q" 0 on po'" cj, ... e~ .. Il. 

Soit Vn le K·,,,,,,-e'p.ce de U(L) engendré par 1 el le, monÔntt;.' 

cilés ci·de"us pour lesquels q eSi pair el VI le K-,ou,-espace de U(!.) 

engendré 1"'" le, monôme, pou, 1e<q ""I, q eSi impai,_ 

Posons U(LIo ~ VU® K U(IAI) el U(U I " VI ®K U( IA)) : a10n on a une 

Z2_gradualion sur U(L) : U( L) .. U(Ll" e U( LI] . Nf>lon, Vo le K-sous

e,pare de VOl ellger>tlrt plT le. mllnô"",. cité. ti·<Ie«u. pou, Ie<quel. q est 

poir el nOn nul. 0" a la d&ompœitlO" ,,,ivante : 

U( L) "U(IA)) (!) (V,", ®K U(l ... ,j)(!l (V I ®K U(I ... ,)) 

L.U(!-) " I ... ,_U(IA,) $ ( V,; ®K U( IA,)) $ (VI ®K U( "" I», 

(cf 8)_ 



Défin;' ;on 111· 1· 2 

50;1 A ~ AO ID A 1 un anne~u Z, -grad ,I<'. SO ;l M un A·module 

Z,.gr<ldu6. M e.<l un A-module non nul e.U dit , ;mple .,; <C' ",u)< A· ,ous

n.ooule.' homogène, ,ont 0 el M = Mo (El M (. ~I e<1 dil ""mi .• imp)e ,i M 

es, b Wmme direCle Je A· .ou,·",ooul<:< .imple" 

RemolllUJ: m _l· 3 

Un A·mooul. Z:!·gradué M = Mu e M , e" ",mi .• imple ,i chaque 

A·,oo<-module homog~ .. dt M admclun 'uppleme nLlire da", hl , 

ptfin;I;Q U 111.).4 

Une K-, uperolgèhre de M~lcèv M de dimen,ion finie c " <cmi· 

,i,uple si <haque M·mOOule Zègrodué de di,,,,,n,ion fi ni. ",( semi .• imple , 

(cf. ~) 

ReUlil[lIue 111·)·5 

Comme 1·" préd<ée G. Hochsc hild [81. celle défi nilion est !t'ès 

re.,(ricltv •. pour la su ile nou, parlerons de sem,· ,implieilé poor la ",mi

.'implicilé au .<ens de G. Hoch""hild el de b ,em,-"mplicilé au "'os 

ordi naire. 

1 (mp\(; 111 .1.6 

Soi' M une .upe r;tlgèb re de Makèv ",mi.,,",p'" cl ,oit 1 un i<l<'al 

honlOg~ne de M. ulo" M ~ 1 <II r où r c." un i<l,'al honlO/(ènc de M. 



En effet, M e, t un M-module Z, -g,~dué de M don' 1. 

,cpré..,n,.tion a"ociéc e".d: M ------> EndK(M). Pui.que M.J c: l. 1 

devient un M-.ou,·module homogène de M cl M ét.m ..,mi_<in\plc. il 

viem que [ possède un M· 'OI,,· module 'lJppltmcm~;re [" de M. Nou. 

""on, alofS M = 1 $ l ' e, cOmme M .I' c: r: J' e!' un ;Jéal homogène de 
M. 

Une con<&!UeneC du lemme e<l 'lu' t"ut idéal homngtne d'une 

,ufl'Cl1tlgèbr-e de M,Jk;'. ",mi·,' imple est ""mi·,imple. 

[ smm\" [11 · [ -7 

Soit M une nl &tbrc de Makèv ct ,w' L uoc algèh,. de Ue Cu ntenue 

dan, M, Soi' A un M·module de Lie, ,Ior< A csl un I..- module de L;';. 

En effet soit (1 M ------> EndK(A) la 'ep'éscn,",ion "$<oci~ au 

M·,ood"l. de Lie. Noton, (1': L ------> EndK(A) la ""tr;etion de " 11 L 

(l ' e't K·linf.,i,c ct pou, ',y e L ,,,",y . "x~ m 1(l •• (I~1 • (1·.,(I·~ I . D'où 
(l ' CSt uoc ,c~ .. n"uion tic Lie de l' algèb'e de Lie L d"", A • 

1 cmme HI·I·g 

Suit M • M" (1) M t unc ,upcrolgl: bre de MolLèv. Si M ,:st ...,m; 

';rrçle telle que jI.!2 '- M. "Ior. M c" tic J _noyau non "u l. 

" 



En effet M2 .,t un idéal homogène de M, pa, suite M = M2 œ M' 

(lemme 111 ·1 ·6) <li" M'est un idé,,1 IlOmogène ,upplé"",ntai,e de M2 da", 

M , M_M' i:: M2" M ' z 0, ce qui entra îne que HM,M,M') = 0 et 
~ ~ 

M ' i:: N(M), M' .. 0 ca' M 2 .. M , D'<ti, N(M) .. O. 

Lemme 111- 1-9 

Soi t M = Mn Ifl M t une supcralg'bre de Makh ""mi -simple; alors 

M .. N (M) $ M ' <li, M' e<t une sUp"ro lgèb,e de M ak'èv de J - noyau nul 

et J (M,M.M) .. l (M) " I-\', 

En effet . N (M )." un id<'al homogèll' de M d'où M = N(M) $ M ' 

aveC M' un idéal homogtoe et sem ... u"pie de M, M ontrons que M ' eS! de 

I _noyau lIu l. Soit L ~ N(M') le I-no)'au de M' 

N(M ),L i:: N(M) .. \I' c M'" N(MI = 0 et 

L.M = L (M' .. N(M») i:: L ; il vien t 4"" L e<l un jdéal de M ct 

1 (L,M ,M l .. )(L,M' .. N(M ),M ' .. N(M ») i:: J(L.M'.M'j" 0_ Pa, suite 

L i:: N (M)_ D 'où L i:: 1'1 (M ) " M' " 0 J (M') est au.,; un idéal homogène 

de M'~~ M' étan' ,.,n i_S imple M' .. ) (M ) $ 101 - où M" est un idéal 

homogène de M ', ,\1 ", 1'1 (M ) = 0, LJo (, 

M - ,M .I-l - ,(N(M)+M' ) .. M "M' i:: M ' ct 

M " est un idéal homogène de M, 

" 



-HW.M.MI : J (M ·. N (M ) IlI M'. N(M)$ ~n . J(M ",M'.M')C; J(M ') -
(foo J (M" .M~l) c; M" ,..., J (M1 = O. ,) ~;(1I1 ;Il"", q. M ' c:; N (M) e l 

dolic que M " c:; N(M ) n M' " 0 et M'. J (M ' ). - - - -
H M). J( N (M ) ŒI M ' ,H(M) (/) M ' ,N (M HD ~n 

. 1(1)1 ',1>1 ', 1.1 ) . ' (M ') z M' . 

F.n effet. Ml~ ·I )= M(k \.Mlk),. (MIU)' 1) , En particulier 

M(I ·' ) " (M(I)(I) el alors 

M~.l)" (WI " I)II) " « Mlk)(l I)( 1) " (M (~J)m. 

Par rlk:urre" <:e si M(h k') " (M (~ )(t1 akln . 

M(l.o{k" ' )l • (M!k'\1){1) " ((M!k)'- ' ) (1) • ( MIl l) (k'.I), 

D'oi le \en, .... . 

~~ 111-1-1 1 

Sni, M . MIl IP M l ,,~,"peralg~bre de Mnlcèv. Soient A 'u,., 

~ou,·al&~ b", de Mnlc<.v de M e l B un ,<it!"l homog~ne de M. Si A el B 

w u 1'l!$OlublC' •. alor< A .. Il e" uroe ",pnal~bte de M, lcèv lisol uble. 

[ft effet. pui.<q"" B .... un i<k!al. AO c; Il . PllIlui\e 
(A • B)lA .. Dl c; A .. B (1 A .. B n I """ $<JU!'3Ilèb,e de M 
Pou. 1011' efluer k, {A+B)1kI C; AIl;} • B. l'Ulsq~ A el 0 I<NII rboluble< 
il ca,Me un C'~OCf m " 0 lei que AI ... .. R'·) " 0 Alon 
(A+BjC*") c; A' " ) ''' B c; B CI 
(A .. D)(z,w,) <:: «("+D )(_1)\ fn l <:: 8\")" O. 

A. D ~, donc une """.·..,pernl#b~ de M~1cb ,u,>lub!c • 



11 1·2 \\'C 1 1 

Soil M u,.. ~)gèbrc de M olcèv .ur Un cnrl" K de c,r.o:;té,ist;quc "- 2 
o 3. 

Défin;t;on 111 ·2·1 

Soit V un M_rnoouk: de Mukèv cl so it W un ..,.,,·ensemble de V. 
On DOle r,n nu), teur de M dan, W l'e",cmble WM " { v <; W 1 M .• '" 0 ). 
Sni, 1 un idé"1 de r, lgtbre de M alcèv M. On définit la ,"ile 
1(0) " 1. 1(1) .. Il. ,. ,, I(i ) .. )( k_ I).] (k. l ) pour un c nt;'" ~ " 1. 

PrOf""; t;"n 11 1· 2·2 

Soit 1 un idé"l d 'une algtbrc de M olet. M alors J(l,M.MI est un 
idéal de M et l' k).'\,l l:;; m .M.M ) + j(kl . 

En effet. 

M.J( I ,M,M) 1:;; J( M .I .I,jl ) + J(M .M .M 1) + J{M . ~I.IM ) 1:;; J( l,M.M) et 

J{ l,M,Ml ,," un idé"1 de M . Montron< par rhut"rence que 

I(\<I.M 1:;; J(l.M .M ) + ](k). l'Olt, Oc .. O. 1(0) .. 1 e" u" itlénl de M par 

suite 1{III.M " 1.M 1:;; l '" J{I,M.M) + )(01 (car l (l .M .M) 1:;; 1 l, 

Pour k z 1. )(1 ). 12 "1 J( I).M . (l.I lM 1:;; J{U.M) + (I.M) I +( M. I)] 

d 'où J(1) •. \1 1:;; J(U, M ) + 1.1 i:: J(l.M.M) + [(1). 

l(hl ).M " ()(kJ.l( kl)M C; j (l(' U(~ ).M ) + ( 1(ki.M)Ul< ) + (l''f.I(k )) J{k) 

i:: J(I(' ).)( ').M ) + {J( l.M.MI + )(k)I I{~) + )(k ).I{kl 

i:: J(I(k),)(k l,M) + J(IN.M I + J(' ).J(k) 

i:: J(l. M.Ml + I(h l). 

Ce qui ad.-he la cl",,,,,"",''''t;''" _ 

NOlIS ""on, alo .. , 1 )(kl + )( l.M.M )J M .. 1('1.M + J( I.M ,M).M 



0;: [ll K) + In.M.MI ] + J(l .M,MI 

0;: II') + J( I.M.M l, 

el 1(1.) + J(I./I-1./I-1 1 e>! un ido;;~1 de M. D'où: 

Prooosjljon 11 1·2· ) 1(1.) + 1( l.M.M ) e<l un ;dé~1 de M. 

l'our 1. _0.1.2. __ 

Soi, R le rad;o~1 Té,oluble de M_ N"-,, avOn' l~ .. ite 

R ~ RI") => RI I) J .. , => R(. ) " 0 rour Il n certain n "nlier. 

NOlOn, II. " R(k) + J(R. M.M) pour k" 0.1.2.. .. où Rlk) " 0 poor k~ , 

P[(l!X!S;I;on 1H· 2· 4 

I ke>l"nidéal<.le M ell~ O;: IH I O;: lk (k _O.I.2 .... 1 

En effel l, eS! un iMal de loi en Ve1"U de la propos;lion 111· 2·3 el 

II. ~ 11.+ 1 car RI') => I{O,+ I). 

De plu.' 1 ~ " (R(k) + J(R.M ,M1XR(K) + J(R.M.M» 

D'où 10 ptopn<;';on • 



No", , .. " n., une ,,,i'e d'id",,,, de ~1 , 

Il. " III:J I l j . . j In_1 :> ln .. J(RM .M ). On s"pro.'e désormais q"" 

R j J(R.M .M ) , 1",. 1" c;: R. NOl""S P le plus pelil entier positif tel '1"" 

I ~ C R. Alo", 000' ,vo", pour m < p ; lm" Il. et R2" I ~ " 
, 

, ~ , 

Noos ooteron, pour ,i"' plifier Ir" 1. Soiem M" Il. e S la décomposition 

de U vi de M et i l'inieç' ion çanoniq"" Je S dan, M. Il. éwm un idéal de 

M. R cs' un M_mo,Ju., de ,\ lalcèv , 

Soi , p', M __ E"dR( R) la reprb;ent.tioo a,,,,,,,,iéc. 'lui 11 • de M 

'--<>cie. 1" (') " p~ 0;' pour ',"Jt r de R; p;( r) " u. 

NOlO n< l' = P' 0 i. P CM une repré.<em.tion de S dan, R, Il. e" donc 

un S-module de Malcèv. Soi l le diogromme "r iv,n! : 

~, , R • , ~ ,Ki " "", 1. , urje(,ion t~oo"i'l"" de Il. d,ns 'Yr . 
(" up,)(1) = 1t(p,( I» _ nid) c ~ ( l)" O. II niste alor. ufIe unique 

applica,ion K_lrnéaire p, 
diagrnm me : 

Il. ~ôp, 

• 

rend,,", çômm"wif le 



Poo , 1001 f da" , R, p,(,+1) = " • 1 el p, 0 " "' '' 0 p,. 

ii, induil une applicalion K " hn~ai", ii , s --" End( 'Yr"l toi 'lue 

P (' " ,j') 0" " 1[ 0 p(" 'Il" 

= " ° [p"op"op" " 1'" 0P, ,op.," P"op,_", + P" 'jop,,1 

"(P <) op "op, , " l' " oP "oP 'J' P .,0P ,,,,+ P " " oP ,,1 ° If 
Puisque If ~<l ,urjeeti( ,1 ,'i~n, q"" 

P (',<2j'3 = ji ,-,oP "oP . ,' P ,,0P .,0P ,,' p "oP _,,,, ' P ""oP" 

P : S J Er>d( 'Yr" ) est un<: ,cprt<enlJlion de M .. lcèv de S da,,-' 'Yr" -

(d"al de 'Yr"l. Soi! " , ,, ne 

application de T dan. T dtfinit par " ,ft)" " T 0 p,_ 

0, induit "ne applicalion K_liné"ire 0 : S _ End(Tl !elle que pour 
''''l.S) IrO;' élément< de S "n "i! 

~ - (0" 0 0 ,:)[ ' ° P 'JI + (0 ,,0 o., li t 0 P , , 1 

= (0 " ° o., 0 0,,)(') - (0"00,, ° O,,)( t) 

- (0 ",,0 0,< )(1) • (0,," o.", )( T) 

"' 



~ «(1" 0 (l" 0 (1" - (1" 0 (l" 0 (l,," (I"i) (l,,,, - 0 ".,,0 0,,)(1 ) . 

D 'où o('"v>''' (1" 0 (1,< 0 (1., - (1,, 0 (1,,0 (1" - 0 ",,0 0 ,, " (1.,0 0". , 

e,,"ne reprtsenu"i .. " de M~kèv de S dnns T. 

T .51 un S-module de Mal d:v, 

PrOPO"I;QO 111·2·5 , 

Soie o, ' 1.'2,') IrQ;, élément.< d<: S CI " .'U~ !roi, élément, de R 
IIOU' OVOn' : 

- - --
~ (1' "oP . ,)('_1. 1) - (1' "oP >,)( '2 " 1) 

- -
+ l' .,.,(r l" 1) - l' .,(r l '~' 'Ir~.' Il. 

En cff cl , 

- - --
(1' "oP ,,)(r~ .. J)- (1' " o P , , )('2 + 1) 

- -
+ l',,,,(r l .. 1) - l' . ,(rl· ' + 'Ir) + I I~ 

" <1 ('2I) - <)('l'ZI + «3<2)C 1 - <2(" '3) - ' 2(' 1(3) + 1 

" '1('2'l) - 'li' 1 QI + «"2)r1 - 'l(Q') 

" ['1«201 ' ('J'Z)' I - <!("'J)- <'('l") 1 

+ 1-<I('2'-1l-'I«!'1I"'!<' ,'Il +"('IQ)] ' 1 

" 



(On rappellc qu.c J(R,$,S) ~ 1) . 

Soi l A ~ T $ K (,omme direçte de K'e<pnce. vectoriel.). 

Muni"on' A d'u"" structurc de M·mooulc en posnnt : 

CI" M _~, End(A) I~ r"f''''""ntation ,,,oci.,., . M.K . 0 ' (M)( K) • 0, 

et p"ur TET. 'E R et' E $: 0' (T)" O.(T)" tIr + 1) ,. . 
Soient X "fi + '1. Y z" + '2. Z z ' .1 + <.< ok< ékn",nts Je M " R $ $. 

Sôit T E T. 

-
z (0.)0 0 '10 0_,)(1) + Il 0 Il . ,01' >1]( '.1+1) 

-
+(0,,>,0 O"X~) -I TO Il ,, 1 (,,<.,H, .)+I ) 

- - --+ ~ 0) l (P ,,0 P 'l)(r,+ 1) - (1' _,,0 Il ,,)(,,+ 1) 1 

-
+ T 0) I II ",zI" .. I) - P , , (" _'.1-+"'.1+1)) 

= o(""j'J( t ) + t((.",)q + (. ,rl)'.I+ (Il")') -+ 1 ) 



(pui:;quc 8 2 C. 1) 

Il vienl 01,.,-, que 

poo, des élémeol< X. Y. Z E M. A cM un M· ,,-.,.:j,,1e de Malet •. 

Re moroues IJJ ·2.6 

1°) P. rx -~I rx lei qu. p, (,+1) = ,, ~ J pou, IOUI , dan, R vérifie 

-
l' 'l,i,+J) = ("1'21'''' J 

= 1('1 .'1.') + '1IS2')' '1«1') + J 

= ' 1('2') ' '2('1')'" 1 

= ('1('2')" 1)- 1'2('l r)-.- 1) 

-
= P .,,(' 2'''' 1) - l' 'l('I' + 1) 

- - - -
= (1' "IOP 'l )(,.-1) - (1' 'lO I' ,,)(,+1) 

- - -
= (1' .,01' 'l- P "oP .,)( , +1 ) 

"1 P SI' P '1.)( ,+1). 

Ain,; % "SI un ),I · modu le d" Lie. 



2") De même On mO"'re 'I"e <l" ", • 1 <l" _<1_,1 e, 

0', " ,~(", ·11 ' 1. D'où T es! un S-mooule de Lie e! ', ' r, ,,', r, ',.r, .,.', 

Nou.' a,on< T~· 0 <<lr 1 ""- R e! !oo! élément nOn oui <le T es! .u rjec!if. 

Pour 'Ou!, de 1< e! pou, un élémen! oon nul T de T 

' .T" <I; (T) " T(r+ l) '" It 0 "Xr). Com"", t 0 ~ c U ,urjectif, il vien! 'lue 

(t 0 r.XR). K c! pa, , ui!e K ". R.T i:" R.A ç;; M.A. 

M . I( . 0, d'où K i:" (M.A)M. Il ,"t' ul,e le 

Sor! M unc algèbre <le Millcè, e! R ,on r. <l ical résoluble. Si 

J(R,M,M) .. 1<, alor, il exi". "n M ·module (de l.ie) A de dime",io" finie 

,el que (M.A)M ""- O. 

111 -3 SFMI·SIMPUCITE 

Pmoo'i'jon 111·)- 1 

J ·noyau non "ul. Soi! R le radkal ré,oluble <le M," alo" 

R " J ( I<,M{~M(») .. J(R,MII.MlI). 

En effet M é!an ' <le J · noy.1U non "ul , po,on< L ~ 1..0 $ 1.. 1 le 

I ·uoyau <le M. L est u" iM.ll homogène non "ul de M, comme 

M ,cmi.,. imple M = L $ M'où M' cS! au"i "" idé al homogène 



de M (\cm" .. 111- 1-6), TeH'! élé",ent, de M . '&rit d" manière unique en 

• "Xt +q «Hl ' 1" LCI ' 2" M l_ SOit p' M-~)L"ù p(~) " XI la 

pr"je<tiM de M ,ur L , P e>l un morphi , noe de "'rcralgèbre< de Malcèv. 

Soit ~ L-~) VIL) j' injection ".""nique de L da", 'M algèbre 

cn>'eloppante U( L), P = 0 0 p e .. un" représentali"" de Lie do: M dan , 

UrL). V( L) cS! alo" un M-module. Soit U(Mu) l'algèbre enveloppante de 

MI' N"". O\'(Ins le djallmmmo - Mil ......!....., M 00 1' , VIL). 

(00 p 0 i)lxy) " O(p( xy»" o(p( . )!'iy» 

=[ O(P(~».o (P(y)) 1 = [(0 0 p 0 ;X, ).(0 0 p 0 iXy)] 

poor deux élé"","" x ct y de Mt,. Il vien! que le diagramme ,,, j"an! "", 

commu 1.1tj f: 

MIl----•• VI L ) 

• 

Url) est donc un U(MII)-mooule. 

Sai! le K-e,pace vectoriel B " V(L) $ M'. B est "ne K-'"rcr"lgèbre Où 

B; E U(L)j $ M' ; li " 0,1) ct la multiplie,"i,," e.<l déf,nie par : 

._y "y_. "O,i ' E U(L)Cly E M': •. y =,ysi.,)' " V(L)ou si 

',y " M', On ",unit B ,fu"t <t,uctu'" de V(M,,)-module en PO'"'"' : 

Pm" tool b = u+m' de B (.-.:," ~ VI L), ",' ~ M') e' w" UlM,,) 

w,b_",b = kb <jw _ k E Ke' w.h _ w.(u+ m' j= w.u ,jw," K 

(W.U "<l définie p'" l"IClio" de V( M,,) 'u, V(L » ), 

" 



SuppoW" ' q • .., R ::> J(R.M(hM,,) alors d'~prè, le lhéorème 111.2. 7. 

il e. i'te un M(I",,,od,,'" (de Lie) A de dimen'ion finie 'cl qu e 

(Mu_A )~to ~ O. No"'n , ®Q le produillcn.<Oriel relalif à U(Mn), Soil 

T ~ B ®,J A. On d~finit 1'.10tion d~ M'ur T pae : •. (b .. a). (ub) 41 a 

poor lout , .. M ellOul b .. " e T. T devienl 010" un M· module Cl 

puisque L est de din.,n,ion finie. U(L) c<! de dinICn!ion finie !ue U(l,,) 

(d. peé limi "ni r~I) , S.,;"nl ll .u t. __ o. up 1 une U(Lo)·ba", de U( L) Cl 

{m t ..... ~1<j 1 une K·""'" de M' , POlo n_. bt,. Lb; = Ui pour IS" i S" P et 

br'; - mi poue I S i S '1 I\lor. Ibth_." bp. q l engendre R rel;"iv~m"n, ,, 

i"anncau Un,,). Soi l 1"1 " .. , am) u"" K·basede A; , 1"" 

1 bj .. Oi Il ~;~,n;)Sj~f>"~ con""ue une K·N.", de T _ Il vien, "lors que 

T" B ®o A e.t un M· module de dimen.ion fin,e ,ur K. 

En pl",,,n' To .. Ru 00 A "1 T l • Il , ® o A : T de"ient un 

M· n>o<lule Zl·grodué f ini, Soit b un élément non nu l de ( M n , A )M •. Pour 

tout y de Mo. nou_, ovon , y.(Kb) = K().bl _ O. il ,ient que Kb e.l un 

Mo·,ou,·module de A. Soit W le M-sou,-module homogène de T défini 

par W " B 00 Kb. hl étant ,emi. <implc nou! pouvon, teri", que 

T " W @ W' où W ' eSl un M· ,ou.·moduie homogèn e d~ T 

'upplénICntaire Je W, 

I)'autre pan b ~ 1:" '" (,omn'" (,nie) pour 'l e M". Ok e A. , 

(où W" " Til r. W ; W,'. " T" r. W'), Alors. 

", 

WAh'eW' 
'" k u 

~"h~ =h + h', , 



avcc h" l>~hl" M ,,(Wn) <;; Wo, h' = 1:x. h Îc E M o,( W,, ) ç;; W(; , , , 
Or 1 0 b" W" d'où 

h ' " Wu r. '1'.'(." 0 e. po< ",ile 1 0 b" Il ,, ~" •. ( Wol , 

al Si LI ,. 0, nou, "",m. 

Wo = Bo 00 Kb " (U(L)o 0 0 Kbl (() ( Mi) 0 0 Kbl 

,, (V0 0 . U(I",))®o Kb 

" Vo 0 . (U(I",>00 Kbl. 

D'où Wn <;; V 0 «K (U(M o)00 Kbl " Va ®t: Kb 

1 ® b E Mi l W" <;; Vit 0 . Kb, il v;<"' que 1 e V,r_ Ced e<t ab.urde <k 

1"" la définilion de V,: ' 

bl Si LI = 0, nous ,VOn' T = UU",) ®o A ct To " T, T , " O. 

W" = Bo ®" Kb = (U(L)o ®o Kbl" UII -(I) 0 0 Kb - Kb. 

D'où 1 ®be "111,'1'.'1\ =0. 1 ®b"Oe.'tab,"rd~, 

Ain'; nOU, ne pou,-on, ",'oi, R", J (R,Mo,M,, ), 

D'oo R " J (R,Mn,M,,) = J(R,Mo,Mu) . 

Soit M .. M " $ M I "ne K" "!",l1dgèlll:e de Mol""v "'nl;"imple de 

J ,noyau nul. Ah" Mil CM _<en,; " inlpk: '"l ;':n, ",d i noire cl M r " O. 



En effet M él.nt de J -noya" nul. l'idéal Mf + 
, 

MjMnEllMI 

engendr' par M 1 C." réwluble (cf, 2). 11 vien' '-lue 

iMal ré,oluble de M" ct a;o" ~If + M[ M o i: 

M[ + M [ M"e~IUn , 
R Alo" M I i: R, 

N = R ŒI M 1 eM uo "lé,ol homngène résnluble de M (lemme II I· 1 ·1 1). N 

e,t .. mi·, imple en 1>0' '-Iu'idéal hornog~"" de M • Mn !li M, ~t N~ c N. 

D'.prè' le lemme 111· 1·8 ,N e" de J . noy"u lion nul. Appli'-luo" .• li N 1. 

proposit ion 1ll ·3·I, il vien' que Rad(No) .. J( llad(No),N", Nol Où 

NO '"' M"r. N '"' R Alo," R = J(R,R,Rl '"' R2 , Pu i><iue Il est ,-t,nluble 

00" R ~ 0, D'où M" e,{ ""o'i -"mple ct MI c; R '"' O . 

Soit M • MO (fi M 1 une K·.upe",lgèbre Je Matcèv <cmi.,imple , 

M'" N( M) (fi M'où M' e.t """ . uperalgèbre de Matc,=v de J ·noy.u 

nul (lemme llI · j ·\ll, Pnr ,v ite d'a près la proposilion 111·]-2, 1. 

compo.anle homogène de deg,é 0 de M' notée Mil ,," ,emi."mple au 

Si N (M) " O. al"" Mn = M '1 est ""mi-.imple au ""n.' ordin.ire. 

Si N(M ) " 0, .Iors R = J(R, Mo,Mol (proposition 111 ·3· 1), D'où 

R " J(R,M II,M n) i: J(M". M " ,M,,) c; J ( M ,M,Ml" M' (lemme 111 - 1-9), 

R étant un idéal de M,. c'c" au"i UII idéal de MO" Mn r. M' el comme il 

,," réwluble ; il ré.ulte qlte R c; Rad( M ;,1 '"' 0 et M f) e>! ""mi.simple au 

$en, ordinaire, 

M étant oon,idé,é C<lmme un M·module; nou, avon, MM qui est un 
M·sn",·modu le honlOg~ne. AlorS. MM admet un 'uwlémemairc 
homogène l' don. M i-e M ~ MM $ P. 

Ml ~ M,P C; P (cor P •. <t un ,di'ol ) e, M (M.I') ç:; M,P, M.r ~'l ,'" 
M-.<oi"-moduk homo~è ... du M-modu le P. 



AI"", l' = M.r e 0 "ù Q e,1 le ,upplé"",nlair~ h"mog"ne de M.r dans l' 

M.Q c: Q" M.I'=O. d'"ù O c: MM el doncQc: MM " 1' = 0. Il ,·ient 

Que M.I' " l' cl M = MM III l' =MM (11 M.r = MM e Ml , MM e" Une 

:térn·algébre (c'e" donc "OC .'upc:mlgèbre de Lie) el il e<t 'emi -,imple Cn 

!On! qu 'jdéal honl(,gtr>e de M. D'aprè, l ~l. MM = (M M)J ,,0 CI pat .'uile 

),1 : ", 2. 

M = Mo $ M I" (Mile M t)' 

D'où M IiM 1 • M I el comme Mt~ = Mo cor Mo ",mi-,imple au 'c", 

oroi","", il ",Cnt 'IUt Mr~M • M. Il en ré'u lle le 

S"n M • Mo e M 1 une K" up<"1"nlgèbre de ~1oJIÙv. $i M est ",mi_ 

<impie . • 1"" Mil est u"" algèbre de Malcev ,emi .,imple Ou '-Co, ordinain:: 

ct M().M • ~1. 

CQ(oll oj", Tn -, -4 

Seril M = Mn <fi M 1 "ne K"ul"r.lgèbre de Malcèv """,j.,imple. 

Alors M = L.,, $ S $ M' où 

s = sie s , c'l une K-_'upc ralgèbre de Lie 'cnri -,j ,uple ou .,,",n' de 

G. H"d"ch ,ld_ 

M'.st UOle K-a lgtbrc de Makèv ",mi.'imple"u ",n, <Jrdinoire de 

"'-'Y"U nul. 



En effe" 

d'~p'~s le lemme 11 1_1_9, M ~ N(M) e M ', N(M)é,"n, une 

'"p",algèbre de u e, ,1 vien' que N (M ) • r.., e s Où S ~ s le s , ... , une 

K" uperalgèb ... de Lie ",mi·.imple e, 1..0 unt algèbn: de Lie ""mi,.imple 

au sen< ordinaire (cf. S ) 

M' ~ M {, e Mi élan, ,It,., K-<(I!"' ralgèbre œ Malcèv <emi._.imple de 

-
J -noy'" nul, alo," {Mi )l = 0 (pro po,i,ion 11I·}-2), Par ,uite Mi.<I 

un idéal " O"'<l,trIC de M' ; il admet d''''e un ,upplémen'aire homogène 

dom M', ~ ,upplémentaire co~·r.dde J\'ec Mi, qui devient au«i un id.,l 

de M', Alou Mo' Mi (;; Mi," M i ~ 0, Comme Mo' M' ~ M' . 

(théorème 111-3_3) il ",en , que 

D'où M i ~ 0, Noo , "von, dooc 1\-1' " M" e! M -eSl une algèbre de 

M olCh scmi·s imple." 'en, ordi""i", "" J -noyau nlli. 

D'où le corolla il'e • 



1.<: ooroll,ir~ nOus pcm'Cl cl ·,ffirmer qu ·une '"pc,"lgèb,~ de 

Malch ",mi. ,i,nple nu ,,,II' de G. Hochschild '" décomposent en ,o,nme 

directe " ·"ne "'pcml~~brc de L;e semi.,imple Ou se", de G Hocbschi Id el 

"."n<: algèbre de Ma lch semi.,imple.u .<en, o,dinoi,e de J ·nOYOIl nlli . 

" 





CHAPITRE IV 

RESQLUIIILITE DES 
SUPERALGEBRES DE MALCEV 

INTROD UCTIO N 

Soi' M • MO e M 1 "<le ,upet,lgèbr< M M.lch , u, K un cOTpS 

commulOlif de C""'Clé',''',!,,' nulle. Don< ce chapi"" nouS tnOnlrOn' qu~ 

M ~<t rf<oluble sj cl ,eul~m/:nt ,j $' compo,"nl~ homogène de okgré .tr<> 

.. , un<: algèbre dt M"k~v résoluble. Enfin nous générali,,,n. le théorème 

de L,e aux algèbre., de M,lch ré<oluble •. Dan, [221 Sûll.ing .... a montrf 

que pour IOu le algèbrr de Maletv ,,',oluble M il n i'le "n" 'u ' le 

çrOi<Sttnl~ d'idéaux de M :0 " MO C MI i:: ._ i:: Mm " M ,elle que Mi e>! 

de d'men,ion i poor i " 1 ,. .. m '" dim(M) (coroll,ire du ,héoreme de Lk), 

lei nous trOuvon, qu 'il est in~",,,"", de mon"", q..e {OUI M-modu le de 

Molch V p<><sède un <lropeau ,ta!>1t par M. 

IV· ' rS U , IMINr\lKt;S 

Soit M une K" up"rol gtbre dt M,lcev, 

On con,,,"i.le. Jeux ."il/:' <le <OI1<." l gl!t.-c~ dt M <ui,"nl~' : 

/>1 1= M:M1 = ).\,M . • ),1_=M.M'_' pour. = 0.1 .. .. et 



[)tfi" ;t;O" IV· I · I 

M "", dit ni lpo<cm , 'il e.istc un e ntier """,,,,J p Id que M(r) ~ O. 

M Cil dit tt&Qluble fi l c.i<te UII ent ier ,"'tllrel p toi que M (P) '" O. 

Rcmawue, IV· I·2 

Poor 100' k " 0 .1 .. . , Ml "'" u ll idé.1 de ~I mai. M(k) ne l' ... , pas 

,,,,-,jours . 

Une u\gètrre de Mnlch nilpole,~e cs' tt.oluble. La rtdproq ue n'"" 

p.o< 10UjOUrs ,'mie. 

1 emme IV . I.) 

Si dim(M ) S 2. ni "" M e." une ,up<:rnlgèbre de Lie, 

l .rmme IV·I·4 

Si dim( M) " 3 e, M nOn de Li e. alors M M' isomOJphe à l'une 

de, 'upentlgeb<es de Malcèv , "ivan,,,,; 

/1-1(1.2 ) définie par UII" v; u1 _ a, 

M(1.2.(J) 

M (2.1) nb"b;.u _ _ u ;u2 : b. 

( • . b (rc..'p, Il,v ) ""n' oomog~"", de degré 0 (re.p, 1) ). 



(Pour la démon,,,..,,ion cf. 1). 

IV_2 RESO!. II HILITE 

·I])tortme IV_2·1 (Théortnoe de Lie) 

Soi , K u" co<p< oommu",;f ~ lgébri4ue""'nl do, c' dc 

c"roclérbique nulle. So" L une "Ig~b,~ de Lie ,,,,oluble de gl(V) Où V 

est un K-e'l",œ "e<:wrrel de dimemion finie, Alors L IoL,,,, invari.nl un 

drapeau de V. (cf 9) 

Soit K un corp' commutatif algébriquement do. el de 

caractéristique nulle. Soit L Ulle algèbre de Lie résoluble 

et p , L ------> EndK{V ) une ,eprésemali"n finie de L. PI L) "" "ne 

. lgèbre de Lie ""'JI"ble de glIV) et V l''''sède un drapeau (invariam por 

pIL)) : 0 ~ VII \;; V I \;; ,., >;; Vm ~ VOL) d'n'IV ;) ~ i pour j = 1,2" ... m e, 

L.V; . p(L)(Vj) \;; V, 

Mieu, .,i l>'I. __ .,v; ) est "PIC K·b.", de V; (1"; i,,; m) alors p-oo' IOut 

caractè'e de M. (i .e . À' ." Ulle .pplioOl;o" K· l;né.;rc de M ,Ian, K el 

)) (Ml). Ol. Il ";en' que 1.2.V, \; Vi . 1 p-oo' i = 1 .. , .. 0\, 



Soi! A .. Au III AI une ~"pcr;llgttn de Li< de dim ... sion fi nie ",Ue 

que 1\(. !lOi . l'tsoluble. So.t p : A;, ___ EndK (A ,}lel .. '1"" pour x e Ao: 

A , '" V !t lque : O. Vu <;; VI ç .. !;; V .. .. A, ooly ..... "il es, une 

K-b:!", de Vi ( 1 SiS ml. De pt... 1\(, Vu p(A"lIV,) ç Vi el A~. V, <;; Vi_l. 

Soit k .. 1.2 ...• m el iJ < k .~)on; 

-
) (';",.vt.:)- "~ ('iVj)VI. .. (w . " ('Jv,) ~ (y,v, }yj)" 0011 w" V'_ I_ 

-
O'nu lre P'rI J (v,.V~.Vi)" (v,)2 v1 • 2(vlv, )V k . 0 _ Soi , 



Snit K un corp.' commutall f algtbriquemen t d o . et d. 
c~ract.ri"ique nulle. Soi l A ~ Ali QI AI u!Ie ,"pe r. lgèhre "" Lie te lle que 
Alle .. ré.",lu b1e. Alo," : 

i ) i l existe un drapea u de A l : 0 ~ Vo \; V I \; ... <;: " m = AI 

(où di ">!";) ~ i) stable par Ali . 

. ) (2p ) ( , V ' ) O V " A <;: Ali + m-p+ l ,n 'p+ 1 Ct 

En effet. il résulte du théorème de]je c.r A l est un Aormoduic de 
Lie . Soit . Iors 0 ~ Vo \;; V, \;; ... \;; V m ~ A 1 ce drapc." . Soi t (" 1 •. ... "; ) 
une K·oo<e de Vi (IS i S m). Nou.' .vom 

Ain,i ii} ." vérifiée pour p : 1 ; '''Pl'O~on, 1. vr;lie l'OUr t{)(Jl 

entier strictement inférieur il p+ 1. 

: A O p+l ). A 12p + l) 

, 2 2 2 
<;: I( A;I + V m _p+1 ) (il V m·rl.(( A,, + V m_p+ ' ) (il V m·pl 

<;;; (A l,+ V,;_p) (fi ( Al,+ V~_r>+ , I . Vm.r 



A (llp"j+ ' j = A IJlp+ I)J • A 121P+ 1)) 

, , 
0.= (An" v .. _pl@Vm _p_l. 

Par ,uile A(lIP+I)+I)~(Al .. Vl )ev , D 'ool~kmme . .. Il m- p rn_p' . 

Soit A " Au e A I une superolgèbre de Lie 'Uf K un corps 

olgébri'luemenl <10' de <"rac1éristiqoe "ulle . Aue" résoluble .i et 

<culemen1 si A e." résoluble . 

En effet .• i Ali est résoluble alor, Aiti" 0 pour on emier muurel 

non nu l n. Du lemme IV- 2_2. il vien! que At" V .. j Vm_t :::> .•. ;;;;' VOE O. 

rur ,"i ,c. d'aprè, le même lemme 

A 12m+ tJo.= Ar, .. v ,20.= Au .. 

A (lm.n+ t) 0.= (A Il m+' J Jlnl 1: [A " Ji n)" A:; )" 0 (lemme 111 -1 _1 0). 

D'où A e,1 , ésoluble. La récil"""'lue c,1 ,riviale . 

" 



Lemme IV_2_4: 

Soi! A "' Ali !Il A, une 'upcralgèhrt: dt M"k~v de J -Myau nul 'u r 

K un corps "'g~briqUC""'''1 do, dt caroc!éri"ique nulle. Ali (~l résoluble 

,i el >eu lemenl si A esi réwlu blc, 

En cffel , A étan' dt J _""yau nul. j',M" 1 • (A r + A i _AU) e A , 

e,,!!cnd,é l''' AI e.<! ré",lublc (cf. 2, llléortme ~ ·4 l ,Si Ali «! ré~luble, 

alors A ~ Ali + 1 . sl "'''''ubie d 'après le le","", ",.,.", La réciproque 
e!;{ niviale _ 

Soit 1.1 .. 1.111 !Il M I ,,"" <uperalgtbre de Mnlcèv .ur K un corp' de 

<"r.lCléri~liqllC nu lle. M{)c" réwlublc.i ct ~u le'rlCn!" M e<t rts<>luble_ 

En eff~!. 

"';1 K' une clôtu,e algébrique de K, Nous ""On' M' ~ M ®~ K' c", 

r~",I"ble.i C{ scuie""'nI ,i M e.'{ ""oluble car ( M' )Inl ~ M{nl®K K'_ 

On suppo<<:ro alors que K es< algébrIque,,,,,", clos_ Si M CSI.1/: dimen ~ion 

pS 2, al= 1.1 cst IIne 'up''''''gèbre de Lie (lemme IV·I ·3) .1 le lemme 

IV_2_) nou, donne le théorème, 

Si M e>1 de dimen! i"n 1r0;' non dt [je. alor' M esl i'on,orpl1e" 

M ( 1.2) , M( 1.2. ~) , "" M O. I ) (lemme IV · 1·4) (~ "" 0 ). Ce< 

_'upcralgèbre, de Ma leèv "'ni ,ou{e;: résoluble, e, oonc .'<,,, r,cnl le 

lhéorème . Suppo',,", par récunence que le lh&trème e,1 vrai pour 'oule 

,upcm lgè bre de MJlcè . de dimen,ion 'triClemeOl mférlcure ft "' (un 

entier non null 



Soi, M = Mil $ M, "ne ,uperalgèbre de M, lch de dimen,ion ni 

lelle que Mil eS! résoluble. S<>Î. L .. N (M)" l~, œ L 1 ~ J · noyou de M. 

Si L " 0 : .lor.' le lemme IV ·2·4 nO,,, don,.., l<: ,lIéort""". 

Par oonlre si L ~ 0: alo" '-4, 0;; M" e' '-4, eS! ré",luble. l'ar <u;.e L e" 

ré,oluble (Ie",,,,e lV.2.3) . MIL '''' une ,uper"lgèbrc d. Makèv d. 

dimension n < m. (MIL)!) ~ MJ(., eS! rt,o lublc pui<que Mn e.<l 

ré,oluble. Gr.1ce à l'hypothèse de mur,enoe, ;! v,en, que MIL e~, 
r6o lublc. L el "~ é,ant ré,oluble,. M "SI ,ésoluble. Rée;!,,,"!ueme", ,; 

M eSl résoluble, MOI eSl ré,oluble en ,an, q"" '00" algèb<e de M • 

Kcmnroue 

La nilpOlcnce de Mo n'cnl"i"" pa< celle de M. P.r exemple. 

<on,idtr ... la 'upernlgèbre de Makh M(I,2.1l) avec Il ~ O. 

I V·) GE NERALISAT ION DL I TlIfQRHIE pE LIE 

[",mme IV-3- 1 : 

Si A = 1\" $ 1\ 1 e" une ,uperalgèb,e de Malcèv ré""lublc 

(,e'p.nilpo'enle) "Ior, G(A) eSl ré,oluble (,e'p.n;lpo'en'e) ooi G(A) eSl 

l'en""lol'P" grn .. manniènne de A. 

En effet, il 'uffll de remarquer que (G(A))n 0;; An @ G el 



1 t'IDme IY-3 -2 : 

Soi, M .. M" $ M, u"~ ,upeT,lg~bn: <k Malcèv ,ell~ que MOes, 

ré,olublc; M , .. Kv '" Oe! v1 = 0_ 

Alo," r M,~ Iv .. 0 c t M , ~" un M, ~mod"1c de Lic_ 

Fn effe" M, " K.',,, "n Mn-modu" de M"leèv, il exi". dM' une 

application K- linéair. 0. de Mn dJn, K ,elle <]ue l'''ur tou, ,dan. Ml' : 

'.Y _a(x)y. S, poor '00' " de Mil. 0.( , )" 0 alo" 1 Mij Iv <;; 0.( MO,Jlv _ 0 

e, Mo- M , _ O. soi, M , eSl uo Mil-module de Lie. Supro,oo, qu 'il .. i"e , 
un ~Ié ..... n, ,de Mo lei <]ue « (x) "- o. . , lors y _ - ,' E M,~M, _ M,. 

«(, ) 

Soi, z un ~"' ..... n' quelro"'l"~ <le Ml. alon Kz GJ Ky." "ne ,uper

""u,.algèbr. de M e, K,. $ K v <;; M 1 _ M ~ ID M, . D'autre pan pu;"!ue 

Mû es, résoluble; M e .. résolub'" (' héorè ..... IV·2·4) par ,ui'e G(M ) e" 

une algèb", de Malc~v résolubl. (Iemn .. précédent). 

Du rorolla". 1.4 8 de 114.p. 81 il vien' que 

(G(A»)7 _ ( M t,® GII) $ (M , ® G,) ,,<, nilpotente (G l'a lgèbre 

gra"mannièn ... " un ilai", ). 

U " (Kz ® (if,) $ (K v ® G ,) <;; (G( A»)2 d'où U e,t une wperalgèbre 

nilpole"'" NO\" avons ; Um _ (<«,))m. ' K v ® G, pour IOU' ID > 1. U elt 

nilpo,~n,e d'où um .. 0 pour un cerlOm enlier ," > 1. Soi, 

(CI(z» m- 'Kv = o.emmÎn,,,, que jaj,))"·' .. O. Le corps tIe ""-'" é,am de 

c.,-tlC'éris,iquc "ulle, i l viem 'lue a(z) " o.. 

D'où pour 10"' Z E Mf, a (» .. 0 et oin,i r Mf,lv" o. 

'" 



Montrons que M 1 = K v eSi un M,,-moJule de Lie. Soit ~ ,y E M,,: 

J{ , .y.')" {xy)v - .(yv) ... y(.v) '" (l(,y)v _ u{y)«(. )v ... (l( , )o.(y). = 0 

c~,.y E MÔ; d'o,', M I .'1 un MI~module de Ue • 

Ceci t,am n(Ml< <OI'II!nc. en ,,,,-"<ure de Mmontrer le 

Théorème IV·3·3 : 

Soit M une algèbre de Mnlcèv ré,"luble >ur K un corps 

algébriquement do, de e'''>Cléri,lique "ulle. Soit V un M·module de 

Malcèv de dimension finie m. Alors. il e.isle un drapeau de V : 

0 = VII ~ VI ~ .. . ~ Vm = V invariom JXl' M où dim(Vil" i pour 

; ~ 1.2 •. " m 

0. plu, noo, ,von, M2.Vi <;:; V, . I pour i = 1.2 .. .. m. 

En effet. montro", le théorème rar récurrence_ Si V est de 

dimen,ion un; V"" un M-module de U. (propos ition IV-J-2 ) ct le 

lhéorème est ..... . 

" , 



Sup~wns que le ,!hffirême e,! vérifié pour (Ou! M-modu'" de 

dimen,ion p <: m (où m> 1). Soil V un .\I -module de dimens ion m. L<: 

lhéorème 1,4.9 de [1 4. P 8 ) noo, di! que V n'"II''' un M· mo<h ,1e . irnrk. 

Soil W un ~hou,-module pmI"" de V. 1.<: K.e,p;lC<O vec'oriel qu",i~n ! 

U" %' ~""n M·module (de M,lch) de dimen, ion r", m. Appliqua", 

l'hypOlhè« de récurre nce" U, il vien' qu 'i l exi"" U" J"'re'u de 

U : 0 = U" ç; UI !: _. !: U,,, U invMIOnl fXW" M Où d,n,(U;) " j pour 

,= 1.2 .... r. De plus nous u'ons ).P,U, <: U' . l pou r i" 1.2 ... . r. 

Soil (UI,,"".U,) Urie 00,. de Uj, 

NOIon, v; un repré>enlanl de Il; poor 1 5 j ,.; r_ 

W ,;lan, un M-module de dinICn<ion p " m _r " nt. il exi,,,, un drape~u de 

W stable par M, Soil 0 = W,, !: W l \; .. , !: Wp = W c. drapeau où 

(WI .. . .. Wj) c.'! UIIC 00,. du M·,oo.-module Wj el de plu, nov, ''"0"' 

'" >_W.i" ÀJlx )Wj + w' , 

(00 lOI] e Wj_ l ) O .. i C<! un car.>c'~re de M Mpcndanl d. Wj) . 

Pu'sque ).LUi ç Ui el Ml,U; c: U,. 11 1 ,,; i ,.; rI nou, avons 



,Z) 

I~I que ur .. Ui_1 (l'Ou , 1 S i S r) 

Soi, F " (WI . . , . ,W ~" , . . _ .• v,)_ Momron, que F e"",," b",,,, de V, 

SOiIO" ! <lj Wj+ i ~i Vi (0) 
j '" i= 1 

• 1 • 
I~i vi _ _ Llljwj E \l'd'où I lli("i.W)" O +Wel 
;;, j:l ;:, 

• 
I lli u ; 

j:] 

Comme (u, ... "u ,) es, une b",c de U. il ",en! '1"" Il; ,, 0 poo, 1 S i ~ r. 

( ' )devieol !<XjWj :O :_<oi,ai"Opour ISjSPlcar(W] . .. ,wp)e,{ 
i:' 

une M.'" de W ). Il .<'c,"ui, que F e" ur", famille libr<: el puis/lue 

p + r. m .,dimV, F "-" ,,"" base de V. 

Po,ons pour p+1 SiS: m Wi " " .p_ Sni, Vi le " _"<pace "ec{o,iel 

engendré par (1"1 •. _,w,) pour 1 SiS ni. 

L'tgali.é ( 1) n:,tc inchangée ; 

w' , 

"veç w iE V, 1 (pour 1 SiS p) 

Soi, (li;' U" rerré_',,,, ",,, , <le ")' _ L"cgnlil(\ (2) devienl: 

(po"'p+ l S i Sm lP." ."iIC M.V i<;;; V, Cl M2.ViCV; , . . " 



Fin"l~m.nl 0 = VIO >;; VI \;; ... \;; V," " V e<1 un drapeau d~ V invan"nl 

pa, M (dim(Vi) = i poli' 1 = 1.2 .. .. m let de plu, flOU< .. On, 

M!.Vi C V i_1 pOu, i" 1.2, .. m. 

D'où le ,hfo,tm • • 

En po,an, V " M. pat la reprt<entalion adjointe on oblient 1. 

corollaire démonlré dan< 122. Théorème 41. 





CHAPITRE V 

ESPACE-POIDS D' UNE 

ALGEBRE DE MALCEV 

V. I I N THQ])! )Ç TION 

Soit M u "~ al g~b<e <k Molch <k dm",,,,",,n finie .ur " Un corp' 

con,nlu lalif "" caracl~ri'tiq ue nu lle. Soit V un M-module de Malch de 

di"",,,.ion finie et p la ",pré,"n talion associ"'. Soit S un .,,",-ensem ble de 

M el ).. " ne fonclion de S dons K. on définil l'espace propre V~(S) et 

l'cspace poids V~(S) de V rcl:uh'emcm <1),. (CI S) par: 

V),(S) ~ (, E V 1 If XE S. p(x) ~ Â.(l) vi 

V1.(5) '" l" e VI " ' E S. 3 n E N' lei que (p( ~) . À(,))" v. 01 

lorsqoc S _ M. Yl.(S) c5I 001& VI.. On OI{l(cro (P(') ·l{x»m v pru-

Ü . M))m v (où ln '''' un emier). D'n' ce chapitre n<>lls montrons le 

1. ,,,,ullal ,,,i"nI : 
Thl'0rèror; V -4-6: 

Soü K un corp' de caracléri 'lique nu l"'. Soil M une K-algl:bre de 

Mokèv.' V un M-mod ule de Molcèv. Si V~~O. alor, 

a) Poo, !oote .ou.,"lgèb", S "'mi ·sim ple de M, on" S.V ~ .. O. 

b) le esl un ça,aClè re. 



c) yÂ est un M-sous-module de Y si et seulement si 

il existe une base (Vl, ... ,Vn) de yÂ tel que 

*) V X E M, (x - À(x» VI = O. 

i-l 
**) V x E M, (x - À(x» Vi = I,ALi (X)Vi-j pour i = 2,3 ... n 

j=l 

les A! . étant des applications K-linéaires de M dans K. I-J 

Dans ce cas YÂ ::j:. O. 

Dans [21], M. K. Smith à montrer que pour tout module de Lie 

d'une algèbre de Lie L, si yÂ::j:. 0 alors yÂ est un M-sous-module de Y où 

À est un caractère et YÂ ::j:. O. 

Ensuite nous donnons un exemple nous assurant la justesse des 

conditions énoncées pour que yÂ soit un M-module. 

Définition Y-l-l 

Soit À une application de M dans K ; À est un caractère de M si À 

est K-linéaire et À(M2) = O. 

Soit Y un K-espace vectoriel de dimension finie, Y est un M

module de Ma1cèv et À : M ---7 K un caractère de M tel que YÂ ::j:. O. 

Soit v E Y Â alors pour tout x E M nous avons x. v = À(x)v d'où 

x.YÂ c YÂ et YÂ est un M-sous-module de Y. De même (x - À(x»v =0 ; 

par suite YÂ c yÂ D'où nous avons la 

66 



1'rop<l1;!jOD Y· j · 2: 

Œfinj!jQDS y.J.J 

. On <k'5igne par SJ(2,K) l'algèbre de L.ie ,impie de di lnension !roi, 

don' une base {c,f.lI) eS! !C11e que eh .. e. rh = -f.c! cf ~ ~ h_ 

. L'algèbre C' e<! 1"~lgèbre <le Malch .imple de dimension sepl 

"ynnl une ba.", {e' .. ... "7) don! L1 taille de molliplie",ioo e,<lla ,uiv. me 

"le2 " --«e2 eleJ " -~J Cl"4 " ""'-"'4 

' l e~"ues ~ 1 "6 z Ct"6 e,e7 " <le7 

*1 " 2<7 e2,,", = - 206 e,,~ " e l 

"",. " kS e,"6 '" C 1 "4<'7" el 

CSC6 " (le.;( e~e7 " --«eJ Cfl'7 " <le2 

où 0.., (l " K, le, ~OU-eS produit> CiC) (où i < j) éwnl nuk 



V·2 LIN T HEOijt:\IE SUR LES MOIII II ,ES n E U f 

D~n, cc p.".gr~phc. nou, ,up~rons que M Ul une K, .lrèbre de 

M.lcè , cl V un M· mod"k de Lie, l'our la démonstration du théorème 

V· 2,3 nOU5 D"On! h<:,oin de d.u~ lemme. donl le promier est une 

• • ten,ion du théorème de Lie bien co nnu (cf. 9 1. 

l,cm[!'IC Y·2· ) 

Soit M une K. ulgèhTC dt: M,lcèv ~",Iuble d'in dice p Sur K un 

corp< nlh'<Obriquemcnl cio. de CU"'cthi.tiq ue nulle. Soit Y un M·module 

de Lie de dimension fInie. nlor< il e~i'le un drapeau de V invar;.n l par M 

Le. il ""i<le des OOlI S e'pace< Vi (i", 1 ... .. n) tel , que ; 

O~VO \;; V I\;; ... \;; Vn ~V et M'v, \;; Vi (dim(Vi)",ij, 

En ~ffel. V étant u" M·module d~ Lie, soit p ln représentation 

."""ié" 11 V,A '" Ip, l, E M 1 est l'en,'~loppe de LIe d~ M. 

A- !;: [End(V))' et A' e.t une K· . lgèb .. e de Lie ré",l"bl" car 

[A'] lr) \;; p(M(r) '" O. V 0<1 1L,,, ia!cment un A' .module d~ Lie. D',,;, par 

appliClltion du IhW",e <Ic Lie V pos.<.I:dc un dropeau : 

0" Vo \;; VI \;; .. . \;; Vo " V lei que A·. Vi 1: Vi (;:()"" .n' et dim(V;I" i. 

i" ...... ite M, Vi ~ A', V; 1: V,. D'où le lem"" • 



I&muo: V.2·2 

SO;I M une K·nlgèbre de Ma lcèv. SOli p "Ile repré<emalion de Lie 

de M dan, V el soU A ~ L(M) ~ Ip,l . E M 1 "ne enveloppe de Lie de 

M, Soil Â. : M ------> K une fonelion lelle que V~ ~ 0, alor, Â.' : A---+ K 

défi nie p~r Â.'(y)=Â.(,) (où , E M lei que y = p( ,j) ." une fonclion de A 

~ [ yÀ(M)" VÀ'(A). 

En dfel ; monlnm! que À' e.t bien définie, Soil y ~ A cl 50ie nl 

' . " e M Ici, que y = p( . ) " p(."). SOil v un "ceteu' non nul de y À; 

alors J>'I"' lin cntie' n"lurel non nul m 

(p( . ).I..( , ))m(v)" (pl,')·).(x'))m (v) " O. Comm" y" p!.) .. p(x'). il 

vien! que ly·).I.))m(v) "Iy·).( , '))m Iv) " O. p'" <uile 

0 ... v e W,(.lfy) .... V~( '"l(y) d pui'qu" pour 10ul uoomorphi,,,,,, y de V 

le< e.'p""e· poid, VIl(y) M'lnl c"nf"ndll' ou d 'inter<<<lion nulle (cf. 3) ; 

nO"< au,on< VJ.l ' )(y) " V~I " J(y) el 1.lx) " I.! , ·). 

D'où À'(y) " ~I .)" ~(x) '''1 bien JUini •. ). ' : A _ . K c<! donc urIC 

foncl;on de A dan< K. SOil v E VÀ: 'Oil y e A, il existe x E M lei que 

y" p( . ) e, J>OUI III un nmurel donné (y.~'( y))m(v) .. (p( ~)_Â.(~))m(v)" O. 

Pa, con..x.uence J>OU' [0'" y dan' A. (y .I.'(y))m(v) ,, 0 el v E V~'(A). 

Réciproquemen! ~i " e V~'(A) "In" pou" dan. M. 

(p( . ). ~(,)m(vl : (y ·J..'(yl)m (v) = 0 (avec y = p(') et m un na!urel 

dooné) , J>'I' 'ui,. "E YÀfM l. Ain.i yÀ(M) = yÀ'(A) . Dan' la <uile nOu' 
confondron, .. : el Â. . 



ThéQrème V_ l _.l 

Soit K un corp' de ca mctéri<ti<jue nullc ~I w it V un M-modu'" de 

Lie. Si y~ ... 0, .10" 

il Poor 100IIe "",,-.Igl:bre M' ",mi_.imple de M, on a M'.Y~ ~ Il. 

iii) yJ.. e.'>I un M-w", ·module de Y. 

iv) V )" # 0 

En cffel, '"ppo""n, que M ' e<l une """,_algèbre semi."mple, Soil 
p', M' ---0 End{V) la représenl,lion de M' dan, Y induite por celle de M: 
Y devient un M'_module de Lie el y),,' '" Il où l,: ui 1. re, lnclion de" il 
M', Soi, A' = l (M') une enveloppe de Lie de M ', M' élanl ,emi-simple, il 
en esl de même pour A' (cf, 12, lhéorème 15),Nou, ",ons 

yI. (;; yl.'{M') = yl.'(A') (lemme V.l.l) , D'uprè . (2 1] 

yJ..'I A') " YJ.-(A') .. Yo( A') car A' semi . ,imple. Soit ~ e M', .Ion 

PI') e A' el p(x)(yJ.) (;; p{.){Yo( A'» = 0, VI. e,1 invariant par M', yl. 

",1 donc muni d'une , lruclure de M'· module Irivial, d'où M',VI. = 0, 

Ce qui a<hève la démo"'lrm ,on de il. 

Suppowns maintenan1 que M e<t ré"oluble . Soit p; M _ . End(V) la 

représenl:llio n os.oci&: el K une cloture .IMbrique de K NOIon, 

M = M ® K K e, Y= Y 0 " K,Alo .. M .,t une K-al gèbre de M"l~v 

rt,oluble de J,men<ion finie el Y un M·modu le de Lie de Jimenlion 

finie de représen,a,ion indoi te p, il vicn, du lemme V-2-1 q u' il •• i.1e un 

dropeau de Y ",ble pm M ; 0 = Wn (;; w, (;; .. , (;; W" = V où 

'" 



di m( Wi) ~ i Ct M. Wj 1: W,. Soit. un v<xteut ""n nul de yl. alors 

w '" v ® l "- 0 et w" V. JI ",,-<te"n entier i comp'i, entre Lé," et m tcl 

que w E W'. I et w ~ Wi_ Soit;: image de w dan, W ~ WiYwj' ;: est 

-un vecteUr DOn nu l du M·module de Lie W de ,epré.<entmion il induite 

par p_ Comme dim W ,. l , W~w~ ~Wu OÙ ~ eM un caractère de M_ 
D'où : 

- -
w E W~(M) 1: W~ '(M ) "''''')l' 10 restriction cie ~ 11 M . M ® 1, 

D'.utre (Illn v .. Y-" implique w e y1o(M) car 

• • 
(p(~)-),,(~)l"'(w) = ( p(x) .),,(. ))m(v ® 1); (p(~). )..(x))mv ® l ,,0, il 

vient doo< que 
. _. 

(p(x).),.(x))m( w) " (p(~)-),,(~ )l"'(w+ W ,) = (p(~)_),.(x))mw +Wi z O. Wi 

et ai.,i ;: e Wl.(Ml_ 0.., ;: E W~(Ml"" W~'(MI cntr.tîne que),. = ~ ' 

e't un ëaroctè,'C_ 

Supposo., que M e,t une algèbre de Maicèv quelconque et soit 

M; R (il S une décompo,ition <le Lév, de M (R est le radical ré.",lublc ct 

S une _,om.~lgèb", ..emi •• imple (au scn. ordinoire»), De ce qui précède; 

la re.<1riclion ),.,S de )" il S cM nullc el )./R ("'>t';<lion de),." R) e,t "n 

carocre"" SOil' ES, H = K, @Rc,t"nc K-algèb'e de Moldw ,t'Ol"blc 

et par suite ),,/H rcmiction de)" il H est un c"""'tère, lIu"i, 

l.(us+l}rl = al.«) + I})..(r) = [1),,(, \ '7 r ER: li. E Set a,[I E K, 



Il <"en SUil que À e .. lirlé.ire sur M el corn"", Àf]f est un caract~re. 

J..(.R) <.= J..(H2) ~ 0 '1 SES. C"mme Ml ~ S + SI{ .. R2. noo. aV<Jn. 

iii) t:1 i.) "" d<rnontrenl de f.'><;/ln analogue au cas de. alg~bres de Ue 

(cf.ll) _ 

v_] CM ' de S1I2. K I (1 d. c-

Dan, Ce paragrophe nou, Mtermi~ron. le. e.pa"". poids v~ de M 

Une "Ig~bre de Malet. simple '" y un )"I_module lini non de Ue el 

.imple . Le corp' de base K • . '1 algébrique"",nl elo, el de cameléri"ique 

""Ile. 

I.emme Y·3-1 

Soient M _ SI(2, K) el Y le M-mod ule ,impie non de Lie de 

dimension deux. Soil À une fonclion de M dan, K: alm-s yl. = O. 

El> dfel. soit V '" Kv .. Kw . 

Soil (eJ.hl un" ba"" de M .. II. que eh '" e ; Ih '" - f; et ~ kh. Soil l' la 

rePTé"'ntntion ,,",oci6c " V ",,"' ",'On' pie), p(l). p(h) qui .onl dér.ni, 

par le, malriee' re'l"'e1i,'~' (rclot i"e""'"1 " la b.1<. (,' .w)) 

( 0 ' ) ( ' - ' ) (' ') p(e) .. 1 0 ,p(f) = 0 0 e\p(h)>o 0 _ 1 



Soi, U E O(Jv + !l<,w un vec!c"Uc de Vic (O(J.!l<, e KI. Soi, ~ e M, 

~ .. ne + bf + eh (a.b.c e K). Po",,", X ~ p(x) - l.(~) ; "" ".,nt", q'''' 

Xm(u) ~ X(X""(u))'" o.mV + Ilm"", (m2: l) où 

J am '" (e - A ( ~ ))a .. _1 - bPm_, 

[ fim ~ oa .. _1 - (c + A(~))Pm _1 '" 
o;IeI(S) .. l.(x)l + ob - cl. V)..,. 0 , i et seulement si <IoI(S) .. O. ""i, 

À(xjl ~ cl . ab D"", cc co, a m -Ilm " 0 si (e· 1.{x))a .. . , . bfl m- ' '" 0 

ce<:; ;ndércf'ld'nlnlCn, <le , (j.e . de •. b.cl Il v;en' 'lu e a m. [ z Il .... , "O. 
De proche en PfO<I>o. nou . obleno", U<I - !lo, _ O. D'où V). oc o. 

s..,i, (c 1. __ .. e, 1 une b"", d~ M .. C- ct (v 1 ..... V7 ) Il,", ba'" de V un 

, . , 
M-tt1"dule ré gulie.-. S"i, w " tll:, v; u"<'léonent de Vl.et, '" t Ojc.; 'Ill 

élémcn'dCM(~J.aJe Kl. 

, 
l'osons X" tajP(e l · :Vx) 

j-' ' 

, .. 1 j-' 

, . , 
X" u '" X(X""o) " tll :n Vi" X( tll~ _ Ivj) . 

,~ I i~, 

1 J . 7 . 
_ (tOjP(ej))( t ll:n_, Vi) ' .M~) t ll~ _ , Vi 

J-' i_ 1 j-, 



eo ..... 'oC plt,l\'j '" -;>ICj"'" ,1 .'ien, """ 
1 1 , 1 . 

X ...... .. l l l a jP:" _I- a ,[I~ _I )J>{tlh , · .. ( 0 ) rp:'_1 ' i • 
j.l i _j+' i ~ 1 

- al la 1 P~_ , - al P:"_, ) -2 + (a, P~_ I - a,P:"_I) ".1'" (a, P~_ I - .. P~_ ,)-4 l 

+al ( alll~_, - aSP~_I) "S + (01 II~_, - a6P:"_,) '6 + (", P~_I - . , p:" _,) vll 

. [ 2(alll~_, - alP~_') v, - 2(a1 P!._, - a. fI~_ ,) v~ • (al P~_I - &:1 fI~_,) v,l 

.2(. IfI!._, - a. II~ _1 hs" <al P~ .I - "6f1~_I)v' • ( .. II~_I - aTP~_ I)v1 
• a t(,s fl:'_l - 3611~ . , ) v. - (aj ll~ ., - a711~.,) VI .. ( "f,II~ _ 1 - .7 11~_1) vI! , 
. .. (.) r~:'_IVi. ,., 

II~ "na 2f1~. , - 0.( A) .. na, )P~., - a.. 7f1~., • a..6f1~, 

p! " na)P~ ., - ( .. {.)+a" )[1:., ·""7P~. , - ,,"sP ~., 

[I! " na .[I~. , - (J.(.) .. aa, 113!. , - an 6P!., ... UIIsp! ., 

13~ '" -uasll~., - h .p! , .. 2a ,fi!., -Oü) - ua, )P~., 

fi! "' -natJJ~., "'2a.II~, - 2a2f1!., - (l.(x )- aa, )II! 1 

13 ~ ", - (l;I1P ~ , - h,lI! , . 2a lll!., - ( .. (. ) - aa, )II! , 

" 



C( B",_ I _ 

$0;( A 10 m'uri~ d<!fini~ par : (poson, J..( . ) _ J..) 

- ,. -" -.. -" " " .. 
~, - J.. - Cla l Q Q 0 -Cla ) ~, 

~, - J.. - aa l 0 ." 0 -aa~ 

w, - J.. -=1 -m, a" 
-m, - 2'.1 20.1 -J..+!la l 0 Q 

-~, , .. - 202 0 - ),+!la l 

-w, - 2a1 '" 0 0 -J.. +=l 

Bm -AB" I el nou, ,yom dei Il '" -1..(. )(J..(~)-a" )J(1..\ . )-t«~ 1 )l . 

V). "0 si el ",,,lerne'" si ''''I(S) ,. O. mil J..(. ) : = 1 : J,.j . ) : - Wl l ou 

1..\<) : 0 . 

" 



1°)"" S;)..{ . )~aaIJlo" V)."O. 

En effet ).(x) ~ rx." .oit )..(al' 1 + .. +a1 ' 1) ~ o.. 1 

V~('IJ{ , 1) EV,,! , , ) '" V a(") " K v~ + K vI> + K V1. 

Soit w ~ ksv5 + k~v~ + k7Y7 " V"-':' l "ol{x 1 H6) " V,,!, 1 + '6). 

Posons X '" p( . 1 +>~) . aidv cl Y " p(x ,HS) - uidv 

Xw ~ (p(x , )+p( , ~)· uldv)w " U(~5'4 + k1"2) 

X2", '" X(Xw)., (·2u)o(15'4 + k1Y2!. 

Par réculTenc"", il ,ie"t que Xmw '" ( . 2a)m- ' a(k5'~ + kJV2). 

Si de plu, w" V~(· I··,I( 'I H~)" V"!Xj H S! nou, J,on, 

y",,, a(K5'4' k~Vl)" 

Y'w " ( .2a)o( k5v4· ~hV.1), 

Par rtcurrence. il vienl que y on'", ,, (·2u)m'- la (k SV4 · k6v~) , 

Si w " y~ ,10'1 w e yo.( . 1) n VU( x 1 +>5) n V"!x I +'~) ' D'w 

x m", '" 0 '" (-2a}m - Iet(\;5V4 + k7'lI:() cnlraine que k5 " kJ " Oel 

y m' W " {I " ( .2et)m·- lu(k5" • k o'~ ) = 0 entraîne que " 5 " ,,~ = 0, 

Nou, dédui,on. que k.1 = ko " k1 " 0 el par su;,e w "O .• oi' y~" O. 

2") QI Si )..(. ) " -eta 1 a lor< V' = 0, 

En eff~1 M x ) = ---{l~ l ",il )~a 1 x 1 + .. +a] .. J) .. -"'Il 

V"-':' I1('I) E V- aÜI) " y --a(X I) " le", + Kv., + K' • . 

Soi, w " k' ''2 + kw, + k.V4 ~ yl.{, ,. , 11( , 1 H .') " V-<l(, 1 H '1 . 



Poson, X .. p(~ I "q) + ai ~ y et Y "pt" "'l) + aidy. 

Par réeu,,,,nce. il .iem que Xmw " 2(2a)m· ' (k.vS - " lV1). 

Si de plus w '" V/.i' , +> ll(, ''''û = V-«( , ''''2) IIOUS avo", 

y w " 2(k.'"1 - k4V,; ) el 

y l ... " 2(20)(k .1V1 _ k4V'; ). 

Par ,ÜUTrence. il vienl que y m'w = 2(2a)m'-I (k~V1 - "4V,,) 

Si w e yJ.. "lors w E y-(1(,. 1) r. Y-«(. , ... ) r. Y""""{x , .... ). D'où 

Xml<' " 0 " 2( <W.)"' · I (\;4 vs . k1>7) ~ en,,,,i OC que k2 .. l.t .. 0 ct 

y ",'w" 0" 2(-20Y"··1(k.lV7· \; ' V6) " 0 en",,,,,,, que k., ,, l.t " O. 

No,", déduisons que "2 = k~ = l.t = 0.1 par 'Uil. w" O. soU VJ.." O . 

E" effel 1..(. ) ~ 0 quelqu • .<Oil • da", M el SO il lOI e y ). " VO alurs 

yO (;; VO ( , ,) n yO(q + q) ~ I YO(xj) " KVI . momronS que 

VI " \'Û(X4+'7) . 

ZlVI .. Z(Zvj) " (·2a)v l 

Z'VI "(.20.)2" . 

" 



pour tout cmicr naturcl m. 

Comme <l ,. O. Zl'V! ,. 0 poor 10ul enlier n,turc! p. 

Les lroi, ca, troi' és ci·hau! pcrmellcm d'énoncer le 

I,,,wrne V-3-2: 

Si M .. C- ct V e<l un M ·module régulier ct )" une fonction de M 

dans K : plou V~ '" 0 

TbéoÙ:me V_'1_.' 

Soil M une al~èbre <k M~lcèv stmi -simple et V "n M-module de 
M,lcèv ~emi - ,imrle 'ur un corp' K algébriquement c l o~ de 

c;tr.oc1éristi'lue nu lle. Si V~,. 0 ,1"" V~ 1:. N(V) , 

En dfc" 

" d·a~. (6] nous ,v"", M '" 6> M, 
; ~ , 

Molcèv simple pour, '" I ... .. n et Vj un .ou._module ,impie pour 

j '" L ... m) 'el. que 

l ' ) V t e<l le plu, grand ,ou,·module do Lie de V 

2°) l'our 2 S j S w. il eù'te un enti., k '" k(j). 1 S k S n t.1 que 

M;,Vi ,,0 pour '0'" i,. k. 



De plu, .• oi< dimV," 2 c, olor< : Ml ~ SI(2 ,K) c, V, .. <, le 
Mt - modu le .imple non dt: Lie de dimen,ion deu' ou ,;oi, di mVj " 7 e, 
alor. : Mt ~ c - ~, Vi e<t un M •. module régul ier. 

Dans ce, deu , ca, nou, u.on, monore, (lemme V·2·1 el lemme 

V·2·2)que VflMt ) " O. D'où V~ i:: Vf( M, ) .0 (l'Our j" 2 ..... m . 

• Alors V).. @ V). '" V~ i:: NIV) c .... V, ,. N (Y) • 
. i- ' J 

Y-4 · F;S r ACf;.j'O lnS n ' ! IN o\1. î':10Il UL E pE MA LCEY 

Soi, M un. olgèbrc de ~!ulch rés"luble <u' un corps K 

algébriq uemen, clos de c..-nc,ori$liquc nu Ile. Soi , V un M·module non nul 

dt: M.kt. de dimension fin", . Il e,i<!c un earne,ère 0. de M dans K e, un 

veeoeu' n"" nul VI de Y ,cI< que p(')v, :<I (.th, où p eS! la 

rcrrf<en"tion a~S()CiI'e 11 Y. 

E~ dfc" y (élan' "n M·modu le non nul) con,ien, un M·sous. 

module .imple W. O',prè, 1 14, Théorème 1.4.9) W c,\' un M· mod ule de 

dimen,ion un. Soi, W " Kv (. Appl iquant le Icmnlc IY -3 -2 à la 

, uperalgèbrc de M"lcè. M (li W (e .. en.';on d'Ek nbcrg ; w2 = 0). il vien' 
que PI')' ! " o.(,)v l où «e,', un c"",c,ère de M • 

$oi, M une algèbre de M"let. rt""lub le .,n, un corps K 
~Igébriq ue",en, cl ", de ca,oe,é,i,<li que "u ll e. Soi, Y on M-module de 

Male"" de dimen,i"" deu • . Si À c" une fonction de M d,n_ K ,elle que 
y À "" O .• 10'$ À e" un car.,c'é", cl~ M e' y À e<l un M-sous -modu le de Y. 



'" 
-o~ (O. )"(-(Ox)d '"~ 0 = (O,)V 110, 

«O.tr-(Qx)U)(I»: )y · " «O')y' (Ox»>)(OxW ,'UO'" ,nou 'O. = 1. =. J"Od 

«h)"( -(I.)n)(x)y ' ~ «')~":,)I))(I.l\' ~o,p (1 "X)A- " (l"A1X I !OS 

t~d .l. ' X)= 0 ~ (ZA)~( hPI('H)"('(~H) ") 

: SUO.'" 'flOU "P!( IÎ),! -(!.)" = A l~ I~ 9 ~ I IOS 

'0 ~ ~A lX I!OS '0 " « .y~·( .)"O)(. )V " "0 ' ~Ilnu ~"bU'[J?I""J"" ~r 

lU"I~ )1 sdJO~ TI '0 = [ _"{(')"('( ' )[I)( X)\I ~nb )U'!A l ' '0" t ~ uX >uJwo:) 

IA[,. ,« <J'(-«)U)( ' jV] ",lA uX 

IA[«x)'(-( x)tJ)( ' lYl = (IA( X)ylX ~ tA zX 

1 ~(,lV " (1~)(AP'(x)'(·(x)d) '" ~A X 

~ y; ' ''Ll' , J"W AP L(Yl'l: .(x}d. X ,U<>I0N 

'VII . unp ~ IMI Jnod 0" (Al\' , nb '""J'''')Lll '~A .. tA ~nh$lOd '()l ' U"P 
W "!' UOI,:tuo):IIln 1'~ V ~o) I,(X)V + Z~( , )"( ~ (tA)( x)d ,"rull" ,noN 

"J;>I""JU" un l'~ '( 1nu4-P ~",P 

,,, ~M " XM " NI. 1~ un UO"" ' "UlP ~ 'Inpow- w "0 ,,~ ,. % "' M "h 

~l "POU"-IV "P """'l :>\JO ~nl!"UOJ (1,'1' ) -~i\ " l " " 0 )~S '(o')y .. (0.)1) 

~"b I~l W ~p , .. ~"! '~ I! "'01" ' 1)" '( ....,'c ~A" DA 'S 

'A op 'Inpow·,~",,·W 

Qn "~ ~A = ~A l~ W . p "'~)""''''' un ". '( ~o,a ' XI = '( UOI" D.\ = ~A 

, nid ~p " "01" 'un UO!,u: ... up 'P lS~ ~A ><lb 'uosodd"S '''A ~ lA ~ 0 

" VIJ 'p "'~I"''''~ un 1) ,,, .. , l' 'lU~p~,~,d ~"WJ'I np 'I~JP U3 



da ~! M. 1)'011 My) = 0 I>our y E M. JI ,icnl donc quc pour 1001' E M 

p(,XV1). /..{X)'2 ~ I dooc V~ = V~: K" eU un M ·rnodu le. 

Si la dimcn,ioo <le y~ e<l deu x .Ior. V~ = V : d'où V~ eSl un M. m<xJule 

el 0 '" V (l !::: yÀ enlro,,,,, que), _ Cl .'1 un caroc,ère. 

D'où le lemme . 

I!UIA IW l!E : 

Lorsque 0" Y~!::: NM(V) Où NM(V) esl le J.noy"U de Y : alo," V' 
." un M·.ou,·modul. (de Li.) (cf. llIé",.me V·2· ]). Par conne si Y eSl 
de dimension supérieure à deu~ el que YÀ CI; NM(Y) .Iors YÀ n'c" pa' 
néce«airemen l un M·mooule de Maleh-. Nou, ullon, en donnu un 
exemple : 

Soil L = K,+Ky~Kz la K.,lgèbre de Lie césolub le dUinie p.r : 

'Y = z: ,, = y et F = O. Soit Y = K.,+ K~2+K ., le L·modulc ,le M.leh 

de repli,entauon p telle que: 

, 
x··'- - l v 1 • , 
x.V1 - 1V1 : , 
x.vJ· 2v~+VL 

y.Vl = VI: 

y •• ,""; 

Soit). le caroctère de L défini. p.r ),(x) = ~. 
Soicnl (o.b.c) ct (Cl,II,y) dc., élémt:nt, <le K' Cl ,oil " = <l ,. 1 ~ !l v, + y V} 

un vee .. "rœ yÀ. Alo,"" "'''Ir f ~ a(p(').~i,l) ~ brly) + cp( ü """' 

ovons : 

f" = lya)V2 ~ [·ua ~ Jl(b - c) + )'(b - C)]" I 

flu = lyo){b - C)" I .a[. o.a + !l(b - c) +")(b - clvi 

" , 



~ {')"l(b - c) + ual - f\;l(b - c) - ya(b - cl ]vl 
~ {n.1 -Ila(b - C) jV ] 

tl'.2U = (·aW\n"l - Il<>(b - C) Jv 1 pour P emier. 

tl'+lu = 0 "nlraï,.. qu~ (_a)l'\au1 - Ila(b - cJ] = 0: ",il cul - Ila(b - cl ~ O. 

On • al" .. f2 u ~ 0 'Iuc lq u~ ",it (a.b,c) ; il vient oonc 'lue Il _ ~ z 0 et 
" '" y V] . D'où y l. = KVl . 

YÀ= KVJ n'e'l 1'<'" un M,"'",· modul, car y.v3 " VI <1 KV3 . 
De plu, Yl." O. 

~ L!:mme V·4-~ • 

Soient M une K.algèb'" do: Mula.v el V un M·module de Mala.v. 

Snil 0 #- v.. YI.. 0;: yl.. % v e<l un M·module el (% v)À " V;( v' 

En effet. v e Yl.. il vienl ~e ~.v: M.xJv pour rnUl x de M. Kv.SI 

"""" un M·.ou.·module Je Y. % y e«1 alors un M. m<>d ule·quoli,nl Je 

Y. Soi, 0 z u e yl., pour IOUt, de M. (x· M.x)Jmu z 0 (pout m un enlier 

naturel) d'nù (x . l.( , )Jm(u+K vl " 0 + Kv en traî n.n t 'lue 

"+ Kv e (%,.>l. ,N,lU' """nS alo.--s V;{v 0;: (%)l.. Soil W + Kv 

un él~r""nl de (':ïK v)" .!or. pooor ]ou ' • de M 

( • • M.~»?(w+KYJ = 0 + Ky (pour p un emier nOlurel J. 

O'nù (x . À( x»)rw " A(,)v 

Par ,uile (x · À"»p. ' (w) " (x · À(. l)(A(' )''l1 ~ Ai')!(x _ ~(,))v l ,, 0. 

I! en ré,ohe 'lue (% v)), 0,;: v)( V . On conclue Jonc 'I"e 



ThéOftme Y_4 _4: 

Soienl M u ... algèbre de Malt,," ~wlubk .ur un c0'l'" K 
alg~briquemcn' clos de caractéri"i""e nulle ~ Y un M- mod u'" fini . 
Soit À u ... fonc'ion de M da n, K. Si YJ.".O; 'Ion 
a)),. e.t un car,eterc de M 

b) Y~ cst un M·.ou __ modulc si ct >culement , 'il ~,i"e une b= {VI .. ... Vn 1 
de Y~ tel que 

. ) 'i x ~ M.(, · ),.(x))VI"O. 
i-1 

• • ) '<! ' " M . (x - ),.(.)) Vi '" ~ A:_j(')Vj .j pOlir j .. U ... n ,., 
les A:_; é lant des application. K·liré:bre. de M da n, K. 

Dan. ce cas Y~ 0< O. 

En effet. le lemme Y _4_1 nous dil que Ya 0< ° OÙ u. e,t 

u" caraclère de M Si Y est un M-module de dimension un : alor, 
y : Y~ '" y a. A lor. ),. '" a est un calOCtère de M. On 'uppo'" po, 

récurrence que si Y est u" M-module de dimen,ion p < n tel que yI."" 0 

alon),. est un camctère de M. Soil donc V un M-module de dimensinn n. 

Soit 0 0< u E Va ct 0"" v ~ y I., Si V cst colinéaire Il u alo" À '" a est 

u" caractère de M sinon Y' ~ %" est un M-module de dinle"sio" n- l 

et v + Ku Il. (V 'I'- 0< O. Pat <uite (hypothè<e)),. est un caractère de M . 
D'où a). 

Nou, clllon, MmO/llrer par récurrence 'u ' la dimen.sion n de Y~ que 
, i V~ est un M·.ou,·mooule de Y alors il eX; ' le u ... base 1 Vt .. , .. vn ) de y )" 

tel que 
. ) Il , e M' ( " ),,(' ))Vt ~ O. 

i-t 
.. ) Il , ~ M. (x · 1..(,)) V; " ~ A :_i (x)v; .j pou, ; ~ 23, .. n 

j.t 

le< A: ' i étant de, application, K· li n<'airc.< de M don, K , 

Si n .. 1 ak>r< VÀ ttan! un M ·modul/: ( kmme Y ·4· 11 il exi'te (, 

un caractère de M el un "ecteur non nu l 't de Ya appart.nant à y ... 

Alors À = a el ain,i pour tout x de M (x - )..(,» Vt '" O. 

l'ar su;te <; yI. ~ K,' e.<t un M-module . • ) e.<l ,'érifié. 



Suppo,on' q"" ,i V~ ' .'1 un M·"'u,·rnodule de V un M· moJule de 

dirncn.,ion p < n 010" il .. i>te une ""se IVI, ... ,"r l de V~!el que 

.) ':f x E M,(x . À.( , ))v l "O. 
;-1 

•• ) ':f x E M, (, . I.(x» vi" l: A:_ j (") VI 'j pour i z 2.3 __ p 
j ' I 

les A:_ j tt"nl <le. ~pplicolion' K·l inéaires de M dan, K. 

Soil V), eSI un M·'<Hl,· mrJ<lule <ie V do Ji "",nsjon n. D'aprt< It lernn'" 
V ·4_1 il exitlc 0. un curacltrt de M el un ,'cc!eur oon nu 1 v 1 Je 
V" ~ppartenanl " VÀ. D'''; 0 .. VI € va " V~. Alors 0. _l.. el pour 

loUl x e M ; ( ~ .1.(.» VI ~ O. Pa, _'ui .. ' ) esl ,érifi~, 
KVI csl un M·.ou.· module <ie V. Considéron, k: M·module qUotienl 

W = VXVI = (VÂv/' "Wl.. qui est de dimension n· 1. L'hypothèse 

de récurrence I>OU' dil qu 'i l .. i'lC une rose 1011" "wn·l l de W 
lei que: i ) If x ~ M. ( • . M. )) 01 1 "o. 

i- l 
i i ) If • ~ M. (, - À.{'1l W j " l:B:_J(")Wi'i pour i" 2.3 ... n-I 

j- I 

les 8:_; ~talll Je. applkulIon, K·lintaire< de M don< K. 

Soient V;~ l un reprt<cnltlnl de Wi (i ·" wi. Viol +K'l J. 
o 

Monlmn, quo 1 v 1. __ . "n) c .. une base de VÀ. Soit 0" l: ~ jV j 
j.j 

• 
nlors l: ' j wj-! ,,0 ,on'i = 0 pour j "2 ... . " car {W] .... ,""n·l) esl une 

"' har.e de W. Il .,'en 'ui, 4"C al " O. [J'où {v 1 .. "vn 1 esl "nt: base de V~ qui 
es! do dime n,ion n. 

i)eslb:)uioolenl" V . @ M, (x . M, ) "2" Ai(xJvl (I~ linéarilé de 

A; (, ) ""t due ,. celle d. l'application (. - )..(.» ) 
i_l 

ii) impl iq ue que V • e M. ( • . À.( ~ )) Vi . 1 = l: 8 :_ f')Vi '.i~1 + 1\;"«)"1 
.l" 1 . 

pou r ;" 2,~. __ n· 1 (Là~D<ore 1, linéarité de l ' " ppl ic~(ion ( , .À.(~») Cl 
I~ li""ar;(é Je, B:_ J« ) indui «:nl cdle de A :"(. )). 

Pour 3 S iS n e t 1 S j S ;-1. po'oo< A:' i • 8: =~, 

AI "" poor i " L .. ,n 



;-, 
\1 ' E M. ( x - )..( x )) Vi ~ L Il:: :_, (xlv; _j + A;(x» ' 1 ., ,-, 

" Y A ; - (. 1'''-.. .-, ,.) . ,., 
D'autre part on a V • e M, (x . ).( x)) "1" Ai{,)v l el 

lx, À.(x)) v, ~ O. 

11 rt,ulte que [_, ,. ... vnJ est une ba .. de V~ (~lIe que; 

*) "'0; M, ( x ·),.(X))"I~O. ;-, 
*' ) '<1 , e M. lx , ),b)) V, " LA :_;(X)''i .j poor; ~ 2.3 ... n ,., 
le< A:_i ~!ant d<;, "PPlicoli',"' K· liot.'lire< de M danl K. 

La r6:iproqut eSl évident<: . 

Soi, M UIlC K.algèbre de M .lcèv el V un K·moduk de Maleh. 
M = JI.! ®K K' la K' ·alg~brc de M.lch oblenue p3t Ulcnsi,, " du corps 

K el V = V € K K' lc K'· module de Malcèv "bt~"U par "",en,ion de K. 
Soi, p la repré .. n':lIion oslOCitt à V , Il ., iile donc une reprtsen laÛo" 
p' dl: M do"' V qui eSI définie par : 
p '. ~k (v®n"p,(v)0 kk'oil.® k· € M etv® ~' € V,soi, 

P',"' k " P, ® kl K" (' K' ." ,'""plicali,," id<nli.é de K' dans K'l. 

A: • .• , la K'_exlension linéa ire <lI:).1J M'l ui .. , définie par: 
)..'(x ® k')" ),,( . ) ® \;'" ).( , )l' Où , ® \; ' € M , 

Prooo$i!iOQ Y -4· 5 

Y~( M ) ® K K ' ~ ( Y)~ '( 10.1 ) 
- -

Y),( M ) ® K K ' ,,( Y)),.( M ) 

En effet ; po.'oos 1 V l'applicalioo idcnlilé de Y ; soi, v"" v ® \; ' un 

géntralcur d< yJ..(~1) ® K K', ,,"C<; v Il yA( M) «p. _ Mx)1 v)my .. 0 pour 

m enlier) Cl \; ' " K" ,On" pour x ® \; E M : 

W, .. \; - ),,'{ x®k)l V ® 1 K')"'v'" [p' , ., . - À(x) k( 1 V ® 1 K,)Jmv" " 

" [p' . .. . - M . )) V ® k 1 K"]"' v' " [p, ® k ) K' - 1..( . )1 V ® k l K,Jm,, ' " 

" I(p, - ),,(,1 1 v ) ® kl K']"'( " ® k') " 



• [(l'x - À( . )I y)"' ® km l " .l(" ® k') = 
"' «p. - À( xl 1 y )'"v ® k"' k' = 0 ® k"'k ' ., O. . d 'où 

V!.(M ) ®" K' c: ( V »).·( M ) . 

Soit , .. v®k' un élémen' <k (V»). ·( M ) (k' ~ 0 ). aloi< 

(P"IIII • ).·(,@I) ly(SllK')°'v" ., 0 d 'où 

(p' ,~>I . ).(.@l)l v ®I K·)"'( v@ k') " 

(px ® 1 K' • ).(x) 1 v@IK,l'"( .. ® k·)= (px ' ).(.) 1 v)mv ® k' = 0_ 

P3I sui te (px . ).( . )1 V )"'",,0 et .. appartient à V!.(M) 

Aillsi , v ® k npportien' l V~M) ®K K'. On a dolIC 

(Vl '( M ) '" Y\M ) ®K K'_ 

On obtie nt Y!.(M) ®K K' = (Vk( Ml. en prenant III ~ 1 • 

JlitwèDle Y.4-6: 

Soi l K "n corp' de <uractéris ,iqut: nulle_ Soi' y un M ' rro<lule 

de Mnlcèv. Si y). ><O. alOI'< : 

ii) À eSl un caroctèrc. 

iii) y ). e.<l un M-.<ou, -modu le si el seule....,,,, <; 

il e, iSle II ne 1:>.1", {v l .... . v") de y Â telle que: 

. ) ~ . ~ M. I'·).I' l)vl = O, 

;- 1 
• • ) V • E M. lx · ).( , » v; = LA: i l')v;,] l'''Ur; ,. 2,3 __ n 

;- ' 

le ' /1; i é!nn! <k, ~prlicJlion, K·litléaire< de M dans K. 



Eo efkt. 

1°) N<:>u, '"PJIO"'"' que K cM .Igéb,iqt>emem cio<. 

&,il M' e>! uoe sou,-algèbre « mi ·simple . V eS( un M'.module el ""US 

"'M' VÂ. !.= VÂ.'(M ') oil À'esi 1, re'lriclion de À il M '. Du IMo~mc V-J.3, 

il vicn, qt>e VÀ'(M ')!;; N~j"(V) et pat C<>n<tqt>enl M '.Y!..·( M ")" 0 

( i) du 'bt<><ème Y -2-3) e' donc M '.Y~ !.= M '. V~'(M ' ) _ O. 

D'oùi). 

Soil R le ",dical ré>oluble de M e, M " R œ S une décomposilion 

de Lévi de M. S ell """ sou, ·algèbre ,emi . Slmple d'où poUT I<x" SES. 

p(.xy) " • . v " O. Soil H(,) " K. œ R <Xl 1 C<I un éléll'<p, de S . H(s) esl 

une ~Igèbre de M~k", u! ",I"ble e, V~ c;; V!.(H(,» c;. O. il vie", que l esl 

un caraclère de H(,) (Ihéorème V-4.4). D'o~ ;,. e,1 linéaire ,ur H«) et 

).(H(~). H (.)) % O. Alors pou' 10"" e Sel rt. '1. r e H(.) el ~.b E K ; 

l(aHbr) '" aM.) + bÀ(r) " bÀ(r ) el À(arj+br2 ) : a),(rj) + bJ.('1) . 

Ainsi). e,1 li niaire ,ur M " R œ S ,ar ),(S) " O. 

U'aulre part ),(H(1).H(,)) " 0 implique que À(.R) " M il l) " 0 pour loul 

' E 5. Con"ne ),(10.-1 2) z J,.{R2+RS+S) " ),(R 2) + I.(RS) + 1..(S) " 0 ; ). esl 

un oarJutre de M. Nou' avOn, donc iil. 

MOnleon. que V~esl un M-sous-module.i e'""ulemem . 'il e,islc 

u"" base l YI •...• Yn! de V~ lelle que: 

. ) If . E M.( • . l ('))Vl "' O 
;- 1 

• • ) If • E M, (x . l(.» v ; z tA:_ ! ( ~)Vi .j p<>ur i ., 1.L. n 
j . 1 

CI le, A:_ ; ~wnl <le, apphc"I;On, K·lin~aire, de M d,n, K. 

yÀ est un M-module al"", ( V~J'-(R ) " V~ e,1 un R·module el 

d',près le Il-.éo~me V_4_3 ; Il e. iSie une base lV I ..... v n! de V~tel que 



. )'1 X .. II. . (X' ).( ' ))V I~ O 
;- 1 

• • ) '1 xE R, (X, ).(.») V," 1A:_I(X)lii. j pour i - 2.3. " n 
j~1 

I:t le< A:_
J 
~t.m de, "l'rlic'I;O.' K·h néaire. de R dans K, 

Noo, savon, que pour toUl OOIlplc ( •• v) de S x V~ : s. Ii " À(s) " 0, 
On pu.e A:_ j (.) ~ ° pour i _ 2.30. n el 15j";;.I , Il Ii.ent que 

1)'1 x " R œ S " M,("),(X»)lil"O. 
i-I 

2) '1 X E R œ S .. M, (x . À( x» Iii = 1 A:_/ , )vi.) 
j_ l 

pour i " 2.3, . n L~ où le, A:_
J 

<Ont des .pplocalion. 

K ·liné~",,, ,k: M .. II. $ S dan, K, 

Alors vI" V~ e nlrui"" que V~" O. 

2") $i K n'C'l pa' algébriq""",,,nl do' . de.ignon' par K·.a clôture 

algtbrique , M . V , P'C! À' '''ni cOmme d.n. I~ propnsilil;on V.4_S 

V~ ' : VA '( hl )"- 0 car V~ "" 0, D'aprè. ce qu i précèdo ; 

Si M' cst une sou. "Igèl>re remi •. <i mple de M .Ior, M' 0 1( K ' 

esl une wus algèbre .. mi·,imple do M et par , ui le: 

0" (M ' ® K 1( '). VA' = ( M ' ®~ K ').(V~ ® K 1(') = M ',VA 0~ 1( '. 

D'o" M'. V~ • O. D'où il. 

pour too l x ® k .. M 2 _ M2 ® K t;-, En paniculier pour toul • '" 

À(x) _ À'(, ® 1) = 0, De plu, poor x,y" M eil} E K ' 

},(H-(ly)" }.'«H-I}y) ® 1)" Ie·(. ® 1 +I}(y ® 1) 

" Ie·(. ® 1 )+I}),'(y ® 1) 

" ),(x)+l}l..(y). 

rar ,uit~ À ~sl un camclère de M, On " Jonc ii). 



Enfin ,i V~ e" un M_modul<: non nol de dim<:nsion n. olors 

V~·"" 0 et VJ.: est un M·modole : d'où (V)~·( M) ~ 0 et ain,i VA"" O. 

Il eù <tc donc 0"" Vt E V~. 

NOIon. ou«i 'lut W 1 .. vX ' "1 • (1'0' I )~ ","t ~,,«i un M· mooule. 

Si W 1 .. O. alOl"S (W t )): .. () tt (W t )~. ",t Iln M · module. 

D'où ( W t)~ · " 0 el 0 "" (W t )~. Alors il exi<lc 0." '2 .. K't E (W l )~ ; 

... 1 (, · l..(X»)'2 _ "f(xlVI où A f(x ) E K. 

De proche en prn<he on définit Ie< M· modu le, W; z VAK'I" .. .. KVi) 

(pour i " I ... n). Il t<l j",mtdiOi par wnSiruction que {vr., .,.v;1 est une 

famille libre ok V~. Si w,,, (W;1 <,<t nOn nul: alor, il existe 

o "" Vi~ 1 .. (K ,' t+ .. , + K v;) E (W; )~; , 
soit (x - l..{x»)v;. t _ l A:.':!,, (x )V; 'J<1 Où A!.':j.,(,) e K pour j " 1 .. ';, ,.. 

Comme V~ e,t de dimen,ion n. ,1 vient que V~ possède utoe base 

1'1 .. .. vnl de V~ ,die que : 

0) li x e M.(~ .l..{x )) ' t = O 
i- I 

•• ) " x E M. (x • ),.(x)) >, z r A:' i (. ), ;.j pou, i • 2,3 .. . n 
Jot 

et le, ":'i énmt de, app lication, K-liné.ire, de M d.m, K. 

La rtt,proque de iii) e,t " ,idente • 

") 
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CHAPITRE VI 

SOUS-ALGEBRE 
DE CARTAN GRADUEE 

INTROD UCTIO N 

Dan, on article d.o T. MOONS (cf. 15), il ~ ~Ié introduit la nOlion 

de wu'·olllèb>e de Carl"" gradué<: (",cg) !",ur une .upernlgèbre de Lie. 

nQUS pOU,"u;von' ici en élend""1 <elle·ci au ,uperalgl!b~' de Malcèv. 

Nou. MmO"lre.o"' quelque. théorème. de "ruelurc pour le. 

su~",lgèbTe' de Maletv mai. ou«, lei; propntté< d'une <.!leg. 

Le problème <le conj ugo,"'n ok. ,oc8 d'une .'"peralg~bre de Maleèv 

résoluble e st abordé. 

VI_I l'Rf.!.IMLN,\lRES 

TO Ule "Ig~bre. ",pace '-<Cloriel '<'ra de di_n,ion finie (,ouf 

indicmiôn co""ai", ) ,ur K un corps commutatif de C"r:JCl~riMique 

diff~ren{e de 2 el 3. 

., 



Soit M • MO ID M I une .uperolgèbre. M e$l u ... ,upe!algèbre de 

M alcèv. 

M où ildM(X)." Mf,ni par adM( XXy) ~ xy. Si aucune ambiguïté n·.'1 

possible on n<>la. OOM( ' ) par ad , et OOM par 00. ad (00 ;>dM) esl appelé<: 

(.uper.) représ<-nlatjon adjo; nte de M. 

Soit V un M·mod."e de Malcèv et l' la représenl","'" a,,,,,,me ii V. 

Un ",,",s·esp""" '~toriel W de V est stab~ 00 invariant par l' si pour 1ou! 

élément x € M ; p(,)(W)!; W (On dil alo,.. que West in lro_erti). 

D,", e<: ças. l"appJiçiltion p' : M --, •• EndK(W ) e.l une s"per-

Teprb.cn!a1ion de Mdi,.. W. dile ,oos-repré.sentation de p. 

Soi' o( x) l·endomolJ'hi,,,.,e du K·e,paçe vec!oriel quo1ient % 

déduit de p<x) par pa"age ,u qu"';em. I"awlical;oo qui". as"",ie "(x) 

est une >Il!"'..,epréscnlatio" de M dan, % dite représent:lûon quotient 

"" 
Le M·module W (re,p. '/(,.. ) eS! dil M·wu,·module de V(re,p. 

M·!OOdule·quoticnt de V) . 

'" 



DéfiniJiQQ VI_I_I 

Soit M ~ Mo <il Mt une 'ure,"lgèbr~ de Malüv_ Soit H " ne 

5OO,-.lgobre nilpoteme de I\,lgèbrc de M.1lcèv Mo. On po,," : 

M t( H ) =M t ~ l [()(adh);( M )! . Et> ", '(h) 

h~1l j~l ' ." 

M fi (H) = M i' = () 1 V kC' «Ddh);) 1 E n ",O( h) 
n~ H ,a l 'oH 

où ad: M --< •• End K(M) ",t 'upc1_ repr~<cntaüon adjointe de M. M t 

(re'll. Mf!) e" appeJte 1. I-compo$an,e (ml'. la Q-cOml'''''m ntc) de Fi11ing 

de M .-.Iati"""",", ,. H. M = Mt' i!l M ' c", oppelée 10 décon'po,ition de 

FiUing de M ",I,Ji,-"m" nl à H (ou ~ od l-l )_ 

Soi, m un enlie. na,",-el el P I<P2<. _<Pm.' "!le ,uile .'!ricle"",", 

croissa",e d'entier> ",Ilurel ,. Soit YPI'Y~2""'YI'Wo.' de.' ~Iémcn" 

on on.' 
d(o) = l l Val(r,',O)Y~( " IY"(",) 

, _1 .~H I 



Soit A &(1"'1", __ ,Pm. t)et SiAl l'en .. mble de. permutation, de A et soit 

Ai :' (Pt ,1'2 ,- -, P,-I, Pi.1 .. · .. Pm.t) = (Pl ,1' 2, --, Pi-t ,P i ,Pi . l .---, Pm +-I) 

et Fi "S(Ai) l'c",,,mble <les pennutaüo,," de Ai, 

Po"",S Ei = la E SiAl 1 a(pt),. pd -

proll""iliOQ YI·1·! [1 exi ,te une bije<ünn Cntre Ei et Fi, 

En effe ' , ""t f; : r~ --~" Fi 'cl que f,«I) eJ;t Mfi.; l'or 

el ,oj{ gi : Fi .. E; td que g;I(I) eS ' Mfin; po, 

pi ';i : 1 

[gi(I)j(Pj) = <T(p j,l ) si 2 S j::; i 

"'(Pj ) _,i i + 1 ::; j::; [JI + 1 

Pour i" 1. __ ,m+1 : 

Ig,(f,I(I))j(Pi)" (I(P i) J 'où Siofi" id(Ei) (id(f~) '" identité de E; d.,n, E;), 

Pour j .. 1. .. __ ;' I.; + 1.. .. ,m+ l ; 

(f;(gi(O)) I(pj)" O(pi) J'où f;og;= id(F,) (id(Fi) = ,<!entité d.Fi Jan, 1',),11 

,iem ' lue f; est""" bijee'i"'" • 



p,orx"jrjOQ V , ·,·~ Soi, 0 " Er .1"", 

En effel. 

+ y ) + d(fi (o )) 

" 
si i ~ 2 .... ,m+ 1. 

si i ~ 1 a/ors El ~ {a e S(A) 1 O(PI) ~ l' I I cr FI " S(I'2.P3 ..... Pm+I). 
m rn H 

<1(0)'" l I Val (r ••• o )Y"IP,)Y"lr,) 
r"l '.n l 
",.1 m ",+1 

.. LVal(l,·. (Y )Yp,Y"11\1 + l l Val( ••• • O)Y!.(P,I YO(p.) 
..-.! <=, .~,+I 

Or V" I( 1 .V.) .. 0 car o{P 1) = pl<a IP.,) pou, ,;:,2 el 

l f l(a ))(P i) = a (Pi) ,i j2:2. D'où 
.;. ",+ 1 

d(a) " l I V,'(r. , .a)Y..:p,IY":P,J 
, _, ",,+1 

m rn +1 

.. L L V"l( u.fI« f))Ylf,(")KP, ) Y[ f,I ")~"') 
... 2 '~r+1 

.. d(fl(a»). 

PO"' Une simplifie.,i,," de J't'c,i, u,. p,,.,,,,, pou' '.S ~ I ..... m+ 1 

H(, .•. o) "' Vol(r. <. dl )i "(p,) Y <1!p,)" 

Si i "" ! .Ior. : .. , 
Onp"'~S .. ' H( I.<.o ) .. ; (Yn + L.. " .,_, 

,~Z 

m ,HI "' m_1 

d(a) .. L L VOI(r,~ .o )Y<Y\r,) Y <r\'J" L- L H('.$ .o) 
r_ 1 ,~ ,+ I ,.1 ,_ r'] 

m+ 1 m .. , 
.. L- H(l,s.o)+ L L Hlr .•. o ) 

"' 

'" 



;-1 , , . " • .. , 
ali + L L H(r ,s. o ) + L L H(, .•. O) + l L H(, .•. o ) ,., " f~1 ,., ,. ,,1 "'i ,1 'E'. 1 

;·2 i· 1 ; _ 1 ." • ." 
=Ii + L L H(" +l..· +I,o) + L L H(,· .. )" , ,ol+ l L Hf< .s.o) ,., 0'. , '+ 1 ,., ~Yi 01 ,~; . I .-,.1 

0, »Our ,.s?:i-+-) : o(p,) ~ [fi(ol ](p,) cl o (P.) a [fi (O)J(P'). D'où 

11 ('.1, 0 ) H (" •• fi ( 0 ) ) 

Pou, IS ,', . '",; -1 : o (p ,. , ,) y [f ,(o )l(p,-)el a(p ,' , ll ~ [fj (oJ ] (p.-) , JI 

vie n 1 '"' H(" .• ·. fj (o », 
De même H(,'+ I..' .o J = 11( , ' .• '.1,(0» pou, 1,.; , ''';;. ) el ;+l"; , ''';m+'-,,, con.équen ce (posons ID • • 
d(o) ~ 

;-1 ,. , i · 1 ." • 
",Ii .. L L H(,· .• ' .0' ) + L L H( . , •• ,.o·) " l ,., <_ ( + 1 , ., ~ "H ' ( _;.1 

;. 1 

=1\ + L 
m ' I m 

L H(,· .s ' .o') O L 
( . 1 i . ( , 1 

~ . ; 

;_1 m+ ) 

= Ii . L L, H( r'.S· .o ' ) 
( _ 1 "_UI 
(.; i.i 

• ." 

.. , 
L H('· .• ' .o· ) 

-+- y )+ ~ 

" "" L H (,' .s ' .0 ' ) 
(~ I .. . ( _, 

"~ i ,,', j 
m" L ili" .• · . f,(o» 

,( ' ( + 1 .", 

fl ( 0 , , 
.. , 
L H( . ,.s ' .o· ) 

.- - ( , 1 

+ :;:, ,) • d(fj(O» . O'où la propo.;t;on • 

'" 



Soit S' '" {o E S 1 O(P.Ü<O(p.}<:. ·· «J(Pm. l ) 1. A lOute permutation 

odeS n«oclons runique O' de S' telle que o ' (P I) ~O(Pt) et 

o+(pll· o(PÛ_ 

Soit t E S(o·(PJ ).o· (P.) .. ... O·(Pm. !l) définie p;lr t( O' (Pi» '" <J(Pi) 

pOur ):;i$ m;.1. Pour <J ES nou, n"on,: 

m' I m' I m ",.t 
d(<J'")~ L. H(l. s .0);' L. H(2".<l)Nd(t) :< L L H(f .•. t ) ,., , •. 1 ,~"I 

Si t(O~(p,» >1(a+(p.» "lors ; 

H(, ••• t) " y l lO ' (p, Il Y "tlO' (r, lJ" y OIP, 1 Y o( r>, )" H(r,s .o) el 

H( •.•. t) = H( •.•. o) " 0 , Inoo . 

l' ... suite ' 

m.1 m.1 m m+1 
d(o) ", L H(I. _,. o ) ;. I H(2.,.Ol+ l I H(r ." o) 

,. 2 .. , ,_, ,_,+1 
",. 1 m_1 m m' I 

'" L H(I. ' . O) ;' L H ( 2.,.o);. L. L H(r .•. t l = 

,,<1«(1"') ;' d(1). 

Remarquons enfin que \ t'~. 1 $ i" m+ 1 ) e'{ ,,"" pattition de S '" S(A). On 

dl'siglle l'app( ication p, po.r' "1 [p,.p yl " p.py _(_ 1)i,p)'p, ~ I_.yl où 

~.y et p, ..:ront défini, par la , ,,Ite, 



l çooroe VI- I-4 

SO;I M '" Mn $ MI URe ,""",algèbre de Match et .oi! une 

représenlmion de Makèv p: M - - ' •• End ,,(V) de M dans un K·e,pace 

\'eclorict V de dimen';'lII f,ni , Alor. pour Ioule ,uile ~ .y, •. ... y,"+, 

d'élémenl' homogènes de M (n. ",,,ie, naturel t'IOn nul), t'lOu' avons; 

f(n,) L ( -1 )d("l(((. __ (( 'y,,( 1 J)Y"(2))··)Y"(m).Y<>(m +,)1 '" .. , 
= (_I)m L ( - 1 )d(")([[ ···[I',YIJ\' )],y"wl .... I,)'lJ\m)I.Y" 'm +1 JI 

" ~ S 
... g(m) L ( - 1 )~("~( __ « . y,,( 1))Y,,(2)) __ ))"<>\fJ\))Y<>\m+ 1) 

,, ~ s 

Où f«I)., 1. f(2) .. 3 et f( .... I) " f(n) ... 2(n - 1) si n<:2(" " N ) 

g«(1)" g(2) '"' 2 et g(n ... I)., g(n) ... 2g(n - 1) ,i n<:2 (n eN). 

En effet, établi"on' œ Iemnle par récurrence <U' m, 

Si m" 1 ; P éta nt une ,upet".reprê<entation de Malcèv. nOu,' avon, pou, 

lOIItx.y.z e Mn v M I 

( (l '(~+:;)'~:; ;:;: Y' Pt,y)' = - P,P1P, -( - )1 PyP,p,_-(- I) (p,P',y - p"p,) 

D'où 

p('Yt )Yl '"' (- 1 ) '(Yt +" )+Y] )', P,.,P,tP, -(- 1 ) 'y, Py,P,P,., 

-( - 1 )"Y2(p,P nY I - P'YlPy,). 

(-) )YtYl p{,Yl)Y] '"' (- 1) ;:(Yt +11)p, tPnP. - (-1) ~l {;: · ~tJ pnp,P Yt 

- (p,PYtY1 - p' Yt Py, J, 

'" 



P..- suite : 

{il {- l)'Y , Py,P ,Pn + (-1 j1,{<ty, ) Pnp,py, "" 

" (- ) ) i(;:, ~ ;,)~ ;, y,{py,Py,l" +(-1 ) y, y, Py ,pYlp,) 

- (p{,y ,ln +(- 1 ) y, y'p{'nJy ,) + (l' ,y, PYl +(-1) Y, Y1p' 12Py, ). 

Ply, Y1)' " (- 1) '(1, ' y,-",y , y, P,Py,py , - (- 1 )1J y, l'nl'y , p, 

- (- 1 ) ' y,(py,p,)':> - l'y J'py,) CI 

(- 1 ) y'Y' I'(Yml' .. (- 1 ) ~(y , O;,)p, py ,1'1> - Py ,pnp, 

Pa, ,uite : 

P.P" Pn+(-I) YI Y2p ,P1,P, " 

.. (- 1 ) ,(y, ' Y')(py,pnp, +( -1 )1' y, PnPy,p,) 

+( - 1 ) 11(:; 'Y, )(l'y,P,y, - 1'". 1'11 ) +(- 1 ) 'Y'(Py, P' )1 - Py, ,l'Y1) 

No", avons aloro (grâce à (i) el (ii)) 

Irp, .Py, ).Pn) +(- 1 )r , Y1lrp , .Pn).P,,) '" 

.. P,l'y ,l'n+{- 1 ) y, f, 1'. l'n P" +( -1 ) 'IY,·;:) )( Py,I'" p,+(-1 ) y, ;: 'l'Y1 P,, p,) 



~ 2(- 1) ;:(j' +;:~)(P~ , Pnp,+(-1 )~, ~l Pn'ly,P, ) 

-+-(-1 ) y~(;:·"l(pnP'y, - "n' P" ) +(- 1 ) ' Y'(Py,P ' Yl - Py"Py,) 

- 2{-1 );:(Y'+'1 I+y, Yl(Py,Py, P, +( - 1) y, Y1 PnPnP') 

+ 2(P(' Y')y1 +(-1) Y' Y1-p(' n )y,) - 2(P, y,PY1 +(-1 )Yl Ylp , )'2Pn ) 

,,(- 1 )Y1-('+1, )(pnP, y, +(- 1 )'Y1- P, yzJ'y,}+{- 1 ) ' Y,p, 1~~)'2 + P, y, p12 + 

+ 2p(' YlIn + 2( - 1)1 ' Y'P('n))', - 2p,y,p Yl -2(- 1 ) y, Y>P'nPy, 

" (-1) y,(;-'-Yl)Pn P' n +(-1) ;' Y lp,~",Yl -+-( _l) i;;'Py,P'n + p, y,P)'2 + 

+ '4>('YI)n +2(- 1) Yl"p" ,VY ' - '4>' y,PYl - 2(- 1) y, Y1 P,nPYI 

" (- 1 )y" ;:+,, )PY1P'Y1 -(-l) y,yl P' Y1Py, +(-1 )XfIpYI P'y<! - P, y,Pn + 

-+- 2P(' 11111 +2(- 1 )"Yl P(. yilyl 

" -( P.~,P y, -(-I ) y,(i+y,)Pnp,y, )+ '4>(' Y1l11 ... 

-{ _I)"Y' ;:'(P'Y2P1' -(- lly, (i+Yl) py ,P'Yl ) ... 2( - 1 )Y'Y2P(' Y<!)11 

Ainsi le lemme ~,t ~rifié pour III '" t car A " (1 ,2) ., SIAl " [id,cr 1 où 

(' ') (' '1 - -id" 1 2 :cr= 2 I / Alor, d(id) = Oeld(cr)"YIY2 , nvienlqu~ 

['YI ,Y21 + (-1 )Y, Yl[ ' ny 1 ) " 

.. -m' ,ytl .n l +(- l) 1t Y2 [[ '.n ),YI ]} ... 2( ('YI )Y2 +(-1) y, J'(' n)Y 11-



1'1"". n.On. pour A'. (1 .2 ..... m+-2). 

Soi, E'i CI F: $On, dl!fillÔ. tomme plu< !Lao, pour i • 1. ...• m+2 

(0(1 Pi" 1). 

B • [(ml L (-1 ) <I("I!(( .. ·((~YO( l)Y"Ill) .. ·)yO(m.1 ~Y"lm .I )1 • 
" . S( .... ) 

• (m) L ( - 1 )d(,,) [« • .. «.y 1 )Y<J(l» .. ·)Y~m . 1 ~Y<>(m.2) +

'H E, .. , 
.. (m) L L (-l)~(" ~«···« · Yi)y,,(lJ) ... )y(J(.,.1 )'Y<>(.'}II + 

,_1 ".E, 

.. ftml L (-1 IIl!"m"'« ' Ym.l)y<J(l) ... )yO( ... I).Y<>( ... l )]. 
,,_ E_I 

O 'fi) 'f r' • F,' ,"I') .(_ l)l,(i,_, . ... . iJ) n po,," " "i " , .... ,: -i 
e,,," ~(,,') OO!i : F; .. E~ alors 

B " f(ml L(~ l)lI(cq « ... (( . n)Y"UI) ... )Y"·I ... I).Y"·("'.211 . 

"'-F; .. , 
+- ftm) l L (-1 )lI(cflo;(;)I((. .((.y,)y"·W ) ···)jcf\ i» ... h"·I ... j ~y",(",.211 

i:} cf _ Fi 

"" 



Par hYl"'lhts. de récurrence !ur F: l'''ur i ~ 1.2 .. .. .ln+2 

Il z '" L ( -1 )<1(" j+m([[ ... llxy l ,y,,'m l ,l'''(l)1, .. . ].)'o'(m. 1 Il.y,,'(m. 2)1 + 

do' 
+ g(m) L (-1 )"("1((...(( ' Y 1 )l'''(2) ., ,)Y<>"(m. 1 ) Y<>"(o".2) .. 

" .", ,,' 
+ L L (-l)'HII" j+ma (i)[[( · .. [[\' yi.y<>"m) .. ··), y"(;) ]'" ).y"'(m l].Y"'(,,,. lJ ] + 

j.'" QF, .. , 
.. g(m) L L ( - 1 )0(" )an)(( .. . «(xY;)Y,,'(211 ,1 y<>"(, 1) . . )y,,'(m))Y"'I m< t ) .. 

,_2" " Fi 
.. a(m.2) L (-11"(" ).m[[\ , .. !( , Ym<l.Y,,'(ll).Y" (111 .... ).Y<>"(ml ].y"'("" I I) .. 

,,' ,,1' .. . 1 

+ a(m+2)g(m) L. ( -1 )~(<>") « ... « XYm+2)l'''·(21) ,.)l'''"(''))l',,·('' .. I), 

<>" ~ Fm' l 

De la proposition VI-I-3 il vi~n[ que 

13 = L ( - 1 )0("" m[(( .. . 1 xl'<>(IJ.Y0j(2)), ... I.l'''lm. Il).y,,( m. 2)) • 

" • 1:'1 

+ g(m) L ( - 1 )d(",«(...« xy,,( l l)y"m)· .. )Y<>( m. Il)y,,(m<!) + 

.. , 
+ L L ( - 1 )o(,,}<-m(([ .. ,[x y"o ,.y"m).· .. ],Y""m. II )·Y"(m.21) + 

j=2".r,'; .. , 
• g(m) L L. ( - 1 )d(")« ... «xY<nIJ)Y<><.21) .. ·)y,,(m+lI)l',,(m. 21 . ' 

j. ,,, . r,'j 

+ L (- 1 )01")'''[[[ ... [ 'l'''UI,Y''(2) ] .. . l.Y<>(m+lll.y<>(m +ZI ) + 

<> ~ r,''''l 

+ g(m) L. ( -1 )0(<11(( ... {{. l'n( 1 ))Y<>( l )) .. ·)l'''l m<1 ))l'<>(m ' 1) . 

0 6 E;'" 

1"1 



D'où 

B ~ L (-) )~Io)+m 111 , ( xy<>: 1 ),y"ml" .,I.YOIm+II].yIJlm+ll] + 
,,~ S(I\' ) 

+ g(m) L (-) )dl'" {(. ,« XYOI II)Y<xl»)" ')Y"lm +I))Y",,,,,)) . 

" . S(A' I 

D'outt<: part . on po'" L • L ( _ l)dl",+m, alors on a 

" . SIN) 

C • i E II I .. ,1I x Y<>: )H"m).Y<J\ ')J" "J.YOIm+ 1 I) ,YOI"'))) = 

= L I1 [".H, Y"I 1).Y<>( lJl'Y"I.'II. ,,1 .Y<>(m+ I IJ.YO<",+ll) + 
- -

+ L (- 1 ) y '1" )' ·(lO((( .. ,Il' Y<>(ll.YIJ( 1 Il ,Y"(JI) .. ··].Y<>im+ Il) ,Y''lm+))] = 
- -

'" L I1 .. ( ! (' Y<I{IJ.Y<>(llJ+( - 1) Y.'l) y 0( 2\IXY<I{2).YO< IIII .Y" OIJ",, ].)'O(m+1l) = 
- -

- L I1.,,( Il (x.Y<>i 1 II.Y0I1I]+(- 1)1.,,, 1 " '11 [1' .Y<X1l) .Y"l ll l l' Y<>i'JJ __ · l'Y<>im >2) 1 
-

.. 2L I1" ,( 1 ( ' Y"I 1 ,)y,,(2j+( - 1) Y.01' 1 ,,(l)('YO<lIIY<r\ 1 1 I,Y"Pl]" ,1.Y<I{"""I] 

., - 2L!( . III '.Y<>( I)h<l{ll],Y<>(.111 •. . I.Y<>(m+2)] 

+ 4 L II __ .1 ('Ya( 1)y.:o:2)'Y"IJ1I •.. I.y<tlm >11] 

" - 2L I1 ... ((( •• Y<>( 1 1].y" m ]·Y<>iJl] .. "].Y,,(,,, , 2J! .. 

+ 4L 1 L ( - 1 )d( '11l .. ,(('y<>( 111Y<>(1)).Y«<r(3))).· .. ].)·'I"'(m+ml 
, ~ sm 

Où 0 '" dicoJll>O<C ~n,, ' el ~n" e SO) " S(o· (J),,, .. " '(m+2)) 

(cf. d.do:"o~) ~l L I" L (-1 )di'" '+m Ai n,i 

C . - 2 L U .. III •. Y<1\111'Y<>i21 ].y<lIJ)I . . ).Y" lm,')] + 

.. 4L 1 (- 1 lm-1ft m-I) L (-1 )d( t l( ( .. «x Y<>i 1 I)YO<21) ,.)Yt("·I, .. IIj.Y'ICJ"'l m+211 1 

, ~ SlII 

- 4L 1 (-1 )"' " g(m-- I) L ( -1 )~I ' l( .. «' y,,( 1)h'''(2j)Y'(<r(l))).,,)Y'(<I"'lm+21) , 

aSO l 



e = -2:E1I ... I[[ • . y" , jjl.Y<>(l)lo~".)II •. . . I.Y<O(m .l)1 ~ 

~ 4(-1 )mol f(m- 1 ):E/I" '(( ' Y<O( I I)Y(l(l))Y"lJ)) .•• )Y<O(m. ,~y"(r,, .1)1 

- 4(-1 ) .... . ,( ...... n:U" '(( '~"In)y<l(l})Y"l.\) · .. )y"l • • ll 

e _ - 2 :r. ( -J)d(" ,.mll ... 1I1·.Y<O(IJ1.Y"ll'I.Y.,m}···· }·Ya( .. ·1)1 ~ 
" . ~(.o.' ) 

- 4f(m- l ) :r. ( - 1 ) d("1 [( .. «xYa( 1')Y<>(l)y<O(,)···)y",m. ').Y<>(", . 1)1 

". Sl.o.') 
~ 4c(m- l l :r. (-1 )dI(,,)( ... ( .. ~<O(. j}y<O(1))y<O(lV···)y<>(,,· 1). 

,,,,5(.0.') 

Comme B _ l e ~ g(m) L ( - 1 )<l( " '( ... « XY<>( l l)Y" (l) .. . )y<O(m. Ij)Y<OIm.1j 
2 <1 . Sl.o.') 

,1 v;.,m 'l"" 
B " f(ml 2.( - I )d("lt.« ... (( XY<O(I))Y" m) .. . )Y<>( ... IH<O(m.n!

" . Sl.o.') .. - L (-1 )0(")'''' ([ ... [[[ • . YOl lj].Y"I2j).Y,,())1 •... ].Y"lm.l)] .. 

<1 . Sl.o.') 

- 21( ...... 1) L ( -1 )dl<l) [( "U" Yd\I )/Y,,(l l )y,,(1j)···)Y<>t., . 1 H<>t .. ·l )1 
<1 .5(.0.') 

.. 2g(m-1 ) L ( - 1 )4(<1) C.«.y", 1 j)Y<l(lj)y.,m)...)y" , ... 1) 

" •. <;( .0. ' ) 

.. g(m) 

D'w 

2.( - 1 )d'<I~( ... « . y<O( 1 )}yfl\l), .. )y<O(, .. 1 ))y<l( ... l~ 
<1.$(.0.' ) 

(f(m) .. 2f(m-1)) L ( _ 1 )~(" J [(..'(( ' Y" ( 1»Y<>(l)Y<I(')··)~<I(m. 1 ).Y<I(m.111'" 

<1 • .'il.o. ) 

= ---< - 1 J'" L ( -1 )dl (1) li ... [1[ x. Y<II 1 Il. )·<O(2)}. Y <Ill) )...-1. y (!{nI .2 Il .. 
".5(.0.') 

-«,(m) .. 2,(m-I » L ( - 1 )4(<l1«, .. ((xyoI 1 j)Y<O(lj)··,)y<Jjnl*) » Y<>(m.~)· 
" •. 'i(~'j 

,,,, 



Par <"'te : 

f(rn+ 1 ) L ( - 1 )d,,,) [("'« ' Y"ll )Y" (2) )y",.lj) .. )Ya,m. 1 ).Ya( m~2)1" 
, .. ~(A') 

" (- 1 ) .. +1 L (-1 )d(,,) Il .11 [,. )'<1( 1 )).Y"')))s<>t.1)1 •. .. I. yO\m.2)l + 
" . 5(A") 

.. g(rn+l) L ( - 1 )d,a)« .«' Y"ll j)Y"(2j)·)Y,,,m +I)YO\m+2) 

" . 5(A·) 

AiMi le lemme e<l véTifit rou, m+ 1 • 

Po,on, . yl "'Y : , y'" ~ ('y" . I)y el [f.g ' l" (f.g) 

(le (super)-commUMeur) el [f.g"' l " Il f.g",· II.gJ roo' toul enlier ",",urel 

m <: , (où f el g ",m de. eOOofl)()fphi.'me,). 

Du lemme préœdem il risuhe le 

l ewmeVI· I·5 
SoilyG Mo:.e M(Ju M I~tm unenliernonn"):"lor, 

f(m)[p,y".pyl " (-1 Î(p, .(py) ,,,. '] .. g(m)p, y"" ' . 

En effel. le lemme VI · 1·5 se dédui! du lemme V 1·1-4 en 
renwquanl que.i YI " . . '" Ym.' "' Y e MO "!or, pour toul cr eS: 
d( cr)" o . 

l emme VI · j·6 
Soi! .. e 11.1" el M s Ml~.) (il M 1 (, ) 1. décompo,ilion de Filling de 

M relallv.",."," 00, . AIru, : 

M U(.).M"( , ) !: M(~. ) ., M I~ , ) . M '(, )!: M ,(,) 

En effet .oi l a e 11.111(,), alot< a,m " li pour "" cetl~, n entier m. 
["Ju lemme V 1-1-5 (où P " ad) il vien! q ... 

[1 ... loo".ad, J. ... I.ad ,) " (ad,.( ad, ) m " 1 " O. 
Finalen..,nt le lemme C." obIen" par arrli""tio" du lemme 1 de [3 ,pJ81 • 

'''' 



!emme VI -I-7 

SOil Hu "ne 'OU_'·algèbrc nilpot~nt~ dt Mil CI ",il M ~ Mll e Ml la 

décomposition de FrUing de M relali_~ment à ad(Hu), Alors, 

MU est une lOu,.nlgHre Z2-groduée de M E M(I e M t et MI).M 1 !:; Mt, 

En effel, pu",!ue ~I'~ .. IÎ MU(h)~1 M t .. E!3l M t(h) ri 
~. ito ~ . tt. 

vient du lemme précédent que MO.MII <.= MU Ct MO.M t <.= hl t , D'autre 

part la ~Z·gradual;o" d~ M ,nduil sur M (I une Z2 -gradualioo , 

(MO~, = MOI r. MO el (M(I) I '" MI r. M(I telle que 

( M{l),-~(MtI~,!:; M" r. M" ~ (M"~, 

( M{)h(MU)t !:; M Ir. MU " ( MU)t 

(M(I)I.(Io-I0)1 <.= Mu r. M(I" (10-1(1)11 

d'où MO es' une .ou'·algèbre Z2·graduéc de M" MO III MI • 

kmme VI·I ·1I 

Soit M " Mo e MI une 'lJpt:ralgèbre de Mule,,_ el sail p une 

,urer·représentation de MJkh de M d~n' un K·espJce _eetorie! V. Soit 

W un .ou,·e,pace v<!Clonel de V te) que pour tout ,de M ; P(,)(W) <.= W 

el lOit p ' 1. ,ep,~scmalion-q"O!i em de ~I dans "/'w ",V ', Si pour ,otll , 

de M, p(x) e" nilpotenl olor. p'(,) eU nilpotent. 

En effet. il .uffil de rem"'<I',cr '1'" pour v· E V' où v' .. V + W on 
o (p')n(x)(v')" p"( . )(v) " W (J'w' n un ~n lier Mn "(1) . 



Lemme V.· .·g 

Soil M = Mo@ MI une superalgêl>re de Malch el 1 un id .. 1 

homogène de M. Alors Q c ~)1 e.<1 une ,uperalg~br" de M"lcè,· el ,i 

poor (Oui ~ E M. odM(') e" nilpOlent, ale ... adQ(x, eS! "u<si nilpOtenl où 

.. .. '+[ E Q. 

En effet, il est clair que Q esi une , .. peralgèbre de Makh. NM< 

",on, ~ diagrnmme commula! if ,uiv,nl , 

. ,' _~""','L'CIL. A'- M 

• • , 
, 
Q -~",=!'~') ~ •• Q 

(adQ(" ))" Os"', 0 (.J.M( ' ))" .. O. D'où (000( " ))" .. 0 « est la 

'urjeClion 

cancmÎque de M ~ur QI . 

J&mUll: VI_I_ IO 

Soi' M = M" e M, une K·,uperalgèbre de M"kh (\" J · noyau 

nul. Si pour [out, 0: M. "dM( ' )" .d, "", "n" aprli cation nilpolenle alors 

M. st résoluble . 



En dfel, M' " il<YR "<1 une algèbre de Maleh ",mi , ~imple (R 

dé<igne le radical résoluble de M) (cf. 2, théorème 5,4). 

Pour , '" , .. K E M': 00, e<l nilpotent cor "d, eOl une application 

nilpotente (lemme VI , I, g). Il vi.nt alor. que M' eSl une algèbre de 

Maleè .. ",lpoIe"le (cf.14. 1',20 th&>re"", 2.2 ,7). Par suite M' nilpotenl et 
",mi_~imple enlraine qUI: M'" O. Alors M " R est résoluble • 

VI_l SQ!!S_A I.GE IIlI.E PE Cr\II.TAN GII.A!JU f E 

Un ,ou,-e'pace Zl-grnd"~ H " H" fil Ht d'une '"pc,a lgèbre de 

Mald .. sur un oorp.' de oa,"c l~riSliq"e nulle M " Mü 4l M t est une 

soos-a lgèt>fe de Cartan grodllée (",cg) si , 

1°) Hu e<1 une so<".algèbre de ea"a" de MOI (d. 14) ) 

2") Hl " (M t ~~Hn) oU M t e" """,idéré COmme un Mo· module de 

reprhem"tion l': Mo --••• End,,(M Il oil 1'(').<1 un endoH'lorph i""" 

de M 1 telle que (p(x»)(y ) z • y. 

) ' ) POu, wut v e H t l'awli,ation f y Je Il da", Il dtfi nie par : 

fv(' ) '" adH(v)(,) Z '"' • . ,{ nilpotente . 

Remarque 
1.<><"1"" M " Mn 4l ~II e<t une ,upcrnlgèbre de Malch telk que 

III c l' e M 1 J (M ,~h) = 0 ) ( j ·noyau de 11-1), la lroi, ième rondition 

~ 

lm 



v6ifio!e (cf. démonstration du corollaire 2.2. de [15[ page 186).Dan, """ 

ca. 11 pani, d'u"" 'ou'· algèbl<: de CW!an de Mo On con" ' ui, une 

wu.-algèb,e de Ca,",n g'OO"~ de M, 

L. 'ou'·algèbre <le Ca""n g,oou~ n'e~i,,< 1"" I<>ujou,, : 

En effct. ,oi, ,\ la 'ureJJlgèl>re de M oJch déf'nie pJJ Ao. Kx ct 

A, • Ku + Kv otl XI' " v; ' v _ 0 ; uv" x; u2", v2" O. 

Aces, nilpoten'. d'où Au C." runiqu" ",",.algèbre de Ca,,"" de Ao. No", 

avons Il " (A)!~A!,) " A. ))e plo, (f.)2",x .. (·1 Y"x ct 

(f.pm.' x " ( -1 Y"., v , ",or 'uite f. n'e<t pas nilpotent.UI tJoisième 

condition n'est dolIC po. ",,,faite; pal ,uite H n'est 1"" .ous.algèbre de 

Canan graduée. 

A "" po,!.èdc 1"" de -<OIl,-,lgèbre de Canan gradt>ée telle que 

défmie plu, hau t. 

r'9(N'itioD VI -2-2 : 

Soi, M .. MU El M, UIIC ."""",Igèb", dc Male.,. 'u' un co~ 

K algébriq uement cio. de e,,,,,clé,istique nulle. 

Soi, N = Nu e N , = Ka@ K' un M-module Z2- &f"du~ de M. 

Si MN " N '1o" il ".i<te un "".Iaire non nu 1 k e, un couple 

(~.w) E (M ou M ,)x N ,el. que xw ~ kw e, \101 ~ O. 

En effet No (re.'p. N,) e;, un ,\Io-module par , "i,e '" " o.(xlo et 
" = P(x)v pou' 'ou, ~ E Mo ( ,>il 0.(». P(x) ,on, dc, ,calai , .. ). 

S'il e. i"e , E Mo td que al' ) '" ° ou Ili.') '" ° al"" c'e>! fini , 
Sioon M tl N ..= MI~' + Ml)v " OCI N " M N ..= M"N + M IN., M ,N <;; N. 

U'OÙ M ,N ., N, Ale", NI ' . MIN , e, NI .. M IN.,. Il e, j.ue dODC u. U· E M 

lei, q 'le a = u' el,' = ua. 
Si " ~ )"u' (),,"" 0) al<". "" ~ Î\.U·a ~ )"v, Noo, ",'00' "lOfS 

,,(a + h) ~ k( .... . '1 où . l., J". 

". 



Si""" hOU' DVOM~'. U .. u' ·~ 0 ~t U~. UY et y'y. fIa
Soit u ~ 0 <Ilo.-. u(a .. kv). k(a + h) oû k~ . u. 
Soit Il '~ 0 alors u'(u" y) . k(h" y) oii k2" l'. 
Soit u .11 .. 0 alor. l'I • v ct ,'y. a ,d'où .'(a + y) '" a .. v. 

Ainsi il uiw:: ~n ..:alaire 100II .... 1 k el un couple 
( ...... )., (Mou Ml) >t N lels que ...... kw CI ., .. O. 
Ce (fUi ad.be l:I do!mol'l$lrntÎOfl • 

SIl .. M • M" e Ml une Mlper:d,è~ de Match....- un COfJ'!' 

" all)ftlriqucment cio< de: carxlériulq"" ""Ile telle que Mu .-é5oluble. 

Soil N .. NOe N 1 un M·module Z2'p-ad"" de M non ",,1 Si MN " N 

alon; Il eo.I>Ie un Kal~ire non nul k Cl un «I<Iple 

(I • .,) li (Mnu Ml) >t N tel. que xw" kw el w .. O. 

E'.n effet rai'OMnon. p;>r rtcurrell<'c sur la dlmenoion de N (di mN). 

Si dimN .. 1. ~Io" N • Ku Cl il vient quc pOlIr 1011' • " M xu . u(xlu où 

al ' ) C:<I un fCalrure , N • MN entrai .... que u • 'u pour un cenain , ~ M . 

.. . >(l +X J où xo e Mu Cl '1 , M" Nool ayon, " '" '" tu et 'lU'" (l--f:)u , 

Si (" (I alol1l "" • tu ".,cc t .. O: 5inon XIU = u. 

, .. propo>i, ion cM donc yraie.i dim N . l , 

Sltl'P<l'O" ' 1" "Olie Io<~ue dimN<n loù n"I). 

So;, N un M· module de dimen.ion n tcl que MN '" N. 

Soi, P (mp, '1) 1. «'''''lnoi"" <.le No (,-.,.p. N,) (p .. '1 " n~ 

No c' I un Mo-onodule par . uue: d'~ le Il>t!ortmo: IV. ) . ) Nil poIsède un 

drnpcau ........ : 0 1; AI l; ... c: AP .. Nil où (a ). .. ,a i lesl u .... t>a.c de Ai 

N, est un Mo- module par 'Ulte d'~ le lhéorème IV· ) · ) N, pos<Mc un 

dr:tpe;>Ullablc: : 0 1; Vi 1; ... 1; V,. N, oa l "I ..... y,I ... ' une t>a.c de vi 

( 1 Sr.;:p et 1 SjSq). A '", Ka l (rHp. VI . KYI)cl! un M~module. d'où 

pOU, ' 0111 ., li Mn , ..a 1 • u(. )a, et u 1 .. I\(~ )y 1 (oô a(~ ). III ~) ",.tt de> 

\C.I"'re» 



S'il e""e • E M(I td que ,,(, ) .., 0 011 !li ' ) "- 0 alor, c 'e. .. fini, 

S,non. M u al " Mt! VI ,, 0, De plu , 

i) Si '1>1 ; IlOton, 1"" Ile M-",u'-mOOule hômogène <le N 

engendré par VI. 1 .. K yt .. MY I = KYt .. M tV I_ Nou, avo".O .., r c N . 

~ est un M.nlOdule OOn nul <J,;, d,men"oo , " ; cleme"t inférieure il n et 

M ( t){ )" M~ • t){ .l'ar ,uile d'oprh l 'h)-pothè,;e de rüurren"" , il 

e. i'te un «a l.i,.., nOn nu' k el un couple(" v + l) E (Mo V M I) x ~ 

tel, que x(v .. 1) .. • (v '" 1) el v + 1.., 1. AIn, i ,v--h € r. 
Con,'<.!éro", le K·e'pace "ecu>rid U = Kv" 1. 'opère ,ur U com",e uJI 

endomorphisme de U <\<In' la malrice C e'l de la f,..me (dan, la ba.<e 

1 v,, l ,,, .. im 1 0" l, 1 ,. ,,,im 1 e<1 "ne ba.<e de 1 ): 

, 

'" 

o 
n' , 

n' 
" 

a' , 

L" détcnnin.nl de C - k 1 U ".'1 drt(e - , 1 u ) '" 0 ( 1 U l'application ,dentité 

de U), l'or ,u,te k e>t une valeur propre de , , Il existe <\<Ine un vecteur 
non nol \II E Kv .. 1 c N le' Gue . w = kw, D'où (" w)" (Mov M I) x N 

tel. que '\II = kw e l \II.., O. 
li) Si pl : noton, par I le M-""" -mOOule oomogène de N 

engendre pa.- a" l " Ka , ... Ma l " Kal .. M 1" 1, Nou, ",on, 0"" 1 c N, 

t){ .. 1 un M-module ""n nul de dimen,ion <tri ctemenl ,nféneure" n et 

M( t){) = Mr:!{ " I)i, Un ra,,,,,,,n,,,nenl analogue" celui fa it plu, haui 

nous permet d'affirme r qu'i l e. i". un sealaire ""n nul k et on couple 
( ', \II)" (Mov M I ) x N te l, que xw = kw et \II'" O,e,i,te un '<Cnlni", Mn 

nul k ct un coo ple (. , w)" (Mn v M 1) ( N te" 'I "e ,w " kw et w "'0. 

i ii ) Si q = p M I, ni""" ,1 VJcnl Je 10 propo<ilion précédente 
qu'il e,j" " un '<Calai ,,: nOn n,,1 k ct un """pk ( ' ,w) E (Mo V M il x N 

Ici, q"" ,W • kw et w ~ D, D'",', la ",'>po,ition • 

1 lt 1 



WorlonlC VI-2-4 

Soil M .. Mn El M, u,," luperal,èbre de M,tch .u. Un rorps 

de ~ ... ""Io!ri"iquc oulle, POlIr quc M~, nilpo",nle il ("", c, il .uffit 

IfUCpou"oultlén",n'Ae Mov M "ad,ooadM{. l:M .. M 

soi, nilpolcnoe, 

En cff.,. ~I " ' .. ,," cl6lu ... al,&riqœ de: K. Nou. ~yon. 

M' .. M @K " al nilpolcnlC si Ci .<aIkllciIl.i M CU ml~c Cor 

( M· f' " M "®" K'. On ~uppo1oet'a akn que " CM al&cboqucmen' clOJ.. 

S, M cU n,lpoIcflle. ,1 e.ine"n e.ller non 001 n Ici '1"" MO. O. Comme 

(a<\)"{Y)" . ( . (·· .(01 ))···) 

n f1lCleurs 

(:>d.)"(y) E M' .. 0, ("" , )11(1)" 0 pour 10\11 '.f E M . 

En p':I<Iirulicr ad. tU nilpoetu,e POO' • e M" v M, 

R&iplO'IuCmeill. suppo.on, q...e:>d. e" nll~cn, pour '00' 
'"" Mil v M] . Pui",!"e pou, 10\11 , " M". OOMo(' ) ;Mn - - "' MO 
e.t nilpolen,c Ci par tuhe MO e" nilpolenlc lof.,h~mc 2.2.7 de [14) 

p.21 l . Soit la 'Uile M :::l Ml :::l ,., :::l MP :::l ••• OÙ Mh 1 .. MM" 

pour 1001 entier ~O!; 1. Soi, p un emit, lei que MP ". 0 el 

MP" " MM P" MP, MP e" M·rn<>d uIeZ2·g •• dU<!. Alo,.. d'aprè.< la 

propo<ilion VI·2-J, il ul.le un "". I."e I>On nu ) k Ci un cou ple 

( •• "') . (M{l v M il >< MP lei. que ,w .. kw el .... ". O. 

D'","o l'lly~~ 1Id, c." nilpolenl.1'I' •• ile il ui<le UU emie. m tel 

que 10<I.l"''' O. C()Q\mc • w .. ad,(w). Il .icOl que (Dd. )"II"' ) " k ...... ~ O. 

Ccci no ""'urtle 

AI",o pour ' 011' cMi". P l'I1)II' ~VIMI.' M P .. 0 ou M I'" 1 .. M MP :> MP. 

Nous aY()(tf ~Ion 1.0 tui", M :> M I:> •.. :> MP :> 

M ka .. de di_ÎO<I finie ,I vicfl, q"" Mpoo 0 pow P ... .ez """d. 
D"" M est nolpooclllC " 

'" 



Nous ron .klé~ n>I1 ' d .... r ma is q u~ I~ cor p' K ~.t d~ 

ca .... <làistlqu. n ull e 

ProDO:S;I;OO VI·2·~ 

Soit H " Ho $ H 1 un<: ,ou<-.Igèb'" de Carlan graduée (<ocgl d 'une 

, ul"'ralgèbtc de Malch M " Mu III Mt. Alors Il est "ne <ou,-algtbr" 

Z2-gmd<>éc maximale ct ni Trotentc de M, De plu. Il est égole à .'011 

propr" m"mlali,.teur. 

En clfet. nous a. On' Hu " (MuHHlIl car Hne<l une <ou._a)g~bre de 

Cartan de M I! et H " Hu $ HI " ( Mo~~Hvl $ (M 111(H(I) " (MjI(H(I). il 

.iom du lemme VI· T -7 que H une """.algèbre Z2-groduée de M. 

l'our, E Hu .• dH('): H --, •• H oM "ilpoOl. "1 pui,,!ue 

H " (M)'~H I») <:: ( M )'~, ) . Dc plu, 1'0<" lliul y H l. ad\t(y): H --"'> " 
'"''' nilpote nl (par hyrothè..,,). Du l\lÇort!mc précédent. (In déduit que H 

cr.! une 

.. >u~-~Igtbr" Zl'Vad"ê(l nilpolcnle . 

Soit H' " H;, (il H'l une ",u,·algèbre Z2-grodU&: nilpotente de M 

romenam H. Pour x E H" <;; II~ <;; If •• dll'( ' ) : H' --"» H' e<l 

nilpOlen' (lhéorème précédent) et ain.,i H' <;; (M )O( Htl)" IL D'où Il ,," 

maJl ; n~1Je. 

Enfin soi, y appMenan l au "ormali,meu' de Il dan. M. Pou, 

• e Ho .• y E H. SOil M" MO (j) M il. décomposition de l'itting de M 

rela,ivemenl à Hp, il exi"e un ""iqlle couple (y'.y") de MOI xM l lei q"" 

y'"y' + y" Alor< xy" + xy"" ' y E H " M"o,,:xy" c M" ., H CI 

, y" e Ml, D'où xy" E Mil " M l ~ 0 pour IOu l x EH". Ceci ~n"ajne 

quey"'e MO. Il . ienlaJ""''luey"e Mil" Ml = Oclqu"y .. y" e H. Pat 
<ni .. H eM ,on propre mnnnoli"'teUL" . 

I l! 



Soie"' Il ,, HI' (fi H, on K -""u~p",e """oriol Z2_gradué 

d 'uoe superulgèbre de Ma1c~v M ~ Mo el M ie, K' "oe o"on,ion 

algél>rique de K, Il e.U une <OIl,-algèbre de Canon graduée de M.i e' 

seuleme",.i H' " H ® K K' e.<I une $OOs--algèhrc de Canon grad""" de M' 

c M ® KK', 

En cffe" 

monlron' d'abord que H" e<1 unc ,oIJ • . algtb.-e de Carl,," de Mu. i e' 

seulomen' .,i H" ®K K' e<l "n" <o",-algèbre de Car"n de Mo ®" K' . 

Supposons que H" e" "ne <oo,-~Igèbre de Canan de Mil, Il k>n HO ® K K' 

0'1 nilpolem car H" eS! nilpolem, Soil N(Ho ® K K' ) (,esp, N(HO») le 

"orTn,l i,,1l,,,, r de H" ® K K' (re,p. HO). 

Soil y ® k' E N(Ho ® K K'). Poo, loul, ® , E HO ® K K' , 

(, ® ' )(y ® k' ) " 'Y 0 kk' E H" ® K K', Il ,'icol que poor loul, E Ho 

' y E Ho,d'or'y E N(Hu) .. Ho. P"""ilcy®k' E Hn0KK'et 

]'o;(HO ® K K')" Hu ® K K'. Du thto<ème 2.2, 10 [14, p. 24] il vienl que 

Ho ®" ,,' e" une """,. algèbre de Ca",," de MO ® K K'. 

Réei proquem.'" ,; H" ®K K' e,'I"ne sou, -algèbre de Cartan de 

Mu ® K K' Il vieOl que Hu c.'1 nilpolenl. De pl", <Oil Y E N(lIuj, Pour 

'00' 
~ E HII' ' Y E H" , On dédu;1 que polir loul , ® k ~ Hu ®K K' el pour y 

® l ' E N(Hn) ® K K'; (, ® k)(y ® k') '" 'Y ® kk' ~ Il,, ®t; K'. 

D'"" Y ® k' E N(H" ® K K') '" fi" ® K K' . 

p", ,uile)" E H" Cl N(H,,) '" !I" . Il _iem qu. 1-1<:1 e." "ne ,oo,-ulgèbre de 

Carlan de Mo (lhéort"", 2,2 . 1 () [14 . p. 24 li, 

Soil fi 1 ~ M \'(H,,) où M , e.<1 un MII·mod"le de repr~",ma!ion 
ad , Mo • E"d K(MI)leUeq"onJ.(y) ", ~y Deplu, on'"Ppo,c4U" 

11.' 



po"r ",ut y" II I f. C.<l nilJ'Oten' (où f ,(x) "' vx pOur x EH) , 

Soi, HI ®" K' '" (M 1 €l I{ l{ 'i ~ Hu ® i{ K') où MI €li{ K' "'''"n 

Mo €lI{ K'-module de représcma';<m 

ad : ~f €l ~ ~ ' • Endl{(M 1 €l~ K' ) (elle que 

"d,OI' (Y €l k1 = 'Y €l H'. De rl u~ On ~ur""se que pou, 1001 

v ® k'" Il ( €l I{ K' f .... " "" n;lpole"t (où fv ... ,i< ® x) " .. ® k"l pOlIr 

x" H). 

Co mme (od,~k1'<y ® k')" (ad,)'(Y) ® k;, ' pour; ent;er non nul: 

il vient que HI'" M l'rH,,) ,i el <eu knl/:n! , ; 

H, ® I{ K' = (MI ®I{ K1~Ho® 1{ K') 

De même r, e<! nilpo,ent pour (ou( v" H, ,; et o;eulen",m " f .... k' e<l 

nilpolent pou, (Ou, v ® X' " HI ® K K' 

Si H est 011'11: .ou.,_ "lg~1>re de Cartan groduée de M ; "1o" 

Il ~ f~l (!l HI" Hu@ M\'( H,,):d'où 

II" = Il €lI{ K' = (H" €lK K' )@(M I €l I{ K '~~H(I ® K K')"st une 

",,"s -algèbre <le Cattan graduée de M' = M ®" K', 

Ain,; que rtdproquemenl .. 

Théorème VI· 2· 7 
SOli M '" Mu e M I une '"p"ralgèbre de Malœ v ré.",Jubl< sur un 

c01l" de c"ractéri«iqll/: nulle Cl , ,"cn' H z Ho 6) HI el H' " H ~I e H '1 

<leux ","s-algèbre, de Conan gmdué<;. de M. Il exi<le de. éléme nt< 

XI .... ,' n de j 1 et de, élémen" y I._ .. ,Y" de M~ ,d, que H' .. f(H) Où 

" 
f (.) " n e'p( D( x , , y i )J( z) est un aulorr<>rp l" .,nl/: de M cl ,-, 
" ,-; d;m( M~) (dimen,;on de M ~) _ 

" " 



En cff." H '" 110 III II I CI H' ~ fI;1 (II Ifl .,uml deux "",,· algèbre. 

de Canan graduée de M : il "ienl que Hu el H;I Wnl œil. «>u'-algèbres 

de Cartan de MI' Puisque M e" ré.<oluble. Mu c;.I uoc .Igèb", de Malcèv 

résoluble . p", ,"i te il exi". de. élémenlS ' 1 ... ">' " de flo et des élémellt. 

" n .... y" de M ~ Ici, que : Il;, = n exp( D( . , ,yi ))( Hn l'" f( HOI. 

" (d.14 .• htortmc 2.4 .13, p.1~) (0;' f(~) " n .'p( D(, i , y; ))(z) e.t un ,., 
" u(omorphi,me de Ml. 

H 't " (M 11~ H;,) " ( M dol f( Hu) 1 = *M 1 !l(Ho) J ~ f(1I 1) e, par '"Île 

Il' '" H ;I e H',,, ( Hu) e ( H tl ~ f(Hu$ H I) = f(ll). _ 

t t ~ 
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