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INTRODUCTION GENERALE

L'étude de l'évolution des populations a débuté au ISe: siècle. Dès lors ce

domail1e a particulièrement intéressé les mathématiciens, les généticiens, les

bioloQlstes et les démographes.
'- '-

En 1798. Malthus proposa un modèle simple: PIl + 1 = rP Il , i.e que la variation de

1<\ population est proportionnelle à la population totale. Ici aucune mention n'est faite

:--;ur ['3:~e et la position spatiale.

L'étude des modèles de population dépendant de l'âge aurait été introduite par

Lotka et Sharpe ,dans leur modèle la fonction natalité est introduite comme la solution

J"une équation intégrale linéaire du type Volterra: «renewal equation ».

Par la suite plusieurs mathématiciens se sont intéressés au domaine, chacun

introduisant d"autres types de conditions. On peut citer el1tre autres Von-Foerster; Mc

Kendrick: I~'. HoppensteLld; Garroni et Lamberti; etc ... cf bibliographie

------------
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1 Il 1959: Von Foerster présenta un modèle dans lequel la densité dépend de

j 'ù21è t;.'1 clu temps.

1)~lI1S lès modèles formulés par M.E. Gurtin et Mac Camy , le taux de natalité dépend

dt' la population totale. Leur modèle est alors non linéaire.

Hon nombre de mathématiciens ont travaillé sur des modèles non linl;aires

I,uisquc modélisant mieux la réalité.

Dans bon nombre de ces travaux ,la non linéarité se situe dans le modèle de diffusion

M. Langlais , s'est intéressé à différents types de diffusions non linéaires et a

'Jhtèl1li des types de solution généralisées pour des formes générales de fonction

:l,iWlité et mortalité.

Dans ce travail, on étudie l'évolution d'une population au cours du temps.

On netc y (t.a,x) le nombre d'individus d'âge a se trouvant au point x à l'instant r.

.'\insi le nombre f,l{r,u.x}lu où ù) est l'espérance de vie maximale, est le nombre

total d'individus se trouvant en x à l'instant t.

La population considérée, comme toute population est caractérisée par des lois

de cor:lportements propres. Ces lois tiennent compte de façon essentielle:

:~ <:clhls.:S2mporterncnt spatial.

Il. s'agit des déplacements des individus dans le biotope O.

On notera (ï le vecteur flux migratoire.

On peut définir plusieurs types de flux, et chacun de ces types caractérise un

modèle donné de diffusion:

- si la diffusion est due à la pression de la population totale ,on peut prendre Ci sous la

larme (7=--vv/) . ("est le cas par exemple dans [26] et [15] •

Î



-Dans [19] q==-kY'y ,il s'agit de l'équation de Fick schématisant le fait que la

diffusion se fait des zones de forte concentration vers les zones de faible

concentration.

-Dans [8] la diffusion est due à la pression de la population totale et le flux dans

chaque classe d' âge l est proportionnelle à la taille de la classe d'âge dans la population

totale ,on a alors q=k ~Vp •

D'autres types de flux sont également possibles:

Vi"k(a,a);{r,a,x}1a

q= vk(a)fw,a,x}1a

f y(r,a,x}1a.Vy

Dans ce travail le flux q=-"Vy .

** Loi de Natalité

Cette loi assure la survie de l'espèce.

Il est évident que chaque espèce à sa propre loi de natalité; puisque toutes n'ont pas

les même processus de reproduction.

Notons f3(t,a,x) le taux de natalité, f3 est fonction du temps t ,de la position

géographique x et surtout de l'âge a.

En général f3(t,a,x) ~st assez petit où nul pour a voisin de 0 et pour a voisin de co

espérance de vie maximale.

Dans plusieurs travaux on désigne par rf3(t,a,xMt,a,x}la le nombre d'individu d'âge

o se trouvant à la position x à l'instant t.
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représente le

Si nous considérons une espèce ovipare: c'est à dire une espèce dont le processus de

naissance passe par la ponte d'œufs, on voit que f f3(t,a,x)y(t,a,x):ta

nombre d'œufs pondus à la position x et au temps t. Etant donné que tous les œufs

n'arrivent pas à maturité, on introduit une fonction donnant la proportion d'œufs qUl y

arriveront. Notons ~ cette fonction.

On aura alors y(t, O,x}= f(t,a,x }y(t,a,x):ta { f f3yda )

C'est ce type de processus que nous adopterons.

Pour d'autres choix possibles de ~ cf [11] et [17]

*** Loi de mortalité

On note ~(t,a,x) le taux de mortalité, taux dépendant de l'âg~ a, et

éventuellement du temps t et de la position géographique x.

Ainsi si V est un volume contenu dans n , la quantité J,u(r,a,x )y(r,a,x)lx représente le

nombre de décès d'individus d'âge a dans V à l'instant t.

Si on note n{t,a,x}=ex~ - r;4t,s,x):ts) la probabilité de survie d'individus d'âge

a se trouvant en x au temps t, l'écriture limn(r,a,x)=O signifie qu'aucun individu ne
a-no

survit au delà de l'âge Cù.

Dans ce travail on supposera que ~ est borné mais ayant une très grande valeur au
,

voisinage de CD,c'est à dire que la probabilité de survie est très faible pour un âge

proche de l'espérance de vie .

Lorsque la population est soumise à la migration et à la mort, la densité y est

solution d'une équation aux dérivées partielles du type:

(J.o) 8y +ay =divij-JlYal aa

4
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Al' instant initial on a une densité Yu, par conséquent

(11) y(O,a,x) = yo .

Tenant enfin compte du processus de naissance, on aura

(1,2) y(t, O,x) = rjJyda ç{rf3yda )

Il nous reste à examiner les conditions aux bords.

Lorsque la frontière du domaine est inhospitalière on écri'ray(t,a,x) = 0 pour x EaO

Dans le cas où on nla pas d'échange avec le milieu extérieur on écrira ~=0 où n

represente le vecteur unitaire normal extérieur à O.

Puisque dans ce travail on cherche à contrôler le flux d'individus traversant la

frontière, on posera (1.3) : =v

Dans ce travail on étudiera le système

avec ~ constante ou non.

êY+êY-~y+~OdansQat aa
ay-

(I-4) an-v surI
}{o,a,x)=yo~a,x}iansQiJ

y(t,o,x)=JPYd'ÜPYd+ans~

Plusieurs auteurs se sont intéressés à des variantes du problème (1-4).

O. Nakoulima et coauteurs [22] ont étudié le système avec v = 0 et ~ et ~ dépendant

de a. Ils ont montré l'existence et la positivité d'une solution au sens des distributions

sur Q, en utilisant une régularisation parabolique, et prenant la fonction ~ assez

régulière.

5
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S. Ndiaye [23] a prouvé également l'existence d'une solution de (1-4) pour v = 0

en utilisant la méthode des semi-groupes. Ici aussi il a fallu prendre des hypothèse de

régularité sur les fonctions ~ et f3 •

Dans [14] et [19] les auteurs ont étudié le cas v = 0 avec des taux de natalité et

mortalité dépendant de la population totale.

Beaucoup d'auteurs se sont intéressés aux problèmes de contrôle de dynamique des

populations .Mais à notre connaissance aucun n' a envisagé l'étude d'un mod~le où il

y a échange d'individus avec le milieu extérieur à travers la frontière du domaine

C'est cela qui nous a motivé dans ce travail.

Dans notre travail, on étudie un problème où le contrôle est frontière.

Par conséquent au chapitre l, on étudiera l'existence et l'unicité de la solutions de (1-4)

dans un certain sens dans le cas où v est non identiquement nul: ce sens nous a été

suggéré par l'écrit de M. Langlais [19].

L'objectif étant de ramener la densité y du système aussi proche que possible d'une

densité désirée Yd, à'travers l'utilisation d'un contrôle frontière v et cela à moindre

coût La fonction coût utilisée est alors J(v )=/ly(v}-ydl1
2+NllvI12. Ces questions seront

étudiées dans le deuxième chapitre.

Dans le dit chapitre on étudiera d'abord le cas linéaire à travers les théories classiques

du contrôle optimal, ensuite on montre l'existence d'un contrôle optimal dans le cas

non linéaire.

On verra aussi que sous certaines hypothèses on obtient des conditions nécessaires

d'optimal ité.

Ainsi on trouve que le contrôle optimal est du type «bang-bang ».

L'intérêt d'un tel travail ,bien« qu'inhabituel» est évident.

Donnons un exemple illustratif de l'intérêt d'une telle étude:

Considérons comme domaine ,un organe infecté par une population de bactéries

pouvant infecter par la suite les organes avoisinant. La fragilité de l'organe ne

6
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permettant pas de récolter à l'intérieur de celui-ci, on pourrait envisager la récolte sur

l'organe de manière à ramener la densité aussi proche que possible d'une densité

désirée donnée.

Au chapitre III, on examinera la contrôlabilité approchée à un instant T dans le cas

linéaire.

Le problème se présente comme suit:
1

Pour une densité désirée Yd à l'instant T donnée, on cherche un contrôle v qui va

ramener la densité du système au temps T aussi proche que l'on veut de Yd.

Dans un récent travail B. Ainseba et M. Langlais [1], ont montré que lorsque le

contrôle s'exerce sur un petit ouvert ID, contenu dans le domaine ,la population est

approximativement contrôlable. Ils ont montré alors le résultat de continuation unique

suivant: tout fonction \jJ vérifiant

surUxo.

est identiquement nulle sur Uxo. .

Dans notre travail nous montrons d'abord en utilisant le théorème de Holmgren le

résultat de continuation suivante: toute fonction \fi vérifiant

--~;.,ljIt - aaljl -!1Ij1+jJ.IjI=j3(a);J(t,O,x) surUxo.
(' a

81j1---=0 sur Uxfav
IjI=O sur Uxf

est identiquement nulle sur Q, moyennant des hypothèses minimales sur f3.
i

Par suite on montre que dans le cas d'un contrôlefrontière la population est

approximativement contrôlable.

7
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CHAPITRE 1 : RESOLUTION DU SYSTEME

Résumé :Dans ce chapitre on montre que le système non linéaire, (1-4) admet

une solution unique dépendant continûment du contrôle frontière v .

On commence d'abord par introduire un espace W(U, V) dont on étudiera les propriétés.

1- Notations et rappels

l-espaces fonctionnels:

Soit n un ouvert de RN , N = 1,2 ou 3, de frontière r variété de classe ccx:> , n étant

localement d'un seul côté de r .

Soient T et Cü deux réels strictement positifs

On pose U = JO,T[xJO, Cü [

Qw = JO, co [ x n
QT = JO,T[ x n
Q uxn
~ uxr.

Espace L2 (U ; El , E étant un Banach

On note L2 (U ; E) l'espace des fonctions mesurables de U dans E de carré intégrable

'pour la mesure de Lebesgue dU = dtda où (t, a) est l'élément générique de U. On

rappelle que pour (pEL
2
(U; E), Ilcpll~2([!,1;)=tlllÂt,a)WdU. ,Si E est un Hilbert, L2

(U ; E)

l'est également.

8
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On note Hm(O), l'espace des fonctions de H = L2(O) dont toutes les dérivées au sens

des distributions d'ordre inférieur ou égal à m sont éléments de H.

Espace ClJ ; X)

DI
al

3x/" ..3xk'
Ijl =--=jl+ ...j)\

Soit J une partie fermée bornée de RI où 1 EN

C(J : X) est l'espace des fonctions continues de J à valeurs dans un Banach X

co ;X) muni de la norme Ilull .. =Supllu(t)ll. est un Banach.
((.1..1) (E! .1

Espace WlU ;X)

- Distributions vectorielles cf [27] et [20] •

Soit °un ouvert de RI, lEN ; et X un espace de Banach.

On note (j) (0) l'espace des fonctions infiniment dérivables à support compact

contenu dans O.

Notons (j)'(0 ;X)l'ensemble des applications linéaires continues de (D (0) dans X.

Soit TE (j)'(O,X) et Ci EN', on note DUT l'application linéaire continue

def

cp~DaT( cp) =(-1)Œr(DŒcp).

Si fEL 2(0,X) on définit la distribution Îdéfinie sur (j) (0) par Î «p) = t!(rp}lt,

dt étant la mesure de Lebesgue sur RI.

On identifie f et Î, et l'on écrit alors que L\O, X) c (j)'(O,X).

Dans ce qui suit 0= U et V = HI(n), X = V' dual de V.

9
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On posera Ao=0+~ où 0 et a:l représentent les dérivées respectivement par rapport

à t et a au sens de (])'(U,V').

Soit W(U ;V') l'ensemble des fonctions ZE L\U ;V) telles que AozE L2(U ;V')

Nous allons donner des propriétés de l'espace W(U ;V) au paragraphe suivant:

2. Rappels

Nous rappelons ici quelques notions et résultats que nous allons utiliser par la suite.

"'lotions de semi-groupe continu cf [ 9 ]

Définitions 1.1.

Soit X un Banach

Une fàmille (G(t)}r2o d'éléments de .e(X) ensemble des applications linéaires

con LÏnues de X dans lui-même, forme un semi-groupe de classe CCi dans X si elle

vérifie les conditions suivantes:

(i) G(s +t) = G(s) G(t) pour tout s, t ~ 0

(ii) G(O) = / (identité de .e(X))

(iii) 1,~~~IG(t)x-xll\~O pour tout x EX

Générateur infinitésimal d'un semi-groupe

Définition 1.2 cf [12]

Soit (G(t))r:;>o un semi-groupe de classe Co. L'opérateur non borné A défini par:

Ax::= Jim G(hJx-x pour x ED(A) où D(A)={XEX;lim G(hlx-x eXiste},
h~o+ 1 h-.o'

est appelé générateur infinitésimal du semi-groupe {G(t) h::o

Propriété du générateur infinitésimal

Théorème 1.0 [25]

10
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Soit (G(t)}t2D un semi-groupe de classe CO et A son générateur infinitésimal. Alors

0) lim·~ rhG(s)xds=G(t)x pour XEX
h-->o' n ,

(ii) pour x ED(A) on a G(t)x ED(A) pour 0 S; t .

Rappel d'un théorème d'isomorphisme

On considère deux Hilbert V et Jl tel que V c Jl, et V dense dans Jl.

Si on identifie Jl à son dual, alors on a : V c Jl c V' ..

Soit M un opérateur linéaire continue de V dans V' ..

On considère un semi-groupe de classe Co, (G(s )L~~o dans V de générateur

infinitésimal - Il •

On suppose aussi que: (HI) : (G(s)k.() est un semi-groupe de classe CO dans V'.

On peut alors montrer que (G(S))s~1 est également un semi-groupe de classe CO de Jl.

On suppose alors, que (H2): IIG(s)IL(Jl)s 1; s~ 0 •

tH]) : M E .e(V, V') et que Re (Mv, v) ~ ~Ivl,:, a>O, \Iv EV.

On a donc le théorème suivant:

Théorème 1.1. [20]

Notons D(A :X) , le domaine de l'opérateur non borné A dans le Banach X,

Sous les hypothèses (HI) , (H)) et (H3)

A + M est un isomorphisme de V nD(A " V') dans V', D(Il " V') étant muni de la

l?Orme suivante , Ilcpll~x\l',)=llcpll,:,+IIACPli:,

- Autres résultats

11
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Propositions 1.0 [25]

Soit <p une fonction continûment dérivable à droite sur [a,b[ a,b ER, a < b

Si tH lim+ ri,t+hh}-r/..,t) est continue sur [a,b[ alors <p est continûment dérivable sur
h~() i

[a,b[.

Pour la preuve voir [25]

Nous avons aussi:

Propositions 1.1.

Le générateur infinitésimal A d'un semi-groupe (G(s))s~() de classe CO vérifie pour tout

X E D(A).

(Ax, x) sO où (. , .)x désigne le produit scalaire dans X.
1

Voir [25 ] pour la preuve

Enfin nous avons la proposition

Proposition 1.2 [ 12 ]

Soit X un Banach réflexif et 1un ensemble infini et ordonné d'indices.

Soit (X))),El une suite d'éléments de X telles que

(1) (x)J est bornée dans X

(2) l'ensemble des points d'accumulation de {xd pour la topologie faible

est réduit à {x}.

Alors la suite (X;)ÀEI converge vers x dans X faible.

Preuve

Si Xi ~ x, alors il existe E>O, x' E X' et (x )J une sous suite extraite de (xÀ) telle que

12
Thèse lit' Matllématiques App/iqllée.5



(.) I(x',Xl - X)I~E>O pour tout À. X étant réflexif et (x;J bornée on peut extraire de

(."(J une sous suite notée (x~) telle que x,u~'; dans X faible

D'après (2) ~ = x'

Alors lim i(x',x,,-x)1=0
,ll-+E+J \ r /

Ce qui contredit (*) .

Cône nonnal etl cône tangent cf [6]

Soit X un Banach, et X' son dual •

Soit C un convexe non vide de X •

Définition:

On appelle cône normal à C en x E C, l'ensemble noté

Définition

On appelle cône tangent à C en XE C, l'ensemble noté Tc (x) définie par

•

On a la proposition suivante:

propc,sition 1.3

soit C un convexe non vide d'un Banach X Alors

Pour la preuve voir par exemple [6]

Il - RESULTATS PRELIMINAIRES
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1. Propriétés de l'espace W(U,V)

Proposition lA

L'espace W(U,. V) muni de la norme:

est un Hilbert.

Preuve:---

Soit (zn) C W(U ;V) une suite de Cauchy de W(U,V) alors (zn) est de Cauchy dans

L2(U ;V) et (Aozn) est de Cauchy dans L 2(U ;V'), et par suite

') 2 ULn ~ Z dans L-(U ;V) et Aozn~z dans L ( ;V').

Il nous faut montrer que z = Aoz •

Comme les injections de L2(U ;V) dans L2(U ;V') et de L\U ;V') dans cD'(U,V') sont

continues, alors Zn ~z dans L2(U ;V) entraîne que Zn ~z dans cD'(U,V') et donc

Aozn~Âozdans <D'(q ;V') •

Par conséquent de l'unicité de la limite on a que Aoz = z

Ainsi W(U; V) est complet.

Proposition 1.5.

L'espace W(U; V) s'injecte continûment dans CO ([0, Tl,' L2(Qm)) (resp dans

Co ([0, ml ,"L2(QT)) , ce dernier espace étant muni de la norme de la convergence

uniforme.

Alors pour tout YE W(U "V) on peut d~finir la trace en t = to (resp en a = ao) dans
2 2 1

L (Qc0 (resp L (QIJ).

De plus les applications traces sont continues pour les topologies fortes et faibles.

En outre on a pour tous z, ; EW(U ,. V)

f(Â(lz,z)",âtda+ L(A(lz,z)dtda= l1J(zzXT,O,x }-(zZ XO,a,x )}dadx+

+ L, {(zz Xt,m,x )-(zZXt,O,x )}dtdxJ

14
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Remarque 1.1

Notons que dans le cas où U et un intervalle de R, on a un résultat analogue.

Dans la démonstration de la proposition 1.5 on aura besoin des deux lemmes

suivants:

Lemme 1. J.

L 'espace 2J(U J' V) est dense dans W(U .. V)

où Q>(R 2
.. V)est l'espace des fonctions infiniment dérivables à support compact,

définies sur R2 à valeurs dans Vet ID (U .. V) désigne l'ensemble des restrictions

cl U des fonctions de !D(R 2
; V) .

Lemme 1.2

Il existe un opérateur de prolongement P de W(U,' V) dans W(R 2
, V) tel que Py = y

pp dans U.

Preu ve du lemme l .1

Elle sera faite en trois étapes:

l"rc étape: on montre que ID (R2,V) est dense dans W(R 2,V)

Soit UE W(R2
, V) et (Pn) une suite régularisante telle que

supp PnCB(OJl';~} JI,p,(t,a )itda=l

Posons VIJ = u*Pli ;VII(t,P)= r pn(t-r,a-s ) u(r,s)irds
1 J?2

On a le résultat classique: u*Pn ~u dans L2(R2 ; V) .

De plus A()vn=(Aou)* Pn ~A()u dans L2(R2 ;V').

Ainsi on peut dire que Vi1~U dans W(R2 ;V).

Thèse dl' Mathématiques Appliquées
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Il suffit alors d'approcher les fonctions de la forme v=u.rp où rpE (j) (R2
) par des

éléments de (j) (R 2 ; V).

J1 11 (v)= u.(Aorp). Comme rpE (j)(R2
), alorsAovEL2(R2,V) puisque uEW(R 2 ;V).

Remarquons aussi que VECIX) (R2 ;V) puisque pour tout

1

Puisque v E C
OO

(R2
;V) il suffit de le tronquer maintenant.

Soit I/fE cD (R2) tel que OSlfSI; ljF 1 sur B(OR2
; 1) et I/f = 0 si (t, a) ~B(OR2 ;2)'

Posons I/f,/t, a) = lf(L,Q) .Alors v. I/fn E (j) (R2
; V) et l'on a

n n

I/fnV--f v dans L\R2
; V) .

En effet:

J11I/fn(t,aMt,a )-v{t,a)I~dtda = ~I(vit,a)-1Mt,a)I~,dtda
RI li'

JII/f(t,a )-11211v{t,a)I~,dtda .
li'

Notons YII:(t,a~ll/fl1(t,a)-11211v(t,a~12.On a Yn(t,a~Oquand n tends vers +00. Ainsiv ,

I/fn v ~ v quand n ----j. +00 .

On a aussi : Ao (v ~J = (Aov) I/fn + vAo I/fn •

(Ao 'lin (t,a) = l Ao/liL, a), puisque Orl/fll(t,a )=lOr01,a) pour r=t ou r= a •
n ~nn n nn

Par suite vAo I/fn----j. 0 quand n ----j. +oo.Notons que Ao(v) I/fn ~ Aov .

Alors Ao (vl/frJ ~Aov dans L2(U; V) quand n ~ +00.

L'injection de L2(U ; V) dans L2(U ; V') étant continue, on tire que Ao (v I/frJ ~ Aov

dans L\U ; V') .

Donc V~I~V dans W(R2
; V).

Thèse de MatllématilJues Appliquées
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Nous allons montrer que (j) (R: ; V) == (j) (R + X R + ; V) est dense dans W(R2
+ ; V)

posons pour tout h>O,uh (t,a) = u(t+h, a+h) pour presque tout (t,a) ER:

Pour presque tout (t,a) ER: ,An uh(t,a) = (An uh
) (t,a)

Il est bon de remarquer que uh
-------f u dans W( R: ; V) lorsque h tend vers zéro

En effet:

Remarquons que

(t, a) H (li, u) est intégrable et que l'on a : 6l, u) -------f (u,u) pp dans R~\,

de plus f(u\u }itdas ~lullvilullvdtda~lull~)(II~:I')'
III 111

,
Ainsi au tota11~lluh -urdtda---+O quand h ---+ 0

Aouh
= (Aoui pp dans R: ' alors A ouh ---+Aou dans L2(R~ ; V') ..

Il vient alors de tout cela que uh ---+u dans W(R ~ ; V) •

Il suffit alors d'approcher uh par des éléments de iD (R:; V).

Soit rjJ EC0' (R2) tel que rjJ (t,a) = 1 si t'2 -h/2 et a '2 -h/2 et rjJ (t,a) = 0 si t ~ - h ou a ~ - h

Une telle fonction existe. En effet:

Considérons la fonction numérique <Po définie par:

17
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On a ({Jo E CCü (R ) #

Considérons la fonction ({JI

Alors la fonction t/J définie par ~t,a)=({JIV~(a) répond à notre préoccupation.

Cela étant posons pour presque tout (t, a) E R 2

v( 'I-{~/,a )I/"(/,a) " (t,il }E[-h+"[x[-h+o:{
t,a r 0 silloll

On a bien v = u
l1 pp dans Rt . En plus v E W(R2; V)

Alors d'après la 1cre étape on peut trouver (<Pn)c cD (R2
; V) telle que

rpn --» v dans W(R2
; V) .

Si on prend (q; 1 2 J ' on a alors <P~R~ ---)ouh dans W(Rt ; V) .
1R+ 1

3eme étape

U = [0, T] x [0, co]

Pour h assez petit considérons la fonction uh définie presque partout dans U par

uh(t Cl L{I/{I+ll.iI+l1) SI (1,<I)E[OJ-h]x[O,,"-h]
, ';-- () slllun

Nous allons montrer que:

(l)UhEL\U;V)

(2) u17
---)o u dans L 2(U ;V) et A()u

h
-f A()u dans L\U ;V') .

1

En effet d'une part :

D'autre part pour presque tout (t,a) E U

ThèJe de Mutl1t!marÎqueJ AppliquéeJ
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A uh(t a)={AIIU(I+h,a+h) si (l,a)eJO,l'-h[x]O,{ù-h[
o ,0 sillon

Soit cp E!iJ(]T-h, T[x](JJ-h, m[), prolongeons cp par 0 dans UI}T-h, T[x] OJ-h, m[,

on obtient une fonction notée ip E cD (U)

Il()d'(cp) = -1uhAo(j5dtda= ~_h,T~\'}v_h'W[Uh Aorpdtda=O

Par conséquent A()uh = 0 pp dans [T-h, T] x [OJ-h, m]

Soit cp E cD (JO, T-h[x]O, OJ-h[) on peut aussi prolonger cp par 0 dans

U\(JO,T-h[x]O, OJ-h[)

Si ip est le prolongement obtenu:

A()u
h

(cp) = -1 uh(t,a )Aoipdtda=-!O,T_h}<[O,w_h]u(t+h,a+h) Aoip(t,a}itda

= - !h,Tlx[h'W]u(t,a) Aoip(t-h,a-h}itda

supp cp(t-h, a-h) c rh, T] x rh, m] c U

alors

Il ouh (cp) = -1 u(t,a) Ao(j5(t-h,a-h }itda

= 1(AOU~(t-h,a-h }itda

= Lrlx[h,(ù]Aou(t,a) q;(t-h,a-h}itda = fOJ_h]X[O,w_JAouh)p(t,a}:1tda .

Ainsi
1

( h) )_{Ao~t+h,a+h) si (t,a)E[O,T-h]x[O,m-h]
AOu ta - 0 ., sillon

Cela étant on montre que Aouh
~ Aou de la même manière que uh ~ u.

Par conséquent u
h
~ u dans W(U; V) quand h ~ 0+.

Il nous suffit alors d'approcher uh au sens de W(U ; V).

Posons pour presque tout (t, a) E R t

Thèse de M{,(héma(ilfue.~ Applilfuées
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v ta = l~ (t,a 'yAh(t,a) ~our presque tout (t,a JEU
(" 'J a 1 smon

avec

ana v=uh ppdansU,etl'onavEW(Rt ;V).

Alors d'après la deuxième étape, il existe (rprJ c fO(Rt ;V) telle que CPn~v dans

W(R t ;V) alors qJnl(l ~Uh dans W(U ;V) .

Conclusion générale: (j) (U ;V) est dense dans W (U ; V).

Prouvons maintenant le lemme 1.2

Preuve du lemme 1.2

Considérons qJE ([) (R t ;V). Notons

~t,a) si (t,a):: R+ x R+
(Prp) (t,a) = ~-t, -a) si V,a):: R_ x R_

a si (t,a):: R; x R~uR~ x R;

On remarque que PqJ6 L 2(R2 ;V)

De plus on a pour presque tout (t, a) E R ~, Â()(PqJ) (t,a) = AoqJ(t,a) EVe V'

Pour presque tout (t,a) E R- x R ~ on a :

11(} (Prp) (t,a) = -Â()rp(-t,-a) EVe V'.

Pour presque tout (t,a) E (R+ x R -) u (R-x R+) •

Â(} (PIP) (t,a) = 0 ,

En effet si U E fi)(R+x R-) , An (Prp) (u) = -12P~t,a)Aou(t,a}:itda

20
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= - tXR- P~t,a )Aou(t,a}1tda

=0

Alors 11.0 (Pep) ~ 0 pp dans R+ X R- .

On montre de même que 11.0 (Pep) = 0 pp dans R- x R+

Il est clair que ep H Pep est linéaire,

= L, 11+ lI~t,a )I~;dtda+ t xRJP~t,a)I~.dtda

= L'J<+II~t,a)I~·dtda+t xRJ~-t,-a)I~.dtda

= ~lqJlI~2(mY)'

IIAoPepll~)(IfI'.I·l= 1+, fJAoqJll~dtda + JIIAo~I:,dtda

Par suite on a :

Alors l'application linéaire P peut être prolongée en une application linéaire, notée

toujours P sur W(R~ ;V) à valeur dans W(R2 ;V) .

Soit UEW(U;V) •

Rappelons que uh ~ U dans W(U;V) et que Iluhll .sllullw(uv) voir 3
eme

étape de la
, w(uJ) ,

preuve du lemme 1.1.

Utilisons la technique de la preuve de la troisième étape du lemme 1.1

Alors il existe Vh E W(R~ ;V) tel que Vh = u
h pp dans U.

PVh EW(R 2 ;V) et l'on a PVh = Vh pp dans R~ alors PVh = uh pp dans U.

Montrons que Vh-+U dans W(R~ ;V) avec u=u pp dans U et u=O pp dans

21
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Rnu
En effet:

Montrons maintenant que AD vh~ AD li dans L 2 (R~ ;V').

Mais on sait que AD Vh~ AD u dans L2 (R t ;V').

Un raisonnement analogue nous donne rjJ/ .110uh -;) rjJ/ .110 u

Il nous reste à regarde~ de près Ao rjJ/ uh.

Mais rjJ/ = 1 sur [D, T-h1 x [D, (J}-hl, alors .I1()rjJ/ = 0 sur [0, T-h1 x [D, (J}-h1

Or pour presque tout (t, a) E [T-h, Tl x [(J}-h, ml , on a uh (t,a) = 0

Par conséquent (.I1{)rjJ/) uh
= 0 pp dans U.

{
rJ>.AoU IJ

De là on tire que: Aovh= 0
ppdansU
ppdansR~U

Un raisonnement analogue à celui de la preuve de Vh~ Unous donne

.I1{)Vh-;) .I1ou dans L2 (~3 ;V).

L'application P étant continue de W(Rt ;V) dans W(R2 ;V), on tire que P Vh~ Pu

dans VV(R2
;V) et l'on a pour presque tout (t, a) E R t, P li (t, a) = u (t, a) et pour presque

tout (t,a) EU , li (t,a) = u(t,a).

Par conséquent pour presque tout (t,a) EU, Pu(t,a}=u(t,a) et cela achève la preuve du

lemme 1.2

Démonstration de la proposition 1.5

Soit Z EW(U ;V) d'après le lemme 1.2 il existe Pz EW(R2 ;V) tel que Pz = Z
1
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Thèse tle "lfltllémfltiques Appliquées



pp dans U.

Pz E W(R2 ;V)~ alors ~l existe (({J,Jc <D (R2 ;V) telle que ({Jn ~ Pz dans W(R2 ;V) lorsque

n~ +aJcflemmel.l

Soit (t(J, ao) E R 2

10 2 10 2

~ fIIAo({Jn(r,a+r-to)Iv,dr+ ]1({J,,(r,a+r-to )l,dr
-~ -00

Alors

Par conséquent

SUAIlpn (to' ')1~2(p,(ù~H)~II({Jnll~R 2y )

toE[O,T]
(1)

Posons /fn,n/ = ({Jn - ({J,m un raisonnement analogue nous donne

Su~11'In,m(to,.11:2(jl,,"~H) ,,111'1n,mII~R';V )

toE[O,T]

(2)

Or /fnm ~O quand n, m ~ + co .

Par conséquent (((Jn(to,.)) est une suite de Cauchy dans C([O~T] ; L2(]O,ü) [ ; H))

et donc ({Jri[) -+({J dans C([O~T] ; L\]O,co [ ; H)).
1
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Or (PI1~PZ dans W(R
2

; V), alors Pz = cp pp dans U, mais comme Pz = z pp dans U

on a cp = z pp dans U.

De plus en passant à la limite dans (1)

On obtient IlzllcÜo,rlL2(P'W['H)) $llpzllw(R2y)$qlzllw(uy) l.e que W(U ;V) s'injecte

continûment dans C([O,T] ; L2(]O,0) [ ; H».

Remarquons aussi que la suite (rpn(to ")) est une suite de Cauchy dans L2(]O,Cû[ ;H). Par
i 2

conséquent qJn(to, .) ~ çdans L (JO, co [ ;H).

Or CPn ~ cp uniformément dans C([O,T] ; L2(]O, 0) [ ;H» alors (P(Jo, .) = ç.
Comme qJ = z pp dans U on peut alors poser z(to, .) = ç E L\]O,Cû[ ;H) .

On aura alors IIz{tol')I L
2(}:>,w[B)$qlzl/w(uy) en passant à la limite dans (l) .Ainsi

On a montré que l'application trace en to est continue pour la topologie forte et donc

aussi pour la topologie faible.

Faisant le même raisonnement en prenant a à la place de t on trouvera des résultats

correspondants pour a.

Montrons maintenant la formule d'intégration par parties:

Soit qJ et rjJE:n(U;V) on a :

1(AoqJ,rjJ)dtda = 11(Aocp )p(t,a,x}1tdadx

= 1 {Trpq,rdtdx+1 [[rpçô{dtdx-l JlqJAoq,dtdadx

= L[(rpçô Xt,w,x )-(cpçôXt,O,x )}itdx+ Lw[(cpq5 XO,a,x )}iaétt- l (Aoq5,qJ )dtda +

+ ~rpçô(T,a,x )-cpljJ(O,a,x )}iaétt
Q"

La relation est donc vérifiée pour tout cp, çôE~U,y) . ~U;V) étant dense dans

W(U;V), les applications traces étant continues de W(U,V) dans L2(Q(ù) et L2(QT) on

tire que la formule est exacte pour tout qJ,rjJ de W(U ;V) .
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Soit y E W(U ;V) et v EV, on a (t, a) H (y(t, a), v) E L2(U) alors posons aussi

Âo(y(t,a),v)= (cl, +éfa)(y(t,a),v) au sens de 1)'(U) on a alors:

Proposition 1.6

Pour tout y E W(U,. V) et v EVon a :

A() (y, v) = (ÂoY,V) au sens de 1)'(U)

Preuve de la proposition 1.6

Soit cp E 1) (U) et v EV, alors cp C8>v E W(U ;V)

On a alors d'après la formule d'intégration par parties:

1(Âoy,(pC8>v)dtda = -1(Ao(QJC8>v)y)dtda

= -1(Aotpv,y)dtda

= -1AoÇ!J(v,y(t,a))Hdtda=Âo(y,vXQJ)

On a alors Ao(y,v)=(Aoy;v) au sens de 1)'(U) .

1. Résolution d'uni problème auxiliaire

On considère le problème suivant:

2Trouver y EL (U ;V) tel que

Aoy-L1y+,uy=f dansQ (i)

(Po) 3y=v(t,a) sur 2:=]0, r[ x [O,w] (ii)

~~,a,x)=o dans Qw (iii)
t,O,x}=O dans Qr (iv)

Donnons d'abord notre notion de solution faible de (Po).

Thèse de Mathématiques Appliquées
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Multiplions (i) par Z EV et intégrons fonnellement sur 0

on trouve

où da est la mesure superficielle sur r induite par celle de Q .

Définition 1.3

On appellera solution de (Po) toute fonctionYEL\U ;V) telle que y vérifie (3),

(iii) et (iv).

Notons X l'un des espaces L2(U ;V), L\U ;H) ou L2(U ;V')

Considérons la famille {G(t) }t~O d'opérateurs définis sur X suivante:

(G(h\.~Xt a)=!o(t---<h,a-h) pour presque tout (t,a )E[h,T] x [h,{ù]
JP, 0\ Sillon

Considérons également l'opérateur non borné A défini par:

lX:A,X)={lpEX;AoçoEX,fPCO,.)=O pp dans ]o,{ùGço(.,O)=O pp dans ]O,T[ }

Aço = - Aoço .

Remarque 1.2

Pour ço ED(A, X) on a Aoço E X et donc lp(O,.) et ço( ,0) ont un sens dans L\QûJ et

L\Qr) respectiverhent et cela grâce à la proposition 1.5

Proposition 1.7

(G(t))IXJ est un semi-groupe de classe c! et dont le générateur infinitésimal est A .

Pour la démonstration de la proposition 1.7 on aura besoin de :

Lemme 1.3
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Preuve:

Soit 7.1) E :D(U ;V)~ l'orthogonal de (D(U ;V)dans L 2(t l ;V).

Soit cp E (D(U) et rjJ EV; on a cp @rjJE cD(U ;V) alors

J,(z()/p®rjJ )l,dtda~O .

Remarquons que pour presque tout (t,a) E U

(Zo(/.{rJ. (rp C81J)(t,ah ~ (zo(t,a) ; rp(t,a) fjJ) = (zoO, a), rjJ) rp(/.{r}

Par conséquent f(zo,cp®rjJ )Idtda= JJ~t,a Xzo(t,a)rjJ )Idtda .

-,

Posons j = (zo, rjJ)!, ;j E L-(U).

On a donc pour tout cp E (D (U) tço(t,a )j(t,a }itdad) .

Donc f(t,a) = () pour presque tout (t,a) E U

i.e (zo(t, a), rjJ)v = 0 pour presque tout (t,a) E U et cela pour tout rjJEV

alors zo(t,a) = 0 pour presque tout (t,a) EV

cela nous donne Zn 'c:: () •

Démonstration de la proposition 1.7

11 est immédist que G(O) '--= 1 ; G(s+t) = G(s)G(t)

Montrons pour tout li EX, IIC(h ~'li.\:s;!llIl!\

~iC(h}lli2y==UC(h}!(t,a~l~dtda si X=L2(U;Y)avec Y~H, y==v ou /'=V'

:C(h IIi(= r., "1 '[', lilu(t-h,a-h fdtda= r , '1 '[, ,11'iu(t,a ~1'dtda:S;lill!è
1\ ~II 1 ,\' il (11,'1 ) ~n.li/ \ ,() Il) Ji" ,~ ) \

., -,
l'cas: X = L-({J: V)

Soit cr E (0 (U,V)

1il,"':;,' j.: \/ilflleI11ItflpII!S .lpjJl/CII/(:CS,

y-,
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== Lil~t-h,a-h }-~t,a )I~.dtda

S Mes U. Sup II(fJ(t-h,a-h )-(fJ(t,a )12
.

(/a jE/('- J

D, ' ilC(1 \. 'l,' Il,,j)-"j ).,, ou i, l ? iP-CP!, s,};HesU Slip il,+,,/-h,a-h Q-l\J,a '1

" \ (f "kl,",II

l. 'application (t,a) ~-) rp(t,a) étant continue et bornée de R dans V

On tire que pour tout [>O,il existe ho/ h<ho ~ Sup ~ !Irp(t-h,a-h}-rp(t,a) <~'
(1,(/ ~(I\ - '1 1 -

\ J

Soit IIEX ,comme :D(u;V) est dense dans X, alors il existe (PE2J(C'Y) tel Il: que

Ai ns i E!~lJIG(h)t-Ull\ ==0

l

X L-(lf:fl)

On sait que L\U,V) s'injecte continûment et est dense dans X .

Alors pour 14 EX, et pour tout E >0, il existe ç6EL2
(U ;V) tel que 11ç6-lill,<lJ~

On a

sl!C(h }v--111 "
" "l, (1 ,/ !
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Alors

On reprend la même méthode avec cette fois L2(U,H) à la place de L2(U ;V) .

On voit que dans tous les cas (G(t ))t2:0 est un semi-groupe de classe CO

Notons A le générateur infinitésimal de (G(t» (Zo

D(A) = {tpEX;lim QUiJLrpEX } et
/'-40+ h

A cp = lim G(h)p-cp
h-'?O h

Nous allons montrer que D(A) = D(A,X) et que A cp = Atp 'r7tp ED(A)

Montrons que D(A)c D(A,X) et que pour tout cpED(A), A tp = I1tp

Soit U ED(A) alors ~}~.-u ----+ Au dans X quand s ~".
s

Soit

Comme

tp E i])(U)

G(s1=!~(qJ\ l.qkk-:-2~(t)a ~t,a }itda pour s> ()
S F! S

M-Z!.tp ----+ Au tp dans X alors
s

= JAuqxitda
u

D'autre part :

f(~f-L~(t,a }p(t,a}ltda

Thèse de Mathématiques Appliquées
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alors

= It(t-s,a-s):ttda- ;1t,a~t,a) dtda
s [s,T] x [s ,w] Il

= l t(t,a)p(t+;a+s) dtda_ fu(t,a )tA;a) dtda
s [0 ,T] x [0,w] (1

= fu(t,a )p(t+s,a+s )-p(t,a) dtda
us.

lim G(s )J-u (lp) = 1u(t,a )AoP(t,a}itda
s~o+ h

= -Aou(lp)

On a donc Au(lp) = -Aou(lp) VlpEflJ(U) cela équivaut

Alors à - A oU = Au et donc Aou EX

Montrons que u E D(A,X).

Il nous faut alors montrer que u(O,.) = °et que ur, 0) = O.

Utilisons la formule d'intégration par parties

Compte tenu de la proposition 1.1 on doit avoir (Au,u) :::; 0

Soit li ED(A), considérons la fonction cp définie presque partout par

lp(t) a) = ifJlt, a) u (t, a) où ifJ! est la fonction définie dans le lemme 1.1

alors lp(O,a) = u(O,a) ifJ!(O,a) " lp(T,a) = 0,. lp(t,O) = u(t,O)ifJdt,O)

et lp(t, w) = O.

Comme ifJjEcD(R2) alors $1 ED(A) .

Ainsi

(A lp,lp) = 1-AoJ ·qxitda

= + illu(o,.}A (O,.)1:2(Q(u)+ illu(.,o}A (O,·)1:2(Qr)~O

Thèse de Mathématiqlle.5 Appliquées
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Ainsi on u(O,a) (h(O,a) =0 et u(t, O)r/>dt, 0) =0 , or r/>dt, 0»0 et r/>dO,a) >0

alors u(o, .)=0 ~t u(,O)=O "Et par suite U E D(A,X)

Montrons maintenant pour terminer que D(A ; X) c D(A) .

Soit u E D(A ; X) et rp E ([) (U)

Considérons la fonction

r;(s) = (G(s)u)(rp)

0 ht-rÂs) = ~h)L-G(s }L ( )
Tl h h rp

= ifXs+h)i,-G(s)u rp dtda
u h

~ ,f's;h~ço (t,a f/tda-,ff!'-çodtda

fl!!-;h }trp (t,a )ita = * ,Ju(t-s-h,a-s-h}p(t,a)itda
u [ah,r]x[s+h,a!]

=*. Ju(t-s,a-s }p(t+h,a+h)itda
[.\,1],[.1,,,,)

Par conséquent

i s+ht-rJ..s) J (t- _ )rci.t+h,a+htrit,a )dtd
h ,. u s,a s h a ~

[,,7 Jx [,.tu)
,

Ainsi lim rÂs+h)-rz(s) = fu(t-s,a-s )Aorp(t,a )itda
h~O+ h [s,7]x [.I·,a! 1

= bu(t,a )Aorp(t+s,a+s )itda

= - JAou{t-s,a-s }p(t,a )itda car AouEX
[.'.Tl x [.I,(V)

alors lim ~+_ht-rÂs) =
h~O+ h

A " . 1" r/.,s+h }-rJ..s )
mSl lm h

h~O+
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L'application s H - (G(s) Aou)(cp) étant continue de R+ dans X, on tire d'après la

proposition 1.0 que 7] est continûment dérivable sur [0, +oo[ et

7]'(s)= - (G(s) Aou)(cp). Alors r/..,s }-r/..,O)=-iG(r )Aou(cp}Ir .

i.e (G(s )A-uXYJ )=(- fG(r)Aoudr}p) \-j YJE <ZXU) •

Puisque I(G(r )Aou Xcp)1r=l IJG(r )AouXt,a )1tdadr

= L l'G(r )Aou(t,a )p(t,a)1r dtda

= (1'C(r )Aoudr)cp) •

On a alors pour tout <p E (]J (U) .

(G(s)u-u) (cp) = (1'G(r)Aoudrfcp)

G(s)u-u = -1'G(r)Aoudr au sens de (]J'(U)

Comme G(s)u-u EX, alors - l'G(r )Aoudr=G(s )J-UEX

On a alors:

G{sf-u ;1'G(rX-Aou}ir

D'où lim G{s)J-u lim l ~'G(rX-Aou}ir=-Aou
s~o+ S s~o+ S .b

= Aou dans X ~

Ainsi u ED(A) et Au = Au ; et cela achève la preuve de la proposition 1.7. •

Pour la suite de ce paragraphe on fera les hypothèses suivantes:

(S 1): Ji = IJ,+ À avec IJ,ELex) (Q) et À > 0

(S2): f EL2 (U,'H)

(S3) : vEL2 (I)

Introduisons la forme bilinéaire définie pour presque tout (t,a) E U par

Thèse de Mathématiques App/il/uée,~
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B(t, a, qJ,r/J} = JJV'qJV'{b+(,l1+Â}P{b}ix où V' désigne le gradient par

rapport à x .

Il est clair que pour presque tout (t,a) E U

• IB(t,a,qJ,{b) 5(1+,l1oo+Â ~qJllvll{bllv

• B(t,arp,qJ) ' ~Inf(l,Â)lqJll~.

il existe alors A(t, a) EV' pour presque tout (t,a) EU

tel que B(t,a,qJ,{b)=( A(t,a}p,{b)II'J' •

On veut résoudre A(t, a) u - /lu =1 .

Avecf=10 + 17v où/o E2>(Q) et 17 :D(U;rv(~t R L (t 'w d d
v qJ'r-7 1- ,a,a-}lJ:r ,a,a-fd a a-

Il est clair quel EL2(U ; V')

Montrons que pour l'opérateur M défini par:

qJEL 2(U ;V) et MqJ e'st la fonction« (t,a) 'r-7A(t,a) qJ (t,a) pp dans U»

on a :

Lemme 1.4 :

Preuve du lemme 1.4

En effet:

Considérons la forme: bilinéaire continue sur L2(U ;V) xL2(U,V)

1B(t,a,q/..J,a )(b(t,a)}1tda •

On a: i1B(t,a,Q?(t,a){b(t,a)}1tdaj 5MesUx~ltpllL'(uyjl{bIIL'(uy) •

Alors {b'r-7 tB(t,a,q/..,J,a ){b(t,a )}1tda est continue sur L2 (U ;V).

Il existe alors if E .e (D(U;V)D(U;V')) telle que
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IB(t,a,~t,a)tP(,ta)p'tda = (Mrp,rjJ; Mça EL2(U ;V')

= 1(Mço(t,a)rP(t,a);vlvdtda

donc ,({q;(t,a)=M~t,a) pp dans U.

Ainsi ME.e(L\U ;V) ; L2(U ;V'))

Etl'ona

2 (Inf(l ,À))I<pII~2(UV) .

Théorème 1.2

Le problème (Po) admet une solution unique

Preuve du théorème 1.2

L'opérateur .11=-.110 est générateur infinitesimal d'un semi-groupe (G(s))s;::O de classe C~
/

avec IIG(st, 2 ,):::; 1 •
\L (U;H)

L'opérateur M E.e(L
2
(U,V) ; L\U,V') est telle que (Mrp,ça) 2 cllçall~2(U;V)

Alors du théorème 1.01 on tire que M - A est un isomorphisme de

L2(U ;V)nD(A;L2(U;V')) dans L2(U ; V')i.e pourfEL2(U ;V') il existe

YE L\U ;V') nD(A;L2(U;V') tel que My - Ay = f, y est également unique.

On a donc: comme YED(A;L2(U;V')) ,y(O,.) = 0 et y ( , 0) = 0

Et pour presque tout (t,a) EU, A(t,a)y(t, a) + Aoy(t,a) = f(t, a)

Alors pour tout z EV'
}

(A(t,a))y,z\,J'V +(AoY,z)V"v = 1hz dx + Irv{t,a~lr(t,ap'a

i.e (i\oy,z)vv+ l[VyVz+(,u+Â)Yz}ix= 1zfidx+Jv(t,a)zif(t,aJta

34
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y est donc solution de (Po)

Remarques 1.3:

La relation formelle ~=v sur L est contenue dans l'expression (3)

En prenant z dans Cl) (U) ® Cl) (0) et en intégrant (3) on prouve que

:+: -,1y+(u+À )Y=fa au sens des distributions sur Q lorsque

fa E L2(Q) .

Nous allons déduire de l'existence de solution du problème (P 0) l'existence de solution

pour un autre problème auxiliaire.

On considère maintenant le système

Z+~ -,1y+(,u+À )y=o dansQ

êY=v surL
an
y(O,a,x}=Yo dans Q",
. I t °xLy dans Q7'y\, , F 1

avecyo E L\QuJ etYi E L2(Qr).

On a le résultat d'ordre général suivant:

- Proposition 1.8

Pour tout Yo E L2(Qm) etYi E L2(QT), il existe

(cpnJ cCl) (Q) telle que cplO,.) -;)Yo dans L2(Qm)

CPn (,0) -;)Yi dansL2(QT) et atnn=üsur l

Preuve de la propositipn 1.8

-_.._-----
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dansQû

dans(b

Comme 2>(Q(j)) est dense L
2
(Qw), alors il existe (un) C (j) (Qw) telle que Un ~ Yo dans

L2(Qw)

De même il existe (con) C Œ)(QT) telle que Wn~ YI dans L2(QT).

Il exi ste al E 2> ( R) tel que al = 1 sur [0, T]

De même il existe a2 E 2> ( R) tel que Œ2 = 1 sur [0, co]

Posons ip,,(t,a,x)=al (t )Jn(a,x)+-ala}vn(t,X)

On remarque que: si x~n, fPn(t,a,x)=O.

Posons qJn = WnIQ' alors qJn (0, . .) = Un, qJn (,0,.) = lün .

Théorème 1.3

Le problème (Pl) admet une solution unique y. De plus si v 2 °pp surI,' YI) ~o pp

dans QûJet Yl 2 ° pp dans QI" alors Y 2 °pp dans Q •

Démonstration du théorème 1.3

Posonsfl) = -Al)qJn+ .1qJn - ( Ji + Â) qJn,

Alors d'après le théorème 1.2 il existe Zn E L2(U ; V) solution de (Po).

On peut écrire formellement

_3zl/ +3zl/ -6.z,,+(,LJ+Â :tl/= fldansQ
3t 3a
3zl/=v dansL
3n
ZI/(O,a,x )=0
ZI1(t,O,x )=0

alors

Thèse de 1I!{/I"ém{/liqlle~· Appliquée.!
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gt (Zn+Ç{)n}t~ (Zn+çon }-~(Zn+Ç{)n }t(U+ÂXZn+çon )=OdansQ

ln (Zn+Ç{)n)=V surI

(Zn+çon XO,a,x )=çon(O,a,x) dansQ"

(Zn+çon Xt,O,x )=Ç{)n(t,O,X) dansQ,

Posons Yn = Zn + Ç{)n , alors

i\oYn-~Yn+(u+Â)yn=OdansQ

ln yn =v surI

yn(O,a,x )=çon(O,a,x) dansQm

yn(t,O,X )=çon(t,O,X) dansQr

1

i.e (i\oyn,Z)I'j + HVynVZ+(u+Â)ynz}iQ= Jv(t,a)zwda

Yn (O,a,x) = çon(O,a,x)

Yn (t, D,x) = Ç{)n(t,O,x) •

Alors pour Z EL2(U;V) on a :

(R[) L(i\oyn,Z(t,a))dtda+ L[VynVZ+(u+Â )ynz}itdadx=1v(t,a )zirdtdada

Utilisons l'inégalité de Young

Alors pour tout a > 0

L'application trace de HI(n) dans L2(r) étant continue, il existe alors c tel que

Ilz:rr'CE )" 0Izll~'(uy)· On peut donc choisir a> 0 tel que 2ca =~=~ Inf (I,Â.).

Il exi ste donc ko > 0 tel que (R,) ~ ~t,a)zlrdI "kollvll:'Œ: t ~Ilzll~2(U;V)

En prenant Z = Yn dans (R)) et en utilisant la formule d'intégration par parties on arrive à

CR3) .~ 1(ù~~(T,a,x}-Y1(O,a,x)~adx+ 11T~;(t,W,x }-y~(t,O,x )~tdx+

37
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+ 1l(Vyn)+(Jl+Â)y~~Q =fVYnJ:dL
J:

1

Ce qui nous donne en utilisant (R2)

On tire alors que (ynJ est bornée dans L\U ;V) •

On peut alors extraire une sous suite notée encore (YI) tel que Yn~ Y dans L2(U ;V)

Montrons que (AoYnJ est bornée dans L\U ;V')

Soit r/YE V, pour presque tout (t,a) E U

(Aoyn(t,a }r/Y)= -i(Vy"V r/Y+(Jl+A )Ynç>}lQ+ }V~~ dL.

d'où IIAoYII(t,a )1 ,,,S;[(Jlao4-Â+lJly,,(t,a )Iv +~Iv(t,a )1]1r/Y11v

On peut aussi en extraire une sous-suite notée toujours (AoynJ telle que AoYn ~ J
")

dans L-(U ;V') .

Soit qJ E ([) (U) et IfEH\O)

1\AOYn,qJ®lf)dU~ 1(j,cp®lf)dU

= L(j,lffpdU

d'autre part

1(AnYn,CP®1f )dU=1(AoYn,If fpdU=-1(yn,If }\orpdU cf proposition 1.6

alors 1(Yn,1f }\orpdU = L(yn,IfAocp}lU,

donc fJy" ,If )AorpdU ~ L(y,1f )AorpdU= LCV,IfAoqJ}lU .

Ainsi 1(AoYn,qJ®lf)dU ~ 1(AoY,CP®If)dU, et alors j =Ao'y

Par suite en passant à la limite dans (RI) on trouve

J/(Ao51,z)dtda+ 1[VyVzt(Jl+Â )yz}itdadt= iVZiJ:dL. •
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Alors:

Enfin grâce à la cont~nuité des applications traces pour les topologie faibles

(cf. Proposition 1.5)

on aYn (0, . , .) -~ YI) dans L2(QCtJ) etYn (0, ' ,.) -----» y (0, " .) dans L2(QCtJ). 1

Par conséquent y (0, ., .) = Yo pp dans QCtJ

De manière analogue on montre y (.,0,.) = YI pp dans QT

Montrons maintenant l'unicité de y

•

surI

dansQw

dansQl

Soit y et y deux telles solutions alors y = y - y est solution de :

~+~ -L1y+(,u+Â]y=OdansQ

DY =0an
y (O,a,x)=O

y(t,O,x )=0

Prenons y = Yn dans (R2) on aura

~ 1(0 y2(T,a,x):iadx+1 1Ty2(t,w,x):itdx+1l(vy1+(,u+Â )y2~Q=O

d'où 1Iyll~)((J)=0 et alors )7=0 pp dans Q.

On a donc y = y d'où l'unicité

La question qui nous reste à examiner est la positivité de y.

On aura alors besoin du lemme suivant:

Lemme 1.5

On suppose que ,Q est un ouvert de RN de frontière O,Q = Fvariété différentiable de

classe Cco
et que ,Q est localement d'un seul côté de F

Soit ro: HI (.Q) -----» L2(I) l'application trace

U H U/r
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Si rpE Hl (Q) avec rp(x) ~ 0 pour presque tout x En

Alors ro (cp) (a)~O pour presque tout CT Er

Pre!Jve du lemme 1.5

* Remarquons d'abord que si Vn -----;;> v dans L2(f) et si V n 2 °pp sur f, alors

v~O pp sur f

En effet V n - V = (Vn - V+) + V- alors

(vn -- v/ = (vn - V+/ + V·2 + 2 V n v· ~ (vn - v+i pp sur f

alors Ilvn-v+I/::;llvn-vll d'où vn-----;;>v+ dans L2(f) et donc v= v+ pp f

**Remarquons aussi <!lue pour cp E HI(n), par régularisation et troncature on

peut construire une suite (~n) C cD (RN) telle que t/Jt!n E cD (n );~n (x) 2 °
pour tout x E RN et t/J,io ~ cp dans HI(n) cf [6 ]ainsi par définition de Yo

en a :ro(rp}=/im r0(~1h) or Yo($. Q )(cr) ;:, a pp sur r alors d'après

n~+oo

1: Yo( cp)2 ° pp sur f.

On a besoin également du lemme.

lemme 1.6 [19]

Soit u E L2(U,' V) telle que Aou E L
2
(U .. V)

Alors

= -1 LJu- )(r,a,x)-(u- nO,a,x}1adx+

- ~ L)(u- }(t,OJ,x)-(u- )(t,O,x)~tdx

Preuve du lemme 1.6

cD(U ;V)c HI(Q) C W(U; V), comme (]J(U ;V) est dense

dans W(U ; V) , alorsIH1(Q) est dense dans L2(U ; V) .
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Soit li E H1(Q) alors u i = max (u, 0) et u- = max (- u,O) appartiennent
1

à H1(Q) et on a: au~ ={&:i pp dans Q+
8XI ° pp dans Q_

alors aau~ et 8au-: appartiennent à L2(Q) et donc Aou = /1 ou
l

- .I1ou- ,
Xl Xl

avec /1ou' E L2(Q) et .I1ou- E L2(Q) •

On peut alors définir les traces en t = to ou en a = ao des fonctions u+ et u-

En appliquant alors la formule d'intégration par parties on aura:

1(Aou,u-)dU = -1(Aou-,u-)dU

= -J L[(u- )\t,OJ,x )-(u- j(t,O,x)~tdx-àLJu-Y(T,a,x )-(u-Y(O,a,x)~adx

= - ~[llu{ ,m, 11;,(Ur r1fu(· ,0, ·11;,(u, )]-1[llu(T,. , 11;'lc', ) -+-(0,.,. t2(Qw )]

Soit u E W(U ;V) alors il existe (q:>n) C Hl(Q) telle que q:>n ~ u dans

W(U ;V). Alors Aotpn --Î' Aou .

•

Comme <Pn(-,OJ,}--)-U(-,OJ,·) dans L
2
(Qro) alors tp~COJ,·~u-COJ,·) dans L

2
(Qro)

De môme q>~(,O,·~u-(,0,·) q>~(T,·,.~u -(T,·,-) et q>~(O,.,.~u-(0,·,·)

alors !~1(Aoq>n,q>;pU = -1[llu-Cm11'-+-CO,.11']

= -1[llu-(T,.,.~12 +(0"'11]
De plus
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1 L(Ao(qJn-u }qJiï )dUI S IIAo(qJn-u )IL2(U,v~lqJ~IIL2(U;V)

[S ~IAo(qJn-u)IL2(u,v)~0 quand n ~ +00 car

(lptl) est bornée.

de même on montre que 1(Aou,qJ~-u-)dU~O quand n~ +00.

Par conséquent n~~oo1(AOqJn,qJ~ )dU=1(Aou,u-)dU •

Cela achève la preuve du lemme 1.4 .

Suite de la démonstration du théorème 1.3
1

Yo ~ ° pp dans Qw alors Y~=0 , de même Yj-=O pp dans QT
\

Par conséquent .V(O,a,x)=Yo-(a,x)=O pour presque tout (a,x )=Q(V et y-(t,O,x )=y]-(t,x)=O

pour presque tout (t, x) dans QT .

Alors d'après (RI)

L(Aoy,Y-)dU+ 1l(vyxvY)+CU+Â)YY-~Q= ~ vYiI dI ·

Comme i ~ °pp dans Q alors YI~ ~O pp sur l et donc .~ vYI~ d"I ~O

Ainsi grâce à la proposition 1.5 et au fait que Vy=V.V -Vy- et
i

(Vy,Vy- )L2(n)=-(VY-,vy- )L2(n) on a :

-~[IIY(T"112-lly(0,,11
2
H[IIFCw,1121IFCO,112}

-IIVy-II:2(Q}-1(JL+ÂiY._)dQ~O

Mais y-(,0,.)=0 et y-(O, .. )=O pp dans Qw alors on tire que
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soit LCu+ÀXy- Ydq~211IY-(T,.-)l2 _~lly_({ù,.~12 d~où

ÀIIY-II~2(Q)~-11IY-(T,.~12 - illy-(-,{ù,.~12 ~o

alors Ily-11
2

2 =0 et donc y-=0 pp dans Q
" L (Q)

Par suite y=y+ pp dans Q et on a aussi y -(T, )=0 ,

Nous pouvons maintenant étudier l'existence de solution pour le problème

III - RESOLUTION [DU PROBLEME

On considère le problème

py+ay -~y+,L{V=oot oa
(P) Sv =vorz

Y(°,a,x)=y/a,x) )
J{t,O,x)=F~r f3yda

dansQ

sur l

dans QùJ

dansQr

on a le théorème d'existence et d'unicité suivant :
i

Théorème 1.4

Sous les hypothèses:

(Hl) ilouvert borné de RN de frontière Fvariété de classe eXi, étant localement

d'un seul côté de F

(H;) Yo E L2(QrJ et Yo ~o pp dans QOJ

(H3) v E L2(l) et v ~o pp sur l

(H4) fi, fiE LXi (Q), j1 ~ 0 , fi ~ O. pp dans Q{Ù
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(H5) F(a) = ar/J(a~ où fjJ est une fonction numérique positive, F lipschitzienne de

rapport KF

Le problème (P) admet une solution unique.

Pour la preuve du théorème on a besoin du

Lemme J. 7

Pour tout z E W(U "V), Ao(e"tz)=À(el..1z}re"tAoz

Preuve du lemme 1.i

Soit rpE;J)( U)

Ao(e)JzXrp) = -1eÀJzAorpdU

= -1zAo(e-ilrp~U+1keÀIqxlU

( ÂI ÀI ~)
= Â.e z+e AozArp

Remarque lA

Lorsque

(e A/ AozXrp )= Le A/(Aoz,rp)dU=L\Aoz,e )J rp)dU=Ao~e A/rp~V'

Preuve du théorème lA

Considérons une fonction zEL2(Q) telle que z~o pp dans Q

Posons ~(t,x)=(r f3zda ~(r j3e A'zda )

Alors il est clair que ~lzO pp dans QT .

Montrons que YI EL2(Qr) .
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Thèse de Mathématiques AppUI/uées



En effet

F est lipschitzienne de rapport Kp et F(O) = 0 alors

y~(t,x) ~ e-V .tK/[r fJe),'zda]

~ KI
2

ffJ 2dafz2da~Kf·fJkùrz 2da où fJoo=//fJ/IL(Q)

d'où L.y?(t,x)itdx~KF
2
fJ:iw Lz2dadtdx

Par conséquent il existe y~) solution du problème
1

ay+ay -LlY+(j.1+À)~=O dansQat aa
ay=v=ve -)./ surI

(P2) an
y(O,a,x)=yo(a,x) dansQw

}{t,°,x)=(r j3zda~(r!Je )./zda~ansQT

Alors pour tout zEL 2(Qr=~EL 2(Q)/lpZO pp dans Q} ,on peut associer y(z) solution de

(P2) et y(z) est unique •

Notons G : L 2(Qr~L 2(Qr

z~}{z)

Montrons que G est une application contractante pour certaines valeurs de "

Soit ZI,Z2EL 2(Qr, notons YI et Y2 les images de zl et z2 par l'application G

Posons Y=Yl-Y2 alors y vérifie

dansQ

surI.
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Ainsi

5\t,O,x)=e-,vlF(rJJZi e,lJda~F(r j3e,lJZ2 da) J pp sur QT

On a 1(Aoy,y)dU+ 1l(Vy1+(u+ÂXy1~Q=O alors grâce à la formule

d' intégration par parties :

11T~;2(t,w,x}-y2(t,0,x)~tdx+ ~ 1T~2(T,a,x }-y2(0,a,x)~adx+

+1l(VyJ+~+Â{v2)~Q=O
Or y(O,a,x)=O pp dans QO).

Alors 1Jvyf+(u+Âtyf ~Q:Ç1115\·,O")1~2(Qdontire alors que

Â1(yfdQ :Ç 1115\·,0,JI~2(QT)

.y2(t,0,x) = e -2,lJ[F(rj3e ,('z, da~F(r jJe '(' z2da )J

:Ç e-n!K~r.b j3e,{!(ZI-z2)iaJ

:Ç K~[.6 jJ(ZI-z2)iaJ :Ç K;jJ~w r(ZI-Z2fda

d'où

r S?(t,O,x}itdx :Ç KljJJswr(ZI-Z2Ydtdadx .
.QI' 1 .b

Soit 1ry2(t,0,x }itdx:ÇK~jJ~~lzI-Z211~2(Q)'

2

Ainsi ,~IYII~2(Q):Ç~ wjJ~llz] -z211~2(Q)

K2
jJ~w

En prenant A de telle sorte que Â> F 2

un point fixe z qui vérifie alors :

lhèse de MUlhémaftques Appliquées
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~+g~ -L1z'+(,LLtÂ)z=o dansQ

oz=v surIan
z(O,a,x)=yo(a,x) dansQw

z(t,O,x)=(r fJzda'wf{Je hzda)dansQr

Posons y=eÀ/z alors y::?O pp dans Qet d'après le lemme 1.7 et la Remarque!.3

Aoy=Ày+id Aoz .

Alors pour tout rpEV

(Aoy,rp)+ .fJVyVrp+).OJlp}ix=(Ây+ét Aoz,rp)+ 1(V(eÀ
/z~ qJ+,LL(eÂtz~}tx

= (i/ AoZ'~)+ 1lvzv(e-ürp~(,LL+Â )z(eÀ
/qJ)~

= (Aoz,e À
/ rp)+ JJvzV(eÀ/qJ~(,LL+À ~(eÀ/ qJ)}tx

= fr v fi1rdO"

Alors on a 1(VyVrp+).OJrp)ix+(AoY,lp;=fvfi1rda-

De plus y(O,a,x)=e°z(O,a,x)=yo(a,x) pp dans Q(ù

y{t,O,x)=eÂ/z(t,O,x) = eÂ/lrfJzda~(r {JeÂ/ zda) pp dans QT

= (r j3zi/da~tb fJeÀ/ zda) pp dans QT

= (r fJyda~(r f3Yda) pp dans QT

= F(r j3yda) pp dans QT

Alors y est la solution de
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~+~-~Y+J~=OdansQ

êy=v surI
(P) an

y(O,a,x)=yo(a,x) dansQw

y{t,O,x~~j~da}ansQ,

Remargue1.5

Nous avons prouvé que toute fonction de W(U ;V) à un représentant dans

C([O,T]; L2(O,Cù ;H))n C([O, Cù]; L\O,T ;H)) par conséquent on peut considérer y

comme une fonction de C([O,T] ; L2(O,Cù ;H))n C([O, co] ; L2(O,T ;H)) .

48
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CHAPITRE II : PROBLEME DE CONTROLE

1- INTRODUCITON

Dans cette partie on recherche à contrôler la population, plus précisément on

cherche à ramener la densité y aussi près que possible d'une densité désirée zd.

Rappelons que ~e contrôle v vérifie v ~O pp dans I.
Cela peut s'expliquer par le fait que globalement on laisse sortir les individus de la

population à travers la frontière r= an de o..
Dans une première partie, on va étudier le cas où le système est linéaire. On

étudiera l'existence et l'unicité d'un contrôle optimal v à l'aide des résultats classiques

du contrôle optimal.

Dans la deuxième partie le problème sera supposé non-linéaire et on étudiera la

question d'existence de contrôles optimaux et des conditions d'optimalité.

Comme on veut rapprocher la densité y d'une densité dérive Zd, notre fonction

coût sera donnée par 1

J(v )=11Y{v)-211 11:2((2)+Nllvll:2(2:) avec N> 0 où

vEL
2(L }t=~EL2Œ )tp~O pp sur L }

II - I~XISTENCE ET UNICITE DU CONTROLE OPTIMAL POUR
LE CAS LINEAIRE

1. Continuité de la solution de (P) par rapport au contrôle.

Le résultat suivant, est valable aussi bien pour le cas linéaire que pour le cas

non linéaire

Proposition 2.1 .'
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L'application VHy(v) est lipschitzienne de L2(L ) dans L2(U;V) •

Preuve de la proposition 2.1

Soit VI ,v2EL 2(I), VI~O et v2~O pp sur 2:

Notons Zi pour i = 1 ou 2, la solution de

dansQ

sur'L

dansQw

dansQr

Posons z=zl-z2 alors z vérifie

dansQ

sur"f.

En utilisant une méthode analogue à celle utilisée pour prouver l'unicité de y on obtient

111z(T)I~, 2((JiÙ)+ ~11z(OJ )I~ 2((!r)+IIV7ZII~2((J)+IIJ,l1+AZII~ 2(!}1')+

-~lle-ÀJ[F(r j3é'ZI da~F(r j3eÀJ
Z2 da)JI\;Xfrj3l~lzl -z211~, 2(Q) ,

On a déjà vu que

Ile-At[r'(r fJeÂl zjda~F(r fJeÂl z2daJr$K~P~ajlzl-z211~2(Q)
i

alors

2 2
choisissons Â, KFgOC)w +1 ,alors À vérifie d'une part (~) et on obtient
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Ilvzl12 +llzll~2((J):s;klll~ -v211:2(L)+~llzll~)(u.v)

alors ~llzll~'(r!,I,)~klll~ -iJlll~" (L) ,

Grâce à (~) les fonctrons y]=i"z] et eÀ'z2=Y2sont les solutions de (P) pour

v = Vi et v = V2 respectivement alors y = YI - Y2 vérifie

alors Ilyll\( /)~ k1IVl-V2II\() ce qui achève la preuve de la proposition 2.1 ./, Il) .l\"I /, L

2 Existence de la solution pour le cas linéaire

Le système linéaire donné par:

éY+éY_~y+?y=OdansQat aa
éY=v surI

(p}) an
y{O,a,x~yo(a,x) dansQ

y{t,O,x~K}~da dansQ
o

admet une solution unique pour tout vED(I\ cf chapitre 1 .

3. Contrôle optimal

i

Remarquons également que l'application vHy(y) est affine. En effet il suffit de voir

que 'f---?J\v)-y(0) est linéaire. Mais y(y)-y(0) vérifie l'équation

--,------
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az+az -~+,uzbO dansQ
at aa
QZ =v sur L:
an
z(O,a,x)=O dansQù

z(t,O,x )=KJj3zda dansQr
o

Il est clair que le système ci-dessus est linéaire par rapport à v.

De plus comme est affine, on ,peut écrire que

~v{v)=}{O}tBv où BE.e(L2(I )L2(Q))
1

Pour la suite on pose U"d=D(L:t ,Uo=D(L:)et on cherche

UEU",: tel que J(u )=/nfJ(v) .
VE Uad

On note (Go) le problème trouver UEU"d tel que J(u }=InfJ(v)
l'EU"d

On a J(v)=(}{V}-Zd,}{V}-Zd)Ii+N(V,V)

Alors J(v) = (}{v}-}{O)t}{0}-Zd'}{V}-}{O}t}{O}-Zd }tN(v,v)

= (Bv,Bv)t2(Bv,}{0}-Zd}t11}{0}-z"W+N(v,v)

Posons 1r(u,v)=(Bu,Bv}tN(u,v) et

Théorème 2.1 :

On suppose que N(v,v ~alIvII2, avec aER: . Alors le problème (Go) admet une unique

solution u caractérisée par n{u,v-u~L(v-u), "ï/vEUad
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Preuve du théorème 2.1

Existence

Il est clair, que d'une part 1! est une forme bilinéaire continue, symétrique sur

UoxUod'autre part L est une forme linéaire continue sur Uu.

De plus 1! est coercive car n{v,v)=(Bv,v}tN(v,v~a1lvI12 .

Par conséquent d'après les résultats classiques de la théorie du càntrôle optimal, il existe

un unique UEUad fermé tel que Jo(u )=n{u,u}-2L(u)=JnfJo(v) II'

Alors li vérifie J(u )=JnfJ(v) .
LlEIII/lI

De plus comme li minimise Jiv )=n{v,v}-2L(v) •

On a aussi la caractérisation cf [21], n{u,v-u )?L(v,u)tivE Uad •

Donnons maintenant une méthode de détermination du contrôle optimal.

On a le théorème suivant:

Théorème 2.2.

On suppose que les hypothèses Hf, H2 H4, H5 du Théorème 1.4.sont réalisées

On suppose également qu'il existe a>O tel que N(v,v~allvll\fvEUu.

Alors le contrôle optimal u est caractérisé par les deux systèmes d'équations et le

système d'inéquations suivants.
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dansQm

dansQr

8y{u )+ay{u)-~y(u}t,u;{u )=OdansQ
~a/ aa
_d.Y\u )=u sur L:

1 an
y(~/ XO,a,x )=yo(a,x)

y{u Xt,O,x)=KrfJy(u}1a

dansQ"

dansQr

dansQm

dansQr

{ ~KAI~OB'(fJ~lI)r,o,.)}t P((u)~ +Nu;v-utZO'v'VEUad

UEU ad où Auoest l'isomorphisme canonique de UA dans Ua'

Démonstration du théorème 2.2

Introduisons l'état adjoint p(u) défini par

~a;zLa~:L"'Au}t~u~;{u )-zddansQ

-~--=o surL:
an
~uXT,a,x)=O

~u )1,OJ,X )=0

En posant r=T-t et s=OJ-a, ce système peut s'écrire

et il admet une solution unique voir Théorème 1.2 .
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Par conséquent on a :

(Rs) 1(-Aop(u )y{v)-y{u ))dU+1['1p(u)v(y{v )-y{u ))+,up(uv,{v )-y{u )]}iQ

= U.v{v)-y{u )Xy{u )-zd}iQ

Grâce à la formule d'intégration par parties

+tP(u Xt,O,x )y{u Xt,O,x }itdx car

p(uXT,a,x)=O pp dans Qw, p(uXt,OJ,x)=O pp dans Ql et (Av)-J{u)XO,a,x}=O

pp dans Q(ù alors on a

LAop(u)~v)-~u ))dU+1['1p(up(~v )-~u ))}t ,up(ul~v)-~u )}iQ

+ L(~uXy{v )-y{u ))Xt,O,x}itdx=&(v-u )rJ.uLdI+Lp(u Xy{v)- y{u )Xt,O,x }1tdx

de (Rs )on tire alors

Mais on a n{u,v-u,?-L(v-u) , 'v'VEUad

<=> (Bu,B(v-u ))+N(u,v-u~--(B(v-u )y(0 )-Zd) 'v'VEU'Ii/

<=> (B(u )+}{O )-zd,B(v-u ))+N(u,v-u ,?-O •

Soit LCy(u )-Zd X)~v)-y{u )}iQ+N i u(v-u):Œ~o (R7)

Alors grâce à (R6)

(R7) <=> 1(v-u)p(u) dI. + L(p(uXy(v)-y(u))Xt,O,x)itdx+N1U(V-II}1I20

<=> 1(v-ufp(u)[ +Nu}Œ+KLT[p(UXt,O,x)rfJ(y{v)-y{u)}ia~tdx~O

<=> (p(u)[ +Nu,v-u ta+K(fJp(ur,o,.}y{v )-y(u ))/2(Q)~O

<=> (~u t +Nu,v-ut +KCBp(u r,O,.}B(v-u ))/2(())~O
o -

<=> lp(u)2:: +Nu,v-u) 1 +K(A~~" B*(,Bp(u r,o,.)v-u)) , 1 20
1.'11 ['1)'["

<=> (KA-0o B*(fJP(u r,o,.))+ p(u J[ +Nu,v-uto~o ,'v'VEUad
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Remargue2.1

Il est clair que lKA~~oB·(,B(a)p(.,O,,)}+-p/L}tNu=OppsurL.

E f~ , {*usurI=!KA~~ B'(,B(a)P("o")}+-PILtNU>oppsurL\n e let smon posons: v= .. () :
2usurJ= KA~: B·(,B(a)p("O..)}+-p~ Nu<OppsurL

o

Alors (KA\\oB*(,BrJ,."u l,o,.)}+- p(u t: +Nu,v-u )uo <0 lorsque 1 ou J est de

mesure non nulle.

Cela contredirait l'inéquation variationnelle

tKAi\"B*(,Bp(u1,0,.)}+- rJ,."u h-, +Nu,v-u) 20 ~ VVE U"d'
L, ilo

Par suite en éliminant u entre les deux systèmes l et II on trouve

surL:.

dansQ"
dansQr

et

0' èv
at+i~7-~y+,L0'=0 dansQ

0) ~~=--»[KA~:"B'(,BP(.,O')}+-PIJ surL

}{O,a,x)=yo(a,x) dansQ"
J~t,O,x)=K f,Byda dansQr

avec u=-1[KA~~oB'(,Bp("O')}+-PIl:] J

III - EXISTENCE D'UN CONTROLE OPTIMAL POUR LE C:AS
NON LINEAIRE

Dans ce paragraphe nous allons chercher d'abord l'existence d 'tm contrôle

optimal et ensuite nous chercherons des conditions nécessaires d'optimalité.
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(G I ) Trouver voED(L:Y tel que J(vo }=lnfJ(v) , Um(=D(L:} .
l'Er <Jd

Avec y(v) la solution au sens ci-dessus défini du système

Âo,v\V )--L\y(v )+,ll}{v}=O
ùv-'---=van
y{O,a,x}=yo(a,x)

)~t,O,x}=F(r fJyda~rfJYda~(r fJyda)

dansQ

surL:

dansQù

dansQr

qui est non linéaire puisque ~ n'est plus une fonction constante

1. existence d'un contrôle optimal

Théorème 2.2

Sous les hypothèses du théorème J.4,avec de plus ~EC-'(Q) le problème (Gd admet (I/{

moins une solution.

Preuve:

Soit (vJ une suite minimisante

On a limJ(vll }=lnfJ(v)
n +J: l'E/.2(:: r"

Uad=D(L Y étant convexe fermé est faiblement fermé et donc VI7L~ v

dans [2(I ) et vED(~roù (vnk ) est une sous suite de (vJ.

De même (y(vnk )) est bornée dans L2(U;V) puisque

(1,{vnk )-y(0)1~2(Uy)~kll(vl1-0 t=kll(vnkt d'après la proposition 2.1 .

Alors il existe M >0 tel que IIy(vllk )1r2({/y)~M,'v'llk.
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On peut donc extraire une sous-suite de (y{vnk )) notée toujours (y{vnk )) telle que

Cv{Vnk )) _:-.0 Y dans I3(U,v) et (y{vnk )) -+ y dans L2(Q) faible.

Montrons que y(v)=y

Soit rpEL2(U,v)

f(i\o.v{Vnk 1rp)dU+ UV),{Vnk rv rp+flYrp }iQ=1Vnkrpc dI.

Puisque vnk ~ v dans D(2:) on a donc: 1Vnkrp: dI.~1"t'rp dtdada

De même de J{Vnk ) ~y dans L2(U;V) on tire que

Soit r/JEV, on a pour presque tout (t,a) EU

de la continuité de l'application linéaire r/J~~~rdŒ définie sur V on a :
r

Alors pour presque tout (t,a) EU

AoY(vnk Xt,a )r/J)I::;lCu[j)+1Jly{vnk Xt,a Xlv +~Ivnk(t,a )IJIr/Jllv

On tire alors que 11AOy(Vl1k )1/2(1:1')::; (Jioo+1)Iy(Vnk )1/2(UI')+~IVnkII/2(, )

Et donc (AOy{vnk )) est bornée dans D(U;V') on peut donc extraire une sous suite

toujours notée (Aoy(vnk )) telle que AOY(vnk )~ çdans D(U;V').

Mais comme l'opérateur Ao est continue de 1>'(U,v') dans lui-même on a

AoAvnk ~J\oY dans 1>'(U,v') . L'injection de D(U;V')dans 1>'(U,V') étant continue

et i\OJ\Vnk)~ çdans D(U;V') alors i\oy(vnk)·--...... ç dans :D'(UY').
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De l'unicité de la limite on tire que Aoy=ç et donc AoYEL2(U~V')

On a donc pour tout rjJEL2(U;V)

f( AOy{Vllk )rjJ)dU+ t[Vy{Vnk Xv rjJ+J-lYrjJ )}1tdadx

-) t\Aoy,rjJ)dU+ .(/VyV rjJ+'«yrjJ }ltdadx d'une part et d'autre part

fi. AOJ{Vllk ))dU+ t(V.y(Vllk FrjJ+ P}(Vllk)P prtdax= t VllkrjJI dI

~-). ~ v~L dI quand n~+oo .

Alors

Remarquant que y(vnk )~ y dans W(U ;V) car AoY(vnk ) ~ AoY

dans L2(U,V') faible et y(vnk ) ~ y dans L2(U ;V) faible, on tire que

y(vnk XO,.,.) converge faiblement vers y{0,.,.) dans L2(Q(J et y(vnk ) (.,0,.) converge

faiblement vers }CO,·) dans L2(QT)car les applications traces sont continues

pour les topologies faibles.

Mais }{Vllk Xt,O,x )=F(rPy(Vllk pra) or

F(r f3Y(vnk }la~F(r f3Yda) dans L
2(QT) quand

{.) (.)

nk~+oo ,puisque f~Yllkda-.;f~Yda
o 0

En effet multiplions l'équation de Ynk par ~ on trouve:
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0)

Posons ZlIk= I/3Yllkda et intégrons l'équation précédente par rapport à a on obtient:
o

(m)

J
a {V (ap ap y (V,,-4"'" - (P'v",)(t,O,x)+(Pv",)(t,m,x)-L\z",- Jy", -a+~a-l'1p-j.1p a+2j\7pVYII,do=()
ot 0 t a {j

((1)) '1':lIk(O,X)=z(I
8ZlIk_= Wllk

l an

,IV IV ap
OUZo= fpyoda et Wnk = f(jJVnk +Ynk~a)da

Ci 0 n

Posons

, lU (ap ap } IV/nk=-(PYnk)(t,OJ,X)+(jJYnkXt,O,X}t f.Vllk ~a+-a--l'1p-j.1p 0-2l'VfNYnk da
{j t a (1

Alors le problème (m) s'écrit:

a~IIL_&lIk+Azllk=f'kdans]o,r[xn
uf

z,iO,x)=zo(x )dansn

a;~k =Wnk sur ]o,r[xan

Où on a effectué comme de coutume le changement

y",EV(Q) et F est lipschitzienne alors ~'~",da}V(g).

De même Ynl,OJ,.)ED(Qr,) et J-lYnkED(Q)) puisque p, j.1ELcfJ(Q) .

(:kED(Qr)

Ainsi de [20] on tire que (m) admet une solution au sens tàible suivant:

Zlik En(O,r;Hl(n )}1cŒo,r}n(Qna~;k En(O,r,(Hl(n)) )

<OaZnk,g>+ f('Vzllk'Vg+Âzllkg}ix= fWllkgrrdŒ+ ff'kgdx "ï/gEH1(n)
t" r"

Notons que f'k est bornée dans U(QI)'
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[ ]

" l

(V af3 af3 - _ (d 1 (0 af3 af3 "J JY"k(-a+-a-f..f3-Jlf3lrla dtdx~ JJYI~kda.(-a-+--;;;---f..f3-Jlf3î dadtdx
1) t a (' (il' Il Il t oa )

0}' -

Prenons g= Z"k dans la relation (Rs) et intégrons par parties on trouve

en utilisant les mêmes méthodes que dans la preuve de la proposition2.1 que

( Z!Jk ) est bornée dans D(O,T-,Hl(n)).

On peut donc extraire une sous suite toujours notée (Z"k ) telle que Z"k~Z

dans D(O,T,Hl(n)) faible.

Utilisant (R\) et le fait que (Zl1k) est bornée dans D(O,T;H'(n)) on tire que

((~r) est bornée dans D(O,T;HI((n))) et donc dans n(O,T;H l(n)).Par conséquent

(Znk) est compacte dans D(O,T;D(n)). On peut donc extraire une sous suite toujours

notée (Zl1k) telle que Zl1k~Z dans D(O,T;D(n)).
(d

Mais on sait que Yl1k~Y dans D(Q) faible et que g~ fgda est continue de
o

(il (1) (Il

D(Q) dans D(g.) , par conséquent Znk= f.fi.ynkda~ J.fi.yda d'où z = f,Byda.
o 0 0

car

Ainsi

!IF[(r f3y(Vl1k }la~F(r f3yda)r L2(QT)~ K} 1~l1kda-1f3yda 2

o 0

D'où le résultat .
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Par conséquent y est la solution de

l\oy-6y+,«y=° dansQ
0}
an =v surI

j:{O,a,x )=y{(a,x) ) dansQu,
){t,O,x)=F~r[Jyda dansQr

On a donc

11er lad

Remarque 2.t

On peut montrer que Yllk~y dans D(Q) quand on a l'information

Vllk~v dans D(I) .

En effet puisque IIYllk-yllj2(r'I):::;qVllk-~I,on tire que Yllk~y dans D(U;V),et donc

.'lilk~y dans D(Q).

2. conditions nécessaires d'optimalité dans un cas particulier

Nous allons chercher des conditions nécessaires d'optimalité sous des hypothèses

supplémentaires.

Ici nous prendrons:
(Hr, )[JEoŒ°,CÙDet P?O pp dans p,m[ .
(H7 )J-lE1J:(O,m) , J-l'20 pp dans p,m[.

)

(H8)F(a)=~a-), aER+ ' avec b et c des nombres réels strictement positifs.
b+a-

On remarque que F est lipschitzienne puisque

On suppose aussi que :

(H9 )KF [JCXJ(ù=1 ,où CJ) désigne l'espérance de vie maximale de l'espèce.

rh~se de Malhémaliques Appliquées
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On cherche alors à résoudre le problème.

•Trouvez v E Uad tel que:

(G]) J(v.)=Jn( lev) où
vEl/ad

Uad = {v E L2 (I) ; O.$'V .$'V() pp sur I} où V() E L:1J (I) est une fonction donnée.

Remarg ues 2..3

La fonction F, choisie ici est celle du modèle « dépensatoire » cf [15].

L'hypothèse (H9 ) peut se comprendre dans le sens où l'on agit sur la natalité de

telle sorte que l'on ait K,J3oom=1.

On peut agir sur le taux de natalité dans ce cas on agira sur ~, où encore on peut

agir sur F par l'intermédiaire de c et b, dans ce cas on agit sur la fonction qui gouverne

le passage de la classe des nouveaux nés à celle de la couche la plus jeune de la

population.

2.2.1. Propriétés de l'état y(v)

Nous allons d'abord montrer que y(v)ELW(Q) .Plus précisément on a le théorÈ?ll1c

suivant:

Théorème 2.3

Sous les hypothèses (H6}-(H9 ) et (HI): n ouvert borné de g', N = 1, 2 ou 3 de

frontière Fvariété de classe ca' ,. n étant localement d'un seul côté de r

Le système

Aoy-i1y+m=o
av

(R) an=v
y(o,a,x)=y((a,x) )
y(t,O,x)=F rj3yda

ihèse de Malhémallques Appllql/é~s
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le problème(Ps)

OÙ VEU"d admet une solution unique y(v).
a:>

De plus y(v)EL (Q)

Pour la preuve du théorème on utilisera les deux lemmes suivants:

L
Lemme 2.1 : Soit voEH2(f) telle que Vo > 0 et ÀER+

Soit f EL\D) telle que !>IIYoll CfJ( ) pp dans il
L Q(Ù

Alors le système

{
-~ 1f+À,If=f

(SI) alf
-=Voan

admet une unique solution ~fEH\D). De plus 1f~IIYoll CfJ( ) pp dans il.
L Qw

Lemme 2.2 : Sous les hypothèses (HI)" (H6 }-(H9 )

AoqJ-l1.qJ+À,qJ=f dansQ

aqJ - sur'"an -vu L...

tp(O,a,x)=lf(x) dansQ"
(ù

tp(t,O,x )=K,. ffJrpda dansQ,
o

admet au moins une solution <pELCfJ(Q).

Preuve du lemme 2.1

Remarquons que sous les hypothèses du Lemme 2.1 le système

( ){
-11. ()+À, ()=f dansO

S" iJB =0 sur aoan

admet une unique solution ()EH
2
(D). De plus on a B~/y?f(j)~IIYoll X'( ) pp dans

D L Q(Ù

D. Cf [6].

Considérons également le système
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{
-!1lf/+JLlf/=.OdansO

(Sl) (}lf/ =Vo surI
an

1

Comme voEH/2(f) et 0 vérifie l'hypothèse (H1).alors le système (S3) admet une
..J

unique solution \PEH 2(0).

On remarque aussi que liJ?O pp dans O.

En effet:

Par suite

1(-!1liJ+JLlfJ)f-dx=O

<=>h~~dL-1[(\7V J+A~J}=O

alors -1[hFJ+A~-r}ix= hV7l~dŒ

Or vo?O pp sur f et \P,~_?O pp sur r grâce à la positivité de \jI- et au
1

lemme 1.5 ~ Par conséquent } vo~-- dCJ?O, par suite on tire quer

Par conséquent \p- =0 pp dans 0 et donc \jJ?0 pp dans O.

Posons \If=\If+8 alors '~JEH\O) et \If est solution de (S 1)'

De plus \If=\p+8?8 pp dans 0 car \p?0 pp dans O.

Or e~IIYoli OO( ) pp dans 0 , par conséquent lf/~IIYoll OO( ) pp dans O.
L~ L~

Preuve du lemme 2.2

Prenons rpm(t.a.x)=ljI{x) alors i\Otpm=O,

!hèse de Mathématiques Appliquées
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(/) (U

rpll,(t,OX)=V/{X) , d'autre part KI' ffJooqJmda=K" ffJoolf/da
o 0

Par suite CPm ainsi définie est solution de (Ps).

Notons que 2~~- car N=1,2 ou 3, comme ~EH2(n), on a lf/EC(Q), et

Preuve du théorème 2.3

Elle sera faite en quatre étapes

Première étape

Dans cette étape on montre que sous les hypothèses (HI) ; (H6 - H 9) le système

suivant:

(Ri )

J\orp-!1rp+f.-Lrp=f dansQ

~rp=v surIon
<p(O, a ,x)=yo(a,x) dansQ"

<p(t,O,x)=K"r!Jrvrp da dansQr

ou f ED(Q) admet une solution unique.

De plus si v ~ 0 pp sur I ; Yn ~ 0 pp dans Q{t) alors rp~°pp dans Q.

On adapte seulement la méthode de la preuve du théorème 1.3. Nous ne donnerons

que les grandes lignes.

Considérons le système

(R)

Aofj5 +(f.-L+A) (jf-!1fj5=fdansQ
a?jj - "---=v sur.:.-an
rp(O,a,x)=yo(a,x) dansQù
rp(t,O,x)=)lI (t,x)ED(Qr)

Thèse de Mathématiques Appliquées
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dansQ"
dansQr

Pour montrer j'existence d'une solution du système (P:) on posera à partir du

problème (Po).

f=f-Aorpn+~rpn-(Ji+À)cp1 où (<Pn) est une suite de Coo(Q) telle que rpn(O, .. ) --})'r;

dans L2(Qû)) et qJn(, 0, .) -;) YJ dans L2(QT) voir preuve du théorème 1.3 et on

procède exactement comme au théorème ci-dessus cité.

Montrons maintenant l'unicité et la positivité de la solution de (P7) lorsque

J'J 2 () pp dans QT, Yo 20 pp dans Qw, f 20 pp dans Q ; et v 2 () pp sur L

Soit ZI! et u] deux solutions de (P7) alors U=UI-U2 est solution de :

AoU+(Ji+A)Ù-~ù=OdQnsQ
,",-

uu =0 surLan
ù(O,a,x)=O
ù(t,O,x)=o

Donc u=O pp dans Q, cf preuve du théorème lA.

Examinons la positivité.

On peut aussi écrire que qJ=rp +-rp - , avec rp + et rp - appartenant tous à

L2(U ; HI(Q)).

Alors f:(Aorp,rp -~U+L[VqJVrp -+(Ji+À)rprp -~x=lVip~d2:+I/q5-dQ

On tire alors de la proposition 1.5 que

-~ LJ(qi- )"(T,a,x)-(ip-)"(O,a,x)~adx-; L[(rp- )"U,(Ù,x)-(<p· YU,O,x)~tdx-
~ - ~ -

L((V rp -J+CU+A)(qY- y~Q=1Vepid1+LN -dQ'?O car f'?O 1 pp dans Q, v 20 pp sur l

et 9~~O grâce au lemme (1.5) .

Mais rp -(.,O,.)=y ~=O pp dans Qr et rp -(O, .. )=Yo=O pp dans Q(U

Ainsi --i L,(<p -J(T,a.x)dadx-~ t (ifJ -J(t,rv,x)dtdx- fl(v 15-r+(JI+À)(q; Jl/Q~O

rhè.le de Malhémo/lques Apphquées
67



~ (liP-11/2((!)~O d'où cp-=o pp dans Q et donc cpzo pp dans Q.

Soit zEL
2
(Q)+ =~EL2(Q); yzO pp dans QJ si on pose Yl =KFrf300zda , on associe ainsi

à z une unique fonction cp(z) solution de (P7).

Notons
2 2

If/ :L (Q)+~L (Q)+

ZHrp(Z)

En procédant comme dans la preuve du théorème 1.4. On montre que \tf est une

., K2~~Cù
contractIOn stncte lorsque À>-T •

Ainsi pour À> K~~~co , il existe zEL\Q+) telle que cp(z) = Z i.e que cp est solution de

Deuxième étape

Nous allons maintenant comparer les solutions des systèmes

Aocp-t..cp+JLrp=-f
ocp =VJ

an
rp(O,a,x)=yo(a,x)
rp(t,O,x)=-Kj:rf300qxla

avec VI .::?v] pp sur l .

dansQ
surI

dansQ"
dansQr

et

Aoy-t..y+JlY=f dansQ

-~=V2 slirL.

y(O,a,x)=yo(a,x) dansQù
y(t,O,x)=K;:rf300yda dansQr

dansQ
surI

Notons z = rp - y, alors z est solution de (PB)

avec V=VrV2 •

Aoz-f..z+ j.JZ=f
az=van
z(O,a,x)=O ù dansQ"
z(t,O,X)=KF rf3ooZdo dansQ

Comme v .::? 0 pp sur l et f.::? 0 pp dans Q, d'après la première étape (Pg) admet ur:c

solution unique z et z .::? 0 pp dans Q.

Par conséquent rp.::?Y pp dans Q.

!Ï7èse de Marhémallqlles App/iqw!es
68



Troisième étape

Comparons maintenant les solutions de

dansQ
surL

AOy-~y+j.lly=O

av-------=v
an
y(0,a,x)=Y6(a,x) dansQù
y(t,O,x)=Kt.r,B",yda dansQr

et

Aoz-&+ j.l 2Z=o
(3z=v
an
z(O,a,x)=yJ(a,x)
z(t,O,x)=KI f,B",zda

dansQ
surL

c/ansQ"
dansQr

où /.i ~;l pp dans ]0, co [ et Y6~Y6 pp dans Qw

1 2
Posons Yo=Yo-Yo' on ayo ~o pp dans Qro.

Posons f =02_j.ll} et on a J/ ~ 0 pp dans ]0, co [ etf;::() pp dans Q.

Notons cp = y - z, alors cp est solution de

Aocp-~cp+j.llcp=f dansQ
acp =0 surL
an
rp(O,a,x)=yo dansQ"
rp(t,O,x)=KtJ,B",qxia dansQr

d'où on déduit aussi que cp ~ 0 pp dans Q et donc y ~ z pp dans Q.

Quatrième étape:

Comparons enfin les solutions de

dansQ
surL

Aoy-~y+JIY=O

ay=v
(c an

y(O,a,x)=y /a,x)
y(t,O,x)=FÜ",B yda)

dansQ
surL

dansQ"
dansQj

et

Aoz-~+ j.l z=o
az=v
an
z(O,a,x)=yo(~,x) dansQ"
z(t,O,x)=KI l ,B",zda dansQr

dansQ
surL

donsQ
sur'i

rntroduisons les systèmes:

Aoy-~Y+(j.l+ À )y=O
ay =v
an
y(O,a,x)=yo(ar:) dansQù
y(t,O,x)=e-h F~ré' ,B yda) dansQr

Thèse de Mathématiques Appliquées

et (C/)

AOZ-&+(j.l+À)i
az=v
an
i(O,a,x)=yo(~,x) dansQ.!
z(t,O,x)=Kr i ,B"'Fsda dansQj
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1 ..,

Notons 77 : g H y(g) et 7( : g H z(g) où 5{g-) et z(g) sont les solutions de (C l ') l'!

Considérons les deux suites réculTentes suivantes:

J
r~o

y =g,

l
-~Il+1 \(' Il)
Y =77 Y

et {
-az =g
-~IJ+l ' 2(. Il)
z =77 (z

Nous allons montrer par récurrence que yl15.z l1
pp dans Q.

En effet, remarquons que:

Par conséquent la fonction cp=_yl+zl solution de

Aocp-!J.cp+ f/(P=O
alp=0an
tK'O,a,x)=O (

(P,J,O,x)=Krf3ro fgda-e ll F ffJgé'da)

est telle que cp;:;> () pp dans Q.

Alors iZ5;! pp dans Q.

Supposons que yll5.z ll pp dans Q.

Remarquons que:

e- h F(r f3eJJ .Y"da~Kr; rfJooy"da~KF rfJooz"da

dansQ
sur'L.

dansQo
dansQ

.., J

[
- ] " . J Kf~fJ(~Cù J) . 1]'
~n c 10\SISsant /I.,>-~l~--'-~ on a 17 et 'r contractantes strictement et (one (~S SUItl'S

~

(1''') et (z") convergent respectivement vers les solutions Ç" et Ç,:? de (C 1) et de (C:?) dan5

Notons \jfn =i"-y" , alors \If n ~ 0 pp dans Q.
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En adaptant la méthode de la preuve du lemme l.Son montre que /imwn=C;2-Çl?:.O
17~+(O

pp dans Q.

Conclusion:

Considérons les différents systèmes

dansQ
surI

dansQu
dansQJ

AoyJ - ~y'+(j1+À)y3=0dans Q
3yJ
---=v surIan
yJ(O,a,x)=y o(a,x) dansQ,)

Ly'(t,O,x)=KJ rfJyJda dansQr

dansQ
surI

dansQo
dansQJ

D'après la 4è étape on a :yI .:$'y3 pp dans Q

D'après la 3\: étape on a : y3 .:$'y2 pp dans Q

Et d'après la 2c étape on a :)/ .:$'yl pp dans Q.

On a donc O.:$'y.f .:$'/ pp dans Q

Or / = rpm E LX(Q) cf lemme 2.2

Par suite ,/ ELOO(Q) et donc y = e,,{ly.f E LJJ(Q) ,mais i·1yl est la solution de

Any-~y+,l{Y=O

gy =von
y(°,a,x)=YI(~'x) )
y(t,0,x)=F~1 ftyda

dansQ
surI

dansQ"
dansQr

Nous allons prouver la G.dérivabilité de l'application v Hy(V) de L2(I)

dans L2(Q).

Thèse de Mathématiques Appliquées
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Proposition 2.2

Soit v E Uad, U E Uod et s > () tel que v + su E Und

Y(v+su)-y(v l
Notons z /

s s

Alors (z.) converge vers un élément çdans L2
(Q), où çest la solution de :

Aoç-~ç-t-,uç=O

ac; =u
(Ro an

Ç(O,a,x)=O ( )
ç(t,O,x)=F' rf3.~v}ia rpçda

Preuve de la proposition 2.2

On revient au problème auxiliaire

AoY-~Y+Cli+À)y=O

ay =van
y(O,a,x)=yo(a,x)

y(t,O,x)=rmda tft(r f3eÂl Yda)

dansQ
surI

dansQ"
dam' QI

dansQ
surI

dansQ(j)
dansQ

On sait que la solution de (p}) est y=eÂl y .

Par conséquent on va montrer que v H y(v) est G-dérivable.

T - y(v+su)-y(v)Notons z =--~----------
s S

Alors Z, vérifie.

dansQ
surI

dansQv
dansQ

multiplions la 1ère équation par Zs et utilisons la formule d'intégration par partie~;. On

obtient:

~\\zlT)1112+-~llzlw)lt-1-llz/0)11
2
+IIVzs I1

2
+1 Il !,u+ÀZ'lt = lZsiLudI

ou z,(T,")=z,(T) et z,(O, .. )=z,(O) pp dans Q(jl
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D'où on tire que:

'1'l2.\11
2
+11~I2sI12 s~iI2./0)iI2+lu2'\h.dL

,~

F étant Lipschitzienne de rapport Kr on tire que

Par suite en utilisant quelques calculs, on obtient: 112./0)112 SK;·j3(~(~lz\ i~

Alors procédant comme la preuve du théorème lA, on prouve que (z.J est l'lornée dan<

L~(u)i(Q)) et que (A02\) est bornée dans L2(U ; y').

Par suite on peut extraire une sous suite tOl1jours notée (zJ telle que

~- ') ~- 2 '
Zs ç dans L-CU ; y') ; et /\02.\ /\oç dans L (U ; Y ).

En procédant exactement comme la preuve du théorème 1.4 on rnontre que
-- -çEW( U;V) et que c; vérifie au sens convenu.

rAo{-!1~+(1'1+ p)c;=O dansQ
1 èt:
. c':" (-)- "Ul'". - - l ,J L

1~~~,x)=o dansQ.

L'égalité ~(t,O,x)=F{rmet/da) 1°j3~da semble être plus délicate à prouver.

Remarquons cependant que Zs~ c; dans W(U ; y) faible..> Car

- 2 2
/\02,~c; et zs ----4''':l dans L (U, y) et L (U ; y) respectivement.

(Ù (1)

Alors en adaptant la preuve du théorème2.2 ,on montre que f,8Z,da-+ fj3~da.
11 Il

/ ,
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En effet .notons que Z, est solution de

Posons b='Jpz,da . b est solution de
n)

(
~-~b+Àb=ZI(t,O,x }-z, (t,OJ,x }-'J,lIZ1 da dans p,r[xo
at n

Qb= û sur lan
b(o,x)= 0 dans n

avec û='JfJuda .
il

Par suite on procède comme au théorème2.2 .

dansQ
surI

dansQ"
dansQ

On notera que les suites (zo(.,O,.)) et (ZI(.,OJ,.)) sont bornées.

De la continuité de l'application trace cf proposition 1-5 etde la convergence faible de

(i,) dans W(U ;V) ,on tire que. z,(O,.,J-~t(O,.,.) et ZI(.,O,.) ----'>..~(.,O,.)

D'autre part zit,O,x)
e-"'[~re-'"~(v+su)da)-~ r/:F'"~(V)da)]

.-.-...--.-------..-- .----.---.-- pour presque
s

tout (t , x) E QT'

Nous allons prouver que grâce à (Hg) on a :

z,( .,O,.)=F{r fJeh Y( v)da)rfJe)j~da .

Il suffit de prouver que:

-+ °quand s ~ O.

nu'se de ,1/OfiJéIlW/lqIlCS Jlpp/'qll,;e,l'



On peut considérer seulement

IIIF(fù[JeA.ly-(v+sOJ)da\F(r°[JeA.1 y-(v)da) ( ) _ Iii
i .Il s ï .Il - FI r[JeA.I)l( v)da 1" j3c;dal ' en mettant c/' en
l ,leif_JI)

facteur,

"

Rappelons que F(a)=~~)_, alors F I
( a) 2bca

b+a (b+a 2) 2

Par conséquent par soucis de simplification de l'écriture, on notera:

(d ù)

z{s)= fe"IPY(su+v)da, j= fj3~da et p,= f,8i,da
o 0

Alors on doit montrer que:

l'IF(i(s)-F(i(O) Î 1(' Î' 1 d +------l-'l1-F z(O)}J 1 ~O quan s ~ 0 .
Il S 2
l, 1. (Ur)

Posons M=!(i(s)}Z~(Q)l_F'(z{o))j,
s

= l[ c p(s) cp(0) ] 2cbi(0) ,
S b+i2(s) b+P(O) (b+P(O)'jJ

_ ci2(s Xb+P(O)J -ci2(OXb+i2(O )Xb+z'2(s )}-2ci2(OXb+P(s))
- s(b+P(0 )'J(b+i2(s))-- -

ci2(s Xb+P(0)1=cz'2(s Xb2+2bi2(O }ti4(0))

= ci2(O"jJ2+2bcP(O}{s')+ci2(s }4(0)

ci2(O Xb+z'2(s)Xb+i2(O ))=ci2(0Xb2+bi2(0}tbi2(s )+i2(0}2(S ))

= cb2z'2(O)+cbi4(0}tbci2(0}2(S}tci4(0}{s·)

2ci(O}J.js(b+i{ç}}=2sb2c:;'i(O}t2cbsji(O)2(S)

D'où A1=cb2[i~~}~~lQt2i~~(2 )}+bc[i2(S )2(0}-i4(0 t:2jsi(9J~(ç)]
s(b+i2(s )Xb+P(O)y
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ch{I(S~1(0)(z(s}t1(0)Hii(0)J+h{i'(0y(s~1(0)(/(S}t i(0)Hiz(0},(s)]
(b+i{'l )Xb+P(0)Y---' "---'-" _.. _...-.----,.

_ cb2[p, (i(s )+i(o)}-2ji(0)}t-cb[z'2(O)p,(i(s )+z{0)}-2ji(0}2(S )]
- ---. (b+[2(s )Xb+z'2(s)5 p

Alors comme (b+i2(s )Xb+i2(0 )Y'2.b1 alors

l'MII/2( J~Fllp,(i(O )+z{s)}-2ji(0 )1/2(U
r

)+Z;2-llï2(0 )p,(i(O )+i(s )}-2ji(0)i{'l t1lc'I ;

Posons A=p,(z{s )+i(O)}-2jz{0) et B=i2(0)p,(i(s )+i(O))-~/i(O}{\,)

On peut alors écrire:

A=(ps-j Xi(s )+z{O ))+j[i(s )+i(0)-2i(0)] et

B=i2(0xP, - jXz{O )+i(s))+}[z'2(0Xi(s )+i(O)}-2i(0)'2(S)] ,

Par conséquent

!ip, (i(0)+i(s ))-~ji(0)L2( Ur J~II(p\ - j X{<; )+i(0))1/2[ ur)+11j(i(s )+i(0)-2z{0))(/21 (J! i

<11(p,-;'Xi(s)+i(O)): ',' +! /(z{s )--i(O)\--4 ,,/c, 'Jr" Ail ()/

Notons que pour s assez petit i(sM"'(Qr) cf théorème 2.3, ,par suite

On aura aussi

!i'(0 )p, (i(s )+i(0))-2ji(0)i{~'l2(U/ .' ~lli2(0Xp, -;'XI(S )+i(0n+ !j'[H0 Xi( s )+i(0n.:2 i( () )' (s )]

~qlp, - j11L2( (!rÎ+II}[i2(0 Xi(s)+i(O ))-2z{0)i2(s )]1/ 2: '.)f j

~qlp,-jlll.2((!r)+II}[i(0}(sXi(s )-i(O))+i(0Xi2(0 )-i2(s ))]i /: '.)

~qlp\- J1,I,/.2((Jr(ilj[i(O}(sXi(s )-i(0))+i(OXi(O )--i(s Xz{s )+i(0)))][12 1, "1 '

~qlp,-jIIL2(Qrtll;'i(O}(sXi(s )-i(O)l2((!r)+!llji(OXi(O )-z{sXi(s )+i(O))}'::'"
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fi existe donc C tel que

Ilp(0)p. (110);-11s ))-2i110),(s 11,T(OT rs:qllp, -iIL,(Q,t ~Iill,)(Or ÎII110)-i(S )I,,{,.)] .

En conclusion on peut écri re : IlM1!'1Q, 1~llp. -J11''l'J, 1-+j1'10H Sll'h]

Or p=JfJZ\da--'>JfJ~da=j et i(s )=JPY(su+v}ia--'> fpy(v):ia=i(O) .
() () ()

Par conséquent F(i(.s)}-f(~(912 -~F'(i(O))j quand S~Oi .
S

Cela entraîne alors que

quand s ~ 0+ .

Donc ~(t,O,x)=F(e-)J1"PY(O)da)1"fJ~da pour presque tout (t, x) E QT.

Soit (z,) une autre sous suite convergente extraite de (zJ.

Notons ~=lim Z, .

Alors/on reprend toute la méthode avec {zJ, on verra que l'on peut extraire une SOllS-

suite de (z"; nolée (i ..Jtelle que:

~s converge faiblement vers un élément ~ dans L2(U ; V) et 1\0~ converge

o

faiblement vers un élément 1\oç.
o

On tire que ~ --+~ dans L\Q).

,

Alors ç=ç d'une part et d'autre part ~ vérifie
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sur I:

dans Qi\oA~-~~+(A+!-,i=o
Aç

(P9 -en=U
ç(O,a,x)=O dansQ"
~(t,O,x)=F'(re)JY(v)da)rf3~da dans Qr

Pour avoir ç={, il suffirait de prouver que la solution de (PlO) est unique.

Ce qui se démontre facilement en procédant comme dans la preuve du théorème 1.4.

Ici le problème est linéaire puisque la fonction F{rm(v )e" da~D(Q). est

indépendante de l'état cherché ç.

Comme (PlO) admet une solution 'unique on tire que :t=~ . Par suite ( zs) aumet un
\ .

seul point d'accumulation. Par conséquent de la proposition 1.2 : on tire que Zs-)·~

!
dans L-(Q).

Posons maintenant y=él y et ç=eÀ.1~ on a y(s)=e-À.IY(s)~e--ÀI'y(O)=y.

VÎs)-yÎO) "lt y- Îs)- vÎO l "lt- J
quand s ~ 0 et que Zs - (, (' e (, - ('Of~e ç =ç dans L-(Q).

s s

Il est facile de voir que çest l'unique solution de :

dansQ
surI:

(Rn

i\oç-~ç+ !-,ç=O
3ç=uan
ç(O,a,x)=O dansQ"
ç(t,O,x )=F{rf3y(v)da)rf3çda dansQr

2.2. Conditions nécessaires d'optimalité

Avant de donner ces conditions introduisons le problème adjoint (D,) de (P 3).

!! a) Problème adjoint:

On introduit maintenant la fonction e, état adjoint défini par le système.
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-i\o8-i'1 8+,U8=y(v)-z,,+,B(a)F'(r f3y(v)da {l..,t,O,x)

( oe =0
Dion

6(T,a,x)=O
6{Uù,x)=O

On a le résultat suivant:

Proposition 2.3

Sous les hypothèses du théorème 2.3

Le problème (D]) admet une solution unique.

Preuve

Posons T== T--t et s = OJ-a.(Di)peuts'écrirealors

i\o(}-i'1f)+,Uf)=y(v)-z,,+ps)F{rf3y(v)da},\ T,OJ,X)
of)=oan
~O,s,x)=o

~ T,O,X)=o

dansQ
surI

dOJ1sQu
daJ1sQI

daJ1sQ
sur~

dansQ.,
dansQI

Introduisons le problème auxiliaire suivant:

AoqJ-i'1qH(,U+A)qJ=Y(V)-Zd+ pa)F{rfJy( v)da ftxt,OJ,x)

( aqJ=0
Dl an

qXO,a,x)=O
.çri,t,OJ,x )=0

Montrons que (D3) admet une solution.

Considérons

dansQ
surI

dansQu
dans QI

Aorp-i'1 rp+(,U+A) qJ= )J(v)-Zd +,B(a)F'(I"fJy(v )da}(t,x)

arp=0

~,a,x)=O
qXt,O,x)=O

dansQ
surI

dansQ"
dansQ

où Z E L2(Q) •

Il est clair que 5i(v)-zd+,B(a)F'(J'jJy(v)da}(t,x) appartient à L2(Q).

Alors d'après le théorème 1.2, (0'1) admet une solution unique cp.
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Nous allons montrer que pour certaines valeurs de À, '7 est strictement contractante.

Soit Z} et z,? deux éléments de L 2(Qr).

Posons Z=ZrZ'? et rp = '7(z/) - '7(Z2) alors rp vérifie

AOrp-~rp+(fH,,1,)rp=pa)F{r fJy(v)da )z(t,x)

3rp=0

/!J:O,a,x )=0
rp( t,O,x )=0

dansQ

sur'L

dansQm
dansQ/

Multiplions la première équation par rp et utilisons la formule cl' intégration par parties.

On trouve

d'où:

d'où:

JI!rp( 0))11" +,,1,llrpll" ~,,1,llrpll" +kfJ~K?~ LZ1(t,x)da

soit 11ça( O))lt ~2kf}J,:? IIzI1
2

~

En choisissant ,,1,>2kfJ~Kl on aura:

Par conséquent il existe Z E L2(QT) telle que:

'7(z) = rp(z) (,0),.) = Z i.e que rp(z) est la solution de :
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rAllqJ-,6 cp+(Ll+À) cp=f3(a)F'(r fJy(u)da }x:t,(Û,X)+Y(VY-Zd

J .Ocp

l
an =0
cAO,a,x~O
cAt,O,x)-O

dansQ
SlIr2.

dansQ"
dansQJ

Ât 'Posons ()=e qJ alors on a compte tenu du lemme 1.5 pour tout Z E L ""(U ; V) on a :

f<Aoë'qJ,z)dtda+ §V(é1qJFZ+fieÀ1tpz}JQ=
! . (J

= f<AoqJ,é'z)dtda+À fé'zçodQ+ §V qJVeliz+ fiCPé'z}JQ
r' 1} (J

= f< AoqJ,e lJ z )dtda+nV qJVé' z+(fi+ À) rpe)J z}iQ
1 (j

"l}{v}--z,+p(alFÜIMv)~t'àI'X )}"ZdQ

d'où f<Ao(é1qJ \z)dU+ §V(é'qJFz+,u{é'qJ )z}JQ
r' (J

1.e

r/I.,,(}-/\ ()+j1()=}~v)-z,' +Aa JF{JPv{v)da~ t,àI,X) dansQ

(2Q=o sur l
on
t{O,a,x)=O dans g"
~t,O,x)=O dans QI

Donc (D]) admet une solution unique puisque la solution de (02 ) est unique.

2.2. b Conditions nécessaires d'optimalité

Nous pouvons maintenant donner des conditions nécessaires d'optimalité:
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Théorème 2.4

On suppose les hypothèses du théorème 2.3 vérifiées.

Alors le problème (P) admet au moins une solution.

De plus si v* est un contrôle optimal alors:

Oppsur{t9Œ~O}
v·= Voppsur {e!C:s-Nvo}

-Jv-812. ppsur {-Nvo<el~<o}

Où 8 , l'état adjoint est la solution du problème.

r~~~;Mi+IlB=y(v*)-z, +Aa)F'(l/3y(v' )da)

l
cn
fJ...T,a,x)=O
fJ...t,(ù,x)=O

dansQ
surI.

dansQ"
dansQI

Démonstration du théorème 2.4

Sous les hypothèses du théorème 2.4, les hypothèses du théorème 2.3 sont vérifiées, el

donc on a l'existence d'au moins un contrôle optimal.

Soit v* un contrôle optimal et u E TUad(V*), cône tangent à Uad en v*.

Pour s assez petit on a :

J( 1J*-+:~)'~/) j(v*J=_i X~1J:~SU!=Y~"'~),Zd î)' +N(u,2v*+sU)r.LI +
s ~ S H

(
v(v*+su) y(v*) :

+ .- s . ,y(v*+su)+y(v*) /1

Rappelons que y(~)*+su)~y (v*)dans L\Q) cf Proposition 1.7; et que

(y(v*+s~-y(v*))converge dans L'(Q) vers un élément que nous noterons y '(v '''u)

vérifiant le système.
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Aoy'(v* ,u)-i1/(v* ,u)+fJY'(v* ,u)=0
cy'(v* ,u)

(RI ~-arz--=u

y'(v* ,u)(O,a,x)=O (
y'(v* ,u)(t, 0,x)=F' rj3y(v* )da)rj3/(v* ,u)da

dansQ
surI

dansQ"
dansQ

Alors on obtient que

J'(v*,u)=-2 L/(v*,u)zddQ+2N luv*~+2L/(v*,u)y(v*)dQ

l.e

J'(v* ,u)= 2L/(v* ,u)(y(v* )-z'/ }lQ+2N Luv*dI

Comme v* est un contrôle optimal, on a :

J(v*-1:"~~~ }----!{.Y-*l~o et donc
s

L/(v* ,u)[y(v* )-Z<I }iQ+N luv*~~O

Multiplions la première équation de (D]) par y'(v* ,u) et intégrons par parties on UoU\c

f Aof),y'(v* ,u ))dU+ L[V B\7y'(v* ,u}t,u0J'(v* ,u )}iQ =

L/(v* ,uXY(v*}-Zd }t Lj3(a)/''(r j3;{v* }la~(t,°,x )y'(v* ,u}lQ

D'autre part :

f( -/\l1,y'(V* ,u~dU+ KV (1Vy'(v* ,u}t,u0J'(v* ,u)}iQ
.. Q

= J) ~t,O,x)y'(v* ,u)(t,O,x)dtdx+ L(Aoy'(v* ,u),f))dU+HV B\7y'(v* ,u)+Id~v'( v* ,u)}iQ
-1 -

=}e(t,O,x)FOlM'v*)1a)fp(a)y'(v*;u}iadtdx+,e"d'I: (R,)
-1

De (R9) et de (Rs) on tire que:

IUf)~~=LY'(v*,u)(Y(V*)-Zd}1Q

On tire alors de (R7) que:

N luv*dI+ 1U~LdI20

i.e lu[Nv*+~L}Œ2::0 pour tout U ETuad(V*)
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Alors -(Nv*+8,~)=Nuad(V*) cône normal à Uad en v* dans L2(L:).

Par conséquent pour tout UEUad={vED(L)O:S;v:S;vopp}

On doit avoir - i(v*-uXNv*+8r. ftLzO

* Maintenant supposons que ~I>O pp dans ICL

Supposons que v* > 0 sur un ensemble de mesure non nulle J C J

Prenons alors u={v* sur L:Jo sur J

Par conséquent v* = 0 sur tout ensemble de mesure non nulle de 1.

Ainsi v* = 0 pp dans 1.

* Supposons que 81 L ~ 0 on a donc plusieurs sous cas:

• Supposons que ()r.<-Nvo pp dans ICL

Supposons que v* < v() sur un ensemble leI de mesure non nulle

Posons u=Jv* sur LI alorstvo sur l '

-l(v*-uxNv*+()l:)1L= i(vo-v*XNv*+Br. }1I<O car

NV*+~L<O pp sur L.

Ce qui contredit (RIO)' Alors v* = v() pp sur 1.

• Supposons que ~~=O pp sur ICL

Supposons que t'* ::::- 0 sur un ensemble.J cT de mesun~ nœ} ~1l1!L· l''t nn:n','ri .

.. : \.< ~·.:Ir~.:'j'

.- ~ '. '(1" \.'* :; Li:" .1

On -:1,:.:';



{

0 sur]
Posons u=

v* surU

Alors

-i (v.-u XNv*+()~ )iI =-1(v*XNv*+B~}iI ~o

pour avoir (RIO) il faut donc que v *=0 sur 1 .01' cela donnera que

Nv*+ BlT. <O,on aura donc pas Nv*+ Bf~ >0.

- Supposons qLie Nv*+ B;;;< 0 sur 1 de mesure nulle 1 C 1

Posons u={v*surI
J

J
Vo sur

Pour avoir (~o)il faut avoir v*= Va sur 1.01' cela nous donnera

Nv *+ B;;;= N Va + B;;; <0 et cela contredit - NVo<fj.:~ <0 pp sur Ic'~

Par conséquent on doit avoir v* = ~~~

• Supposons enfin que Br.=-Nvo pp sur ICL

Supposons O<v*<vo pp sur lc! avec 1 de mesure non nulle.

Prenons u='Jv*surLJ
. lYo sur J

On a donc l(v*-uXNv*+(h}iI= lv*(Nv*-vo)=NlV*(V*-l'Il}ri==: <0

Par conséquent v * = Va

Donc v* = Va pp sur 1.
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Récapitulons. On a donc:

Remargue2.2

oppsur{fJ/L?O}
V·= Va ppsur {fJ/L~-Nvo}

- ~fJll.ppsur{-Nva<er~.<O}

*Le résultat peut être généralisé au cas où le contrôle ne s'exerce que SUi" une partie
de la frontière.

*Le résultat du théorème 2.4 peut être généraliser au cas où F est une fonction
de classe 0 ,lipschitzienne et de la forme F(a)=a<D(a).
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CHAPITRE III: CONTROLABILITE APPROCHEE

1- INTRODUCTION

On considère dans ce chapitre une population dont la dynamique est régie

par le système linéaire.

~+~-~Y+J~=OdansQ
Gy =v surIan
y(O,a,x)=yo(a,x) dansQw

y(t,0,x)=r,8yda dans QI

La contrôlabilité approchée du système (P3.1) en temps T consiste pour

tout E > °et pour tout Yd appartenant à un espace donné à trouver un contrôle

\ tel que si y (v) est la solution de (P31) alors à l'instant T on ait

Cette notion de contrôlabilité approchée a intéressé beaucoup d'auteurs.

La méthode générale consiste à un définir un problème adjoint , et une

fonctionnelle G-dérivable admettant un minimum absolu.

Le contrôle défini à partir de ce minimum répondra à la question.

Cette méthode est utilisé dans [13] pour prouver la contrôlabilité approchée de

l'équation semi-linéaire de la chaleur.

Dans [28] l'auteur utilise une variante de la même méthode pour montrer

la contrôlabilité à zéro de l'équation de la chaleur.

B. AINSEBA et M. LANGLAIS dans [1] ont prouvé la contrôlabilih:'

approchée du système;
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ay ay
at +aa -Kt..y+f-lY=v;(o t>O,A>a>O,xEn

(P3-2) :=0 t>O,A>a>O,xEan
j:{O,a,x)=yo(a,x) A>a>O,xEQ
y(t,O,x)= Krf3yda t>O XEQ

ou X est la fonction caractéristique de l'ouvert 0 e n.o
Dans le même article ils ont utilisé la méthode ci-dessus mentionnée pour

donner un algorithme donnant un contrôle qui répond à la question.

Dans [4] les auteurs se sont intéressé à la contrôlabilité locale exacte. Ils

ont alors prouvé que (P3-2) est nul-contrôlable à condition de choisir la densité

initial Yo dans un voisinage de Yi solution indépendante de t de (P3-2)

Dans tous les exemples cités le contrôle est interne.

Ici, nous nous intéressons au cas où le contrôle est frontière et nous examinons

la contrôlabilité approchée en un temps T arbitraire.

On n'examinera pas la question du comportement asymptotique comme cela a

été fait dans [1 1]

On peut voir dans [3] un problème de stabilisation.

II - RESULTATS CONNUS [1 ]

Dans ce paragraphe nous allons donner quelques résultats connus.

Soit 0 un ouvert de RN vérifiant Oen.

1. Contrôlabilité approchée dans un cas particulier

Proposition 3.1.

Soit f3 unefonction polynomiale sur [0, AoJ où Ao >0.

Alors le système

rhèSE! de A/athématiques Appltqllées 88



3y +ay -KI1V+/-IV=VXIJa{ aa . .
.y\O,a,x)= °
K3y=Oan
y{t,O,x)=Krf3(a )Y{t,a,x}la

t>O,O<a<A, XEO

O<a<A, XEO

xEf,T,>t>O, O<a<A

XEn, t>O

où Xo est la fonction caractéristique de 0 , est approximativement

contrôlable dans L2(Q()

Pour la preuve cf [1]

2. Contrôlabilité dans le cas général

On suppose que

(LI) : f3: [O,w~R+ ; ~ continue et O<max{Sup~f3))=Ao<w

(L2): j.1 : [O,wbR+ continue tel que rMa )1a=+oo 1

On a le théorème

Théorème 3.1.

Sous les hypothèses (L,) et (L2) le système

1\0y-K 11y+J.lY=VXI!
y{O,a,x~O

(PLl) y(t,O,x)= ro fJyda

K:(t,a,O')=O

(t,a,x) XEQ

(a,x)=QA

(t,X)=Qr

(t,a,O' )=I

est approximativement contrôlable dans L2(QJ en tout temps T donné pour

Pour la preuve cf [ 1]

Remarque 3.1.

- La deuxième condition de (L2) signifie que la probabilité de survie à l'âge
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a, n{a)=ex~- rd...,s)is) tend vers zéro quand a tend vers (v.

En fait l'hypothèse rJl(a )ia=+oo , n'intervient pas dans la preuve du théorème JL.

Elle permet seulement d'affirmer que chaque individu de la population meurt avant

d'atteindre l'âge CD,

La condition y(O,a,x) = 0 est obtenue en faisant une translation sur les données. Pl LIS

précisément on pose y = y(v) - y (0) où y(O) est la solution de (P31 ) pour

v = O.

Enfin du théorème 3.1. et celui de Hahn Banach on tire le théorème de continuation

umque.

Théorème 3.2 :

Soit p la solution de :

x~ Q,O<t<T, O<a<A
XEn, O<t<T

aEr,t,>O, O<a<A,

(t,a,x)Ep,T~o,A[xn

(O,T)x (O,A) x n (2).

r-A()p-~p+J4a )p=p(a)p(t,O,x)

1
00, ,A,x}=°
CP( }=-----taa °a "
~,a,x )=0

Alors p(t,a,x)=O sur

Remarque 3.2

Dans la plupart des travaux sur la contrôlabilité approchée, on utilise

la continuation unique.

Dans ce travail on montre d'abord la contrôlabilité approçhée, en prouvam

par l'absurde que l'ensemble des «états atteignables» au temps T

est dense dans n(Qo).

Par suite nous en déduisons la continuation unique pour pouvoir construire

un algorithme donnant le contrôle.
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Le résultat que nous allons donner est dû à L . Hormander , il s'agit d'un corollaire du

théorème de Holmgren .

Théorème 3.3 (18J

Soient 0 1 et O2 deux ouverts convexes de R~: tels que 0 1 c O2 et P{D) un opératellr

différentiel à cœficients constants tel que tout plan caractéristique JI par rapport de

P(D) et vérifiant Trn~*9 satisfait aussi Trnq *9.

Alors toute solution ud>'(~) de l'équation P(D)u =0 telle que u=O dans 0 1

vérifie u=O dans O2

Remarg ue 3.3

'le 'u. =0 dans Oi est prise au sens des distributions sur Oi' i= 1,2 .
1

1< (Z. E. IN"

III - CONTROLABILITE APPROCHEE DU PROBLEME P

1. Position du problème

Dans ce chapitre on fera les hypothèses suivantes.

(H]) : : 0 est un domaine borné de frontière oO=f variété différentiable de c]assl~ ('

Q étant localement d'un seul côté de r .

(L3): I-'Eb(O,{j)) ; 1-'2.0 pp sur P,{j)[.

(LJ) : pEe (O;{j)) et supp p=[cm;{j)F=p;{j)]

En faisant la translation y = y(v)-y(O) où y(O) est la solution de (P31)

pour v = 0, on obtient le problème
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Aoy-~y+,uy=O

8y=v
a11
"V(O,a,x )=0
y(t,O,x)=r[Jyda

dans Q
surI

dans Qv
dans g

Soit YdE L2(Qm) et E > ° ,on cherche dans ces conditions un contrôle v,

tel que IIY{vXT}--Ydt2(Q(()(é .

En d'autres termes, on montre que l'ensemble AJT)=tv{vXT,.,.)

est dense dans L2(Q(J))'

Ensuite nous construirons un algorithme donnant le contrôle.

Remarque 3.4 :

Il est bon de remarquer d'après le paragraphe II du chapitre II que le problème

(P1-1) admet une solution unique.

2. Système adjoint

Nous allons dans ce sous paragraphe introduire le problème « adjoint» de

(P3-3), en..suite nous prouverons l'existence et l'unicité d'une solution pour ce

problème.

On appellera système adjoint de (P3-3) le système

-Aocp-!1cp+!-i(p=[J(a )p(t,O,x) dans Q
3if!=0 surI

!lfT,a,x,)=cpo dans Qv
rJ..t,()),x)=O dans g

où cpo est une fonction quelconque de L\QÜ)) .

On a le théorème d'existence suivant:
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Théorème 3.1r

Sous les hypothèses (H,) , (L3) et (L4) le problème (P3-4) admet une solution

unique.

Preuve:

Elle se fait exactement comme celle de la proposition 2.2.

3 Résultats auxiliaires.

Ces résultats seront utilisés dans la preuve du résultat de contrôlabilité.

lemme 3.1.

Sous les hypothèses (Hl);(L,)

si pED(UjHI(Q)) vérifie:

j
-AOP-I1P=O dans Q

(P,_j) aaP =0 sur l- n
. P1L.=O sur l

preuve du lemme3.1

et(L)

alors p=Ü .

Si p vérifie le système ci -dessus ,alors pour presque tout

(t,a }=U,/,,t,a,.}=HJ(n) .
Soit xoEf, et l'pO, notons n,=nuB(xo;ry) où B(xo;ry) est la boule ouverte de

RN de centre Xo et de rayon ry
Notons Pl le prolongement suivant de P :

{

p(t,a,x) si (t,a,x}=Q
Pour presque tout (/,a,x)EUxQI PI (t,a,x)= . ( \..- ( )o St t,a,x f=Ux 0.1 \0.

Alors pour presque tout (t,a }=U;PI (t,a,.)EH{nl).

. _( .)={ p(t,a,x) si (t,a,x }=uxn
En effet SOIt Pi t,a ,x

o si (t,a,x }=ux(RN\n)

On a d'après [20] pour presque tout (t,a}=U;PI (t,a,.}=H1(R N
).
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Alors PI (t,a,.)=À (t,a,.}=HI(nl) et donc PI ED(U;Hl(nl)) .

Prouvons que {-A"~-~~ ~O où A"~ff/:a au sens ddl'(U{(H{Q,))])

Soit P , l'opérateur de prolongement cf [20]chap 1 §12 sect 4, P est linéaire

continue de Hl(nl ) dans H' (RN).

Considérons aussi Rn la restriction à Q ; Rn est continue de HI (RN)

dansHI(n) cf[20]chapl §11 sect 5.

Soit 8 E:ï) (U) et çEH1(nl) par définition de Ao on a :

(AOPI (e)Ç)=- I Pl (~~ +~~ ~dtdadx

=- I p(ag~a(J }R10PX{fitdxda
IMl at aa
=<AoAe)(RnoPXç~

car Pl =0 surUx(nJ\n).

Mai s on sait que AoPEL{U,((H'(n)) )) alors

AOPI (t,a,.)=[(AopXt,a )URnop) pp dans U .

Par conséquent Aop, ED(U;(H'(Q,))) .

Maintenant pour tout:
~ED(U,HI(OI))

I<AojJJ ;gdtda= I<Aop;(RnoP);>dtda
li li

=IVpV((RnoP);}iQ
1)

puisque p est solution de( P3-S)'

Mais comme V'Pl =0 pp dans ux(nl \n) ,on tire que:

f<Aop ;Ç)dtda= JVPI V' çdtdadx où Q==UxO .
l' 1)1

Cette dernière relation signifie que p. vérifie:

Par conséquent on a comme Ao=g+ga

{

- apI _apI -!1p =0 danc.; 0at aa 1 L _1

apl_o "-an - sur L.I
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Notons P(DL_Q_~_~ .
J at aa

Soit 1t un plan caractéristique par rapport à l'opérateur P(D) .

Notons qu'à priori Jr=rt,a,x )=lRN+2;at+ya+fc,x=d}où a,/,C, et d sont de~~;
1=1

constantes réelles quelconques.

TC un plan caractéristique par rapport P(D) <=>-Ic/=0 .

Cela nous donne D=O,i=l ,... ,N . Alors Jr={(t,a,x )=lR'-i+2;at+ya=d}.
Remarquons que OI=OuB(:xo;r;) est localement connexe par arc et comme

o et B(xo,r;) sont connexes on a que: OI=OuB(:xo;r;)est connexe par arc .

Soit XIEO et zIEOI\Q alors pour tout ÀE[O; 1] , (1-À )z1+ÂxIEOI .

Pour tout ÀE(O;1] ,il existe n tel que B((1-À)zI+ÀxI;r,l\eO,. On peut prendre

!li tel que B(zl:/ô}=Ol\O .

Posons Q=B(ZI;1ô) etO= 1 /B((1-i)zI+Âxl:n) .
À~ll

(), et Q sont convexes et l'on a qeO..

Notons que si JrnUxO-:t-rjJ on a JrnUxQ.-:t-rjJ.
En effet:

si (to,ao,x}=JrrUxo on a ato+yao=d, par conséquent pour tout ,XEÇt

(to,ao,x}=JrnUx(), et donc JrnUx(),-:t-tP .

Comme P(D)p=O dansUxOI on a P(D){JJ =0 dansUx02 de plus

p, (t,a,x)=o pp dans Ux(J .
Par conséquent du théorème(de Holmgrer3)33, on tire que p, (t,a,x }=opp dans

UxCÀ et donc p, (t,a,xI)=o pour presque tout (t,a,xI)=UxO. Et cela donne p=O.

Remarg ue3.4

Il est évident que tout individu de la population n'est fertile qu'après un certain
âge, et qu'à partir d'un certain âge également il perd sa fertilité.
Par conséquent les hypothèses sur la fonction natalité: (JEC(O;rù) et

supp (J=[cùo;w}::: p;w] sont naturelles.

Proposition3.]

Sous les hypothèses (HI);(L,) et(Lt), le système
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sur r

dans Q

dans Qo
dans Q

ay+ay -t1y=o
at aa

( ay=v
R-6 an

y(O,a,x)=yo
rù

y{t,O,x)= f,Byda
, 0

(P3-6) est approximativement contrôlable dans D(Qù)à l'instant T.

Preuve de la proposition3-1

Suivant la remarque 3.1 on peut poser Yo=O.

On suppose que la proposition n'est pas vérifiée.

Il existerait alors une fonction g non identiquement nulle appaI1enant a

l'orthogonal de 41y{T,v)vED(I lYsa/ut/on de(A-.)} dans D(Qm).

Soit qJ solution de

-AoqJ-t1qJ=,B(a )p(t,O,x) dans Q
arp =0 sur r
an

rrf....r,a,x )=g(a,x) dans Q"
q/..",t,OJ,x~O dans QI

Multiplions la première équation de (P3-6) par qJ solution de (iL)et
intégrons par parties on trouve:

frp(t,°,x ),B(a )y{t,a,x}itdxda=- f g(a,x )y{r,a,x}iadx+ frp(t,O,x )y(t,O,x)dtdx+ fvrp/~,iI
1) (l", Qr ::

'"
= fg(a,x )y{r,a,x}iadx+ fq:(t,O,x) f,B(a )y{t,a,x)iadtdx+ fVqJ'LdI

QT 0 ~

~ ~qJ,::dI= fgy(T,a,x)dadx=O grâce à la définition de g et cela pour tout
~ (j"i

v dans D(r).

Prenons v = qJl:: alors Jph:dI=O=:;>qJ,,:=O pp sur r.
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On a donc

- arp _ arp -l'1rp=p,,Jt 0 x) suritat aa Cf/\, , , ~J

éJrp =0 surIoan
rplI:=O surIo

Posons: Uo= ]o;T[x]O;@J~QJ=UoxnetIo=Uoxr .

Alors comme p(a)=O pour aE[O;illl] on a que:

_arp _ arp -l'1rp=O surQ>
at aa

arp =0 surIoan
rpr... =O surIo

où - gt ) -la sont prises au sens de :L>(U,(HI(Q)) ),on a A"'PED(U,(H'(Q)))

Soit fJEIi....uO) on peut supposer que fJEIi...U).

Alrp/lXl(fJ)=-f. rp/l!o(~fJ +aafl \ 'tda
- III - ot a?

= -lrp (~~+~~}1tda

= Ao~fJ)= Aorp,JfJ)

Alors A{rpll}l)=Aorplllo et donc Ai( rpll}l)ED(Uo;(H{n)))

_az _az -&=0 surQJ
at aa

Notons Z=rpl(J1I on a ~~=0 surIo

2 /,,=0 surIo

Du lemme3.1 on tire que z=O pp sur QJ .
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On en déduit alors que qJ vérifie:

Par conséquent qJ/Q,=O pp dans g . C'est à dire que tp(t,a,x)=O pour presque

tout (t,a ,x}=p;T[xp;m{xO.

Par suite tp(t,O,x)=O pour presque tout V,x}=p;T[xO.

-~qJ- aqJ -l\<p=O surQ
at aa

a~=O surI.
an
qJ/L=O surI.

Il nous suffit alors d'appliquer le lemme 3.1 pour avoir <p=O .Par conséquent

<p(T,a,x)=g(a,x)=O pour presque tout (a ,x)=p;m[xO.

Cela contredit g non identiquement nulle.

4 contrôlabilité approchée

Théorème 3.5

Sous les hypothèses (H1), (L3) et (L4) le problème

(P3-J) est approximativement contrôlable dans D(Qv) à l'instant T.

Preuve du théorème3.5

Notons j=[n{a)J'y où n{al=ex{-lMsJis) et y est la solution de (P3-il·

Par conséquent y est la solution de :

ay+ay -l\ll=O d Qat aa ~ ans
ay A

an =v sur I. où Yo=[n{a )j'Yo ; v=[n-(a)j'v et /J=n(a)/3
J{O,a,x),=?o dans Qv

S{t,O,x)= f/3yda dans g
o
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D'après la proposition 3.1 ( P 3-7) est approximativement contrôlable . C'est à

dire que pour tout cpoED(Qû) et tout E>O, il existe vl.ED(I) tel que

s[;(T,v, )-ç'''[n(aJJ 'JI pp dans Q" car

ii.}{r,VE )-q>°[n(a)r'il '. <[;
1 i Ir-ru",)

Mais y{T,v, }-q:>"=n(a[ y(T,v, }-ç'''[n(aJr'] pp dans ~, alors

1 f -1]i){r,v,}-q>°l= In{at~T,V,. }-cpo[n{a)] 1

n(a)=ex{-JJ4s}is) $1 .

Par conséquent: Il.v(r,v[ka°ll::; 1I.Y(T,VI. }-tp°[n(a )t1lr'((J" )<&

Ce qui achève la preuve du théorème 3.5

NOLIs a]]ons déduire du théorème 3.5 le résultat de continuation unique dont on

a besoin pour la construction de l'algorithme donnant le contrôle.

Théorème]. 6

Sous les hypothèses ( HI), (L3) et (L4), si P est solution de

-Aop-!'1p+J.JP=fJAt,Ox)
ap=oan
PIL=O

IX t,m,x)=0

Preuve du théorème3.6

dans Q
sur l

dans Q"
dans Qr

alors P est identiquement nul dans Q.

Multiplions la première équation de ( P3-1) par P et intégrons par parties,

on trouve:

fAT,a,x ly(T,a,x}iadx= fvPILdI
L

=0 car PŒ =0 pp sur I.

Cela pour tout v, or l'ensemble des états atteignables à l'instant T est dense
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dans D(Qù) . Par suite p(T,a,x)=0 pp dans Q",.

De 1'unicité de la solution de (P1-4) on tire que p=O.

Remarque 3.6

Il est bon de remarquer que l'on pouvait montrer le résultat de continuation unique, en

utilisant le lemme 3.1 et l 'hypothèse sur ~ .

5.Algorithme donnant le contrôle

a. Définition d'une fonctionnelle

Introduisons la fonctionnelle JE pour E > °fixé

pour g EL2 (Qm) et p la solution de

-Aop-f!.p+j.J(a)p=fJ(a )P(t,O,x)

8p=0

?fT,a,~)=g(a,x)
!1...t,m,x)=0

On a la proposition suivante:

dans Q
sur L

dans Q"
dans QT

(3)

Proposition 3.2.

1[, est strictement convexe, continue sur L2(QoJ et JE G-dérivable en tout poin!

g non identiquement nulle. De plus lim Jc(g) > ê
[gll--HOO Iigii -

Preuve de la proposition 3.2

Nous allons d'abord prouver

la stricte convexité de JE

Notons p(g) la solution de (P3-S)

Comme (P3-S) est linéaire et admet une solution unique alors
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dans Q"
dans Qr

p(g /+ g2) = p(g /) +P(g2) , p(Àg/) = Àp(g/)

Alors pour aE ]0,1 [

jJag]+(I-ak2}-a{ {g]}-(l-a )JJg2) =&~ag]+(l-a )g211-~lg]II+(I-a )lg211~

!k (a~g])J-(I-a)~g2)fL dI -~k [a~g]fL +(J-a)~g2YL YI

<!k{~2-a},(g]fL +[(1-af-(1-a)jo(g21L ~I

+ ~ a(l-a)p(glh: P(g2~L dL

.'; !k [(a-l)~g]fL +a(a-l)p(g2fL YI +a(a-l)k ~g]lL p(g21L dI

,; a(~-l\ [~g]lL +~g21LrdI

<0 car aE]O,I[et g2*g\

- Continuité de JE

Remarquons que g~~lgll ,et g~LYd(a,x )g(a,x}iadx sont continues de L~(Q(O) dans r~

Nous allons montrer que l'application g~t p(gYI. dL est continue

Pour cela faisons la transformation:

p =eÀt p où À est un réel strictement positif. Alors 15 est la solution de :

-Aop-~,o+(,u+À),o ~ fJ(a ),o(t,O,x)dans Q
l-
ep =0 sur Lan
p(T,a,x )=eng

p(t,m,x )=0

Multiplions la première équation par ,0 et utilisons la formule d'intégration par parties

il vient que:
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en utilisant l'inégalité de Young on obtient:

+ brr/J(a )p(t,a.x}Jtdadx

'")

choissions À>f3;OJ ,alors on trouve que Ilpll~2(U,V)~qlgll~2(Q(ù)

Remarquons que l'application trace: H 1(O) 3 S H Sr est continue de

Hi(O) dans L\f). Alors l'application L2(U;H\(O)) 3 P~PI ED(L ) est continue i.e Ji

existe Co E R, tel que hL: [2Œ.: ):SCollpt?(U.H'(n))

Alors IIp L 11/2(è )~CCollglll2(Q(,))

- G-dérivabilité

Cela se voit facilement puisque gH~lgI12( ) est G-dérivable car L
2(Q([)) esi un Hilbel1.

L Q(Ù

De même g~L,Yd(a,x )g(a,x}:ladx , linéaire continue est dérivable •

Il reste donc à voir la G-dérivable de If :gH1t p2(gh: dI

Ce qui nous donne en passant à la limite quand À~O If'(go,g)= J.d:go ).d:g}lI
,.
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On obtient alors

J~(go,g)=~ p(goh: P(g~L dL -1wy )a,x}g(a,x)iadx+

r g(a,xJgo(a,x }iadx
-\-c .Q

(ù .llgot2(QoJ

Il nous reste maintenant la partie la plus délicate.

- Prouvons maintenant (3)

Suivant [1], raisonnons par l'absurde

Supposons que (3) soit fausse. Alors il existerait une suite (gJ=L2(QJ telle que

. l' JI Il lim Jé{gj) (5)lm g. =+00 et "~-----<C
/-H'. ./ J~+oo Ilgjll

Posons ço~=II~~1I pour j assez grand et notons P.i la solution correspondante de (P3. S)

pour g = ço7

Nous avons (ço.~) bornée dans L2(QûJ,alors de (4) on tire que (p) est bornée dans L 2
(t;: H1rL:)

Procédant comme dans le chapitre II on prouve que lJ\op /) est bornée dans

L 2(U ; V').

On peut donc extraire de (ço.~) une sous suite toujours notée (ço~) telle que

~ Aop dans

On montre alors que p est solution de

-Aop-b.p+;4a )p=f3(a)P(t,O,x)
op=O

~
~l

T,a,x)=çoû(a,x)
t,m,x )=0

dans Q
sur l

dans g"
dans Qi

en procédant comme au chapitre II § II
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Remarquons que ({Jo ~ o.

E f'i:' ' 0 0 l' Je (g; )-l' { 1 f 2( ) -J'\:' f (Id d lne let SI rp == , on aura Jm-I-I- II - lm ~IIl p g; ~UL,,+é:-. Ydrp; a x
{--++O) Ig j /4>-\- 4g,. ~ (J

- Il) _

:2:é:+.lim{- fY,JlP?dadX] .
I-H-

Qro

Comme cp?~ cpo dans L\Qm), alors ~b:2 fy"rp?dadx=O , et donc
0rv

limJF.(g,Lé: ce qui contredit (5). Par conséquent rpo~O (6)
;-++00 IIgrll -

On a ~~jl) ~I~J ~hifI dI +1;- b"Yia,x}pJ(a,x}iadx

où p(g) est la solution de (P3-R) pour g = gj

Par suite

De la linéarité de (P3-8) on a que

Pour obtenir (5) il faut que ~~~lg;lll P?r âi soit borné or j~7J1glll=+CX), il faut donc

que lill} l P7~ âi=O
/--++0) '-
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Rappelons que If: gH1 t p2(gh= dL est G-dérivable et que

On sait que:

(.) If/ est convexe.

(**) la G-dérivée de If/est linéaire continue relativement à la 2éme variable g.

Alors If est faiblement semi-continue inférieurement.

Ainsi comme rpo~ rp() dans L\Qw) alors limlf/(rp~ f-:If(rpo) I.e
.J ./-4+00

Par suite de (7) on tire que ~L == 0 sur L

On tire alors du théorème 3.6 que p.=O dans Q.

Par conséquent rpo == 0 dans Q([) : ce qui contredit (6)

1 1
· J,,(g)

A ors -lm Il Il Z& .
g'~+'Y.) gril

La proposition 3.2 est donc démontrée.

b. algorithme:

Théorème 3.7

On suppose les hypothèses (Hl), (L 3), (L4) du théorème 3. 4 vér~j1ées

Soit Yd E1J(Q.,) et & > O.

On suppose que Ily"IIZ&
,ilors .iF admet un minimum ijJo.

Si p. est la solution de (P3-8) avec g=ip0. Alors le contrôle v= Pd':.. est telle que 10
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Preuve du théorème 3.7

JE est continue, coercive et strictement convexe sur L\QûJ. Alors il t~xiste

un unique élément tPOEL2(QJ tel que JAtP° ~JIJg) pour tout gEL\Q(J))'

Remarquons que tPo*O pp dans Qû).

En effet comme Jr,.(O)=O ,il suffit de montrer que l'on peut trouver un élément

go E L2(Q(j)) tel que J&(go,kO

Soitg E L\Q(j)) tel que g ~O ppdans Q(j) et ~lglll- r yia,x,lg{a,x}iadx<O. Une telle.Qrv

fonction existe car en prenant g = Yd on aura ~IydlHlydl12=(6'-llydll)ydll<O

Admettons que Ilydii>&>O .

Considérons une suite (gn) définie par gn=lg , n>O.
n

Comme (P3-8) est linéaire et admet une unique solution alors la solution -'g \ J/~g) oùf-J\ nF n

p(cp) désigne la solution de (P3-6 ) avec g = cp

Ainsi

JJgJ=2~2 t ~gfI dI +~llgil-~1rv yia,xk(a,x}iadx

= ~[21nt p(gfI dL. +~lgll-1., yia,x)g(a,x)iadx]

Comme 21n 1~g)~ dl.:.,~0 quand n~ +00 alors il existe nI) > tel que

Donc en prenant go = gl10 on a :

J,(gO)=J,.(gI70 )=~~\; JP(g Yl: dI +61\gli- L,Yd(a,x)g(a,x}iadx]

<0
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Multiplions la première équation de (P3-3) par Bsolution de (P3-S) avec g = (j) et,

utilisons la fonnule d'intégration par parties.

On obtient que

f(Aoy,B)dU+ L(VyV B+J-LYB)iQ=1vOL dL

Q 1(ù;('T,a,x)9°(a,x}1adx-1T;{t, a,X )9(t,B,x}1tdx+1(-AoB,y)dU+

L(VyV B+J-LYV)iQ=1vBL dL

Q 1{vy(TXa,x )9°(a,x}1adx-1,BB(t, D,x )y(t,a,x}1tdadx+

1(-AoB,y)dU+ 1(VyVB+J-LYB}1Q=t v~ L: dI (9)

Comme 8 est solution de (P3-S) on obtient que

On obtient alors de (9) et (10) que

(11)

Choissions v=9L: alors on a: de (11) et (8)

Ly{T,a,x fJo(a,x}1adx= ~ cP L eL dL

~ 1';°111"(qj0B
O

Ja,x )tadx+1"yd
BO

dadx

Soit 1"ly(T,a,xh d+ell::11 ]B
O
dadx=O pour tout B

O
EL

2
(Q" )
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dans Qw
dans Q

"

En conséquence y{T~''')-Yd=-ê
ll

::

11

On tire enfin que IIy(T"'}-Ydll=41~: =&

Remarque 3.7

Si IIYdll~ê ~ on prend rpo =0 et donc d~après le théorème 3.5 la solution p((;lJ

de (P 3-8) est identiquement nulle.

Posons v = p(rpo) IL = 0 par suite y est solution de

/éY aat +la -L\y+,u(a)y=O dans Q

, ~}J =0 sur L
al1
){O~a~x )=0
y(t~O~x)=Krf3yda

Alors y = 0 car la solution d~un tel système est unique.
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Résumé

(1-4)

Dans ce travail on considère une population repartie dans Ull domaine D .
On suppose que cette population est assujettie à la mort; à la naisslance de nouveaux
individus et à la migration à travers la frontière.
Dans cette thèse contrairement à la plupart des problèmes de contrôle en dynamique des
populations on examinela possibilité de rapprocher la densité de la population d'une densitè
désirée.
Ainsi dans un premier temps on montre l'existence d'une solution du problème de
dynamique des populations avec diffusion à travers la frontière:

r GV êv
~-+---~v+ /IV=Oot ca~ , r.

cv
-;;;.·'--=v

. cv
){O,o,x )=)-'(I(o,x)

,,{r,O,x)=OJ1(a )vdaXJJ1(a)ydaJ
lln montre de plus que l'application vHYILest lipschitzienne 1

deD(I) dans DCP,T[xp,CùGH{n)).

11/ véri tie le système

Dans un second temps 6n montre que pour une densité désirée Z,f donnée il existe

un contrôle; ramenant le système aussi proche que possible au sens de D(Q)de z" .

Dans les cas linéaire comme non linéaire on obtient l'expression des contrôles optimal IX .

!~Ilfill on montre que le système (I-4) est approximativement contrôlable il l'instant T fixé
I()rsque <D=constante.

Pour cela il a fallu prouver en utilisant le théorème de Holmgren le résultat de cOlltinLl~\ti(\11

-aIf/_a'II.._~ lf/=j3(a );/(t,O.X) su}' 0
ùt oa .

a/l,
·_L..·=O Sil}' ~
CVl,lllllljllC sui\ ante: si

alors If/ est. identiquement nulle sur Q

Mot clés: Dynamique des populations ,contrôle optimal, contrôlabilité, semi- groupe de classe Co.

cône tangent. cône normal ,plans caractéristiques.




