N° d’ordre année 2002

THESE

Présentée a

L’U.F.R DES SCIENCES EXACTES
ET APPLIQUEES DE L’UNIVERSITE
DE ‘'OUAGADOUGOU

pour obtenir le

GRADE DE DOCTEUR DE L'UNIVERSITE
DE OUAGADOUGOU

Spécialité : Mathématiques Appliquees

Option : Théorie du Contréle

CONTROLE DE PROBLEMES DE DYNAMIQUE DES
POPULATIONS.

Par
Monsieur Oumar TRAORE

Directeur de thése Pr Albert OUEDRAOGO

Soutenue (e 28 Mars 2002.
Apreés avis de :

Rapporteurs : Ousseynou NACOULIMA Professeur Université de Pointe & Pitre
Jean-Pierre PUEL Professeur Ecole Polytechnique (Paris)
Blaise SOME Maitre de Conférences Université de Ouagadougou
Jean VELIN Maitre de Conférences Université Pointe & Pitre
Enrique ZUAZUA Professeur Université de Madrid .

Devant le Jury :

President : “Jusseynou NACOULIMA Professeur Université de Pointe a Pitre
Examinateurs
Gérard KIENTEGA Maitre Assistant Université de Ouagadougou.
Albert OUEDRAOGO  Professeur  Université de Ovagadougou
Jean-Pierre PUEL Prafesseur Ecole Polytechnique (Paris)
Blaise SOME Maitre de Conférences Université de Ouagadougou

Ennque ZUAZUA Professeur Université de Madrid



UNIVERSITE DE OUAGADOUGOU

Président . Monsicur e Protesseur Alfred S TRAORT,

Vices-Présidents : Messieurs S. GUINKO . ] PARE . F.R I'AlLL

UFR DES SCIENCES EXACTES ET APPLIQUEES
DIRECTEUR ¢ Monsicur Jean Boukary LEGMA

DIRECTEUR ADJOINT : Monsieur Gérard SEGDA

PROFESSEUR HONORAIRE
Monsieur Yembila TOGUIENI.

PROFESSEURS

ROULIBALY ARn Mathématiques QUIEEDRAOGO Albert Mathématigues
KABRE Fibo Siméon  Chinue OUEDRAOGO Guy Venace Chimie
1.EGMA I. Boukary  Chimice SIB Sie Faustin - Chimice
NACRO Mouhoussine  Chimie TRAORE Harouna Chimie
OUATTARA Moussa Mathématiques

MAITRES DE CONFERENCES

BARRY Aboudramane  Chimic SIF Oumarou Informatique
KOUDA/BONAIFOS  Marie Chimie SOME Blaisc Mathématiques
KOILIDIATI lean Physique TAPSOBA .M. Théodore Mathématiques
OUEDRAOGO Raguilnaaba  Chimie TOURE Hamidou Mathématiques

S ABA Adama Chimie ZOUGMORE Frangois Physique  ZOUGMORE
SEGDA Gérard Physique

MAITRES ASSISTANTS

BATIOBO loseph Physique OUEDRAOGO Gomtibo Physique
BAYO Kalifa Chimie OUEDRAQGO Alioune Physique
BONKIAN S. Marcel  Mathématigues PILABRE Boukary Mathématiques
BONOL! Lucien Chimice SEYNOU Aboubacary  Mathématiques
BONZI /COULIBALY Yvonne Chimie SOML L.ongin Mathématiques
BONZI K. Bernard Mathématiques SOUGOTI Moussa Physique
GADIAGA Dembo Mathématigques TRAORL Kalita Mathématiques
GUEL Boubié Chimie TRAORL Karta Chinie
KIENTI GA Gérard Mathématiques TOURE Alfred Mathématiques
KIENOL! Florent Physique YOBI A. Boubacar Mathématiques
KOAL GA Zacharie Physique ZONGO 0. Michel  Physique
CISSE Qusmane  Physique OUEDRAGO Abdoulaye  Physique
ASSISTANTS
BERE C. Antoine  Mathématiques OUEDRAOGO M. Frangoise  Mathématiques
KAFANDQO Pétronille  Physique TAPSOBA Edouard Chimie

Secrétaire Principal (UFR/SEA) : DA D. Auguste . Responsable scolarité(UFR/SEA) : KOURAOGO B. Sidiki

Chef Service Administratif et Financier (UFR/SEA): OUEDRAOGO Marc

-



REMERCIEMENTS

Qu'il me soit permis de dire d'abord deux mots sur le Professeur Alber!
OUEFDRAOGO, qui m'a proposé ce travail et qui [a ensuite dirige .
Depuis les petites classes, sa simplicité et sa rigueur aussi bien dans ses cours que
dans leur présentation m'ont subjugué Et depuis [ors ,nos relations ont dépassé le
cadre de Maitre et éléve .
Je (ui exprime ici, ma reconnaissance et ma gratitudoe .

Le Professeur Ousseynou NACOULIMA , d chacun de ses passages d Ouagadougou a
towjours eu des idées et des suggestions pour moi. Il m’ a fait (Aonneur aussi bien de
Jaire son rapport sur ce travail que de présider ce jury .je le remercie de tout ceeur.

Aprés les enrichissantes discussions que j'ai eu avec le Professeur Jean-Pievve PUEL ,
mes idées sur [a contrélabilité se sont vraiment éclaircies , et ce travail s'est améfiore
Il de plus accepté d’étre membre du jury ; je [uien serai toujours reconnaissant .

Le Professeur Fnrigue ZUAZUA a aussi contribué pay ses idées a parfaire ce
travail. If m'a fait Chonneur d une part de faire un rapport sur ce travail et
dautre part de siéger dans ce fury Je le remercie vivement .

Te remercie également le Professeur Jean VELIN pour ses suggestions et le rapport
qu'il u bien voulu faire .

Lo Professeur Rlaise SOME , aprés son avis sur ce lravail d accepter d’étre membre

du jury Je len remercie . Je le remercie également pour tout ce qu'il fait pour les
Jeunes mathematiciens .

Le Docteur Gérurd KIENTEGA nous fait Chonneur d'examiner ce travail je le
remercie pour tout ce qu'il a fait.

Je remercie le Professeur Hamidou TOURE également pour tout ce qu il a fait en
mon endroit .

Je yemercie également [e Professeur Michel LANGLAIS et son laboratoire pour
leurs réponses et leur soutien bibliographique .

Je remevrcie aussi tous les enseignants et tout le personnel de [ "UFR /SEA ,tous
ceux que je n'ai pas pu citer ici.

Je remercie Madame Marie ZOUNGRANA pour lexcellent travail
dactylographique .

Je remerciec mes amis des laboratoives AMSYC, LANIBIO, AGATA et d"FDP .

Enfin ces derniers mots sont pour mes amis et parents qui m'ont soutenu .
Que chacun trouve en ce travail leur effort personnel



DEDICACE

Je dédie ce travail au Peuple du BURKINA FASO, qui a financé mes études du
début jusqu'a aujourd fus.

Ce travail est également dédié a mon Pére , ma Mére et ma Saur, qui auratent bien

voulu voir ce jour.

L



SOMMAIRE

INTRODUCTION GENERALE. ... 1
CHAPITRE 1. RESOLUTION DU PROBLEME.... ..ot 8
[) NOTATIONS-RAPPELS ... 8
1)Espaces fonctionnels ............coooiiiiiiii i 8
2) RAPPELS. ..o 10
II ) RESULTATS PRELIMINAIRES..............coovininn, TSR 13
1) Propriétés de I’espace W(U ;V)....ooooiiniviiiiiiiiii e 14
2) Résolutions de problémes auxiliaires.............c.cocoveviiiiviiiiennn.... 25
IIT) RESOLUTION DU PROBLEME ......cccoiiiiiiiiii e, 43
CHAPITRE II: PROBLEME DE CONTROLE. ...t 49
D) INTRODUCTION . ..ot 49
11) EXISTENCE DU CONTROLE OPTIMAL POUR LE CAS '
LINEAIRE. ... 49
1) continuité de la solution par rapport au controle .......................... 49
2) existence de la solution pour le cas linéaire................................ 51
3) contrdle optimal..........cooiiiiii i 51
111) EXISTENCE D’UN CONTROLE OPTIMAL POUR LE CAS
NON LINEAIRE ... o, 56
1) Existence du contrdle optimal ...........oovviiiiiiiiiii i 56
2) Conditions nécessaires d’optimalité dans un cas particulier ............ 62
2.1) Propriété de 'état y(v).....ooeeieiiiiiiiii 63
2.2) conditions nécessaires d’optimalité.......... FOTRUTEURRURRRTRRTI 78
a) Probléme adjoint..............oooovii 78
.b) Conditions nécessaires d’optimalité............................ 81
CHAPITRE III : CONTROLABILITE APPROCHEE..................oo i, 88
DINTRODUCTION. ... 88
II) RESULTATS CONNUS ..o, 88
1) controlabilité approchée dans un cas particulier ........................... 88
2) contrdlabilité dans le cas général..................coooii 89
III)CONTROLABILITE APPROCHEE DU PROBLEME .................... 91
1) position du probleme .............ooiiiiiiiiiii 91
2) SYStEME AdJOINt. ..\ttt 92
3) Résultats auxXiliaires.........o.oveieniiiiiiii e 93
4) Contrélabilité approchée .............coiiiii 98
5) Algorithme donnant le contréle..................... RUTRU PR 100
a) Définition d’une fonctionnelle.......................ccooeiiiiinnn. 100
b) Algorithme.................. 105

BIBILIOGRAPHIE. ... e 109



INTRODUCTION GENERALE

L"étude de I'évolution des populations a débuté au 18° siécle. Des lors ce

domaine a particuliérement intéress€¢ les mathématiciens, les généticiens, les

biologistes et les démographes.
rP,, i.e que la variation de

[Fn 1798, Malthus proposa un modele simple : P,
la population est proportionnelle a la population totale. lci aucune mention n'est faite
sur [7éze et la posttion spatiale.

L ¢tude des modéles de population dépendant de [’dge aurait été introduite par

l.otka et Sharpe ,dans leur modéle la tonction natalité est introduite comme la solution

d'une Squation intégrale linéaire du type Volterra : « renewal equation ».

Par la suite plusieurs mathématiciens se sont intéressés au domaine, chacun
introduisant d autres types de conditions. On peut citer entre autres Von-Foerster: Mc

Kendrick: . Hoppenstead; Garront et Lamberti; etc...ctf bibliographie
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In 1939 Von lFoerster présenta un modele dans lequel la densité dépend de
[age et du temps.
Dans les modeles formulés par MLE. Gurtin et Mac Camy . le taux de natalité dépend

de la population totale. Leur modeéle est alors non linéaire.

Bon nombre de mathématiciens ont travaillé sur des modeles non lincaires
puisque modélisant mieux la réalite.
Dans bon nombre de ces travaux ,la non linéarité se situe dans le modele de diffusion
M. Langlais , s’est intéressé a différents types de diffusions non linéaires et a
obtenu des types de solution généralisées pour des formes générales de fonction

Jatalite et mortalite .

Dans ce travail, on étudie I’évolution d’une population au cours du temps.

On nete v (2.a,x) le nombre d’individus d’dge a se trouvant au point x a I’instant r.
Ainst le nombre f_l(/.u.,\‘}lu ou o est I'espérance de vie maximale, est le nombre
}

total d’individus se trouvanten x a l’instant 1.
La population considérée, comme toute population est caractérisée par des lois

de comportements propres. Ces lots tiennent compte de fagon essentielle :

* du comportement spatial.

[1. s"agit des déplacements des individus dans le biotope €.

On notera ¢ le vecteur flux migratoire.

On peut definir plusieurs types de flux, et chacun de ces types caractérise un
modele donné de diffusion :

- si la diffusion est due a la pression de la population totale ,on peut prendre ¢ sous la

forme G=—\p . C'est le cas par exemple dans [26] et [15] .

Theve de Mathdmatiques Appliquées



-Dans [19] c]z—k@ il s’agit de I’ équation de Fick schématisant le fait que la
diffusion se fait des zones de forte concentration vers les zones de faible

concentration.
-Dans [8] la diffusion est due a la pression de la population totale et le flux dans

chaque classe d’age est proportionnelle a la taille de la classe d’4ge dans la population
totale ,on a alors Ej:k%ﬁP o

D’autres types de flux sont également possibles :

% J:”k(a.a)y(t.a,x}z’a
@k(a)f e.axye
f Ht.a.xpa.Vy

L))
il

Dans ce travail le flux §=-Vy .

** Loi de Natalité

Cette lo1 assure la survie de I’espece.
Il est évident que chaque espéce a sa propre loi de natalité ; puisque toutes n’ont pas
les méme processus de reproduction.
Notons f(tax) le taux de natalité, S est fonction du temps ¢ , de la position
géographique x et surtout de 1’age a.
En général f(t,a,x) est assez petit ou nul pour a voisin de 0 et pour a voisin de  ®

espérance de vie maximale.
Dans plusieurs travaux on désigne par Fﬂ(t,a,x)y(t,a,x}z’a le nombre d’individu d’age

0 se trouvant a la position x a I’instant ¢,

Theése de Mathématigues Appliquées



Si nous considérons une espece ovipare : c’est a dire une espece dont le processus de
naissance passe par la ponte d’ceufs, on voit que E) ﬂ(t,a,x)y(t,a,x)z’a représente le

nombre d’ceufs pondus a la position x et au temps ¢. Etant donné que tous les ceufs
n’arrivent pas a maturité, on introduit une fonction donnant la proportion d’ceufs quiy

arriveront . Notons ¢ cette fonction.

On aura alors y(t, O,x)z E)(t,a,x)y(t,a,x)z’a ¢[E) ﬂydaj

C’est ce type de processus que nous adopterons.

Pour d’autres choix possibles de ¢ cf[11]et[17]

*** 1ol de mortaliteé

On note u(t,ax) le taux de mortalité, taux dépendant de [’4ge a, et

éventuellement du temps t et de la position géographique x.

Ainsi si V est un volume contenu dans €2 , la quantité _[ eax)taxkx  représente le

nombre de décés d’individus d’age a dans V al’instant ¢
Si on note ﬂ{t,a,x)zexp(— Ey(t,s,x)z’sj la probabilité de survie d’individus d’age

a se trouvant en x au temps ¢, I’écriture limz{r,a,x}=0 signifie qu’aucun individu ne

a-rw

survit au dela de I’age .
Dans ce travail on supposera que L est borné mais ayant une tres grande valeur au
voisinage de w,c’est a dire que la probabilité de survie est trés faible pour un age

proche de I’espérance de vie .

Lorsque la population est soumise a la migration et a la mort, la densité y est

solution d’une équation aux dérivées partielles du type :

o _ ..
(1) %+a—z=dzvq—/uy

These de Mathématiques Appliquées



A I’instant initial on a une densité y,, par conséquent ‘

(I)) y(0,ax) =ys -

Tenant enfin compte du processus de naissance, on aura

(I,) y(t,0x) = Ejﬂydaa{_g)ﬂyda]

[l nous reste a examiner les conditions aux bords.

Lorsque la frontiére du domaine est inhospitaliere on écrira y(t,a,x) = 0 pour x €0Q

oy _

Dans le cas ol on nla pas d’échange avec le milieu extérieur on écrira e =0 ou n
n

représente le vecteur unitaire normal extérieur a Q.

Puisque dans ce travail on cherche a contréler le flux d’individus traversant la
. oy
frontiere, on posera (1.3) ="

g); gy —Ay+y=0dansQ

8y_ sur
y(o ax)=ylaxHans Q.
y(t 0X) I,Byd [I ya’a]dans O»

Dans ce travail on étudiera le systeme (I-4)J

avec ¢ constante ou non.

Plusieurs auteurs se sont intéressés a des variantes du probléeme (I-4).
O. Nakoulima et coauteurs [22] ont étudié le systeme avec v =0 et uet 3 dépendant
de a.lls ont montré I’existence et la positivité d'une solution au sens des distributions
sur Q, en utilisant une régularisation parabolique, et prenant la fonction ¢ assez

réguliere .
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S. Ndiaye [23] a prouvé également ’existence d’une solution de (I-4) pour v = 0
en utilisant la méthode des semi-groupes. Ici aussi il a fallu prendre des hypothése de
régularité sur les fonctionsdet B «

Dans [14] et [19] les auteurs ont étudié le cas v = () avec des taux de natalité et
mortalité dépendant de la population totale.

Beaucoup d’auteurs se sont intéresseés aux problemes de controle de dynamique des
populations .Mais a notre connaissance aucun n’ a envisagé I’étude d’un modéle ou il
y a échange d’individus avec le milieu extérieur a travers la frontiére du domaine
C’est cela qui nous a motivé dans ce travail .

Dans notre travail , on étudie un probleme ou le contréle est frontiere .

Par conséquent au chapitre I, on étudiera I’existence et |’unicité de la solutions de (1-4)
dans un certain sens dans le cas ou v est non identiquement nul : ce sens nous a été
suggéré par |’écrit de M. Langlais [19].

L’objectif étant de ramener la densité y du systéme aussi proche que possible d’une

densité désirée y,, a travers |'utilisation d’un contrble frontiere v et cela a moindre

cotut. La fonction cout utilisée est alors J(v)z”y(v)—deerNHvH2. Ces questions seront

étudiées dans le deuxiéme chapitre.
Dans le dit chapitre on étudiera d’abord le cas linéaire a travers les théories classiques
du contréle optimal, ensuite on montre I’existence d’un contréle optimal dans le cas

non linéaire.

On verra aussi que sous certaines hypotheses on obtient des conditions nécessaires
d’optimalité.

Ainsi on trouve que le contrdle optimal est du type «bang-bang ».

L’intérét d’un tel travail ,bien « qu’inhabituel » est évident .

Donnons un exemple illustratif de I’intérét d’une telle étude :

Considérons comme domaine ,un organe infecté par une population de bactéries

pouvant infecter par la suite les organes avoisinant. La fragilité de 1’organe ne
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permettant pas de récolter a I’intérieur de celui-ci, on pourrait envisager la récolte sur
’organe de maniére a ramener la densité aussi proche que possible d’une densité
désirée donneée.
Au chapitre 111, on examinera la contrdlabilité approchée a un instant T dans le cas

linéaire.
Le probleme se préseinte comme Ssuit :

Pour une densité désirée y, al’instant T donnée, on cherche un contréle v qui va
ramener la densité du systéme au temps T aussi proche que [’on veut de y,

Dans un récent travail B. Ainseba et M. Langlais [1], ont montré que lorsque le
contrdle s’exerce sur un petit ouvert @, contenu dans le domaine ,la population est

approximativement contrdlable . Ils ont montré alors le résultat de continuation unique

L%—V/~6—W—Au/+yl//=ﬂ(a)//(t,0,x) surUxQ)
t Oa 3
Y _

suivant : tout fonction y vérifiant < £ =0 sur UxZ
w=0 dans Uxw

est identiquement nulle sur UxQ .
Dans notre travail nous montrons d’abord en utilisant le théoréme de Holmgren le

resultat de continuation suivante . toute fonction ¥ vérifiant

—%%—%%—A w+uy=Ha(t,0,x) surUxQ

A
79—!'/1:0 sur UxI
ov

w=0 sur UxI

est identiquement nulle sur Q, moyennant des hypothéses minimales sur [
i
Par suite on montre que dans le cas d’'un contréle frontiere la population est

approximativement controlable .
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CHAPITRE 1 : RESOLUTION DU SYSTEME

Résumé :Dans ce chapitre on montre que le systéme non linéaire, (I-4) admet

une solution unique dépendant contintiment du contréle frontiére v .

On commence d'abord par introduire un espace W(U, V) dont on étudiera les propriétes.

I — Notations et rappels

1-espaces fonctionnels :

Soit O un ouvert de RN, N = 1,2 ou 3, de frontiére " variété de classe C*, Q étant
localement d’un seul coté de I .
Soient T et ® deux réels strictement positifs

On pose U=1]0,T[x]0,o [

Qu=10,0[xQ
Qr=10,T[x Q
Q = UxQ

2 = UxI,

Espace L2 (U : E) , E étant un Banach

On note L* (U ; E) I’espace des fonctions mesurables de U dans E de carré intégrable
‘pour la mesure de Lebesgue dU = dtda ou (t, a) est I’élément générique de U. On

ga}/f‘l((,,’,;.): [ lot,a) dU, Si E est un Hilbert, LU ; E)

rappelle que pour ¢eL’(U; E),

’est également.

Espace H"(2)

Thése de Mathématiques Appliquées



On note H™(Q), I’espace des fonctions de H = L*(Q) dont toutes les dérivées au sens
des distributions d’ordre inférieur ou égal a m sont éléments de H.

| 2 I/
ZJDJu‘ on D=9 HEEHTETEN

9]
" Pour ue HY(Q); |ul,m .=
(£2) HH ) )< H Oxi"..Ox%

Espace C(J : X)

Soit J une partie fermée bornée de R'oul eN

C({J : X) est I’espace des fonctions continues de J a valeurs dans un Banach X

C(J ; X) muni de la norme HuH(\(im

=Suplu(r)|, est un Banach .
te) ’

Espace W(U :X)

- Distributions vectorielles cf [27] et [20] ,

Soit O un ouvert de R', [eN ; et X un espace de Banach.

On note ® (O) I’espace des fonctions infiniment dérivables a support compact
contenu dans O.

Notons @’(O ;X)I’ensemble des applications linéaires continues de @ (O) dans X.

Soit Te ©(0,X) et oo €N, on note DT |’application linéaire continue

def

p—>D<T(g)=(-1)" T(D ).

Si feL*%(0,X) on définit la distribution fdéﬁnie sur O (O) par f (p) = j,,f(g/)}:z’z,
di étant la mesure de Lebesgue sur R,

On identifie f et f" et I’on écrit alors que L*0, X) ¢ ©(0,X).

Dans ce qui suit O=Uet V=H'(Q), X =V’ dual de V.

' These de Mathématiques Appliquées



On posera A,=a+ ¢, ou ¢, et ¢, représentent les dérivées respectivement par rapport
aretaausens de ©@(U,V).

Soit W(U ; V") I’ensemble des fonctions ze L*(U;V) telles que A,ze LU V)

Nouss allons donner des propriétés de I’espace W(U ;V) au paragraphe suivant :

2. Rappels

Nous rappelons ici quelques notions et résultats que nous allons utiliser par la suite.

- Notions de semi-groupe continu cf[ 9 ]

Définitions 1.1.

Soit X un Banach

Une famille {G(1)}» d’éléments de L(X) ensemble des applications linéaires
continues de X dans lui-méme, forme un semi-groupe de classe C” dans X si elle
vérifie les conditions suivantes :

(1)  G(s +t) = G(s) G(t) pour tout s, t 20

(i)  G(0) = I (identité de L£(X))

(iii) 1‘@£ﬂ]G(t)x—x\\\_£O pour toutx €X .

- (Générateur infinitésimal d’un semi-groupe

Détinition 1.2 ¢t [12]

Soit {G(t)},5, un semi-groupe de classe C°. L’opérateur non borné 4 défini par :

G(h)x—x

Ax= lim , — pourx eD(A4) ou D(A)z{xeX;limgM existe},

+
h—o

h—ao? h

est appelé générateur infinitésimal du semi-groupe {G(t)}

i

- Propriété du générateur infinitésimal

Théoréme 1.0 [25]

10
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Soit {G(t)},5 un semi-groupe de classe C et 4 son générateur infinitésimal. Alors
group g

(i) lim L ["'G(s)xds=G(r)x pour xeX

(1) pourx eD(A) ona G(t)xeD(A) pour 0<t.

- Rappel d’un théoréme d’isomorphisme

On considere deux Hilbert Vet #€ tel que V < F, et VU dense dans €.
St on identifie $€ a son dual , alorsona: Vc F < V.
Soit M un opérateur linéaire continue de ¥ dans ¥V’ «

On censidére un semi-groupe de classe C°, (G(s))

>, dans VU de générateur
infinitésimal - 1,

On suppose aussi que : (H}) : (G(s))so €st un semi-groupe de classe C' dans V.

On peut alors montrer que (G(s))s) est également un semi-groupe de classe C" de .

On sup:pose alors, que (HZ)"HG(SML(MS ;520 .

(Hy): M € .4V, V) et que Re (Mv,v) 2 od]vf, >0, Vve .

On a donc le théoréme suivant :

Théoréme 1.1. [20]

Notons D(A ;. X) , le domaine de [ 'opérateur non borné A dans le Banach X .
Sous les hypotheses (H)) , (H,) et (H;)
A+ M est un isomorphisme de U ND(A; ') dans V', D(A; V') étant muni de la

norme suivante . H(p“;\JU‘):H(p“;ﬁ"[\'A(pH;

- Autres résultats

11
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Propositions 1.0 [25]

Soit ¢ une fonction contindiment dérivable a droite sur [a,b][ a,b eR, a<b

Si #— lim ﬁ”‘_hhﬂf) est continue sur [a,b[ alors ¢ est continliment dérivable sur

+
h—o

[a,b[.
Pour la preuve voir [25]

Nous avons aussi :

Propositions 1.1.

e générateur infinitésimal 4 d’un semi-groupe (G(s));» de classe C° vérifie pour tout
x € D(A).

(Ax, x) <0 ou (., .)x désigne le produit scalaire dans X.
|

Voir [25 ] pour la preuve

Enfin nous avons la proposition

Proposition 1.2 [ 12 ]

Soit X un Banach réflexif et I un ensemble infini et ordonné d’indices.
Soit (x; )1e) une suite d’éléments de X telles que
(1) (x;) est bornée dans X
(2) ’ensemble des points d’accumulation de {x;} pour la topologie faible
est réduit a {x}.

Alors la suite (X; )¢ converge vers X dans X faible.

Preuve

Si x; -\ x, alors il existe >0, x’ €X’ et (X ;) une sous suite extraite de (x;) telle que

12
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() l}flix’,’f/{ —x>
(f/{) une sous suite notée (x,) telle que x.—¢dans X faible
D’apres (2) & = x’

Alors . _11121 ’<x',x p ~x>‘:0

Ce qui contredit (*).

- Cobne normal eticone tangent cf [6]

Soit X un Banach, et X’ son dual .

Soit C un convexe non vide de X .

Définition :

On appelle cone normal a C en x € C, 'ensemble noté
_ / -
NC(x)z weX ’,'<w,x—y> >0,VyeC
XX

Définition

On appelle cone tangent a C en xe C, I’ensemble noté T¢ (x) définie par

r(,(xp{l;&yec;bo} :

On a la proposition suivante :
Proposition 1.3

soit C un convexe non vide d 'un Banach X. Alors
N C(x): {zeX ','<z,' y>X,X <0V, yeTC(x)}.

Pour la preuve voir par exemple [6]

I1 - RESULTATS PRELIMINAIRES
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1. Propriétés de I’espace W(U,V)

Proposition 1.4
L’espace W(U ; V) muni de la norme :

)

12
2 2 .
JZl,W(U;m):D}Z HLZ(U,m)Jr”AOZHLz(U.V)J est un Hilbert.

Preuve :

Soit (z,) € W(U;V) une suite de Cauchy de W(U,V) alors (z,) est de Cauchy dans
LU ;V) et (Agz,) est de Cauchy dans Lz(U ;V7), et par suite

2o —> z dans LE(U ;V) et Agz,—2Z dans LZ(U V7).

I1 nous faut montrer que z= Ayz .

Comme les injections de LU ;V) dans LY U;V’) et de L*(U ;V*) dans ©’(U,V’) sont
continues, alors z, —z dans L2(U ; V) entraine que z, —z dans ©’(U,V’) et donc
Agz,—>Noz dans (U ;V’)

Par conséquent de 'unicité de la limite ona que Ajz=2z .

Ainsi W(U ; V) est complet.

Proposition 1.5.
L’espace W(U V) s'injecte continiiment dans c’ (0,77 ; L (Qw) (resp dans

C° ([0,0] ;L’(Qr)), ce dernier espace étant muni de la norme de la convergence
uniforme.

Alors pour tout ye W(U V) on peut définir la trace en t = t, (resp en a = a,) dans
L*(Qa) (resp L(Qv).

De plus les applications traces sont continues pour les topologies fortes et faibles.

En outre on a pour tous z, z eWw(u,v)

[{Avz,2) . dida+ [{Aez,2)dtda= [_[Jm{(zéXT,O,x)»(zf Y0.,a,x )idadx+

+ [ (22 Xeoax (22 .00 ta |

14
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Remarque 1.1

Notons que dans le cas ou U et un intervalle de R, on a un résultat analogue .

Dans la démonstration de la proposition 1.5 on aura besoin des deux lemmes

suivants :

Lemme [. 1.

L'espace DU V) est dense dans W(U V)

o (R’ V)est I 'espace des fonctions infiniment dérivables support compact
définies sur R’ a valeurs dans Vet © (U V) désigne |'ensemble des restrictions

a U des fonctions de (R’ V) .

Lemme 1.2
1l existe un opérateur de prolongement P de W(U ; V) dans W(R 2 V) tel que Py =y
pp dans U.

Preuve du lemme 1.1

Elle sera faite en trois €tapes :

10!\'

¢tape : on montre que D (R?, V) est dense dans W(R %, 1)

Soit ue W(R? ) et (p,) une suite régularisante telle que
supp pnCB(ORZ;"];l [..ot.altda=1

Posons v, = u*p, ;w(t,}a)sz plt—t,a—s)u(z,s W rds

On a le résultat classique : u«p, —u dans L3(R*; V).

De plus Agv,=(Ayu)« p, -Apu dans Lz(R2 V7).

Ainsi on peut dire que v, —u dans W(R2 ; V).

15
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11 suffit alors d’approcher les fonctions de la forme v=u.g ou pe © (R”) par des
éléments de © (R *; V).
Aw ()= us(A,@). Comme ge ®(R?) , alorsAweL’(R%,V) puisque ue W(R 2 ;V).

Remarquons aussi que veC” (R?;V) puisque pour tout

((/))=[

aeN?,

Javec o=a+a, et a=(a,a:).

azaua * ot 0a®™

Puisque ve C*(R? ;V) il suffit de le tronquer maintenant .
Soit we ©(R%) tel que 0<w<l ;=1 sur B(Or?; 1) et w= 0si (r,a) ¢B(0r* ;2)
Poscns w,(t.a) = w(ﬁ%) Alors v.y, € @(R2 ; Vyetl’'ona

w,v-»>v dans L*(R*; V).
En effet :

Rj wiraMra)-fa)),

a= RJ]J(!//(l‘,a}-l)i(z‘,a)E,dtda
Jwlea)-1fe.a),dida.

,a) .Ona y.(t,a}>0 quand n tends vers +oo. Ainsi

‘//”( ’

Notons y,,:(t,a)—>
w,v —vquand n-— +o,

Onaaussi: Ay (v y) = (Apv) w, +vAy ¥, .
(Ay w, (ta)= %Aow(%,%J, puisque aru/,,(t,a):%&w{%,%) pour r=tout=a .

Par suite vA, w,—> 0 quand n — +ow.Notons que Ay (v) y, — Agv .

Alors Ay (vy,) — Agv dans LU ; V) quand n - +o0

L’injection de LU ; V) dans L*(U ; V) étant continue, on tire que Ay (Vi) — Agv
dans Lz(U s V). |

Donc v, —v dans W(R?; V).
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Nous allons montrer que D ( Rf ; V)= D (R, xR, ; V) est dense dans W(R?, ; V)
posons pour tout h>f),u” (t.a) = u(t+h, a+h) pour presque tout (t,a) € Rf
Pour presque tout (t,a) € Rf A d'(ta) = (Ao u™) (1, a)

[ est bon de remarquer que #" — u dans W(Ri ; V) lorsque / tend vers zéro

En effet :

Lﬁ”uh—u”;dtda J ”u U dta’a—J (u u) dta’a+J2|uH12,dta’a

h 2
i,

Remarquons que

[ M iy

(t.a) — (" u) est intégrable et que 'on a: (u", u) — (u,u) pp dans R%,

de plus J(u"u)dtd

R2

R l
Par conséquent I g(uh,u)a’tda—) J;q2““Hidtda
+ +

Ainsi au total —uH dtda—0 quand h — 0

Agt" = (Agw)" pp dans Ri , alors Ay u" — Ay u dans LA(R? ; V) .
[l vient alors de tout cela que W' —u dans W(R? ; V)

I1 suffit alors d’approcher u" par des éléments de D ( Ri ; V).

Soit g €C” (R¥) tel que g(ra)=1sit>"heta>het g(ta)=0sit<-houa<-h

Une telle fonction existe. En effet :

Considérons la fonction numérique ¢, définie par :

(/’o(t):eX[{—t%] si >0

0.(0)=0 lorsque t<0

These de Mathdmatiques Appliqudes
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OnagyeC*"(R) -

e : (e h+t)
Considérons la fonction ¢ définie par o (¢ (po(
‘ o définie paro (=, e (-11)

Alors la fonction ¢ définie par @lt,a)= (¢ )p:(a) répond & notre préoccupation.

Cela étant posons pour presque tout (7, a) € R?

v dnadut(a) st (Lade[-hrox(-heof
v(taa):{o sinon

Ona bienv =" pp dans R? . Enplus v e W(R?; V)

ICTC

Alors d’aprés la 1°° étape on peut trouver (¢,)< D (R? ; V) telle que
¢, — v dans W(R?; V) .

}

Si on prend {(p Rz} ,onaalors @,,—u" dans WR2;V).
Ry

~tme -

L) ctape

U =10, T]x[0, o]

Pour h assez petit considérons la fonction u" définie presque partout dans U par

u},(t’cl):{::(\+l\_u+l\) S”s)\on(I,rl)E{O,'l‘-h]x[o,m—h]
Nous allons montrer que :
(1) u" eLAU :V)
(2) u"—> u dans L¥(U ;V) et Ag" — Apu dans L*(U ;V) .

En effet d’une part :

I,”(u”—ulf,a]ﬁdtdaz j,“u” (t,a] i,dta'a—Z [ (u"(t,a),u(t,a))dtda+ J,Hu(t,a)f,dtda

On a donc };'_‘L,)H](u"—uXt,a]]f,dtda:O quand & —0+

D’autre part pour presque tout (z,a) € U

These de Mathématigues Appliquées
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Aouh(t,a)-: {Z)\(,u(wh,aﬁv) S"?im(l,a)e]OJ'-h[x]O,(u—h[

Soit o e D] T-h, T[x]ia}h, wf), prolongeons ¢ par 0 dans U\]T-4,T[x] w-h, o/,

on obtient une fonction notée ¢ € O (U)
Al (@) = = [ Nodrda= {11 0" Apdrda=0

Par conséquent Agu” = 0 pp dans [T-h,T] x [w-h, ]
Soit ¢ € D (]O,T-h[x JO, aw-h[) on peut aussi prolonger ¢ par 0 dans
UVN(]0,T-h[x ]0, aw-h()

Si ¢ estle prolongement obtenu :
Aol (@) = —-L uh(t,a)/\o(/?dtda=—jo T nMo wwh]u(tJrh,aJrh) A Plt,aFtda

= _.[h,T]/\’[h,w]u(t’a) Ao(ﬁ(t—h,a—h}z’tda

supp @(t-h.a-h) < [hT] x [h, o] c U

alors
A () = —L u(t,a) Ao(p?(t—h,a—h}:z’tda

= L(Aou}ﬁ(t—h,a—h)dtda

= _l\'/h,l_]x[h’m]/\ou(l‘,a) (Z)'(t—h,a—h}ita’a :Jw —;,]x[o,w_,,](/\ouhE(t,a)dfda-
Ainsi

{A uh)(z,a): Aoz{t+h,a+h] si (t,a)g0,T—hX0.0-h]

sinon

4 / n b} /
Cela étant on montre que A" — Agu de la méme maniére que u" — u.

Par conséquent u” — u dans W(U ; V) quand h — 0+,

[ nous suffit alors d’approcher #” au sens de W(U ; V).

Posons pour presque tout (7,a) € R?
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¢] [t,a)uh{t,a] pour presque tout [t,a]eU
v(t,a) = 0

'sinon
avec

. Do T-[) v (po(a)—a)
mt’a):goo Tt o lt-T+h)" plw-ahrola-w+h)

Ona v=u" ppdans Uet’onave W(R? ;V).

Alors d’aprés la deuxieéme étape, il existe () < D(R? ;V) telle que ¢,—v dans

W(R? ;V) alors ¢,,, —u" dans W(U;V).

Conclusion générale : © (U ;V) est dense dans W (U ; V).
Prouvons maintenant le lemme 1.2

Preuve du lemme 1.2

Considérons pe D (R % ;V) . Notons

(o(t,a) si (t,a)e R xR,
(Po) (ta) = (o(—t,—a) si (t,a)e R_xR_
0  si(laeRIxR'UR XR;
On remarque que Ppe LA(R*;V)
De plus on a pour presque tout (2, a) € R2, Ay(P@) (t,a) = Ayp(t.a) eV V’
Pour presque tout (r,a) € R'x R™ ona:
Ay (Po) (t.a) = -Npp(-t,-a) € VC V.
Pour presque tout (ta) € (R* x R)YU(Rx R") .
Ay (Po) (ta) =0 ,
Eneffetsiu e D(R'x R) , A (P@) (w) = ~[:Polta)\qult.a)itda

These de Mathématiquees Appliquées
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= - .[mn- Polt,a)\ult,aYtda
=0
Alors Ay (P@) =0 pp dans R"xR".
On montre de méme que A, (P@) =0 pp dans R x R”

Il est clair que ¢ +— Pgest linéaire ,

“PW‘;(RM'} = L . H(p(t,a}‘f,dtda-% L_ ) R-H‘D@(taa}fvdtda
= [ |dlta)idida+ [, lpl~t-a)drda

= ZH(PH;(Rz,v)'

Aol o] I ida ] [

2]

R-xR*

- Al -
Par suite on a :
2 ’
|Pgl W[Rzzl’ ]SZ(pHW[RE;V]

Alors I'application linéaire P peut étre prolongée en une application linéaire, notée
toujours P sur W(R?2 :V) a valeur dans W(R?;V) .
Soit ue W(U;V) ,

voir 3°™ étape de la

Rappelons que " > u dans W(U;V) et que Huh\W(U;V)SHu“W(U;V)

preuve du lemme 1.1.

Utilisons la technique de la preuve de la troisiéme étape du lemme 1.1

Alors il existe v, € W(R? ;V) tel que v, = " pp dans U.

Pv, e W(R ? :;V)etl’on aPvy, =v, ppdans R? alors Py, = u" pp dans U.

Montrons que v,—u dans W(R? ;V) avec w=u ppdans Uet =0 pp dans

21
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R2\U
En effet :

J;}‘,Vh—ﬁ“idtda = LHW,-ﬂ'idtda

2] s A

On a LHuh—ﬁ“idtdaeo car u" »udans L*(U;V)et |

A

[/

i,dta’a = LHu”—uhHidtda=0 .

‘Vh —u"

Montrons maintenant que Ag vi— Ao # dans L? (R? V).

Mais on sait que Ag V" = Agu dans L* (R2 ;V’).

Un raisonnement analogue nous donne ¢; A, ' > @ Ay u

Il nous reste a regardeir de prés Ay ¢ ™

Mais ¢; = I sur [0,T-h] x [0, o-h], alors Apg, = 0 sur [0, T-h] x [0, arh]
Or pour presque tout (ta) € [T-hT] x [a-h, @] ,ona " (ta)=0

Par conséquent (A,¢, ) u" =0 pp dans U.

@A  ppdansU
0 ppdans R? U

De la on tire que :onhz{
Un raisonnement analogue & celui de la preuve de v,— # nous donne

A= Aoit dans L? (R2 ;V),

L application P étant continue de W(R2 ;V) dans W(R?;V), on tire que P vy—> P
dans W(R?:V)et’ona pour presque tout (t,a) € R2, Pu (ta) = u (ta) et pour‘presque
tout (r,a)eU , u (t,a) = u(ta).

Par conséquent pour presque tout (a)eU, Piu(t,a)=i(t,a) et cela achéve la preuve du

lemme 1.2 .

Démonstration de la proposition 1.5

Soitz e W(U ;V) d’aers le lemme 1.2 il existe Pz e W(R?;V) tel que Pz =z
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pp dans U .
Pz e W(R? :V), alors il existe (@,)c D (R?;V) telle que @, — Pz dans W(R?;V) lorsque

n— +oocf lemmel .l |

Soit (1, a,) € R*

2
H

ipiltv,co) =j1%‘f(p,,(r,a+r—to]{2df

—_’i%((pn(r,aﬂ—to1(pn(r,a+r-to)),,dr

=2 “‘L((Dn(f,a"fﬂ' —to),cif" (ratr—to )J dr
. . }

=2 [(pra+t ~t ) Aopu(r,a+t—1)),d7

-on

=) f;</\0(0n(r,a+r—t0](pn(t,a+z'—to)>V,de'

10

= J H/\o(p,fl(r,aﬂ-—z(, ]‘fd T+ ijqp.,(f,a+ T—I ][fd T

vs

Alors

wn(to,a ]‘j{ daS

On| iz(iez-,v’r-”/\"(p"“;{ Rz;V')

|
(Pn(’o’ ) 2

<
fon) @

2

o

Par conséquent

Suﬁ‘(ﬂn(to"]
1,€l0,7]

2 2
LZ(]O,w[,H)SH(p”‘W[RZ;VJ (1)

Posons y,,, = @, - ¢,, un raisonnement analogue nous donne

Sup{

t,€l0,T]

2

W[Rz;V] (2)

<

2
Wn,m([()a'j Lz(}),a)[,H]

Yom

Or ., »0quand n, m — + co .
Par conséquent (@,(, .)) est une suite de Cauchy dans C([0,T] ; L(]0,o [ ; H))
etdonc ¢, —¢ dans C([0,1]; L*(10,0 [ ; H)).

23
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Or ¢,—»Pz dans W(R*; V), alors Pz = @ pp dans U, mais comme Pz = z pp dans U
ona ¢ =z ppdans U.

De plus en passant a la limite dans (1)
On obtient ”ZHC([O,T]'Lz(}},a)['H)]SHPZ'[W(RZ;VJSC”ZHW(U;V) Le que W(U;V) s’injecte

continiiment dans C([0,T] ; L*(]0,w [ ; H)).

Remarquons aussi que la suite (¢,(,, ) est une suite de Cauchy dans L*(]0,0[ ;H). Par
conséquent @,(t, .) - £ dans L*(]0, ® [ ;H).

Or ¢, = @ uniformément dans C([0,T] ; Lz(]O, o [ ;H)) alors ¢xt;, .) =& . ‘

Comme ¢ =z pp dans U on peut alors poser z(z;, .) =& ¢ Lz(]O,co[ ;H) .

On aura alors Hz(to,-]

o] H)SCHZHW(U’AV) en passant a la limite dans (1) .Ainsi

On a montré que |’application trace en #, est continue pour la topologie forte et donc

aussi pour la topologie faible .

Faisant le méme raisonnement en prenant a a la place de ¢ on trouvera des résultats

correspondants pour a.

Montrons maintenant la formule d’intégration par parties :

Soit ¢ et peUV) ona:
[(Apdydida = [ ] (Agp)iltaxlitdads
= [ [lppldiast [ [Tp@]dedr- | [ pAopdrdads
= [ lop)tox-pp)0.x s+ [ [(05)0.a,)Hads— [ (Ap.p)dda +

+ JodlT.a,x)-0{0,a.x ) Hackx

La relation est donc vérifiée pour tout (o,gbe.’l)(U;V) . D(UV) étant dense dans
W(U:V), les applications traces étant continues de W(U,V) dans LA(Q,) et LZ(QT) on

tire que la formule est exacte pour tout ¢, de W(U ;V)

24
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Soity eW(U;V)etveV,ona(ta) — (v(ta),v) € LYU) alors posons aussi
Aoly(t.a).v)= (3 +3, )(y(t,a),v) au sens de D’(U) on a alors :

Proposition 1.6

Pour touty e W(U ,;V)etv eVona:

Ay (y,v) = <A0y,v> au sens de ©’(U)

Preuve de la proposition 1.6

Soit 9 e D(U)etv eV, alors ¢ ®@v € W(U;V)

On a alors d’aprés la formule d’intégration par parties :

[ (Aoyp®vidida = - [ (A(p@v}y)dtda
= —L<A0¢v,y>dtda

= - [ Agplv, 1@ drda=A (v, o)

On a alors Ao(y,v)=(Aoy;v) au sens de ©'(U) .

1. Résolution d’un, probléme auxiliaire

On considere le probléme suivant :

Trouver y eL(U ;V) tel que

Ady-Ay+uy=f  dansQ (1)

(Po) Qy—zv(t,a) sur Z=]0,T[x[0,a)] (ii)
0,ax)=0 dans Qs (iif)
t0,x)=0 dans O (iv)

Donnons d’abord notre notion de solution faible de (Py).

These de Mathématiques Appliquées



Multiplions (1) par z €V et intégrons formellement sur Q

on trouve
(3) < Ay, Z>V‘,V + IQ(V_VVZ +ﬁyz):z’x= L S (t,a)za’x+ 4[_v(t,a)zj 4o

ou do est la mesure superficielle sur I' induite par celle de Q2.

Détinition 1.3

On appellera solution de (Py) toute fonction yeL*(U ;V) telle que y vérifie (3),
(iii) et (iv).

Notons X I’un des espaces LXU ;V), L*(U ;H) ou LU V)

Considérons la famille {G(t)}¢ d’opérateurs définis sur X suivante :

G, a)zg(t—%,a—h) pour presque tout (t,a)elh,T]x [ho]

Sinon

Considérons également [’opérateur non borné A défini par :

AX }:{(oeX;Ao(peX,(p(O,.)zo pp dans]O,co[;qy(.,O):O ppdans ]O,T [ }

A =-App .

Remarquel.2

Pour ¢ eD(A, X) on a Ayp € X et donc ¢(0,.) et ¢(. ,0) ont un sens dans L*(Q,) et
L*(Q+) respectivement et cela grace a la proposition 1.5

Proposition 1.7

(G(1)), est un semi-groupe de classe C? et dont le générateur infinitésimal est A .

Pour la démonstration de la proposition 1.7 on aura besoin de :

Lemme 1.3
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I

D (V) est dense dans L“)(U V).

Preuve :

Soit z, € D (U :V)" l'orthogonal de D (U ;V)dans L7 (L' V).
Soitp e D(U)etpe V,onap ®gpe ©(U:;V)alors

'[ ,(:(,;(p(X)qﬁ),,drda:O )

Remarquons que pour presque tout (fa) € U

(zolt.a), (o & Gi(ta) — (zy(ta), eta) @ = (zpt.a), @ ¢(t.a)
Par conséquent | (20,p®¢ ) dida= j“,go(r,aXZO(f,aM),drda :
Posons / = (z, @ ;) € LY(U).

On a donc pour tout ¢ € D (U) [ plta)/(t.atda=0 .

Donc j(t.a) = () pour presque tout (t.a) € U

e (zy(t,a), ¢y =0 pour presque tout (t,a) € U et cela pour tout geV

alors zg(t,a) = 0 pour presque tout (f,a) €V

ccla nous donne z, = 0 .

Démonstration de la proposition 1.7

[Test immediat que G(O) =1 ; G(s+t) = G(s)G(1)
Montrons pour tout ueX, |Gl </,

12

Gy, =[|Glhylea) dida  si X =L*U;Y)avec Y=H, Y=V ou /=

Iy

]

g‘u(i,a]]?a’fdaS\,'iuf\‘j\

Glh )ﬂ\: j | u(/—h,a—h]ffdfda: jﬂ

i { l\,% /u]w N r’yl\']l) w b

Yeas s X = LAULV)

Soit 0 € D(U,V)
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Glhyp~o, = [ G| dida

- [kt el

< MesU. Sup lplt~h,a- h)—(p(taj

(r.a)er?

s ol I AL T 1 i
D’ou mG(h}p—go[l\ <\ A/IesU(ﬂtﬁ?\ U‘(p(r—h,a—h)—(p(f,a]”
[ “application (t.a) +> @(t.a) étant continue et bornée de R dans V

< =
D

On tire que pour tout £>0.il existe hy/ h<h, =  Sup W)<f hya—h-olt, a)
(I (I')Gh - '

Soit ve\" .comme SD(U;V) est dense dans X, alors il existe (pej)(l_ 1) telle que

o—ul <t
p=u) < 3

Alors |Glhp—| <|Ghy-Glnl)| +|G Ao,

_§+§ ‘3:5 dés que h < hy,
Alnsi Im|G (- u\‘ =0
N cas X = U g

On sait que L*(U,V) s’injecte continiiment et est dense dans X

Alors pour u €X, et pour tout € >0, 1] existe (U ;V) tel que W‘”t‘, <gl

On a
Glhy=ut . <|Glhu-Glh ¥, e [N (AT

<2l R HIG(1 Y-

Pouwr/r fhyona

Glpol, <& o IGU-g, <G,

b)("}
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alors (Gl y—u| <c ie lim |

1Y+

G(h)t—u”t\, =0

3 cas X=LYUV").

On reprend la méme méthode avec cette fois Lz(U,H) a la place de Lz(U (V).

On voit que dans tous les cas (G(t )0 est un semi-groupe de classe C"

Notons A le générateur infinitésimal de (G(t)) 0

Alors DfA) = {(DEX;/]VLIR Q@hk—(p--e)( } et

Ap = Jim=

Nous allons montrer que D(A) = D(A,X) etque Ap = Ap Vi €D(A)
Montrons que D(4)c D(A,X) et que pour tout peD(4), Ap = A¢

Soit u €D(A4) alors %%’fu — Au dans X quand s —0-.

Soit ¢ e D (U)

G(s%(:u o) _[ Gss'lj{(f,a Wlt.a Weda pour >0

Comme Q@Shj{go — Au @ dans X alors

im TV ) = i (ANl aivde
v 04+ r

= JA updtda
y

DTautre part :

’ﬁ(s%:ll(f’a}p(t,aytda = J-Q(Sﬁ)i(r,a}p(r,ah’tda -—%(t,a}p(r.a)drda
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_1 Ju(t—s,a—s)dzda— ek 44) drda
A (

[s,7]x[s, o]
_1dra )ﬂiﬂjﬂ) drda_ J’u )2( dida
o] x [0.0]
— Iu(t,a)@t+s’a+s }:(g{_t,a! dtda
N, S

alors lim M(@j = Lu(t,a)/\oqo(t,a)a’tda

s=0+ A
= -Ago)
On a donc Au(g) = ~Agulp) Y peDU) cela équivaut
Alors a —Aou= Au et donc Ay eX

Montrons que u € D(A,X).
Il nous faut alors montrer que u(0,.) = 0 et que u(.,0) = 0.

Utilisons la formule d’intégration par parties
(Au u)——-L Aok, u dtdéz [Hu(o ] ] +Hu( 1

Compte tenu de la proposition 1.1 on doit avoir (Au,u) <0

2oy ""}EZ(QT)]

Soit u eD(4), considérons la fonction ¢ définie presque partout par
@(t.a) = ¢)(t,a) u (t,a) ou @, est la fonction définie dans le lemme 1.1
alors ¢(0.a) =u(0.q) $(0,0) ; ¢(T,a) =0, @t,0) =u(t,0)$(1,0)
et p(t,w =0.
Comme ¢,e®(R?) alors &, eD(A) .
Ainsi

(App) = |~Awp pdtda

310,44 0.);

<0

L2001y~

il

12(Qw) 2Hu O)ﬁ ]
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Ainsi on u(0,a) ¢,(0,a) =0 et u(t,0)$;(t,0) =0, or ¢,(1,0)>0 et ¢;(0,a) >0
alors ufo, .)=0 et u(.,0)=0 .Etparsuite u e D(A,X)

Montrons maintenant pour terminer que D(A ; X) < D(A) .

Soitu € D(A ; X) et ¢ € ©(U)

Considérons la fonction

nes) = (G(s)u)(p)

porhrs) - GloehhGlsky)

+hu-G

U

= M ta)dtda—-Jg—-)i(pdtda |

Jﬁ@}i‘_hk(p (t,a):lta = —1;; Iu(t s—h,a—s— h}o(t a)a’tda

U [s+h.T]x[s+h]

= % Iu(t—S,a—S Xo(t+h,a+h}1tda
b ixlsel

Par conséquent

is-i—hhty_(s!: J‘ u(t__s,a_S)(D(H-h,a-:lh)—gD(t,a)dtda

[.\',7'] X [.\',w]‘

Ainsi  lim M) Iu 1—s,a-5)Aogplt,a Htda

h—0+ h (7] [s@]

= Lu(t,a )Aogo(t+s,a+s ﬁ’tda

= - JAou(t—s,a—s);o(t,a)citda car AgueX
[‘\‘,7'] X [\',(u]

alors hl_ifgfdﬁ-/—}l)—jf) = —L(G(s)/\ouxt,ako(t,a)itda

Ainsi lim S+hh = "(G(S)AOUXCD)

h—0+
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L application s - - (G(s) Agu)(@) étant continue de R* dans X, on tire d’apres la

proposition 1.0 que 7 est continiiment dérivable sur [0, +oo[ et

7(s)= - (G(s) Agw)(@). Alors s }-1H0)=— [ G(r)Aaulp )i

e (Glshrufo)| - [Glrhoudr o) voe D(U)

Puisque  [(G(r)Awfp)r=[ [(G(r Ao )t.a)itdadr |
= [, [G(epdrallt.alir dida
= [E'G(T)Aoudflw) :

On a alors pour tout pe ®© (U)

(G(s)u-w) (¢) = (J;'G(r)vxoudrl(p)

G(s)u-u = —E‘G(r)/\oudr au sens de ©’(U)

Comme G(s)u-u € X, alors —_EG(I)/\OudrzG(s)z—ueX
On a alors :

gS);——E:%_EG(z'I~AOu}:1’r
D’ou limgL lim > _EG(TX— Ou)dr——AOu

s—0+ s—0+8

= Aw dans X
Ainsi ueD(A) et Au = Au ; et cela achéve la preuve de la proposition 1.7. ¢

Pour la suite de ce paragraphe on fera les hypothéses suivantes :
(S1): m=p+ A avec pelL”(Q) etA>0

(82): fel’ (UH)

($3):vel? ()

Introduisons la forme bilinéaire définie pour presque tout (2,a) € U par
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Bita, ¢ ¢ = L[V¢V¢+(y+iko¢]dx ou V désigne le gradient par
rapport a X .

I est clair que pour presque tout (1,a) € U

o ‘B(t,a,(p,(ﬁ] S(1+#00+1]¢HVH¢HV

e Bltapp) ‘Zlnf(l,llﬂqo“i
il existe alors A(t,a) €V’ pour presque tout (z,a) €U
tel que B(t,a,¢,¢)=<A(t,a)fp,¢>W .

On veut résoudre A(t,a) u- Au=f

. UV >R
Avecf=fy+ 1, ouf eD(Q)et 71 i(p,g I,,():; o pit,a,0 Ytdado

11 est clair que £ eL*(U ; V?)
Montrons que pour |’opérateur M défini par :
pel.}(U V) et Mo est la fonction « (£,a) > A(ta) ¢ (t,a) pp dans U »

ona : |

Lemme [.4 :

Pour tout pel’(U V), Mpel(UY Vet 'on a (Mp.0) ., s 2 (LA olis)

Preuve du lemme 1.4

En effet :

Considérons la forme bilinéaire continue sur LU ;V) xLA(U,V)

L.B(t,a,;o(t,a),gb(t,a))dtda .
Ona: \LB(t,a,(/)(t,a)gb(t,a)}z’tda& <MesU x 4‘(/)\1.1(1/,VJ\¢

Alors ¢ [[B(t,a,go(t,a)ﬂt,a))dtda est continue sur L (U ;V).

roy) *

1l existe alors M e £ (U YHUV")) telle que
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[Blagta)fwalda = (Mpg) M p cL(U;V")
L= L<M¢(t,a)¢(t,a)>y{ydtda

donc Molt,a)=Mglt,a) pp dans U. |
Ainsi Me£(L*(U;V); LYU;V"))

Et’ona

<M¢’¢>[?(U,V}LZ(UJ”) = LB(tan(D(taalqp(taa)ytda
> (Inf(1,A))ol]

LZUV)

Théoreme 1.2

Le probleme (Py) admet une solution unique

Preuve du théoréme 1.2

L’opérateur A=-A, est générateur infinitesimal d’un semi-groupe (G(s))s>0 de classe C°
J

avec ’G(S]}E(LZ(U;H)]S

L’opérateur M € L(L*(U,V) ; L(U,V") est telle que (Mp,p) > cH(pH )

Alors du théoréme 1.0 on tire que M - A est un isomorphisme de

LU :V)ND(A;L3(U; V")) dans LA(U ; V)i.e pour feLAU ;V) il existe

ye LA(U V) AD(ALY(U;V) tel que My - Ay = £ y est également unique.
On a donc : comme yeD(A;LY(U; V'), p(0.. ) = Oety (., 0) =0

Et pour presque tout (t,a) e U , A(ta)y(t.a) + Apy(ta) = f(ta)

Alors pour toutz V '

(Al @),z) ., HAoy:2) .[2f02 dx + _[ Wz, a)zir tafdo
Aoy,z), + L[Vsz+ U+A) yz}z’x _szodx+ Jiv(t a)z,r t a)z’or

34
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v est donc solution de (Pg)

Remarques 1.3:

O

2= SW 2. est contenue dans 1’expression (3)

La relation formelle

En prenant z dans O (U) ® @ (Q2) et en intégrant (3) on prouve que

Y, Y

5 +§5—Ay+(u+/?.)y= fo au sens des distributions sur Q lorsque

fo e LXQ).

|

Nous allons déduire de I’existence de solution du probiéme (P o) I’existence de solution

pour un autre probléme auxiliaire.

On consideére maintenant le systeme

g‘; gy ~Ay+(u+A)y=0 dansQ
P)) 6y_v surX

y(Oax}:yo dans (o

Ly(t,O,x)zy1 dans O

avec y, € LA(Q,) ety, € L¥(Qy) .

On a le résultat d’ordre général suivant :

- Proposition 1.8

Pour tout y, € L(Qw ety € L*(Oy), il existe
(0) D (0 ) telle que p,(0,.) — yp dans L’ (Qa)

¢ (. ,0) =y, dans L(Oy) et —O sur

Preuve de la proposition 1.8
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Comme P(Q,) est dense L*(Q,,), alors il existe (uy) € D(Q,) telle que u, —> y, dans

L*(Qu)

De méme il existe (w,) < O (Qr) telle que w,— y; dans L*(Qr).
Il existe o) € D ( R) tel que oy =1 sur [0, T]

De méme il existe o; € D ( R) tel que o, =1 sur [0, o]
Posons @ (t,a,x e (t un(a,x Wau(a)od(t, x)

On remarque que : si xgQ, @, (t,a,x}=0.

Posons ¢, = ’;5"@, alors ¢, (0,. ) =u, @,(.0,.) = w,

De plus %zo puisque (u,) < D (Qw) et (®, )= D (Qr) .

Théoréeme 1.3

Le probleme (P)) admet une solution unique y. De plus siv >0 pp surX ; y, >0 pp
dans Quwety; 20 ppdans O, alorsy =0 ppdans Q ,

Démonstration du théoréme 1.3

Posons fj = -Ap@,t 40, — ( 4+ A) @,

Alors d’apres le théoreme 1.2 1l existe z, € L*(U ; V) solution de (Py).

On peut écrire formellement

(20 Ozo _ = fo
5 aa Azn+(u+/1)z fodansQ
021y, dansX
on
z,,(O,a,x)zO dansQ.
Zn(t,O,.X)':O dansQ:
alors
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%(Zﬂ +(0n )’*’%(Zn +(Dn )—‘A(Zn +¢n )"-(IL‘_{-Z/XZH +(0n ):Odans Q

~a%(zn+gpn ):v surX
(z+on IO,a,x):qpn(O,a,x) dansQ. |
(20404 [£,0,% )=0(t,0,x) dans(),

Posons y, =z, + ¢, , alors

Aoyn—‘Ayn'f‘(l[l'{"/l)yn:OdanSQ
0 =
=Y surx

) 0,2, F@0,a,x)  dansQ.

yn(t_,O,x)zgon(t,O,x) dansQ;

ie (Aoynz), -+ L[VynVlz+(u+l)ynz]dQ= L\{t,a)zwa’a
yn(0,0,x) = @q(0,0,x)

Yn (1, 0.%) = @u(1,0.x)

Alors pour z .’ U;V)ona ¢
p

R [(Aoynzlt,a)dida+ [[VyVz+{u+A )z ftdadx= | Wt,akrdidad o

Utilisons I’inégalité de Young

Alors pour tout o0 > 0

12 1 2
,[ L(f,a)ZrdZS 0‘”"”/‘2@ )+%HZ‘FHL2(2 |
L’application trace de HI(Q) dans LZ(F) étant continue, il existe alors c tel que

<dz %

c _M_1
20 2 2

I, P
bz, i) Inf (1,4).

QLz(U:V). On peut donc choisir o > 0 tel que

1l existe donc ko > 0 tel que (Ry) JZ \(t,a)z\rdZ s kOHVsz(Z )+%H2Hiz(uv)
E ,

En prenant z = y, dans (R,) et en utilisant la formule d’intégration par parties on arrive a

(R3) % Lw[yg (T,a,x)— yr‘,((),a,x)]dadwé L T[yﬁ(t,a),x)— yi(t,(],x)}z’tdx+

37
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+ L[(vy")z +(#+/1)y3JLiQ ¥£fvynzd2

|
Ce qui nous donne en utilisant (R,)
2

Y o . T e |

On tire alors que (y,) est bornée dans L*(U ;V) »

2
Q)

’ 20-) 2"

(p”("O]EZ(QTJ |

On peut alors extraire une sous suite notée encore (y,) tel que y, 7 dans L%(U ;V)
Montrons que (A, y, ) est bornée dans L*(U ;V’)

Soit geV, pour presque tout (z,a) € U
(Aoyt.a)p)=—[(VoV g+{u+ A MO+ (v dE
d’ou HAoy”(t,a}}L,,S[(ym'+/1+l)}yn(t,a}\y+c”v(t,a] ]¢HV

: = LHAO yn(t,a][idtda < Mo car (y,) bornée dans

Alors il existe M tel que |Aoyx

12Uy
LU V).

On peut aussi en extraire une sous-suite notée toujours (Agy,) telle que Ay, _ N\ ]
dans L*(U ;V?).

Soit ¢ € @ (U) et weH'(Q)

L<A0yn,(p®t//>a’U — L< Jp®y)dU

= [UwedU

d’autre part

[{Agyo®y)dU= [ (Ao, YpdU==[ (4 \o@aU cf proposition 1.6
alors [ (v, W \pdU = [(mpAepHU,

done [(yypdU = [ (G hgdU= (5. U .

Ainsi L<A0yn,go®t//>dU > [(Aye®p)aU et alors j=Ayy

Par suite en passant a la limite dans (R;) on trouve

[{(Avp,z)drda+ _[)[Vszﬁ(pr Wz Wtdadx= [vz,d% .
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Alors :
(Ao},z>+L(V}Vz+(y+l)z)dx=£vmdl" pour tout z € H'(Q)

Enfin gréce a la contjnuité des applications traces pour les topologie faibles

(cf. Proposition 1.5)

onay,(0,.,.) —— y, dans L*(Qq) ety, (0..,.) — ¥ (0, ., .) dans LYQ,).
Par conséquent y (0, .,.) =y, pp dans Q,

De maniére analogue on montre y(.,0,.) =y, pp dansQ; .

Montrons maintenant ’unicité de j

Soit y et p deux telles solutions alors ¥ = 3 - p est solution de :

@ @a—Ay+(,u+;L)v OdansQ
) a—n::O CoSurX
y(0,a,x)0 dans Q.
3(1,0,x =0 dansQ,

Prenons y =y, dans (R;) on aura
> [Q T a x}iadx-#z L t w x}itdx-#jgl y+}t PQ—

0 et alors y=0 pp dans Q.

On adonc y = p d’ou 'unicité
La question qui nous reste a examiner est la positivité de y.

On aura alors besoin du lemme suivant :

Lemme 1.5

On suppose que 2 est un ouvert de R" de frontiére Q2 = I'variété différentiable de
classe C” et que (2 est localement d’un seul coté de I

Soit v : H' () —» L*(I) l'application trace

U= u/r-
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Si pe H'(£) avec @(x) 20 pour presque tout x €52
Alors yy (@) (6)2 0 pour presque tout o €I”

Preuve du lemme 1.5

* Remarquons d’abord que si v, — v dans LQ(I“) etsiv, 20 ppsurl, alors
v20 ppsur T’

Eneffet v,- v=(v,- v )+ v alors

Vu=V) =, =v )+ v+ 2v,v > (v,—v)? ppsur [

alors “vn—v+”£Hv,7—vH d’oti v,—»v" dans LYI") etdonc v=v" ppT

H 1 . . .
**Remarquons aussi que pour ¢ € H (£2), par régularisation et troncature on

peut construire une suite (¢,) = © (R") telle que ¢, € ®(Q)sd, (x) =0

pour tout x eR" et ¢n — @ dans H'(Q) cf [6 Jainsi par définition de ¥,

ona: yo(go)zlim yo[qﬁm] or Yo(¢4 Q) (c)20 ppsurl alors d’apres

n—>+00

¥ Yo(9)20 ppsurl.

On a besoin également du lemme.

[emme 1.6 [19]
Soitu € L'(U; V) telle que Agu € L*(U; V")
Alors

L</\Ou,u_>d U = —% Lm(u- F(T.a,x (- J(0,a,x Hadx+

- _% LT [(u )Z(t,a),x)—(u—)z(t,O,x)}itdx

Preuve du lemme 1.6
O (U ;V)c H(Q)c W(U; V), comme (U ;V)est dense
dans W(U ; V), alors'H'(Q) est dense dans LX(U ; V).
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Soit # € H'(Q) alors ©” = max (u, 0) et u” = max (- u,0) appartiennent
|

Ou
AH'(Q)etona: O =g PP dansQ,
i |0 pp dans Q.

ot Q,={xeQu(xP0}, O ={xeQu(x}0}

N
al—’. et %L;TI— appartiennent a LZ(Q) etdonc Agu = Agu' - A,

Oxi
avec Agu’ € LAQ) et A e LYQ) .

alors

On peut alors définir les tracesen ¢ = fyouena = g, des fonctions " et u’
<A0u,u—> = </\Ou+,u_>—</\0u",u_> : </\Ou+(t,a) u—(t,a)> =0

En appliquant alors la Eformule d’intégration par parties on aura :
L<A0u,u*>dU = —L<A0u_,u_>dU

=_1 L[(u- )Z(t,a),x)—(u— )Z(t,O,x)}itdx——%— Lm [(u—)I(T,a,x)-—(u—)z(O,a,x)}iadx

2
- _%Du-(',w,'] f_z(@r]—Hw(-,o,.)

>
2 Z

o A 00

Soit u eW(U ;V) alors il existe (¢,) C H'(Q) telle que ¢, — u dans
WU V). Alors Agp, = Agu .

2 2 5
s [ R I | |
Comme  @n(,0, }>u-w,) dans LA(Q,) alors ¢ (o, }»>u(w,) dans L¥ Q(;)

De méme ¢, (,0,-}>u (-0, o (T, }ou (T, ) et @ (0, )>u (0,,)

2

405(0,-,-1

cﬂ;(T,-fﬂ

0, (0]

alors lim <Aoqo”,(/);>dU = —%-Hu_(-,a)n u"(-,o,-jz}

n—>0

2

‘Z;(T,.,.j _

Deplus  (Aopugr )~ Mot )=( Ao w1} o7 )+ Acru,gpr —u-)

il

(]

4]
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}L<Ao(gon—u)gon->a’U, < HAO(gon—u]le(U’VJ

gDn LZ(U;V)

< ‘ﬂAo((”n'u}‘Lz(Uy)—)O quand n — +oo car

() est bornée .

de méme on montre que L<A0u,¢; —u_>dU —0 quandn -» +c0.

Par conséquent nlj)rllw L<A0¢)n,g0; >a’ U= L< Aou,u*>d u .

Cela achéve la preuve du_lemme 1.4 .

Suite de la démonstration du théoréme 1.3

|
yo= 0 ppdans Q, alors y,=0 ,deméme y, =0 ppdans Qr

Par conséquent  $(0,a,x )=ys(a,x)}=0 pour presque tout (a,x)eQ, et y"(t,O,x)z\y]_ (£,x)=0
pour presque tout (7, x) dans Qr .

Alors d’aprés (R )

[ Ao3.5 U+ (ORI (e 2l 0= [ wis Y. -

Comme y > 0 pp dans Q alors y‘_Z >0 pp sur 2 et donc JZ vy(z dy, 20
Ainsi grice a la proposition 1.5 et au fait que Vy=Vy'-Vy~ et

i 0,-12:|+

tV},Vy_JLZ(QF-{V)—/—,V)—)_ )LZ(Q) ona:
7,

A0 | e -

HVy ” ;M,Xy )2a’Q>0
Mais y(-,0,}=0 et y (0,-}=0 pp dans Q, alors on tire que

~ sy fz Hy () +

Al

42
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soit [(4+2)5- Y@< (T o)

At

2
alors J’J—}“HL‘?(Q):O etdonc y =0 ppdans Q

d’ou

2 2

A2 <“||y ’ j

<0

Par suite y=3" ppdans Q et on a aussi y AT, =0

Nous pouvons maintenant étudier I’existence de solution pour le probléme .

III - RESOLUTION DU PROBLEME

On considére le probleme

oy, _
gy + e Ay+1y=0 dans Q

sur =

y(O a x)= V (a x) dans Q.
\)(t,O,x):F (f' ,Byda) dans Qr

on a le théoréme d’existence et d’unicité suivant

(P)e3

Théoreme 1.4

Sous les hypotheses .

(H,) £2ouvert borné de RY de frontiére I variété de classe C*, étant localement
d’'un seul coté de I

(Hy) yo € L’(Qq) et yo20 pp dans Qq

(Hy) vel’(3)etv>0 ppsury

(H) w pel™(Q), 420, B20. ppdans Q,
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(Hs) Fla) = af(a) ott @ est une fonction numeérique positive, F lipschitzienne de
rapport Kr
Le probleme (P) admet une solution unigue .

Pour la preuve du théoréme on a besoin du

Lemme [.7

Pour tout z e W(U V), Ao(e“z)=l(e“z)+e“/\oz

Preuve du lemme 1.7’

Soit  peD(U)
Ade*z)p) = -["zAgpdU
=~ [ zAole o HU+ [ Az piU
= (1M z+e Az [0)

Remarque 1.4
Lorsque zeW(UYV), AozeLz(U;V) et donc

e’l'AozeLz(U;V‘) alors on a

(e “Aoz)p)= [ “(Aez,p)dU= [ { Aoz, *pldU=Aodle “p )b

Preuve du théoréme 1.4

Considérons une fonction zeLz(Q) telle que z>0 pp dans Q

Posons yu(t,x):(fﬂzda)b(fﬂe A'zda)
Alors 1] est clair que >0 pp dans Q.

Montrons que y[eL2(QT) :
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En effet yﬁ(t,x)=e‘2’” [( Fe*’z)¢ ( f ,Be*’zda) ]2
F est lipschitzienne de rapport K- et F(0) = 0 alors

yl2 (t,x) < e‘“’Klsz[f,b’e"zafa}Z

< K/:Z[_r ,szaT

< K[ prda[ z2da<K.fiw [z°da ol ,Bw:]jﬂ[‘% |

d’ou [ yi(t,.xMtdx<Kr’ Biw | z2dadtdx
7 D

<K’ ,B%a)ﬂz[’; <+00

{0

Par conséquent il existe )7(2) solution du probléme .
|

P

_@+@—Ay+( 1+ )y=0 dansQ

ot oa
(P,) 4 %zﬁzve A Sur.
P(O,a,x)= yo(a,x) dans Qs

y(z,o,x)=( [ ﬂzda)p( [ e "zda)dans o)
Alors pour tout zeL Z(Q)+={(pEL 2(Q)/(p20 pp dans Q} , On peut associer )7(2) solution de
(Py) et )7(2) est unique .
Notons G : L(Q)—L*(Q)
2-3(z)
Montrons que G est une application contractante pour certaines valeurs de A
Soit z,22€L (Q), notons 3, et ¥, lesimagesde z, et z, par I’application G

Posons y=y,—y, alors y vérifie

%+%—A)7+(y+/l =0 dansQ
) g}%:() sur

#0,a.x) dansQ,
\ j{t,O,x)z(f [z da}b(f ﬂF” z a’a)—(f 1z, )zi(f Pe* sza)dans 02
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Ailnsi

y(t,O,x)ze‘*’ lF (f [z, e"&’a)—F (Jj’ﬂe*’zz da” pp sur Qy

On a L<Aoj,y>dU +£[(Vj)2+(,u+ﬂx)7)2 }ino alors grace a la formule

d’intégration par parties :

L], o300 0 L[, [57(r.a)-57(0.0.0)ads

+ [P easaly? fio=0

Or #0,a,x)=0 pp dans Q,,.

Alors L[(V)‘/)z+(y+/11}7)2]Q'QS%H)’/(-,O,-)
AYa0 < L0z,
P(0x) = e ‘w[F( [ Be’z da)—F( [ e *’zzda)]z

e‘zl’Ki[g”ﬂe*’(z,—z2}ia]z

K g[ﬁ ,B(zl -z, )a’a]z <K ; ﬂia) F(zl ~2z, )2da

2 i
on tire alors que
LZ(QT) 9

IA

IA

d’ou

[,V (oxpidx < Kifio[ (a2 didads.

Soit gTyz(t,O,x}dtdeKﬁ jd\zl—zz({iz(g).

2 K: 2
Alnsi .i”)—/HLz(Q)S—--vaa) OOHZ] _22HL2(Q)

K;pio

5 (R4) G admettra

En prenant A de telle sorte que A>

un point fixe z qui vérifie alors

These de Muthémaniques Appliquées
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(az_'_ oz AZ+(’L[I§_/{k=O danSQ

ot Ca
) 82 Y surk
z(O a,x)=yla,x) dans Q.

Lz{t,O,x):(f ﬂzda}b(fﬁe bzda)dansQr
Posons y=e'{’z alors y >0 pp dans Q et d’apres le lemme 1.7 et la Remarquel.3
Agy=Ay+e™ A,z

Alors pour tout gV

(Ao, @)+ [[VyV g+ 1o Je=( Ap+e* Aoz, p)+ [V(e z}7¢+,ute z}p]:ix
= (“Noz ) [ V9 g e A )|
= (Aoze o) 1;[vzv(e”¢}+@+,1)z(e%)}u
~ [le*p) do=frereprda
= [vgpdo
Alorsona [(VyVp+ryplt(Aoyp)= (v do
De plus 10,a,x)=e’20,a,x)=y,(a,x) pp dans Q,
W1,0,x )= 2(1,0,x) = ™ E’,&d@[fﬁe”zda) pp dans Qr
- [Pt aalh [ e ¥ 2da) pp dans Qr
([ ada{[ pda) ~ pp dans Qs
F [fﬂyda) pp dans Qr

Alors y est la solution de

Il

i
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Y, _
5 5a Ay+py=0dansQ
¢

b =Y surX
® H0,a,x FEwla,x) dansQ.

| y(t,O,x)zF(j,Byda]dans 0,

Remarquel.5
Nous avons prouvé que toute fonction de W(U ;V) a un représentant dans

C([0,T]; L*0,0 ;H)N C([0, w]; LZ(O,T ;H)) par conséquent on peut considérer y

comme une fonction de C([0,T] ; L*(0,0 ;H))N C([0, ©] ; L*(0,T ;H)).
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CHAPITRE II : PROBLEME DE CONTROLE

I -INTRODUCITON

Dans cette partie on recherche a contréler la population, plus précisément on
cherche a ramener la densité y aussi prés que possible d’une densité désirée zd.

Rappelons que je contrdle v vérifie v 20 pp dans }..

Cela peut s’expliquer par le fait que globalement on laisse sortir les individus de la
population a travers la frontiere I'= 0Q de Q.

Dans une premiére partie, on va étudier le cas ou le systéme est linéaire. On
étudiera I’existence et |’unicité d’un contrdle optimal v a [’aide des résultats classiques
du contréle optimal.

Dans la deuxiéme partie le probleme sera supposé non-linéaire et on étudiera la
question d’existence de contrdles optimaux et des conditions d’optimalité.

Comme on veut rapprocher la densité y d’une densité dérive z,4, notre fonction

colt sera donnée par '

JwHMv )z, iz(Q)+NHV Zz (z)
vel(S }r:{qoeLz(Z Y20 ppsur. }

avec N>0 ou

I - EXISTENCE ET UNICITE DU CONTROLE OPTIMAL POUR
LE CAS LINEAIRE

1. Continuité de la solution de (P) par rapport au controle.

Le résultat suivant , est valable aussi bien pour le cas linéaire que pour le cas

non linéaire

Proposition 2.1 :
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L application v yv) est lipschitzienne de L3 ) dans (UW) .

Preuve de la proposition 2.1

Soit v, el (Z), v,20 et v,20 pp sur 2

Notons z, pour i = 1 ou 2, la solution de

(02 Oz, _ _

e+ Ci-Az, Hu+ )l =0 dansQ
%Z;? =V surz
z,(1,0,x = yo{a,x) dans Qv

2, (z,O,x):(fﬂ z da}ﬁ(f Be’z, a'a) dansQy

Posons z=z, ~z, alorsz vérifie

%Zt-+g§—Az+(/,z+,1)z=O dansQ
) 5.’?_-_—\3 - Sury

£0,a,x =0 | dansQw
A1,0.x)=e ‘”[F(f J da)—F[f pe ”z;da)]dans O

En utilisant une méthode analogue a celle utilisée pour prouver I’unicité de j on obtient

S 2 30, s, AV 2]
L [ (f Betz, a’a)~F ( ,Be”zada)

On a déja vu que

\‘ ‘*’[ (g”ﬂe"zda}F( ﬂemzodam <Kifrala-zl,

alors
2
Hvd‘l >(Q)+’l‘ Z

il existe k> 0 tel que [(% -¥, YesdE<kip ~v, “ +inH

1 <K’2'B“d‘z’ "ZzH, 2(0)

2 Kf ﬂmw
120" 2

L (Q) L v, -V2 Edz

ey

2 52

. K @ ;. .
choisissons /1=—-F~23—+1 , alors A vérifie d’une part (R4) et on obtient
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2

+1,
2)2

Vel <kl

/2m

alors —HzH R S

12{x)

Ce qui nous donne ”ZH/ ] _cﬂ\_/ﬁ .

Gréce a (Ry) les fonctions y, =e’uzl et e’uzz:y2 sont les solutions de (P) pour

v = v, et v = v, respectivement alors y =y, — y, vérifie

MTHZI ZzHL uy)

iz(u;foeM(Z' ‘221122

Puy)
j,Z (E)SK'HM —VzHiz (=)

SKHM—V_)H;(Z) ce qui achéve la preuve de la proposition 2.1 .

<e? Cn—w

alors Hy H;Z (Lr)

2 Existence de la solution pour le cas linéaire

Le systeme linéaire donné par :

Yy
5 34 —Ay+ py=0dans Q

@-—v SUrx

y(O axkEwlax) dansQ
W,0,x =K jﬁyda dansQ

admet une solution unique pour tout VEL2(2)+ cf chapitre 1 .

(P3)

3. Controle optimal

Remarquons également que I’application vi—>}{v) est affine. En effet il suffit de voir

que v—3{v}-3{0) est linéaire. Mais }{v}-3{0) vérifie 1’équation
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02,02 Az 1z=0 dansQ

ot Ca
—S%zv sur X
Z(O,a,x)zo dans Qo

A1,0,xEK (]’,Bzda dansQy

11 est clair que le systéme ci-dessus est linéaire par rapport a v.

De plus comme w-yv) est affine, on  peut écrire
WoEOMBy ou Bell(T 120))

\
Pour la suite on pose U,,=I*Z), , Us=I¥Z)et on cherche

ueU,, tel que J(u =InfJ(v) .
vel

ad

On note (Gy) le probléme trouver ueU,, tel que J(u)=1an(v)

veUad

Ona J Gz, v)-2,),+Nv,v)
Alors J(v) = (v} 0}/0)-z, y(v)—y(O)—!»y(O)—zd)-#N(v,v)
= (Bv,Bv}2(Bv,{0)-z, 1] y(O)—z(,H2+N(v,v)

Posons 7{u,v}=Bu,BviN(u,y) et L(v) =-(Bv,y(0)—zd),‘2((_))

alors J(v) =7z{v,v)—2L(v)+H y(O)—zd“i%Q) :

Théoreme 2.1 :

que

On suppose que N(v,v)ZaHvH2, avec aeR: . Alors le probléme (Gy) admet une unique

solution u caractérisée par n{uy—upLv—u), Vvel,,

Thése de N'athématiques Appliquées
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Preuve du théoréme 2.1

- Existence .
11 est clair, que d’une part 7 est une forme bilinéaire continue, symétrique sur

UsxU, d’autre part L est une forme linéaire continue sur U, .

De plus & est coercive car 7z’(v,v)=(Bv,v)—b—N(v,v)204}v”2 .

Par conséquent d’apres les résultats classiques de la théorie du contrdle optimal, il existe

un unique uel,, fermé tel que Jo(u }=m(u,u }-2L(u)=Inflo(v) *

ve [/m/

Alors u vérifie J(u)zlan(v) :

vell

De plus comme » minimise Jy(v)e{v,y}-2L(v) -

On a aussi la caractérisation cf [21], {uy-upRLvulveU,, .
Donnons maintenant une méthode de détermination du contréle optimal .

On a le théoréme sutvant :

Theoreme 2.2.

On suppose que les hyp]othéses H, H; H, Hsdu Théoreme [.4.sont réalisées
On suppose également qu'il existe a>0 tel que N(v,v)Za:Hsz\'/ver .

Alors le contréle optimal u est caractérisé par les deux systemes d’équations et le

systeme d’inéquations suivants.
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R

[l

{(KA’U Bc(ﬂp@)},o,-))—%p((u)s +Nu;v—u)u20‘v’veUm,
0

uel,, ou Awcest lisomorphisme canonique de Us dans U

5)’(“)+M_Ay(u W 1odu =0dans O
o,

On
W )0,a,x = yo(a,x) dans Qu

y(u XZ ,0,x }:K fﬂ){u ﬁa dansQ;

=u sur 2

[ oplu) ap(u) A W+ puplu Y= A -z, dans Q
af'(_aj | sur.

p(u XT a,x =0 dans Q. :
Put,0,x)=0 dans Q;

Démonstration du théoreme 2.2

Introduisons 1’état adjéint p(u) défini par

_oplu)_ AJ Ap(u W+ uplu Y= A -z, dans O
%7“10 sur

AulT.ax)}0 dans Qo
Au)to,x)=0 dansQ;

En posant 7=T—t et s=w-a, ce systétme peut s’écrire

g;(&%* P Ao pp{u = u y-zedans Q

— = Sury
e
u)0, =0 dans Qs
u t,O,x}:O dansQ,
et il admet une solution unique voir Théoréme 1.2.
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Par conséquent on a :

(Rs) [ {=Aoplu) v -3 ))dU + [ [Vl NOAV - saplu v -5 IO
= [0 Ae) M }-2d O
Gréce & la formule d’intégration par parties
Lropabot)dU= (Ao bt U+
+L/_ P00 Wu 0,0, x dedx — car
plufTax}0 ppdans Q,, plufrwx)=0 pp dans Q; et (1{v}-{u)[0.a.x)=0

pp dans Q,, alors ona
[ Aol tv st )+ [[Vptee MOAv b saplee oo} Jr0

+ [ (el Av s )e. 0, M= [ (v )plac) oo |, plae oA A 6,0, el

de (Rs )on tire alors

R+ bmalplaly 45+, (bl s obtaen [tz i
Maisona  m{uy—uRL(v-u), vveU,

= (Bu, B(v—u )+ N(uyv—u 2~ Bv—u)/{0)-z,) VveU,,

< (Bluk 0)-zd, Bv—u ) Nuwy-u20 -

Soit [(v{uk-2, 0 ol O+ N [ uy-u 0 (R)

Alors grace a (Rg)

(Ro) > [ (v-u)plee) 2+ [ (o)) e 0. v [ o iz
& [ W-ufplu), +NulE+K | [P0)t.0.)[ BOW e M=o
e (plu), +Nuy—u) +K(pou )0, 340 1)), 20
< pu). + Nuw—u) +K(Aplu)-0.3Bv-u))5,0,20
< (s +Nuy—u) M+K(A-,'/” B(plu )0, v-u)) 20
& (KA BH(Bp(u -0, )p plur), +Nuv—u) 20, WveUa
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Remarque2.1
Il est clair que [KA;‘,“B'(ﬂ(a)p(.,o..)};—p,ZJ-!—NuzOppsurZ :

Lysuri= {{KA' B(pla)p(.,0. ))—#p,v}:Nu>OppsurZ}]

En effet si P v=y 2
n effet sinon posons : v { KA B{A(@)p(.0. )} pe - Nu<Oppsurs

2usurJ=
Alors (KA}L,)B*(ﬂp(uX-,O,-))wtp(u){ +Nu,v—u)u0<010rsque [oulJestde

mesure non nulle .

Cela contredirait ’inéquation variationnelle
[K/\]L,B*(,Bp(ul-,o,-))-»— p(u)z +Nu,v—u)ll >0,Vvel,,.

Par suite en éliminant u entre les deux systémes I et Il on trouve

_p_op_ _
at 8a Ap+,up—y(u)—zl,darsz

INE Sur

et
[5 dans Q.
Lo, x dansQ,
y .
g)f 55—Av+m =0 dans()
) 12 = LKAy BUAAONps] surs
}(O,a,x): yo(a,x) dansQ.
Wt,0,x =K [’ pvda dans O,

avec u——*[KA‘ (,Bp( O))—#p,z] )

IIT - EXISTENCE D’UN CONTROLE OPTIMAL POUR LE (CAS

NON LINEAIRE
Dans ce paragraphe nous allons chercher d’abord I’existence d'un controle

optimal et ensuite nous chercherons des conditions nécessaires d’optimalité.
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(G)) Trouver welXZ) tel que Jw)=infl(v), U.=L(Z) .

vel’ o

ou J(v):Hy(v)—zt,H:+<Nv,v>.

Avec }(v) la solution au sens ci-dessus défini du systéme

Ao v =AU W 1Ay J=0 dansQ
&%

il Surx
w0,a,x)= yo(a,x) dansQ.
A.0,x)=F (fﬂyda): _[u Pyda ¢(_[U ﬂyda) dansQ,

qui est non linéaire puisque ¢ n’est plus une fonction constante

1. existence d’un controle optimal

Théoreme 2.2

Sous les hypotheses du théoreme [.4,avec de plus BeCf’(Q] le probléeme ((3\) admet au

moins une solution.

Preuve :

Soit (vn) une suite minimisante .

On a limJ(v. =InfJ(v)

vel2(x )

Comme J(vn)zﬂy(v,,)—z‘,Hz+M

Ut,[,:[}(z ) étant convexe fermé est faiblement fermeé et donc v,; N v

2

, alors la suite (v, ) est bornée dans LX(Y)

Vn

dans IS ) et vel(Z) ou (v,, ) est une sous suite de (v, ).

De méme (y(vnk)) est bornée dans Lz(U;V) puisque

5!)’(";7/( )‘}’(Onzﬁ(u, V)Skil(vn——()]z =k

Alors il existe M >0 tel que Hy(v,,k]\m(”‘[,)SM,V”k.

.(vnk)f d’apres la proposition 2.1 .
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On peut donc extraire une sous-suite de ({v,, )) notée toujours (1v, , )) telle que

(/V(Vnk ))
Montrons que v}y

~ y dans (UV) et (v,) — v dans L¥(Q) faible.

Soit pel’ (UV)

[ Ay Jp)dU+ [ (Vv W g+ 1y AO= [ visp. dE

Puisque v,, — N\ vdans [X(£) onadonc : [ vp. dZ— [ vo. didado
De méme de v, ) _ Ny dans L°(U:) on tire que

LV, Vo wAv,, W Htdadx— BV ot pHQ quand ny—oo.

Soit ¢/, on a pour presque tout (t,a) €U

{ Aoy{vm Xt,a),¢>: L—Luy(w Xt )p(x H Vif v W ¢}z’x+ [vilt.a.0prdo
de la continuité de I’application linéaire ¢—)f\/¢2rda définie sur Vona:
A Seadsat v, Jra) LZ(QWH )t Vv Jea)V ey, lra)l),

Alors pour presque tout (f,a) €U

”\A()y(vnk It’al¢>}g{(luoo+l}‘y(vnk Xt’aj‘\y+4‘vnk(t’a]”‘¢HV
(/u”’+l)‘y(v"k]}/_2({ *_1')+4‘v“kH/3(y )

Et donc (Aoy(vnk)) est bornée dans [U;V') on peut donc extraire une sous suite

On tire alors que |Aoy(v )| 5, ,<

toujours notee (Aoy(vnk)) telle que Aoy(vnk) N\ Edans (U).

Mais comme I’opérateur A, est continue de D'(U,/') dans lui-méme on a
Ao_v(v”k}—ﬂ\ v dans D(U}V") . L’injection de [*(U;/")dans D'(U}V") étant continue

et AgWv,, J— & dans L(U") alors Agdv,, ) — ~& dans D(L1"),
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De I'unicité de la limite on tire que Ayy=¢£ et donc A, yéLz(U;V)
On a donc pour tout ¢eL2(U;V)

[ Moy @)U + [ [VAv XV ¢+ 12y ¢ Jpeddadlx

- I( Ag y,¢>a’U + IQ(VyV P+ ,Lzyqﬁ}ltdadx d’une part et d’autre part

J oA v AU+ [(V{vu V ¢t oA v Jp Hitdax= . vy 3.

- JZ vhy- d). quand oo,

Alors

[(Aoy.g)du+ [(VVV g+ 1y g HO= vep: dE

Remarquant que y(vnk) —~ y dans W(U ;V) car Aoy(vnk) — Ay
dans Lz(U,V) faible et y(vnk) — y dans L2(U :V) faible , on tire que
_v(vnkXO;,-) converge faiblement vers 3{0,-,) dans Lz(Qm) et y(v”k)(.,O,.) converge

S R . . .
faiblement vers  3{,,0,-) dans L“(Qr)car les applications traces sont continues

pour les topologies faibles .

Mais )(v,,klt,O,x):F(fﬁ vuk)a’a] or
F (E”ﬂy(vnk}z’a)—)F Lguﬁydaj dans Lz(QT) quand n, —+o0,puisque (j‘B}’nkda——-)(j[Byda

quand n, —>+00.

En effet multiplions I’équation de y,, par B on trouve :

B g =0 or g OB)_y OB

ﬂqga i_y' )_y’ et ﬂAy”k :A(ﬂy”k )__y”k AIB_Z Vﬂv}v",,/\

oa

alors ﬁ%’i& ,8%%"-— LAY+ 14, =0 €quivaut a
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a('gi}"k) a(ﬂy"k) A(ﬂynk )'ynk[%g]_ynk—aég+ynk(A/8+ﬂlB)+2vﬂvyf'k =0

Posons :,,A:J‘,By”kda et intégrons I’équation précédente par rapport a a on obtient :

(m)

(B (10,0 +H(B)(t.0.x) Az (Ty"k[w*'ﬁ AB~pf da+ 20V Vy,.da=0
< 7/\(0 A) 2o

éz,,A

,,67__ Wk

ou Zo—Jﬂyodaetw,,k—I(ﬂw%—y,,k 8'8 “da .

Posons

fume Bty B Xe0ux e | L4 L psap a2 Ve
Alors le probléme (m) s’écrit :

Nz 4z fdansP TR
J" Z”k(o,x):zo(x)dansﬂ

%:w,,k sur ]O,T[x@Q

Ou on a effectué comme de coutume le changement z%=e "'z, et poserz,, =z,
yu€lXQ) et F est lipschitzienne alors F(I,By,,kdajeLZ(QJ).
0

De méme  y,.(.@,.,lX(0,) et 1y,.cl(0)) puisque B, uclAQ) .
.ﬁA'ELZ(Q/ )
Ainsi de [20] on tire que (m) admet une solution au sens faible suivant :
eLz(o,T;HI(Q))mc([o,rle(Qn%ey(o,r,(ﬁl(g))‘ )
(Rg)

<% 8>+ [(V2uVg+lzaghte=[wugrdot [fugdx VeeH(Q)

Notons que f,, est bornée dans Ll(Q,v).
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En effet comme ,BeC3(Q) on a 'B 'B —A,B —upBel(Q) et donc

(2o

2
ynk |

o) T

<

Prenons g=z, dans la relation (Rg) et intégrons par parties on trouve

en utilisant les mémes méthodes que dans la preuve de la proposition2.1 que
(z.)est bornée dans [0,3H'(Q)).

On peut donc extraire une sous suite toujours notée ( z,, ) telle que z,—z
dans [0,7,H'{(Q)) faible.

Utilisant (R,) et le fait que (z, ) est bornée dans 20,l:H(Q2)) on tire que
[I (AHZ/"] est bornée dans Lz(O,T;H‘((Q))) et donc dans ./}(O,T;H l(Q)).Par conséquent

(z.)est compacte dans [(0,7;12(€2)). On peut donc extraire une sous suite toujours

notée ( z, ) telle que z,—>z dans 2(0,T54(QY)).

Mais on sait que y,—>y dans [XQ) faible et que g—)]gda est continue de
0

[}Q) dans IQ;), par conséquent znk=(]‘,3ynkda—>(]‘ﬂyda d’ou z :(]ﬁyda.
0 0 0

Cela nous donne que F(K,b_’){v”k}z’a)—»F(E)ﬁvdaJ dans LZ(QT) quand s, —>+

car

[ B0 -y

< K?

iF( fﬂy(vnk }’GJ—F( Eoﬂydaj 2

Ainsi

(0r)< K3

HF [(f BAvue )z'a)fF (_E ,Bya’a)] 2 :Iﬂ)/,,kda—jﬂyda 2

D’ou le résultat .
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Par conséquent y est la solution de

Aoy—Av+1y=0 dansQ
pa surX

0
y(qO,a,x):y (cuz,x) dansQs
\"V(t’o’x):FE.[ /Byda) dans Q,

On a donc

J(v):lnf.](u) = Hy(v)—ZL,H2+N)‘|VH2

=/
uel ud

Remarque 2.2

On peut montrer que y,—y dans [(Q) quand on a I’information

v,—v dans I(2).

En eftet puisque , on tire que y,,—>y dans L(U;V),et donc

"y”"_y‘ !/,Z(r & )quv”A _W

v«—y dans Q).

2. conditions nécessaires d’optimalité dans un cas particulier

Nous allons chercher des conditions nécessaires d’optimalité sous des hypotheéses
supplémentaires.

Ici nous prendrons :
(H, )peCi((0.w]) et >0 pp dans 0|,
(H: )uel(0,w). 120 pp dans P,of.

2
(Hg)F(a):—Ca—?, acR, , avec b et ¢ des nombres réels strictement positits.
b+a”

On remarque que F est lipschitzienne puisque

O \(F'(CZ): 2cha <727C

(b+a) b

On suppose aussi que :

(HQ] K.B,0=1 ,ou o désigne I’espérance de vie maximale de |'espece.
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(H]O) On suppose que yoeLoo(Qw); ¥,20 pp dans Q,,.
On cherche alors a résoudre le probleme.

Trouvez v’ € U,y tel que :

(Gy) J{v-J=Inf J(v) ou

veliad

Uy={ve L’ (2);0<v <vyppsurZ}ouv,eL”(X) estune fonction donnée.

Remarques 2.3

- La fonction F, choisie ici est celle du modéle « dépensatoire » cf [15].
- L’hypothése (Hg) peut se comprendre dans le sens ou I’on agit sur la natalite de
telle sorte que 'on ait K, w=1.

On peut agir sur le taux de natalité dans ce cas on agira sur 3, ou encore on peut
agir sur F par I'intermédiaire de c et b, dans ce cas on agit sur la fonction qui gonverne
le passage de la classe des nouveaux nés a celle de la couche la plus jeune de la

population.

2.2.1. Propriétés de I’état y(v)

Nous allons d’abord montrer que y(v)eL*(Q) .Plus précisément on a le théoremc

sulvant :

Theoreme 2.3

Sous les hypothéses (H, HH,) et (Hl):Q ouvert borné de R\ N = 1,2 ou 3 de

frontiere I'variété de classe ¢ ; 2 étant localement d 'un seul cété de I

Le systeme
/a\‘)y —Ay+1y=0 dansQ
(R ) a—“’::" Surz
y(0,a,x)=y(a.x) dansQ.
y(t,O,x)zF(r,Byda) dansQ
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ou velUw admet une solution unique y(v).

De plus y(v)elm(Q)
Pour la preuve du théoréme on utilisera les deux lemmes suivants :

1
Lemme 2.1 : Soit vyeH *(T') telle que vy > 0 et heR
Soit feLX(Q) telle que f>HyOHL®(Q )pp dans 2

Alors le systeme

-Ay+Ay=f
Si 8w

-=\0

on

admet une unique solution weH*(Q). De plus wZ{yOHIOO(Q ) pp dans 2.

Lemme 2.2 : Sous les hypotheses (HI),' (H6)—(H9)

( Ap-Ap+Ap=f dansQ
op

nzv(, Surx
gp(O,a,x):w(x) dansQ.
(P(I,O,X):Krmfﬂq)da dansQ,

le probleme(Ps)

admet au moins une solution pel*(Q).

Preuve du lemme 2.1

Remarquons que sous les hypothéses du Lemme 2.1 e systéeme

-AO+A0=f dansQ)
(S:)

a—9-—-0 sur 0Q
on

admet une unique solution OcH*(C), De pluson a Qzlnf(f)ZHyO”ﬁ,(Q ) pp dans
(@) - \Zw

Q.Cf[6].

Considérons également le systéme
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-Ay+Ay=0dans 2
Sz éﬂ—w
on

surx
Comine VOEH}Z(F) et Q vérifie I’hypothése (H|))alors le systeme (S;) admet une
unique solution JfeH*(QY).
On remarque aussi que =0 pp dans Q.
En effet :
comme yeH*(Q) alors F=@" -7~ avec " et J dans H'(Q).

Par suite

[(~A@+A@)7 =0
o - [| v frily o
alors — ‘[)[(V W_Twl({/fﬂdx: Lvog?/";da

Or v,20 pp sur I et \TJ;_ZO pp sur I grice a la positivité de \j~ et au

lemme 1.5, Par conséquent j_\)oy?";dcrzo, par suite on tire que
}

/ 2
(7 o7 o0
Par conséquent =0 pp dans Q et donc y>0pp dans Q.

Posons y=y+0 alors yweH*(Q) et y est solution de (S,).

De plus y=y+6>6 pp dans Q car y=0 pp dans Q.

Or QZHJ}O}LO(;(Q(U) pp dans Q , par conséquent z//ZHyO - pp dans 2.

|
“(o,)

Preuve du lemme 2.2

Prenons gu(t.ax)=y(x) alors Ayp,, =0,

Thése de Mathématiques Appliquées
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A=At A=Ay +Ay=f ; (pi aa%—vo : on(0,a,x = (x) pp dans Q et

olt,0x)=(x) , d’autre part K,,T,Bm(pmda:[{,: I&wda
0 0
=K focoi(x )mp(x) car K, focw=]
Par suite ¢, ainsi définie est solution de (Ps).

Notons que 2>%/ car N=1,2 ou 3, comme \ueHz(Q), ona yeC(Q), et

donc weL™(€Q). Par suite ¢ el”(Q).

Preuve du théoréme 2.3

Elle sera faite en quatre étapes

Premiére étape

Dans cette étape on montre que sous les hypothéses (H,) ; (Hq — Hg) le systéme

suivant :

Nop—Ap+up=f  dansQ

Op_
(P){on "
K0, a x)=ylax)  dansQ.

A(1.0.2)=K: [ fup da dansQ;

SUry

ou fel} Q) admet une solution unique.

De plussiv 20 pp sur Z ; y, 20 pp dans Q, alors >0 pp dans Q.

On adapte seulement la méthode de la preuve du théoréme 1.3. Nous ne donnerons
que les grandes lignes.

Considérons le systéeme

ANo@ Hpu+A)p—-A@p=fdansQ

(B) écﬂ—v SUr

(p(O a,X)=y(a,x) dansQ.
&(1,0,x)=p(t,0el(0r)
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Pour montrer 'existence d'une solution du systéme (P-) on posera a partiy du

probléme (Py).
F=F =Nt A+ )@ ol () est une sujte de C7(0) telle que @, (0, . .) — 1y,

dans L*(Q,) et @.(, 0, .) — y; dans L*(Qy) voir preuve du théoréme 1.3 ¢t on

proceéde exactement comme au théorcme ci-dessus cité.

Montrons maintenant ’unicité et la positivité de la solution de (P5) lorsque
v, 20 pp dans Qr, yp 20 ppdans Q,, /20 ppdans Q;etv >0 pp suri.
Soit v, et u> deux solutions de (P;) alors w=u—-wu:est solution de :

Aot +( u+ )i A =0dans O
L SUry

on
u(0,a,x)=0 dansQ.
12(2,0,x)=0 dansQ,

Donc u=0 pp dans Q, cf preuve du théoréme 1.4

Examinons la positivite.

On peut aussi écrire que @=¢ ~@p ,avec @ et @ appartenant tous a
L*(U ; H'(Q)).

Alors [(AG5 HU+[[VEVE +(urDpp b= [vp ds+ 7 a0
On tire alors de la proposition 1.5 que

I:L [((0 )E(T,a,x)—(@-):( 0,a,x) adx—li L [(g? F(twx)-(@ ) r,O,X)ldrdx—

i

\'27} ')2+(y+i)(¢-f}iQ=Lv@§dE+ Lf@ "d0>0 car >0 pp dans Q, v 20 pp sur S

et (o|;_>.0 grace au lemme (1.5) .

Mais ¢ (.,0,.)=y =0 pp dans Qyet & (0,..)=ys=0 pp dans Q,

Ainsi ——L—L/({o'T(T‘a\x)dadx—i— I % 'T(r,w,x)drdv*jj[(% S o )‘]szo

N , . 67
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= ”(Z—HLZ(UJSO d'ou ¢-=0 pp dans Q et donc =0 pp dans Q.

Soit zeLz(Q)+={yeL2(Q) ; y20 pp dans Q} Ss1 on pose ylszguﬂmzda , On assocle ainsi
a z une unique fonction @(z) solution de (P7).
Notons i :L(Q). =L (Q),

ZH0(z)

En procédant comme dans la preuve du théoréme 1.4. On montre que  est une

212
contraction stricte lorsque A>KF§”® .

K#Biw
2

Ainsi pour A> , 11 existe zeLz(Q ) telle que ¢(z) =z i.e que @ est solution de
p + q

(Pe).

Deuxieme étape

Nous allons maintenant comparer les solutions des systémes

/}<>(p—A(p+;1¢7=_f dansQ (Aoy—Ay+uv=f dansQ
%:M surx =y Sur
on et <ov

A0,a,x)=yv(a,x) dansQy W0.ax)=y(a,x)  dansQ.
A1,0.x)=K: [ popda  dansQ, Ht,0,)=K: [ -yda dansQ,

avecv, 2v, pp sur 2 ,

Aoz=Az+pz=f  dansQ

—@Z—zv SUrX

Notons z = ¢- y, alors z est solution de  (P:)< on
z(0,a,x)=0 dansQ.

2(1,0.x)=K: [ Bozu dansQ;

avec v=v,-v, .
Comme v >0 ppsurZet 20 ppdans Q, d’apres la premiére étape (Pg) admet ure
solution unique z et z > 0 pp dans Q.

Par conséquent ¢ 2>y pp dans Q.
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Troisiéme étape

Comparons maintenant les solutions de

Aoy—Ay+u ' y=0 dansQ
&y SUF2
on et
W0,a,x)=pia,x)  dansQ.

¥(1,0,x)=K+ J:) B-yda dansQ

Aoz—Az+u "z=0 dansQ
al:v SUr

n
2(0,a,x)=yi(a,x) aansQ.

2(1,0,x)=K [ B-zda dansQ;

ol 4 <7 pp dans 10, o [ et >33 pp dans Q,.

Posons yozyg)—yg ,onay,=>0ppdans Q,.

Posons fzbf—y]Jz etona ' >0 pp dans ]0, o [ et £20 pp dans Q.
Notons ¢ =y — z, alors ¢ est solution de

Nop-Ao+p@=1  dansQ

0P _ SurX
(P)< om =0
A 0,a,x)=yo dansQ.

t,0,x)=K: [ Bpda dansQ;

d’ou on déduit aussi que @ >0 pp dans Q et donc y >z pp dans Q.

Quatrieme étape :

Comparons enfin les solutions de

Noy—=Ay+ =0 dansQ
9 _ z
CcWen™" g
y(O’aaX):y ()(aax) danSQm
y(1,0,)=F\[' B yda) dansQ,
Introduisons les systemes :
Noy—Apy+(u+A)y=0 dansQ
=y SUr
(C) qom
y(O,a,x)zyo(a ) dans Qo

¥(t,0,x)=eF\['e* B yda) dans Q;
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AOZ*AZ‘*‘/J z=0 danSQ

Oz _ :

(Cz Ea Sur
2(0,a,x)=y(a,x) dansQ.
2(1,0,x)=K; f P-zda dans (O,

Noz=Az+(u+A)z dansQ

t ©) a_i—f; surs

e 0
? z(0,a,x)=y(a,x) dansQ,

z(1,0,x)=K+ _r Pegda dansQ,
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R . -
Notons 77l c g y(g) et 77 g Z(g) ol ig) et Z(g) sont les solutions de (C7) et

(Cy).
Considérons les deux suites récurrentes suivantes :
[0 _0
J}; .:]g‘ | et z :]g! 5
_ 1+ - N —h+ L, N
LV =) Z7=n(z")

Nous allons montrer par récurrence que y'<z" pp dans Q.

En etfet, remarquons que :

U»‘,/}{ -[:Uﬂge/uda ]‘gKFg_’U ‘E),Be'uga’aSKF,BOO El)ga’a

Par suite K./, EU ga’a—e_’uF( J:) ,Bgei’da jZO pp dans Q

Par conséquent la fonction (p=—}7'+2' solution de

Aop—Ap+up=0 dansQ
8_¢___0 Sur2
on

0,a,x)=0 U ) dansQ.

A1.0,x)=K: ﬂm.l: gda—e"'F (_l: [Jge*’a’a) dansQ,

est telle que ¢ >0 pp dans Q.
Alors 2]2}71 pp dans Q.

Supposons que y"<z" pp dans Q.
Remarquons que :

e MK (J: Pe _T/”da)SK F J: Luy'dasKr J: [-z"da

_n+]

Alors on montre de maniere analogue que jnﬂznl(fn)&f“ﬂ")gnz[z"}z pp dans Q.

0 2

— [ K/: w(() / 2 . .
En choisissant A>—%5%- ona 77 et 1° contractantes strictement et denc les suites

(v.)et(z") convergent respectivement vers les solutions &; et &, de (C,) et de (C-) dans
v g p S -

1.7(Q).

~

Notons vy, =z"—y., alors ,, 2 0 pp dans Q.
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En adaptant la méthode de la preuve du lemme 1.50n montre que /imy =&,—-&20

n—>+o

pp dans Q.

Conclusion :

Considérons les différents systemes

Aoy =Dy +(u+Ay'=f dansQ [ Aoy?=Ay>+(ut+A)y*=0 dansQ
@L:vﬂ surx J Yy SurX
n ;2 On
| 1(0.a.%)=pAx) dansQ. Y(0,a,x)=px) dansQ.
l_v‘(t,(),x):K/- J')U,Bmyla’a dansQ, v(r,0.x)=K; J?}([ifyzda) dans ),
Aoy =Ay+(u+A)y =0dans O Aoy =Ay*+H(u+A)y=0 dansQ
3 4
@—zv Surx Oy =y SUrZ
on ; 4 On
V(0,ax)=y (a,x) dansQ. y4(0,a,x)=yo(a,x) dansQ,
vi(,0.x)=K» J:u Bvda  dansQ, | yi(t,0x)=eF|[ ,Be*’y"da) dansQ,

D’aprés la 4° étape on a : v’ <y’ pp dans Q
D’aprés la 3¢ étape ona : y° <y’ pp dans Q
Et d’aprés la 2° étape on a : y° <y’ pp dans Q.
On a donc 0<y’ _<y/ pp dans Q

Ory' = ¢, € LY(Q) cf lemme 2.2

Par suite v/ € L*(Q) et donc y = ¢”y’e L™(Q) ,mais "7 est la solution de

Aoy=Ay+py=0 dansQ
a4 SurZ
on

W(0,a,x)=y (?,x) dansQ.
V(t,0.x)=F Z_[ ﬂya’a) dansQ;

Nous allons prouver la G.dérivabilité de I’application vi—>y(v) de LX(Z)

dans L2(Q).
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Proposition 2.2

Soitv € Upyg u € Uygets > Otel quev + su € Uy,

:y(v+su)—y(v)
s
Alors (z,) converge vers un élément & dans L’ (0),ou1 & est la solution de :

Notons =z

/\of—Af-huf:O dansQ

(P } g—:u SUrx
10 n

¢(0,a,x)=0 dansQv

:(t,o,x)zF'(f’/j v}xa)f‘ﬂgda dansQ,

Preuve de la proposition 2.2

On revient au probleme auxiliaire

Aﬁ y-Ay+H(u+A)y=0 dansQ

==V SUrX
n

?(O,a,x)z)fo(a,x) ) dans Qs

3(1,0,x)= _[ Pyda ¢(£ &”fda) dansQ;

On sait que la solution de (P5) est y=e*y.

Par conséquent on va montrer que v+ y(v) est G-dérivable.

Notons z ==
5

Alors Z. vérifie.

Zs :
Qo_u 0 SUry
Zs ,a,X —

— it 0 A A — Y o — dans Qru
Z\.(t,O,x):e F(J: e’y (Suw)dj)»e F (J: pe'y (")da) dansQ

multiplions la 1°* équation par z, et utilisons la formule d’intégration par parties. On

obtient :

e oYz 0 v o ez,

.ZS( ) = LZSQ . ud>

ou  z(T,~}=z(T) et 2(0,~)}=z(0) pp dans Q,
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23(’(0’):23((0) et Zs("o’ ):Z—s(o) pp dans QT

D’ou on tire que :

~ij,f+[jﬁﬁifs‘Es%]“zjv(())ﬁ jzuz%dz

e F( Eﬂe L(Su+v)daj F(_E ,Be V(v)da]

;/0)—7«7 _—

F étant Lipschitzienne de rapport Ky on tire que

(y(suw)—y(v)ygi:l( }

s
Par suite en utilisant quelques calculs, on obtient :Hg (())H <K [ (4‘ |
B (] A H

Z(0)<K

Alors procédant comine la preuve du théoréme 1.4, on prouve que (:‘) est hornée danx

IF'U,’H'(Q)) et que (AOZ‘_) est bornée dans L*(U ; V).
Par suite on peut extraire une sous suite toujours notée (”z‘x) telle que

z—>Edans LU V) s et Agz——Ayé dans LU ; V).

En procédant exactement comme la preuve du théoreme 1.4 on montre que

EeW(UVyetque & vérifie au sens convenu.

(/\og AE+(A+1)¢=0 dans O
e

) SUI'2

on
&(0,a,x)=0 dans Qe
Légalité &(1.0,x)=F([ ferda) [ fEda semble étre plus délicate a prouver.

Remarquons cependant que z.—¢ dans W(U ; V) taible, Car
Aoz ___NE etz £ dans LU, V) et LA(U ; V) respectivement.

Alors en adaptant la preuve du théoreme?2.2 ,on montre que Jﬁi da— Jﬂgda
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En effet .notons que Zz. est solution de

an Surx
z(0,a,x)=0

oyl AL stk H[ persida) - GG
LRV A J—7 S T o -

Posons b= '[/f da ;5 b est solution de
0

%—Abn%b:z‘(t,O,x)—z\-(t,(u,x)—T/zZa’adans]O,T[xQ
ggz U sur
H0.x¥= 0 dans Q

avec z?:'[[)’uda :
0
Par suite on procede comme au théoréme2.2 .
On notera que les suites (z(.,0,.) et (z.(,@,.))sont bornées.

De la continuité de I'application trace cf propositioni-5 et de la convergence faible de

(z.) dans W(U ;V) ,on tire que. z.(0,.,.) < &(0,.,.) et Z(,0,.) L &(,0,.)

iﬁ E)e_ltﬂf(wsu)da)—l’( Kﬂe—i[@(\;)daﬂ

~—= pour presque

D’autre part z(7,0,x)=
: s

tout (¢, x) € Qr.
Nous allons prouver que grace a (Hg)ona :
2(.0.)=F [ Be* 5(v)da [ fe*Eda

Il suffit de prouver que :

A s 1 SO ) g
| "

— 0O quand s — 0.
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On peut considérer seulement

At o B "
‘\ ( :Be y(V+SCO)d?)_F( ,Be J’(V)da) (f’ﬁe*’?(\))da) J:J,dea‘ _en mettant e en
facteur .
Rappelons que F(a):_c_ai,z_, alors F'(a)= 2bc? :
b+a (b+a )

il est clair que lorsque (gon)cLz(Q)et @,—>¢@ dans LY(Q). On a L()(/)nda—) E’gpda dans
LY(Qu).

Par conséquent par soucis de simplification de |’écriture, on notera :
1'(5)=J?e*’@(su+v)da, j= Jﬂfda et p:LbZ-da
0 0

Alors on doit montrer que :

\‘F(I(S Fﬁz(Oj (O))

—0 quand s — 0"

l :
1. (U'I')

Posons M :F(i(5>)'F(i(O)) —F(i(0)); .

_ cis o)) —eHOb+A0)b(s )}-2c(0Xp+s )
s(b+2(0)y (b+2(s))
ci(s Jb+iX(0)f=ci¥(s Jb*+2biX0}+i*(0))
ci(0p+2bei(0)(s rei(s ¥40)
ci(0\b+i2(s )\ b+i2(0))=c (0 b+b A0 p-bix(s WiH0)(s))
= cbr(OWchi(0pbei(0Y(s fei(0¥s)
2¢i(0pjs(b+ix(s )J=25b%/i(0 2 bsji(0)(s)

R bi2(s }-i2(0)}-2si(0)prbeli(s y(0)-1+(0)}-2is0)(s)]
s(b+i(s )Xp+i2(0))

Il
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et O Ohtopi0)-210) 0 0 Nt s0)-210)
) - (b+(s)p+0)f

_ et plis Jlo)-2jd0)ed(0)p(ils Jril0)-2/i0F(s)]
(piz(s p-iz(s )Y

Alors comme (b+i2(s)(b+i%0)f>h* alors
M, S5l PUORAS)2ii0], ., 12(0)p (0 pils )1-270N (s ).
Posons A= p(( R0 )—2/1() et B=i0)p.(i(s H(0))-2/i(0)s)

On peut alors écrire :
A=(p = Yils O jils}ril0}-210)] et
B=1(0)p— O O 02405

Par conséquent

PRS0, <p IO, HIIAO2A0)
o= lils}0)),, + s HO)),
Notons que pour s assez petit i(s)el+(Q;) cf théoréme 2.3, par suite
(OO, <Clor= Ty, g, O,

On aura aussi

PO A OI-2100(5 ), <O~ s b0 0K pl0) 240% 1]
<Clp =, AN O 200K
SClp i, OO0 0l
<Clp=5 g VOV HO OO 1) 0D
<Clp= s AN HO) g, #HOXORHG s i »)az__z
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[l existe donc C tel que
O (015 ) 5076) o, 5]

- . ’ . . | . ‘ o .
En conclusion on peut écrire : ”Mu,z(@, IﬁC{p\ J

/,3[Q7<\J“l(0)_l‘(s)‘/}(Q)} .
1o HOHS1 s, |
Or p :J,Bz‘ daeljhﬂfda: J et 1'(S)=T@(su+v}ia—> J@(v}la:i(()) :

ps _jH/}[Q, ]+2“j

Par conséquent E(I—(S)—)EF(I—O)) ——>F’(i(0))j quand s—0" .

(ela entraine alors que

eb'vfi[F( ['eo(s)da)-F{[ e p0)da)l e+ ([ e i 0)da)[ pEda
quands =0 .
Donc E(I,O,x):F(e"’ f/i’j(O)da)f,Bfa’a pour presque tout (z, x) € Q.

Soit (EYJ une autre sous suite convergente extraite de (zs)

Notons &=lim z,.
SO +%

Alors on reprend toute la méthode avec (ES), on verra que 1’on peut extraire une sous-

suite de (Ev) notée EZS] telle ques

zs converge faiblement vers un élément z dans LZ(U ; V) et Ayz converge
faiblement vers un élément A ¢ .
On tire que Z —¢ dans L*(Q).

Alors fzf d’une part et d’autre part § vérifie
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/\oé; —Aé; +HA+ u)_f:O dans Q

(p9> ‘gé::ll Sur 2
(0,a,x)=0 dans Qe

E1.0.x)=F [ e 3(v)da [ Béda dans O,

Pour avoir é;:; il suffirait de prouver que la solution de (P,y) est unique.

Ce qui se démontre facilement en procédant comme dans la preuve du théoreme |.4.

Ici le probléme est linéaire puisque la fonction F'(fﬁ)?(v)e“a’a)EU(Q ). est

indépendante de 1’état cherché &.

s

Comme (P,y) admet une solutionhnique on tire que £=¢. Par suite

z, J admet un
\ .

seul point d’accumulation. Par conséquent de la proposition 1.2 : on tire que z,—Z

dans 1.(Q).

Posons maintenant y=e*y et E=e’'& ona y(s)=e “i(s)—e M $(0)=1.

quand s — 0 et que ZS:'V(S);y(O)ze'M )7(5);?(0) seE=¢ dans LY(Q).

[l est facile de voir que & est I’unique solution de :

AoE-AG+15=0 dansQ

Y5y Surx
(Rok on

&(0,a,x)=0 dansQ.

0. )=F ([ Bi(v)da)[ feda dansQ,

2.2. Conditions nécessaires d’optimalité

Avant de donner ces conditions introduisons le probleme adjoint (D) de (P3).

2.2. a)Probléme adjoint :

On introduit maintenant la fonction 6, état adjoint défini par le systeme.
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—NoB-A 9+y9:y(v)—z,,+,B(a)F'(Jj‘ﬂy(v)da)ﬂt,O,x) dansQ

a0 _g Surk
(D, on

& T,a,x)=0 dansQ.,

@t.w.x)=0 dans ),

On a le résultat suivant :

Proposition 2.3

Sous les hypotheses du théoreme 2.3

Le probléeme (D;) admet une solution unique.

Preuve

Posons 7=T~1 et s = w—a. (D)) peut s’écrire alors
AoQ—A9+,u¢9:y(v)—zd+/3(S)F'(J']”,By(v)da)5( ro,x)  dansQ)
E:O Surs

on
&0,s.x)=0 dansQ.
& 7,0.x)=0 dansQ),

D

Introduisons le probléme auxiliaire suivant :

Aop—A@+( 1+ D) p=3(v)~Z,+ Ba)F | [ B(v)dap(t,00.x) dansQ
ﬁ(p_o surx
(D) 3, =
Atwx)=0 dansQ,
ou y(v)=e*y(v) et z,=e Yz, .
Montrons que (D;) admet une solution.

Considérons

A=A+ u+ ) p=y(v)-z,+ Ka)F '(ﬁ ﬁy(v)da)z(t,x) dansQ

op Surd
(D} 5,=

<p(6,a,x)=0 dans Qe

o(£,0,x)=0 dansQ,

ouze LY(Q) .
Il est clair que )5(v)—z/+ﬂ(a)F‘(I')ﬂy(v)da)z(t,x) appartient a L(Q).

Alors d'apres le théoreme 1.2, (D) admet une solution unique .
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Notons 77.'L2(QT>—>L2(Q7») z->¢(z).(0); p(z) étant la solution de (D, )
Nous allons montrer que pour certaines valeurs de A, 77 est strictement contractante.
Soit z; et z> deux éléments de Lz(QT).

Posons z=z,-z) et ¢ = n(z,) - n(z,) alors @ vérifie

Aop—A@+(u+) p=Ka)F '(‘[D,By(v)da)z(t,x) dansQ
5(0_0 Surx
oa.cx dans

0,a,x =0 anstzo
9(1,0,x)=0 dans O

Multiplions la premiére équation par ¢ et utilisons la formule d’intégration par partics.

On trouve

Lo oo 19l v Al = | A ([ Avtvida k(e.xoplrax o
dou :

L) +2f <2 o0& [|AaF (] Ao k]

d’ou:

< a2 v kBAK?
et +ijell <A+ PR 21,0

2
-

soit w(cu)\zszkﬁ%f Yz

En choisissant A>2kf2K} on aura :

KBIK?

)L<1

Tz)=r(z2) iw/ )SL“Z] —z| avec L=

Par conséquent il existe z € LYQy) telle que :

n(z) = ¢z) (,w,.) =z i.e que @(z) est la solution de :

S0
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‘ A=A+ p+ Ay p=[Ka)F" (I ,Bv(u)da}dta) xHy(v)-z, dansQ

J ogo*o Sury
on

A0,a,x)=0 dansQ.
@(1,0,x)=0 dansQ,

Posons Gze’“(p alors on a compte tenu du lemme 1.5 pour tout z € L*(U ; V)on a :

J( Aoe@,z)dtda+ J[V(e*’(p Nz+pe* (pz]dQ =
= J( Aope’z)dtda+A Je’“ zpd(Q+ J[V oV e'z+ Lpe” z]dQ

= J(/\O(p,e""z>dtda+ ﬂV pVerz+(u+A) pe” ZPQ
- | obzpla| 300 ploeg
fadespl)dU=+ [ViepNz+ide o E O

- [tk el Jptapoa ot g

’J<A()9,z>dU+(J[V6Vz+y9z]CZQ J{){v}mﬂ [ [Bla wvha]ﬁrcudeQ

A=A O+ 1= 1y(v)—zo+ K a )F'E(]ﬂp(v)da]ﬂ t,wxydansQ

0 sur X

con

A0,a,x)=0 ‘ dans Q.

At,0,x)=0 dans QO
i.e (D)

Donc (D) admet une solution unique puisque la solution de (D-) est unique.

2.2. b Conditions nécessaires d’optimalité

Nous pouvons maintenant donner des conditions nécessaires d’optimalité :
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Théoréeme 2.4

On suppose les hypotheses du théoréme 2.3 vérifiées.
Alors le probléme (P) admet au moins une solution.
De plus si v* est un controle optimal alors :

Opps ur{@,z >0}
Ve= Vo ppsuri@:<-Nv,

_W]{i'g/: bpsur {—NVO <O <0}

Ou 0, I"état adjoint est la solution du probléme.

{—Ao@—A O+ 10=y(v¥)-z, +ﬁ(a)F'(_Lﬂy(w)da) dansQ

ol -0 SUry
on

A T,a,x)=0 dansQ.
& t,w,x)=0 dansQ,

Deémonstration du théoreme 2.4

Sous les hypothéses du théoreme 2.4, les hypotheses du théoreme 2.3 sont vérifices, et

donc on a I’existence d’au moins un contrdle optimal .
Soit v* un controle optimal et u € Ty,y(v*), cOne tangent a U,y en v*,

Pour s assez petiton a :

-/ﬁ’*@‘z{)—‘f(v”‘):_z( U U R N

Ry M b

+ [y(v*%—su‘)—y o ),y(v*+su)+y(v* )]

S t

appelons que v Visu)—y (v¥)dans L2 cf Proposition 1.7 et que
Rappelons que v(v* v (v¥)dans LQ) cf P 1.7

* (¥
[y(v +SZ? yv )j converge dans L*(Q) vers un élément que nous noterons y "(v*,u)

vérifiant le systeme.
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Ao Y (V¥ u)-AY' (V¥ )+ 1) (v* u)=0 dans
6y(v* ) surg

y(v* 1)(0,a x) 0 dansQ.
P (* u)(1,0,x)= F‘(j By(v* )da)[ B O*uda  dansQ,

(P

i

Alors on obtient que

JO* u)==2 [ y'(v*,u)z{,dQ+2N_[uv*dZ+2L Y )y (v¥)dQO
1.e

J'(v*u)= ZL y'(v*,u)(y(v* Y=z }J’Q+2N '[uv*dZ

Comme v* est un contrdle optimal, on a :

*-HH}J(V*)

>0 et donc

L y‘(v*,u)[y(v* )—za ]dQ+N Luv*dEZO (R-)
Multiplions la premiére équation de (D)) par y'(v* ,u) et intégrons par parties on trouve

[ Ay (v ) dU+ [ [V Oy (v ap by (v* 0] HO =

[0l -z [ flal ([ B HaPlox o wio - (Ry)
D’autre part ;
[( AB (v 14))dU+J[VWV (v* u)—ﬁ-,u@/v ul}l’Q

= | 81,0, (v ) (10, x)drcx+ [ Ay (v 20),0)dU+ [V V(v 1)+ 1o (v ) HO

- J@tOx)F‘[ LBy(v*)da) [Plallv s fuud (R)

De (Ry) et de (Rg) on tire que :
[u6:dZ= [ y(r* 1) (v*)-2s O
On tire alors de (R4) que :

N Lav*dz+ [u0) dr20

ie Lu[Nv*+az]cz’220 pour tout # €Tud(v*)
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Alors —(Nv*+e.:)eNuAa(v*) cone normal a U, en v* dans LZ(Z).
Par conséquent pour tout ue(_/uu:{veLZ(Z)OSVSv0 pp}
On doit avoir ‘£(V**UXNV*+@): HE20 (Ryo)

¥ Maintenant supposons que 6?_|Z>0 pp dans [cX

Supposons que v* > () sur un ensemble de mesure non nulie ] — |
p

*n
_{v¥sur 2./
Prenons alors u_{o sur 1

Alors — [(W=u)Nv*+ G HE=— [(v* N4+ 6 FE<0
Par conséquent v* = () sur tout ensemble de mésure non nulle de I.

Ainsi v* =0 pp dans 1.

* Supposons que Bis < 0 on a donc plusieurs sous cas :
e Supposons que #:<-Nw ppdans [cZ

Supposons que v* < v, sur un ensemble J < I de mesure non nulle

X
osons u={ Sur EJ, alors
p o Sur 1

- L(v*—u)(N VE+ Oy Y= L(vo v Nv*+0: W5 <0 car
Nv*+qz<0 ppsurX.

Ce qui contredit (Rg). Alors v* =v, ppsurl.

¢ Supposons que #.=0 ppsurlck

Supposons que v* > (0 sur un ensemble J o~ 1 de mesure non aull et nrenen,

ST
Tl vT G o
O g PPN A / - L
gl contve it Ry b
* NUPDORCAS v - N e Moo e s s

- len‘,"l"".'.'\i}r'\ % PR SR N S U R AL TR S B



0 surJ
Posons u=
V¥ o surJ

Alors
—J: (ve—1 | Nv¥+ 6. )l'z :—L(V*XNV*+91 }12 <0
pour avoir (R,) il faut donc que v*=0 sur I .Or cela donnera que

Nv*+ 6 <0,0on aura donc pas Nv*+6; >0.

- Supposons que Nv*+ g s < 0 sur J de mesure nulle J c I

v*sﬁrz J

Posons u=
v, surJ

[ Mv*+6. MY, == [(w—r* Nv*+ 6. WY <0

Pour avoir (lﬂo)il faut avoir v*= v, sur J.Or cela nous donnera

Nv¥+ g 5= Nvy+ G5 <0 et cela contredit —Nw<f:<0 pp sur Ic=

Par conséquent on doit avoir v* = ‘Nlaz

e Supposons enfin que f:=—Nw pp sur [cX

Supposons 0<v*<w ppsurJc/ avec J de mesure non nulle.

*surJ

Prenons u:m surJ

On a donc _L(v*—u)(Nv*Jr O: {r= Lv*(Nv*—vo EN Lv*(v*-v.) Wr= <0
Par conséquent v* = v,

Donc v* = v, pp sur L.

&3
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0 ppsur{@,z >0}
Récapitulons. On a donc : = Vv, ppSur H,ES—NVO}

—%H/z ppsur {_‘NVO <9IL <O}

Remarque2.2

*Le résultat peut étre généralisé au cas ou le contrdle ne s’exerce que sur une partie
de la frontiere .
*Le résultat du théoréme 2.4 peut étre généraliser au cas ou F est une fonction

de classe C', lipschitzienne et de la forme Fla)=a ®(a) .

80
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CHAPITRE Il : CONTROLABILITE APPROCHEE

I - INTRODUCTION

On considére dans ce chapitre une population dont la dynamique est régie

par le systeme linéaire.

%+gy—a—Ay+ Ly=0dansQ
Y
(Pr)) don=" SUrX

H0.ax)ylax) dansQ.
y(t,O,x): _[U,Byda dans Q-,

La controélabilité approchée du systeme (P3 ) en temps T consiste pour

tout € > 0 et pour tout y,4 appartenant a un espace donné a trouver un controle

v tel que si y(v) est la solution de (P5 ) alors a’instant T on ait

ATy e )

Cette notion de controlabilité approchée a intéressé€ beaucoup d’auteurs.
La méthode générale consiste a un définir un probléme adjoint , et une
fonctionnelle G-dérivable admettant un minimum absolu.
Le controle défini a partir de ce minimum répondra a la question.
Cette méthode est utilisé dans [13] pour prouver la contrdlabilité approchée de
I'équation semi-linéaire de la chaleur.

Dans [28] I’auteur utilise une variante de la méme méthode pour montrer
la contrélabilité a zéro de 1’équation de la chaleur.

B. AINSEBA et M. LANGLAIS dans [1] ont prouvé la controlabilite

approchée du systéeme.

87
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., oy
ot +8a

(P32) < gy’;=0 1>0,4>a>0,xe0(2
y(O,a,x): yo(a,x) A>a>0,xe2
ALOxEK [[Byda 150 xeQ

—KAy+py=vy, t>0,4>a>0,xeQ)

ou %, est la fonction caractéristique de I’ouvert O c Q.

Dans le méme article ils ont utilisé la méthode ci-dessus mentionnée pour

donner un algorithme donnant un controle qui répond a la question.

Dans [4] les auteurs se sont intéressé a la controlabilité locale exacte. 1ls
ont alors prouvé que (P;.,) est nul-contrdlable a condition de choisir la densité
initial y, dans un voisinage de y; solution indépendante de t de (P;.;)

Dans tous les exemples cités le contrdle est interne.

Ici, nous nous intéressons au cas ou le contrdle est frontiére et nous examinons
la controlabilité approchée en un temps T arbitraire.

On n’examinera pas la question du comportement asymptotique comme cela a
été fait dans [11]

On peut voir dans [3] un probléme de stabilisation.

II - RESULTATS CONNUS [1]

Dans ce paragraphe nous allons donner quelques résultats connus.

Soit O un ouvert de R" vérifiant OcQ) .

1. Controlabilité approchée dans un cas particulier

Proposition 3.1.

Soit B une fonction polynomiale sur [ 0, Ay] ot Ay >0.

Alors le systeme
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.
5y+1—KAv+,uv =VYo 1>0,0<a<4, xeQ
y(Oax)z 0 O<a<4, xeQ
Kﬁ 0 xel,T,>t>0, O<a<A

y(tOx)zK [Blaraxpa xeQ, 1>0

ou yp est la fonction caractéristigue de O , est approximativement

(P;.5)

controlable dans L"(Qm)

Pour la preuve cf [1]

2. Controlabilité dans le cas général

On suppose que

(L): B [O,a;]——)R+ ; B continue et O<max(Supp(/3)):Ao<a)

(Ly): u :[O,a)}—ﬂR . continue tel que E’,u(a}z’a=+oo ;

On a le théoréeme

Theoreme 3.1.

Sous les hypotheses (L) et (L) le systeme
Noy—KAy+1y=vy, (t,a,x)ker

0,a,x =0 a,x
(Pi2) 3 At0x)=[" fyda (1.x)e0,
K %(t,a,a)z() (t,a,a)eZ

est approximativement controlable dans LZ(QA) en tout temps T donné pour
Ap<A<w

Pour la preuve ct [ 1]

Remarque 3.1.

- La deuxieme condition de (L,) signifie que la probabilité de survie a I'age
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a, ﬂ{a):exp(—_[)gy(s)dsj tend vers zéro quand a tend vers .

En fait I’hypothése K'y(a)da=+oo , n’intervient pas dans la preuve du théoréme 3 1.

Elle permet seulement d’affirmer que chaque individu de la population meurt avant
d’atteindre I’age .

La condition y(0,a,x) = 0 est obtenue en faisant une translation sur les connées. Plus
précisément on pose y = y(v) — y(0) ou y(0) est la solution de (P;,) pour

v = 0.

Enfin du theoreme 3.1. et celut de Hahn Banach on tire le théoréme de continuation

unique .

Théoreme 3.2 :

Soit p la solution de :

[;)z\o p—Ap+ ;t(a)pz ,B(a)p(l,O,x) x€02,0<t<T, O<a<A
0,

AxkEO xeQ, 0<t<T
g’g(t,a,a):O oel >0, O<a<4.
p@,a,x)z() (t,a,x)e]O,T [xO,A[xQ

Alors ,o(t,a,x)sO sur (O,T)x(O,A)xQ (2)

Remarque 3.2

Dans la plupart des travaux sur la controlabilité approchée. on utilise

la continuation unique.

Dans ce travail on montre d’abord la contrélabilité approchée, en prouvant
par I’absurde que I’ ensemble des « états atteignables » au temps T

est dense dans IX(Q.).

Par suite nous en déduisons la continuation unique pour pouvoir construire

un algorithme donnant le contrdle.

- O
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*

Le résultat que nous allons donner est dii a L . Hérmander , il s’agit d’un corollaire du

théoréme de Holmgren .

Théoréme 33 [1x]
Soient O, et O> deux ouverts convexes de Ri; tels que O, c O; et P(D) un opératenr
differentiel a cceficients constants tel que tout plan caractéristique n par rapport de
P(D) et vérifiant nnOy#¢ satisfait aussi 1O #g.
Alors toute solution uei)‘(Oz) de [’équation P(D)u =0 telle que u=0 dans O,
vérifie u=0 dans O,

Remarque 3.3

‘w=() dans O; est prise au sens des distributions sur O,, i=/,2.

ke MN*

11 - CONTROLABILITE APPROCHEE DU PROBLEME P

1. Position du probléeme

Dans ce chapitre on fera les hypothéses suivantes.

(H;) : : Q est un domaine borné de frontiere oQ=I" variété différentiable de classe

Q étant localement d” un seul coté de T .
(L) : pel(0,m) ; 10 ppsur D,of.

(Ly) : BeC (0;0) et supp B=|amo k= 0;0]

En faisant la translation y = y(v)-y(0) ou y(0) est la solution de (P5 )

pour v = (), on obtient le probléme

9
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ANoy—Ay+10y=0 dans Q
Surx

(Pys) s op
* ,V(O)a)x):o) danS Q{u
y(t,O,x)z_[ pyda  dans @

Soit y,€ LZ(Q(D) et € > 0 ,on cherche dans ces conditions un contrdle v,
tel que H y(vIT)— Yy 2o )<5 .

En d’autres termes, on montre que |’ensemble A,,(T):{v(vIT,.,.) ; veL—‘(Z)%’

est dense dans L(Q,,).

Ensuite nous construirons un algorithme donnant le contréle.

Remarque 3.4 :

Il est bon de remarquer d’apres le paragraphe I du chapitre Il que le probleme

(P;.1) admet une solution unique.

2. Systéme adjoint

Nous allons dans ce sous paragraphe introduire le probléeme « adjoint » de
(P3.3), en_suite nous prouverons ’existence et I'unicité d’une solution pour ce
probléme.

On appellera systeme adjoint de (P;_;) le systéme

~Aop—~Ap+up=Pa)t,0,x) dans O

9P _g Surx

(Ps4) 90
T,a,x F=@o dans Qs
ta,x =0 dans O,

ou (po est une fonction quelconque de LYQ.) .

On a le théoréeme d’existence suivant :
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Théoreme 3.1,
Sous les hypothéses (H,), (L3) et (Ly le probleme (P;.,) admet une solution

unique.
Preuve :

Elle se fait exactement comme celle de la proposition 2.2.

3 Résultats auxiliaires.

Ces résultats seront utilisés dans la preuve du résultat de contrélabilité.

lemme 3.1.
Sous les hypotheses (Hv)(Ls) et (Ls)

si pel{UsH(Q)) vérifie :

—Nop—-Ap=0 dans Q
(P;3.5) a—pzo Sur X alors p=0 .

on
pr=0 sur 2

preuve du lemme3.1

Si p vérifie le systéme ci —dessus ,alors pour presque tout

(r.a)eU,plt.a, )eHYQ) .

Soit xel’, et >0, notons Q::QUB(xo;n) ou B(xo;n) est la boule ouverte de

R™ de centre x, et de rayon 7
Notons p, le prolongement suivant de p :

p(t,a,x) Si (t,a,x)eQ
Pour presque tout (raxeUxQ  p(t,ax)= i (haxUx(Q\Q)
Alors pour presque tout (1,a)U;pi(t,a,. e H'(Q).
plnax) si (taxUxQ
0 si (haxeUx(RM\Q)
On a d’aprés [20] pour presque tout (t,a)eU;p (t,a, )eH'(R™).

En effet soit g (t,a,x)=
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Alors p(t,a..=p (1,0, )eH'(Q) et donc p, EL2<U;H](QI)) :

—Kuﬁ, —Aﬁ] =0 o~ \
Prouvons que { %ﬂ=o ou Ao=éa;+% au sens de @’[U;((H‘(Ql)) U
n

Soit P, I’opérateur de prolongement cf [20]chapl §12 sect 4, P est linéaire
continue de /() dans H'(RY).

Considérons aussi Ra la restriction 4 Q ; Ra est continue de H'(R™)
dansH'(Q) cf[20]chapl §11 sect 5.
Soit 0 €D (U) et £eH'(Q) par définition de Ason a :

(Ropr (0)E)=- jp, (59 56’):dzdadx

J ,O(a 0,006 lRQOPX§ Htdxda
= Aop(9 l(RooPX§ )

car p=0 surUx(Q\Q).
Mais on sait que /\opELZ[U,((H'(Q))V Jj alors

Aopi(t,a, E|(Aop)t.a){RaoP) pp dans U .
Par conséquent /N\op, EL{U;(H I(Ql))'] :

Maintenant pour tout :
Eel(UH'())
j<Ao prE)drda= j<Aop (RaoP¥)dtda

‘JVPV((RooP)f)dQ
puisque p est solution de( P3_3).

Mais comme Vp,=0 pp dans Ux(Ql\ﬁ) ,on tire que :
[Aop;Erdtda= NV p V édtdadx  ou Q=UxCQ .
r O

_ —/N\O,O, -Ap =0 dans
Cette derniére relation signifie que p vérifie :

%:0 sur 2, =Ux0),

on
Par conséquent on a comme Ao= 0,0
ot 8a
0p Op
5 ga Ap =0 dans Q
—&—O Sul" Z|
on
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Notons P(D}—Q—@—A :

Soit T un plan caractéristique par rapport a I’opérateur P(D) .
Notons qu’ a priori 7r={t,a,x)E]R'V+2;at+}/a+ic,x=d ou a,y,c et d sont des
constantes réelles quelconques . )
T un plan caractéristique par rapport P(D) <:>—Zc,2:0
Cela nous donne ¢=0,=1,...,N . Alors 7r:{(t,a,x)e]R”’”;aH}/azd}.
Remarquons que Ql:QUB(Xo;U) est localement connexe par arc et comme

Q et B(xn) sont connexes on a que : Q=CAUB(x;n)est connexe par arc .

Soit xeQ) et zeQ\Q alors pour tout A€[0;1] , (1-A)z+AxeCd .

Pour tout /16[0;1] il existe n tel que B((1-A)+Ax;7: ) Q. On peut prendre

n tel que Blzn)=Q\Q .
Posons O=B(zin) etO= .]B((l—/l)zﬁﬂxm).

() et (O sontconvexesetl ona QCOz. .

Notons que si 7NUxO#¢ on a 1\Ux(G#g .
En effet :
si (to,ao,x)Eﬂf\U x(h on a af+ya=d , par conséquent pour tout ,xe(}

(to,ao,x)errmUxO et donc 7NUxO#g .

Comme P(D)p=0 dansUx€} ona P(D)p=0 dansUxO, de plus

,a(t,a,x)zo pp dans Ux(j .

Par conséquent du théoréme(de Holmgrerp?,j . on tire que P (f,a,x):()pp dans
UxO, et donc p (t,a,x1 ):() pour presque tout (t,a,xl)eU xC). Et cela donne p=0.

Remarque3.4

IT est évident que tout individu de la population n’est fertile qu’ aprés un certain
age, et qu’ a partir d’un certain 4ge également il perd sa fertilité .

Par conséquent les hypothéses sur la fonction natalité : feC(0;0) et

supp f=|wvw|cj0;w] sont naturelles .

Proposition3. 1
Sous les hypotheses (H)(Ls) et(Ls), le systeme
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(O Oy .. _

( PH,)J %ZV Sur
H0.a x)—y 0 dans Qb
y(t 0,x)= I,Byda dans O

(. P 16) est approximativement contrélable dans [{(Qu)a ['instant T,

dans Q

Preuve de la proposition3-1

Suivant la remarque 3.1 on peut poser 3,=0.

On suppose que la proposition n’est pas verifiée.

Il existerait alors une fonction g non identiquement nulle appartenant a
[’orthogonal de Aaz{ AT v)velX(T ) ysolution a’e(PH)} dans IA(Q»).

Soit @ solution de

—Ao(/)—A(Ozﬂ(a}o(t 0,x) dans Q
(‘_) 8g0 =0 sur %
(o(T ax)gla,x) dans Q.

tw,x =0 dans O,

Multiplions la premiere équation de (Ps.¢) par ¢ solution de (A},s)et

intégrons par parties on trouve :

Iqo(t 0,x )5 y(t a,x dtdxda=— j gla,x y(T a x)dadx+ J(p(t 0,x p(1,0,x)dtdx+ pr, 2

J (@, x T .a,x dadx+ j(p(t 0,x) I,B Wt,a,x dadtdx+ '[vgz)&dz

or
[

:>J-V§D/:dZ= Igy( T,ax)dadx=0 grace a la définition de g et cela pour tout
5 O

vdans IXX).
Prenons v = ¢;; alors j(p&deO:(/),gzo pp sur Z.
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op O
~a—(tp—a—Z—A (p:ﬂgo(t,O,x) sur(r

On a donc +« Qﬂ:o SUFrXo
on

@IE:O SurZ()

Posons : Uoz]O;T[x]O;a)o[;Q0=onQetZo=onF :

Alors comme f(a)=0 pour ae[O;a)o] on a que :

op_
on =0
CD/\;:O SurZO

SUFXo

ou - -a%—» ‘a—ac;— sont prises au sens de .‘Z)(U,(H'(Q)). j ,on a A()@ELZ(U,(H'(QD ]

Posons Ai= g— 8a au sens de .'D(Uo( (Q))],
Montrons que /\( ,a,)=/\oqp,l,” .

Soit @eD({Us) on peut supposer que DU ).
a6 .00
A@/m 9>: _[UCD/()()( aa tda
_ (ae ae)j,,da

= /\040(9) Ao, (0)
Alors Al =Awp,, et donc /\l((p/(_)»)ELz[Uo;(H ‘(Q))J

_0z_0z_A,—
5 e Az=0 sur(

Notons z=¢,, ona %:0 Suro

z,o=0  surXo

Du lemme3.1 on tire que z=0 pp sur & .

Thése de Mathématiques Appliquées Q7



Par conséquent ¢,,=0 pp dans @ . C’est a dire que (p(t,a,x):O pour presque

tout (t,a,x)eb;T[xb;a))[xQ.
Par suite <p(t,0,x):0 pour presque tout (t,x)eb;T[xQ.

On en déduit alors que ¢ vérifie : =0 swZ

Il nous suffit alors d’appliquer le lemme 3.1 pour avoir ¢=0.Par conséquent

o(T,ax)=g(a,x)=0 pour presque tout (a,xk;oQ.
Cela contredit g non identiquement nulle .

4 controlabilité approchée

Théoreme 3.5

Sous les hypotheses (H1), (L3) et (Ly) le probleme

(P;.;) est approximativement controlable dans Lz(Q(u) al’instant T .

Preuve du théoréme3.5

Notons =[z(a)]'y ot ﬂ(a)zeXp(—Ty(s)dsJ et y est la solution de (Ps.)).

Par conséquent p est la solution de :

?;+% Ay=0" dans Q

d

(P3.7) aﬂv sur X ou )70:[7’(‘7)“0 ) ‘3=[7T(a)}lv et /ézﬂ(a)ﬂ

'%O’a,x(}:’\j/o da”ls (@]
)Xt,O,x):Jﬂj/da dans O
0

Comme uel~(0,w) alors pel(Q) pelX(X) et ﬁeC‘([O,a)])
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D’apres la proposition 3.1 ( P 3.7) est approximativement contrdlable . C’est a

dire que pour tout @°el{(Q.} et tout €0, il existe v.elX(X) tel que

75'.17(7"% Volrla)]

<&

./?( Q)

Mais y(T,vL-)—(poziz(a{j/(T,vﬂ)—(p”[ﬂ(a)]ﬂ pp dans Q., alors
ATy o] AT oltal] | <

{W ,vs%wr’[ﬂ(a)]»']: pp dans Q. car
ﬂ(a}exF{—jy(s)dsj <l.
Par conséquent : [T v: }-¢'|l< H AT v )-ng[ﬂ-(a)]_IH <e

o)

Ce qui achéve la preuve du théoreme 3.5

Nous allons déduire du théoréme 3.5 le résultat de continuation unique dont on

a besoin pour la construction de |’ algorithme donnant le contrdle.

Théoreme3.6

Sous les hypothéses ( H;), (L3) et (Ly), si p est solution de

-Ao p—A,O+,u,0=,3P(f 0x ) dans Q

P_y s
an Sur alors p est identiquement nul dans Q.
p£:=0 dans Q{u

A1,0,x)=0 dans O,

Preuve du théoréme3.6

Multiplions la premiére équation de ( P;.|) par pet intégrons par parties.

on trouve :

Ip(T,a,x)y(T,a,x)dadxz J'v,o,de

=0 car ;=0 pp sur Z.

Cela pour tout v, or |I” ensemble des états atteignables a I’instant T est dense
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dans [%Q.) . Par suite p(T.a,x)=0 pp dans Q..
De | tunicité de la solution de (P5.;) on tire que p=0.

Remarque 3.6

Il est bon de remarquer que ’on pouvait montrer le résultat de continuation unique, en

utilisant le lemme 3.1 et I’hypothése sur 3 .

5.Algorithme donnant le controle

a. Définition d’une fonctionnelle

Introduisons la fonctionnelle J, pour € > 0 fixé
g):%-JZ ,Ozdz +£ﬂgH— )myd(a.x)g(a,x}{aa’x

our g € ») €t p la solution de
pour g €L’ la solution d

—Aop A/O"‘/J( ),0 ,B(a)p(t,(),x) dans Q
sur X

(P38){ on g{
dans Q.
ta)x dans O

On a la proposition suivante :

Proposition 3.2.

J, est strictement convexe, continue sur L*(Q,) et J, G-dérivable en tout poini
e

(3)

g non identiqguement nulle. De plus 11m HgH >
lgg—>+e0

Preuve de la proposition 3.2

Nous allons d’abord prouver

- la stricte convexité de J,

Notons p(g) la solution de (P;)

Comme (P1.g) est linéaire et admet une solution unique alors
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P& 1+ &) =pg1) +p(g). p(Ag) = Ap(g))
Alors pour ae ]0,1[

JL.(ag1+(1—a)g2)—a£ (e Hi-a) le,) :5mag1+(1—05k2H—04/g1H+(l—a)}g2{J+
i leplehli-alles @3 -3 [ade B +l-alesfy b3

Af {b-ablnfy ool o
o [ ali-alele)s Az 4%

<1 [(a_l)aglrz rala-lg, }z sela-)f Pla )y Ales)s 45
< GG [l +As)s B>

<0 car ae]0,l] et g # g

- Continuité de J,

B

et g—»Lﬂ ya(a,x)g(a,xdadx sont continues de L (Q,,) dans R

Remarquons que g—¢lg
s . . 2 .
Nous allons montrer que I’application g—)& p(g)z d>  estcontinue

Pour cela faisons la transformation :

D =e'1’,0 ou A est un réel strictement positif. Alors p est la solution de :

;/}oﬁ-@%ﬁ@ﬁ = pla)plt,0,x)dans O
Lo sur X
on
7 oTaxke'g dans Q.
plto.x =0 dans O,

Multiplions la premiére équation par p et utilisons la formule d’intégration par parties

1l vient que :
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~1Hp( l' Hp((), "]\2”%”'5(' Jl +HVpH + H\//H/I'OH jﬂ p(2,0,x o dtdad

en utilisant I’inégalité de Young on obtient :

Pl 4plo.- I+ Yoo, Y4l ezl <Yt
+L g,ﬁ’ (fa \’}J’ra’az X

drou [9pl 2ol <o+

2

ﬂh
|L2(Qw)

choissions A> , alors on trouve que Hp”iz(w,)SCTg

et done ‘p”l,z(U,HI(Q)]SCHgHLz(Qm) @) .

Remarquons que I’application trace : H'(Q) 38 — B est continue de

H'(Q) dans LXT). Alors ’application Lz(U;Hl(Q)} > ppy €LY ) est continue i.c !

5lay:

12(0w ) -

< O‘p‘Lz[U,H'(Q)j

existe Cy € R. tel que

AlorS sz H,g(: )SCCOHgH

- (G-dérivabilité

Cela se voit facil

2i0,) &5t G-dérivable car LY(Q,) esi un Hilbert.
De méme g—> | yia.x)gla,xpadx , linéaire continue est dérivable

Il reste donc a voir la G-dérivable de :gl—-)%jz pz(g)z dy.

vz(@jﬂii%(&ﬁ:% L { Aervigfi -rleofs }z

- [ A8 i ofatie ] ple), ), aE o)

Ce qui nous donne en passant & la limite quand A0 y/(g g):J.p(j(J p(g}/Z

- . y 102
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On obtient alors

Jlevg ks Aaoly Asly dY - [, vilaxlelaxHacs
“SL g(a x)go ax}iadx

20l 2

I1 nous reste maintenant la partie la plus délicate.

- Prouvons maintenant (3)

Suivant [1], raisonnons par |’absurde

Supposons que (3) soit fausse. Alors il existerait une suite (g/.)cLz(Qm) telle que

lim
| >+

>0 ‘

g; H +o0 et -

Posons gp,zHg’H pour j assez grand et notons p; la solution correspondante de (P;.5)
J

pour g = ¢f

AN
Nous avons (gp?) bornée dans L*(Q,),alors de (4) on tire que (p;) est bornée dans L(L tHe)

Procédant comme dans le chapitre II on prouve que [/\Op/l est bornée dans
LU V).
On peut donc extraire de (qo?) une sous suite toujours notée Lq)?) telle que

0

¢, ~@'dans L*(Qu) ; p, P dans LAU :V) et Agp; >~ Ayp dans
LYUsV) .
On montre alors que p est solution de
—Ao p Ap+u(a)p= Bla)p(t.0,.x)  dans O
sur X
on
T.a,x =¢"a,x) dans Qv
1,x dans Q
en procédant comme au chapitre [I § II
103
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Remarquons que ¢° #0.

}v

En effet si ¢°=0, on aura 11 J(g ) lim{-l# Ipz(g/):dZ+g— J)u(oﬁ’dadxw

- e 5

25+lim{— J'y,,gp?dade :

Comme ¢)—> " dans Lz(Qm), alors lan} j‘yl,(pj’a’adx:O , et donc

J &)
Hng

Jgf’) ED

ou p(g;) est la solution de (P;3) pour g = g,

) e
oy );dz o

De la linéarité de (P3.g) on a que p{/( J p(g,
2] lel \

! p(gj):p[go/ ]:p/

Alnsi Jég_\,) ‘g:}'[ pi dY. +8—_[)myd(a,x}pf’(a,x)dadx

i il

>¢ ce qui contredit (5) . Par conséquent ¢°#0 (6) .

JZ p(g }z dy, +e- yd(ax}p (axpads

Par suite ~{

Alors

Pour obtenir (5) il faut que 1mHg HI P2 dZ soitbornéor [lim

Jo+

que 1m_[p, adx=0 (7)

Y imdan-sl
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Rappelons que !//:gi——)%_& ,oz(g)z d) est G-dérivable et que

v (sgk | Agily Agly aY

On sait que :
(«) westconvexe ,
(«) la G-dérivée de w est linéaire continue relativement a la 2™ variable g.

Alors west faiblement semi-continue inférieurement.

Ainsi comme (p? N\ goO dans Lz(Qm) alors li_mt//((p?kt//(gno) i.e

lim [ p7, 2[ p2dZ |

J—>+on %

Par suite de (7) on tire que qz =0 sur ),

On tire alors du théoréme 3.6 que p =0 dans Q.

Par conséquent go(' =() dans Q, : ce qui contredit (6)

Alors lim A&)

2E .
e el

l.a proposition 3.2 est donc démontrée.

b. algorithme:

Theéoreme 3.7

On suppose les hypotheses (H)), (L3), (Ly du théoréme 3.4 vérifiées
Soity, el(Q.) et €> 0.

2>&

On suppose que

yzl

Alors J. admet un minimum @° .

Si p. est la solution de (Ps.g) avec g=@°. Alors le contréle v=p.s est telle que la

solution y(v) de (P ;.;) vérifie H)’("IT)’yd

<€
*(g,,)
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Preuve du théoréme 3.7

. . . 2] . .
J¢ est continue, coercive et strictement convexe sur L°(Q,,). Alors 1l existe

un unique élément (ﬁoeLz(Qw) tel que Jg((bo)sjg(g) pour tout g € LX(Q,).
Remarquons que ¢,#0 pp dans Q.

En effet comme J (O%O , 11 suffit de montrer que 1’on peut trouver un élément

2o € L—(Qm) tel que ‘]g(goko

Soit g € L¥(Q,) tel que g =0 ppdans Q, et &ﬂgH—L ylaxlglaxHady<0. Une telle

leyllv<0

Admettons que Hy dH>5>O .

Considérons une suite (g,) définie par g”-—‘%g, n>0.

Comme (P;.g) est linéaire et admet une unique solution alors la solution p(g”):;g-p(g) ou

p(@) désigne la solution de (Py4) avec g = ¢

Ainsi

J g(g n>:‘2"17‘2 JZ p(g )ZZ dy +%H gﬂ—}% L{U y d(a,x)g(a,x)daa’x
= 1 Aes 43 e[, ylarklon bt

Comme ﬁ_[ Ag). d2—>0 quand n— +w alors il existe ny> tel que

&p(g d2<j yia,x)g(a,x Hadx—e|g]

2}’10
Donc en prenant g, = g, ona:
J(go e go)zl{ jp(q dy +<s|}g\|—_[ yila,x)g ax}v’ad\]
<0
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Etant donné que @o#0 alors pour tout 6° eL [ ):O i.e
$8) ng}z p(HO)ZdZ +H§5L°\ ngb"(a,x)ﬁ?o(a,x}ladx—\[_)m ya(a,x P*(a,x Madx=0

Multiplions la premiere équation de (P;.;) par 8 solution d'e (P;.5) avec g = & et

utilisons la formule d’intégration par parties.

On obtient que
[(Moy.8)dU+ [(VyV 6+uyOHO= [ v6: dx

<[ AT .axp’(axHadx- b, At 0xP(eOx Prdx+ [ (A 0y )dU+
[(Vyv o+ 1V Q= v6: d¥

oy AT Jaxplaxads— [ 60.0.x pra.x Hidadx+ |

[ (-ABy)aU+ jQ(vyveWe)iQ:& vl s dy )

Comme 0 est solution de (P;.g) on obtient que
(10) [(~Ag8y)dU~+ [(VyV o+ Ly OHQO= jQﬂJ{t,a,x)s»(t, 0.xHO
On obtient alors de (9) et (10) que

L{U y(]",a,xbo(a,x}z’adxzk vﬁ‘z dy, (11)

Choissions v:(ﬁ‘Z alorsona: de(11)et(8)

L y(T,a,x)%(a,x)dadsz& Ps O dy.

= H‘L [éoﬁola,x}iadx+L deOdadx
¢ 0] W

Soit L {)/(Ta x)-yd+8H¢ }Hoa’adx—o pour tout QoeLz(Qm)
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A~

En conséquence y(T’-,-)—yd:_gH%
0

=&

On tire enfin que Hy(T,-,-)—W‘F#%

Remarque 3.7

Si HdeSg ,on prend ¢’ =0 et donc d’aprés le théoréme 3.5 la solution pr¢’)

de (P ;.4) est identiquement nulle.

Posons v = p(¢’) /=0 par suite y est solution de

Q+%—Ay+#(a)y=0 dans )

ot 0O
' Q:(} sur X
\ on

J{O,a,x)=0 dans Q»

AOxEK [ pyda  dans O
Alors y = 0 car la solution d’un tel systéme est unique .

On aura AT }-yu|=|yal<e.

! 108
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Résumeée

Dans ce travail on considere une population repartie dans un domaine Q .

On suppose que cette population est assujettie a la mort ; a la narssance de nouveaux
individus et & fa migration a travers la frontiére .

Dans cette thése contrairement a la plupart des problémes de contrdle en dynamique des
populations on examine la possibilité de rapprocher la densité de la population d’une densiic
désirée. .

Ainsi dans un premier temps on montre I’existence d’une solution du probleme de
dynamique des populations avec diffusion a travers la frontiére :

oy Cy

[ =+ =Ap+uy=

at ca_ y+ =0
4

A%

A .—\)

Gy
'\/‘(O,U s\ ):] -}.fa ,.\')

)

' _\/{r,O,x)z( I,B(a Jvda }D[ fﬁ(a Jvda ]
On mountre de plus que 1'application v e est lipschitzienne |
de HZ) dans L(0,TxP.0lH(Q)) .
Dans un second temps on montrc que pour une densité désirée z,donnée il existe

un controle: ramenant Je systéme aussi proche que possible au sens de B(Q)de Z,.

Dans les cas linéaire comme non linéaire on obtient I’expression des controles optimarnx .
Enfin on montre que le systéme ([-4) est approximativement controlable a I'instant T fix¢

forsque D=constante .
Pourcela il a failu prouver en unfisant le théoréme de Hofmgren le résultat de continuation

q%héﬂ_A w=Kay(1.0x) sur O

z)

\ i1-4)

¢

| tnique suivante: si 4y vérifie le systén161 -F%‘:O sty X
Wr=0 surl
|

alors / est identiquement nulle sur Q

Mot c¢iés : Dynamique des populations .contedle optimal, contrélabilité, semi- groupe de classe V.

cone tangem . cone normal .plans caractéristiques .





