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Introduction Générale

( "Ill' IIln1lil\n' m\t Im'lIp dl~ COlIst ru in' 1111 t~t. d'f\( If'( IIIAt iOIl cotlsist l' " lit il iHPr
1111 ~tilllntl'ltr cl.. 1" loi dont 011 t~h~ l'njul'lh'lIu'lIt. Aill,.,i, II' cf'l"hrl' h~t dll
,'1 dl' Karl Pl'arson I~t f()JlIl~ sllr 1111 ~tilllateur Nf.III(,lIt ai("(~ dl' la dl'lIHit (l.

rhish.,~mIllITlPdc~ fr('(IIII'IICI~" Or. il I~t hil'II I~)JIIIII '1111' h~ l~till1llh'lIl~ li:--....~
dl' III dl'lIsit'" llpprod1l'tlt ln loi d~ ohSf'rvntiollH IWHlI('OIlP mil'lIx qlH' l'his
logralTllIIl'. C'I~t II' el\.," lIotnlllllll~nt dl':' N'tiIlUlhmn- 1\ 1I0~1\1I et II~ ~t iUlIltl'nrs
par pmjc'C:tioll (Bosq I",eontrl' 19~7)" AW*li, (lellt-OlI c~p(~n'r '1111' Il'!' h~ts
1L,.... wi/~ 1\ l'C~ I~t iJTInh~lIn- '~oil'tlt pllls pl'rforrlln1lts 'I"e II' t~t dn yl IISIH'1.
1\fJ!'iC1 (IH~!.) Il cOlllparf> pnr ",,"mlntio" II~ tc':St dc·I.c'J,!,luln~ (c'Œt-"·clirp 1(' h~t
hilhc'rt iplI 1ll~"" sm Il'H poIYIl{)nu~ dl' r..t~g"lId("(~ I~U tnllt q1U~ l'lysh\uH' Olt hOllor
TIlIlI) l't II' h-st dll ,,'1 : il COIIHt ntl' IR sllpf.riorit(~ 1111 tl~t ch~ 1A'gl'III\rI' IlIrsqllC~ ln
\1\rinrll"l' I~t plll1' grmllll' SC)1Jl'l l'n1tl'rnnti\''I' 'I1I(~ HeIIlS l'hypotlu\s(' 1111111'. Dalls II'
l'n.<; l'olltmi"' 011 lu'nt cOIlHid('rl'r qnf~ h~ dl'lIx I~ts S01lt 1\11 pirp ('(luÎmll'IIIs"
))11 poillt dl' \'lI(' thl'ClrilllJ(" Grpp;ory (1977-W80) n Nlldi(~ l'dficlU:it(~ I·t ropti
1IIJ\lit(~ clc~ t~t:\ d'l\(UlClnat iOIl. On t.("()lIVI' ('gnll'lIIl'llt d~ rl':Snltat.s ,.,111'" Ic~ h~I.s

t)/~"''S l'III'" II~ l~tilllnt('1I11o\ par pmjc'(:tiol\ (h'Hts hilh..rtiC'lIs) dRIIS BI~II (1978.
19~). 19~1. Im~:J. Imm. 2(XXl) Il'mlld Il'S vnrinhl~ nl"'ntoirœ lItilis('(,,:,\ dalls ln
stntistiqlll' hill)('rtil'lIllf~ sout indl>pl'lHlnlltŒ" C('ttf~ dnR.'iC ch~ tœts 1'01ltie1l1 Ic
ralllPllx h~t dll X'l . Il n ohhmll dœ r(~IIIt.l\I.H fillr la collvergencf' pt l'opt i
nmlit ~ R..'lYlllptot illllc de I~~ tœts H()ILf;j divcl'Sffl ait ernativœ. Glldin~H (1982,
1m~:J, 2fKYl) • l~lAln)~) (2tXYl) ct. GAllillh'R et I~laœol() (2(X)2) ont g('n('ralis(~

Imnilll'l dl' ŒS r~lIltnis nu (:a,.q dl'S vnrinhlœ al.....ntoirœ dl!pendnntc~. POlir
pffl'(·tlll'r 1111 h'f't d'ajlll'lh~IIlI·"t, cil! 1I0lllhnmSf'S IIINhcKlœ out N(~ illtmdllitœ
l't "'t1J(li('(~ (follcl iOIl de repart it iOIl crnpirill"C, <'St ilHat.iOlI dl! lA d('Jlsitf·, .. ,).
Dc' fIU:OII J.,r(·II('mll" 011 Ile P(~lIt 1)R,'l dirl' IIll'il existe IIne IIINhodc lII('illt'lIn~ IJlle
If~ l\1lt"~. nillsi dl~ 1I0llVMt.llX tŒtS f'(mt. P("()IKIfil~, f'(lil. phu; g"'"('n\lIx fIoClit pOllr
d~ rmllill~ pr('('is~ dl' luis. Ad llellf'lIIl'lIt de 1l()lIIhrell.<;(~ III'" hocll'!' Il 'l':'t imH
t iOIl fOlld iOIlIlC'IIC' cie ln dl'lIsit" !'IlIIt cl ispoll ihh~(voir par l~xl'lIlpl(' J) .. BoslJ et



.r.P LI'('Ollh1' [241). ('Olllm(' la IIIN !tode dll 1I0Jë\1l, ln IIIN !todl' df'S "splills" 011

d('S ~'ri('S ort ho~onall'S. DAns œt ff~ variN (, de mN !t()(h'S, 1I0llS avolls choisi

d'lit iliS4'r ln mN !tof1e d'(~timat iOIl par pmjN~t iOIl 011 d('S Sl'I'il'S ort hogollah'S.
tOllt d'ahord par œ qllf~ l'histogramme (I~ fr('(IIIf'IICŒ Cil ('St 1111 CI\.~ part inllipr
pt (Iollc. h' h'St ('()IIst mit. ,\ part il' d'lIl1 œt imnt r'lIr par projN·t iOIl g(~II('rnlis('

II' Il'St cln~.. i'lllP dll \2 (Ip P('nrst)f\. L'ill(~ 11(' ('OIlstmin' 1111 II'St Il'njlL''tt'IIH'nt
n....~)("i(, 1\ 1111 !"'StimntplIr pllr projf'dion Il'lIn pnrnmt'fre fOI1l'I;Olllld pr'lIt NrP.

all!,,,i ('II'lIdllf' ,\ ln fOlld ion dp fl''hrrt'So... ioll.
l.r trnvnil (tll(, nOIlH pr~'ntOlL~ relltre dnlls Ir' (:l\(ln~ g('u('ml 11(' CI'S ff'SI~

hiHwrtit'lIs. AilL';i, le prPlIIil'r chapitre fnit 11IIr' synt hi'~,,~ dl' l'N III le 1I1~ l'I'S
h'Sts '\li Cl\,... fies ol~'rvRt ions imlf.pen<inntt'S, L'dlicHcil(~ n....ymp!otiqlll" nilll'i
'IlIf' l'optilllnlil'' dœ t('SIs constrllits son! (otlllli('S I~II intrudllisHllt 1f'S Bot ions
1t':tItjIWf'IlI·.' fl('S hypolllf~'S pt ln pPllt(~ df' Bnluullll'. On f'Oflll'an' IIOlmIlJlJ('1l1
If'S t f'St s h ilt ~'rt ipns oht ('UliS ,\ pnrl il' dn sys!l\mf' 01'1 hOHorflllll cOllsI it n(~ par
h'S poIJ'lIl)m('S dt' Lt'gPllfln~ f't 1.. t('St tin X2 .

h'S df'lIxil\IIIP d troisil'-IIH' dlllpitn'S ~)fI1 1111(' s.vllthf~' n'IIIHlli('(' flf'S r('SIII·
Inls ohlf'lIl1s dam; lIoln' tllf'sf' :Jl'-Illf' cydf'. ('('S r('SuUnls ont fnit )'Ohjf't df'
ln S4l1ll11i~"ioll d.. deux nrtil'!l'S dOllt 1111 n N(~ n('(~ept(~ 1'1 II' dl'uxil\mf', SIlitt'
HlIX n'IIUlnllll'S d('S rpfpf('('S n N(~ rt'vi~~ f'l il fI'Sff' ,\ Il' ,'ompll,tl'r par dl'S

sillllllat iOlls. 011 cxnmin(~ dnllfol C('S dwpit.n'S I~ tœts sons div('T'Sf'S Illtemn
1iv('S (~l1Ir 1111 pf()(~IIH stntionllllire et. 1II('lnIlJ~{'mlt. " t.r'lIlpS discret. 1lf'S lois
lilllil('S ninsi qllf~ dœ vitffi"l('S d(' ('ollvergmlc(, (I"i ()('rlll('ttl'HI II'NII.li(~r lA ('on
\1'rgt'II(,I' du tœt ('()JJstmit f'()IIt ohteulIN;. Comllle Applicatioll, HOIIS fnisolls

fh" simlllnt ions Hnr 1111 pnw(~ns Allt0ff'Wt'So"lif <l'ordrr' 1111.
A Il qlllltri~mc dlApitre nOlis ohtellOlL~ •Il'S t h('()rl'IIlPS li III il l'S IImls le ca....

011 h~ ollf"(~rvRt ions f'()[Jt ilHli'pclHlantœ ct dans 1111 œpncf' .Ie Rnllndl pt pIns
particlIli(\fCmput l'(~(wx! CIO, 11. I~ loiR limit(lS Iles "tAti!'\ti.ln~ mllsid(~ri~~

!'Cmt Nlldi('(~ IInlll" CIo, 11 ('n lltilisllnt les !nWllllX d(~ .Jllill I~t Mnrcll." (1975)
nillsi '1"n 1(' comportpment <lu nivpall dn !l'St ('ollstrllit.

JA' dmpit fl" ('illfl t'St 1Ine pr(~pllhli<:nt iOIl (preprint) '1"f' nOlis HVOnl' ri'(lig('('
m'('(~ Il. h~lUl('('olo ('1 (~)rt (~ sur tœts de "IJOII- iIIf"IPII('I''''. Aprk Hvoir ('()nsid('r(~

l'f~tiIllHt<~nr df! ln fondioll dl~ r('grf'S.c;ioll r(:r),r(x) 7"'" EIl'/X"", X]IJ()JJS (.tll

lIio,,~ It~ t l'St d 'hypol h<'f;c Illllh! " r(:r) = (~ ...t(''' . C'('St-à··dil"l' qlll~ la \'l\riHhl"
nli'lltoirl' X Il'n pa." d'effet PIl mO}'P.nllc l'ur ln \'nrinhlf' nli'aloir<! Y. J)f~ lois
lilllil(~ sons divPfl'l('S Hlternntiv('S sont ohh~II1I('Snillsi qUI' dl'S ('()nditiolls n(,,:t'S
snin~ pt snfliAAnt~ (I(! (~OIl\'I'rgf'IH:(' du tl~t. n(~ Ri ..",lnt iOlls l'ont. illfli'l"i'l'S
pOlir illllstrer œrtnills rl'sllllnts.

Enfin. IIOUS N 1lIiiollS lllt ('hnpitre six lœ tl~Is 11011 (II1rll1l1N ri'lllf"S de ln 111'11-

2



~it" l1U\r~illnlf' d'lIIl prm'C'S<\lI!' ~tatjollllnjr(' ,\ tcmps cOlltillll. NOlis rnppr'loIIs

I(~ r(~,,1tllts ohh'1111~ pnr A.rn'Hay (2(WH) ~ur 1'(~til1lntjoll ,,\ tmllp." f'OlItillll

pm projf'dioll ortllf~ollal('d WilL" ('ollstrtliSOIlS d(~ tf~ts SOl1~ di\'''rs(~ nltf'r

IInt i\'f~.



CHAPITRE 1
Une synthèse sur les tests hilbertiens

pour des variables aléatoires
indépendantes

1.1 Introduction

[,.-, t(~t dll ,,2 d(~ K.PEAllSON 167\ (~t. tf(~ ('lIIploy(~ pRr Il~ praticieTl~

qni Vl'lI1f'Tlt ajuster fiNI Ollfw.lvntions 1\ ulle loi dOTlTl6e. L'alff'rtlRtivp d'U\l tel
t(~t I"f~te vague dnns l'(~prit de l'utiliAAteur. POllrlHTlt la st nt i~t iql\(~ 111 ilisl'(~

('f)m~poTld A 111\ choix hieu prœis df'S hypotl\(~ Tlo el /lI; nlll'si. ('TI

flliSHTlI \'1lri"r ('f~ hypot h~~. ou P(,lIt ('onst ruire tout(' mie ('!1ISSP tif' t (~t s dn
m"'rrJ(' type qlJ(' le tNOt (lu X2

• I.ffl t~ts de cetf.e da..,,"(~ H('roul Ilppf')(~ "t~tf;

ltillu'rt i('us".

POlir IloTlon'r If' (~lIt('Tllliw dll fn 1IJ('11X nrt ide de Karl PeSll1«H1. ml colloqlle
illtpnll\tioTlll1 ("IlItM"lIlltiouul workshop ou GoodlU'ss of fit 'n~ts nud vnlidity
of mo(I(-h, : GOF 2000"), nnqlld nOlis f\VOIlS n:;."isf{~. a N(~ organisl' ù Pnri!'
,,~ ~l. :lO f't al IIIni 2t.xn O:~ col1oqlle Il I)(~rlllis (h' dM'h~r ln p"hlif'Rt ion de
l'Ilrtkh' .1(' K.P(~)IJ (1857-1936) ct fnire le poiut sm 1('S rœherdu"S port.nut
~lIr h~ mN ho(h~ fltat isti(I"Nl li(~ A la rnodNiHat iOTl et à la \'Hlidatioll d("S
U1odN('S (plus df' MO conunnnientious ont M(~ fnitf'S).

L'nrtic\f' initinl cOrllltitllP UIlC 1IIl>f hode pmpoH(!C pllr PellJ1'()IJ dRIL" h'S
Slltrl/"(~ 1~!H-19()(} pOllf ~nclre COUlpt (' cl(lS d()lIl1(n~ de tOllte lIat lire. AP"~
llvoir ehoisi la fonne fonctionnclle g~nllmle de III " ('ollrhe" de frl~qll('II('('

(h~ dorlll('('S dont. il s'agit., ct. dlltefmillll lœ "colI!'tnnt,f'H" (Iollt c{'tte comhe

'\('IK'JICI. il ('f)JI\'ient dfl jUS';f'r III qunlit~ de !'l()JJ njustement 1\ ln IInt ""~ df'S



CHAPITRE 1
Une synthèse sur les tests hilbertiens

pour des variables aléatoires
indépendantes

1.1 Introduction

(,.-, t(~t dl1 ,,2 d(~ K.PEAIlSON 1(;71 ('St. tn":!' ('mpl(Jr(~ Imr I(~ pntticiell!-l
qni Vl'11!l'llt ajtlst~r dœ ollf>Crvntiolls 1\ IIlle loi dOllll(~~. L'alt(~rttHtiV(~ d'l1ll td
h~t "~t(' VJ\~tI(' dnw~ 1'('Sprit. de 1'tltilisatetlr. POl1rtnllt ln sf nt il"f iqlH~ I1t ili~'(~

('()m~p()lIc1 A 1111 choix hien prœis dl'S hypof I\(~ 110 et /lI; nlll"si. "TI

fni~lIlt vnri('r (,('S hypof h~'S. on pellt ('Ollst Ttlin! tol1h' 11TW dH.""'" d" t ('Sf Hdl1
""'111(' fypf' (I"e I~ t~f (lu X2

• IA'S tœts de (;(~tte dn.""e H('roTlt nppplr'S "t~t~

hilh('rf i('T1s".

Pour hOllon'r le (~l1tf'nniw dtl fnlll(\tlx urtide (le Knrl P(~I1I1«m. ml coll0'lJl(!

illtpmntiollnl ("llIterllnfionul wurkshop 011 Goodll('ss of fit 'l'N;fs und vulidity
of 1I1()(lds : GOF 2000"), nllqtld IIOUS J\vOIlS n~"i,,;f{'. a ('f{~ or~allis(~ Ù Pnris
I(~ 29. :lO f't :n IIIni 2tXIO. O:! ('ollo</lH' H IM~rlT1iH dl' d'Ir'href ln pl1hli('~f ion de
l'nrtidp df' K.p(~)Jl (1857-193(;) ct. fnire le poillt sm I('S r('dwrdu'S portullt
sur I('S mN IIlMIl'S f'tat istK1I1Nl li(lffi A la UMM l{>Jisat ion ct A la mlidntioll d('S
IUo(IN('S (pll1s li.. ~) ('onunllnicntiollS ont M6 fllitl'S).

L 'nr1 id(, initiAI ('onstitJl(~ ulln 1II{>f hode pmlH)H{!C pur PenJ1'lH! dnns lœ
nllllk'S 1~91-19()O pour rendre compte tl(lS t1oIlIlN'R de tOlite lIafllre. Apn's
nvoir dloisi IR (onne (olldionndle g~nl!ml~ de ln " c011rh~" de frl~llwllœ

d(~ d()nn~ dont. il s·l\~it., ~t. dN~rlllilll! lœ "eonstnnt.C'S" (Jollf Cf'tte t~ourhe

"{'lM'lIl!. il (,()1I\"icllt de jup;f'r lA qllnlit~ de Hem njul'fclIlellt J\ ln IInt 11f(~ t1œ



ol~'f\,\liOlls conl'idfr('('S. O'rlains dc~ t~IH de ln dnssr~ 1IIf'lltiolln('C pins IUllII
onl N(' NlI(li(~ pnr .J.Neymnll IH;)I d KNndnrnjn [n21. Dr':'! If~ts nnl\lognl':R
0111 {of(, ('gnlf'lw'nt NlIlli(,:, pm Bic~kd ct no~c~II1>lntt lUI.

PllIS r('('f'nunc'nl. C.Gn-gory 1~()A71 n N lIdi(~ 11\ th('mir' d(~ grands ('(~Imll

1ilions pOlir h~ lJ-sI nt il'l iqn~ (~t 1~ts d 'njnl'l (,Hu'nt, ninsi qlH' Hur 1'('f!icsU'
it/' ('1 l'oplimnlil(~ d(~ 1(~I!'l qnndraliqw~. I.J'.!' r(~lIlt;.,ls Oht('llllS Hont IIliliHl~

pOlir dN('rlTlilU'r l'pflkllr'Ït(, nsymplol iqll(' n'Inl iv(' pOlir I(~ 1r~1 s HI nI isl iqm'l"

portnnl l'ur df'lIx nU'l4I1~. J)f' pins. I~ 1{~lIltl\ls dl' Gr('~~or~'11f)11)f'ml('tt('nt

d'ohlpllir d(':' t~ts n.<;'ylllptoticlnc'lIu'lIt optinu\1Ix.
Ln plupart d~ re"snltl\ls Hllhlis pOllf I('l" tc'l"t~ hilhf'rt i('IlS ,.,.mt. clns 1\ D.
Bo~;( Il H ,1r;,W.17.18,19.2:J].

Dnns Il~.15,Wl on Nn(lie nne dn.'''<l d(~ tr~IH non pnrnIllNriqll(~ hal'(~

sllr cl(~ sI I\t isl iqlJ(~ qni ,.,.mt d('l' lIomu~ hilhcrrl iplIIJ('S. Ip fmw'lIx 1('St dll ,\'1

fnil partip dl' cptte dn.".;(~. J)~ lois limitr'S sOllt fOllrnies HillSi 'lm' d('S vit('.1'.';('S
df' ('OIl\"f'fgPllc'C' fini pn'eÎsc'nl Ic~ ('omport ('mPllt a....vmplol iqll(' cl(~ f'lnt isl iqll~
nI ili~. (~ vit~r':'! cie (~mverg('II(~e permettent. d'N,Iuli('r Ic' cOlllportelJlPnt
n.o.;~'mptot iqw' d(~ tc~ts (~)IJ....t mÎts.

DnlL'; [17,181, lœ r('SldfJ'\t~ oht(~lIns dllllS [14] SOllt IItilis(~ pOlir Nndil'r la
loi 1im il (' df' 1/\ st nt i!'lt iqnc de t ('St pOlir lœ h)l)( lt lu\:.;c'R I\d.in('(~nl (~ 1\ l'hypol h,~('

111 IlIr'.
Dall!'l Il 9], I(~ ('IL" d~ t~ts .111 .\ 2 g(~II(~rnliH('S ('.!'t ('II\'isng(' l'f on 1r'S ('olllpnf('
11\'('(' 1(' tc~t dn \2 pnr dl'S SillJIIlntiollH,

DIIIIS 12:JI c'SI a1>of(l/' le pf()hlc~JIIc' .If' l'c'flkadtl~ locnlc~ d('l4 lr'Sts cl'ajnst('III('nt
pm l'ut i1isat iOIl de ln pf'nl(~ dc~ Bahnclur(cf. Nikitin J!)!)5).
AillSi, (1/\lIs CI': dll\pit ff" nom; pr('!"icmtolls 1I11e s'yIIt.IIf\·"~ sur Ir.... t ('!"il HIl ilh(~rt Îl'I1S

('II IIOllS I\PPll)1\lIt sur I('S N 1I(1~ r:i-(I(~lIs JIIf'lItiOlIll(,('l4.

1.J' plnll de 11\ Huitp. rie œ dll\pitre ('St Il' slli\llllt :
L'(-tnd(' ~~"II('mlc rlœ h'Sts hilh('rtiClJ.., ('St dfœtn(~ dnllH ln HC'('t iOIl 2,
Dam; la 3" ~·t ion nom.. N.lleliollR le (:l1R où I('S hypot h~'f'R sont. neljllc('J1t('K

Ln s«:t ion <1 œt cOIL-.ncrec A 1I11e cOlIlpnntiROu par Hirnulat iOIl nve(: le t ('St dll
X2 c~,<;iquc. Eufiu dall..~ l'apP('lIelice nmL"! rappc1mlH titi r(~lIlh,f, fOllclaHlc'f1t.al
pour l'Nlleie n.";ymptot iqll(~ r1CH h~ts hilhert iens : h~ t h~)n\lIl(' (I(~ SazoIlov.



1.2 Tests d'ajustement hilbertien

1.2.1 Ù~ données du prohlènlü

Soit (Sn )n?1 1111(' :--l1it~ (1(' v.n ind(~I)('lIdnlltesel de lIIl\me loi, dNilli(';H sur
\(' lIIl\nu' (~p1\('(' prohnhiliHé (n, A, P) pt " vnlpufS dOlls l'~po(~ lJu~umhlp

(/,;. H) : on du'relu' " ..~tpr l'hypot lu":Hc Ho : "la loi (~)JJIIJIlIJI(~ d('S Xi (~t l""
('(' prohl(\lJlp (~t N IJ(li(~ !o'()lJS di\'('fSes nIt ('rnol,iv(~.

1.2.2 Test cI'ajllstclncnt utilisant un noyau dc dÎlncllsion
fiuie

1.2,2.1 Loi limite et vitCR~c de convcI"Kence d'ulle stntistiquc hilher
tiNII1f>,

L'(~Il;\('P /.'l(II) NJlIII Sl1ppO~~(~ dp dilJl('llsiolJ al1 moins ('glllp ;\ k (k > 2),
l"oJl~id('rons lIIl s~'sl (\IJlP ort honornml ((' ... .(~k) dnns T, '1 (" ), av('(~ (' 1 -- 1, pt
POSOJlS :

"
K (:r. f) .,- L ('j ( l~)r j (t). (x, t) (~ /.;'1

j )

K(.,.) Nnnt \.. 1l0YHII .1.. l'Œpl\(~e v(~dorj ..1 F':k (mg..ndrl~ par (r),'" ,('A)

('onsid('rons maint enant ln stnt ist iql1~

n

Tn (.) = L K(X;,.)
i 1

SOIIS l/n, on a

k

1~(.) = n(1 -J. LÛjn('j(.))
; 2

Oli

Nons ll\'1l1lS d'ohonl h~ rffillltats SlIiVlUlts :

7



Pn}p()~jtjon 1. .e.,'i /fI /oi tir X j r ...t l'. alm·...

1. /,(1 ".fI

c:; ( ) ... I/'l ('1' ( ) )'·n·:-::1I n·-7/

Irnri rfl loi d,m." /,'1 (Il)"rr.~ uJlr 'UI 1, !1(Ju...s;rmU', rrTl/frr f'l dr m(lmr

"lJfmf t'tif' d,' ,~"'m-um"" 'l'If' :

l((X ... ) _. EI/((X l, .)\

k

Z = L Zj'~j (.)
j 'l

0,) 1",,, Zj ."fli7'Nlt tir." loi.. flonllal('..~ rl'ufrrr.'f miuitr.'f iJldf"Jrful'lfltt'.".

:/. Il Sn (.) 11 2 lYJfJ,wfye en loi 'lef','f Q , mi. Q .~fLit ufIe loi du \' 'l (} k-/ d.l

i. Si dl' "lu...

(J/or,'f, potlf' tout n ~ 1

Slip 1P(IIS,,(.)II'l ~ Il)' 1'«(J ~ ,,) 1
oEil '

j)NlJOrL'ftmlion. Ln loi limite (~t. ulle cUII~luenccdirt~d(' tllI t h(lor~lIle centrnl
limite <lnns llIl œpnœ de Hilhert" et tllI fRit. qlle ln tnmsfonnotiml pnr tIIW

fOllct iOIl ('Ollt iUlle prNwrvn la COllverwltce ell loi.•



Pour la vilf~~ d~ f'OIl\'('rgf'IW('. on n nppliqll(~ le t h('fm\"If~ (Il' Sazonov (voir
nppf'1I1 1if'f') 0

UClluuquc:
Si ln loi ('O""l1\lIIf' (les Xi est une prohnhilit(~ 1.1 tell" (J,,'il (~xif'te .i C {2. ook}
polir If'qllf'l f'j soit ll-int(~rrnhh~ ct d'intl'grRle non nllllc, RIon;

l'llf'frd ln loi rortf' d('S ',-l\Ilfls nOlllhn'S pf'rlllf't dl' din' qllf~

(lin of ('lir.' f 0 , lUI

NOIl~ 1)fIlI\'nllS Hlllilllf'nnllt ('ollstrllir" 1111 t('St hm.;(' slIr S,,(o).

1.2.2.2 Con~trlletiondu t.œt

()II \"1"lIt tf'!"ff'r:
/Ill : "In loi df'S Xi ('St. Il''

("0111 rI' IIdk) : "In loi df,}; Xi f'!'t 1lI1f~ pmhnhilit6 1/ tf'lIe (ItIf! / ('jd" ('xiHf(~ f~t

l'St 11011 IInl1f' pOlir nll H1oill.H 1111 j E {2,·" "k}",
Nons m'olls VlI '1111'

SOllS 110 :

SOllS II, :

le

IIS",.(.)II'l = ft L ti~" -- +00
j '1

le

11 L tif.. > t1J

j 'J



Soit 1l1ors,. Î-In.Il et w If'! 1(111' P(Q > m) -::- n. Alon; h~ I(~I d(~ ln fonJl(~ ci
(h~<;lIs (~t R."ympl ot iql lf'IW'1I1 de IIi V('/111 ft.

Dl' pills. SOIlS rhypoth(~~ 111111(' on Il :

Ir

1P(u Lir~... > fil) ft 1- O(ljJtl)
j '1

1. ('ollsidf'wnsllllepnrtilioll (/1 ..... ,Ad dl' Et('lIeqllf'1'i -:- P(A j ) >0,
pl 1.. 1'.\,!"I(\III(' ort hOIlOTlIInl dllllS l}(/.) df'fini pm :

qn i f'lIg('lIdre 1111 (~I»\C(' v('d orif'! dl' dim('lIl'ioll k pI ('Olll f'1I1\11t I('S COII

sl Hllt ('S. Alorn

le

2, On NHhlit qlle h~ test n L (Î~n > 1I)n conVf'rge si (~t S4'ulpHlellt si
j '1

rI'n _...--t ·1 x et "'n/n --_.• O.

HnppdOJL'l (111'1111 test ('St. dit. cOllv(~rgeJlt. si SOli niVf'Jtll ft" tC1U1 V('f!" 0,
ct sn plljHflaI1C(~ 1'n(V) tend vern 1 pOllf tOllh~ loi v de' l'a!tcnmt.i'm.
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1.2.3 Cas où le noyau est dc diulcnsion flnic qui varie
avec la tnille de l'échantillon

1.2.3.1 Vites..qe de conYeJ"Rence

()II ('()nsi(lpn~ 1111(' slIite .In SYl'lt~lIIN' ort hOllornu\IIx ("j", j ?- 1) dalls /.}(,I.)
t ...I1f' qll(' "1" = 1. " ~ 1.
IJf~ 1I0YUlI /(n l'f'fI\ dl'fiui par:

Ir"

K,,(x. f) ::::-: L rjn(x)rj,,(t); (x, t) E Ex B, " ?- 1
; 1

lim J.' .. ---:c fœ
fI -..-.,...,

(·t 011 l"N'

On " I(~ rl~lI ft nt :

Proposition 2. Soit IJ III loi dr.'f Xi cf. .'foit Qn UfU' .mil(' dl' tU). ,. qui .'fui1'f~nf.

d,'''' Ini.'! du , 2 dont Ir.'f df'qf'f.'f d(' iib("'ff' t'f.'fpœtif'f tlflll'nf. (1.;. -- 1). Afl1'."

!]f'!!.!Q?1M.m!:jgu. Ln PWlIVC lIt ilisn ln t h('()r~lIle .le Zn;rAUlov.•

11



t. Pour t~tf'r l'h~l)1)tl)(~ HII "Ln loi cl~ X; c~t 1',011 PC'llt lit i1isc'r c'lIeon'
1111 t c~t c1c~ la forme

~'l
ft~ il}" > "'"

L'I\\tc'nUltivp. IIdkn ) SPf/\ , par c~xpmplc~ , l'c'llSC'lIlhlc' c1c~ lois Il tpllc~

qll'il pxistf' 11IlC' s11itf' c1'c'11tic'rs j(1I) pcmr Incl,,('lIc~ :

2. Si ('j" :-:- rj, " :> 1, j ? 1. l'nltC'nwt iw l'f'TH )'PII~pmhlc' c1c~ loi~ Il tC'lI~

qllP, pOlir aH lIloins 1111 j >. 2, ,r "jdl l c~xistc~ ('t soit IIOll 111111('.

Hdkn ) conlipnt nlors tOllt(~ les lois ( cliff(~rc~ntc' dC' l') CJlli nclulC'llpllt
1111C' c1c~IISit~ appnrtf'JI1\1lt ;\ 1./(11).

1.2.3.2 Convergence du t~t

011 ~"ppc~ c1Jms Cf'ltp. pnrtic q1J(! :

r j .. ~ r j, j ~ 1, 71 ? 1. pt qno les rj sont 1111 ifor III('II lC'lIt ))orl1(':'.

lin __ o. •00 pt

k~/,;n __ o. 0

AIon< on a la propclHit ion !olllivnnte

Prop~ition 3. 1. l'our tlflr Ir. fr/Il f'.Oflf't'ry,r , il r ...f urt'r.'? ..n;n: d '''''iTi...nTlf.

'T'rr 1'0", (Jif :

fIln .- lin
....• 100

,fl.;.

"''1/11 ...• f)

12



!:!. Hi Il (' li1(~',,) (,.,,( (('ilr (PU" T'ml?" TI (J.....·wz qnmt!, ou Ili( :

ml m (· ...t ml ('ntier rlOllU~ ,"fl1~ri('ur r} l, alor... ln ('OfIT'rf'Ql'1l1'r dr la
1IUi......mlf'r r~t uni/onur ~flr Il rll' ... f/flP. fil" _... t 00. I)i'. 1,lu... :

1.2.4 Cas d'lllt noyau fixe ùe dirnension infinie

1.2.4.1 ~ donn~ du prohlème

1""
K(J" f) - L ~j('j(J~)('df)

j 1

l\VI,('

JA'S (,. j) (oml('nt. lin Nystf'n~ orthonormal daw; J.} (,1), et. In COllvp.r~(mœ

df' Lpi ~jCj c>o Cj El lien I\n SfmN (hl L'l(" c>o ")

Enfin, on "llPI)()f;(~ qlle

Nllp 1(~j(x) 1= M < 00
7~";J~1

1.2.4.2 VitCMC de convergence

Pnl(lOAition 4. a) Hi la loi dr.If Xi (~.~( ", a/or... :



1. /AI .'1U;(r. dr. ". a. hil1wrtù',mr.'I :

fi?!

/'Of1f'I'ry,r. ru (oi "("','1 U1/.r ". fi Z Il "(1(r",'.'1 dn1/.,'I /} (" ). .Wnt.'1.'1ir1/."p, I/ont
('oll1''''f rUT' dr mm,;'(m('r (,,'If nolui dr I( (XI, ,) -1. Z tlflmd "nr. ,rp,t,'Ir,,
f(Jf,ou tir (u JOf'Tllr :

1ro

h """' L ÀjhjP.i(.)
j 'l

mi /r.'I hj .'w"f dr.If ,'miaM,'.'I f/"",'I.'Ii",,,,r.'I ('('"f,fr.'I ,{y/uif('H ifldl'T'I',ull1"f('.'I.

~!. "Sn ( .) Il '1 /1//",('( ,,,, (' loi li""f(' do"f (" J(mdil/fI ('(""11" fTi ,'1fif{fU' ('.'If :

l ""!/l{f) ---: Il (1 _. 2iÀfn' l 'l
, '1.

. no

• '1 '1. ~ '1. 'J.(IlS" (.) Il .---. Il hl! .,- L. Àj h.i )
j '1.

:1.

"(fI)"< I( À2/~ +1(.--
-- 'r(n) 2 r;;

Vil

• '1. f§2 ..j21\ 1 = M +(3 + 2 - + ---
11' 11' 1 Àol FI

1<2 = 3CoM

,",'1.
Àr(n) = L. Àj

j r(n) Il

li", du)"'" ·foc
n ...-..... ~ f"O

14



b) .....j 1".', Xi .rmit·rnl tmr loi '" I.dlr qur .1 r jdv r:ri,'llr cf, r,'l'. non fmll" pOUf'

'lU mf/in.. 1111 ""lifT j ? 2, alm','l

/ }lmf/!!-..l!l~(!!)lI. EII,! pst ha."''(· sur l'lit ilisnt ion dll t h('on'lIIP df' S:WIlIIIl\". Voir
[111 p 1;\··21. 1

n('Itln"l tiC :

La "Oll~t rlld iOIl d \1 t~t ('St allnloglll! 1\ (,f'IIl! d li ('J'!, pr('('('( h'lIt .

1.2.4.3 COIIVC!"KCIICC d.. t~t

Prop()~iti()11 5. /,r 1('.'11. (/{>Jilli 7H,r

1IIn
fIIn ---.. 100 d - ----. ()

n

l )(mm.1-''..{m(!!.m· On nt ili~ ln propŒitiOIl 4. 011 dlOisil r( Il) d(! tl,lI,' ~1H1 f' qllf'
I,~ df'lIX IIH'lIIhn!S d,! l'in~gnlit(~ h!lIdellt vem O. ))l\Il~ C(~ cOlldit iOll~ :

POlir l'N lIdf' d,! ln pllis.-.anœ. l'loit v E /l, p..n), d soit jn ~ 2 tpl ql\('

J" Ind" f 0,

<. 'OllIlJl('

on n nllssi

Si PI'n

11
...• 0 on ""rn. pOlir n '\''l!'(Vl ~nlld,
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( III t 1101111('). f)'OÙ

• '} )' 1 1(J in 1)P(II" ( )11- < li' ) < 1 (1 (1 <é _.:._-
• Il'. Il -- Jn ll ' 11/

'1
.,,' ( 111 )'ll< - ---- ---"10 111 -- t 71

pnr ('OIls('(IUf'lIt 1'n(l/) ----+ 1. 1

nJ'lIInrquf'.s :

EII lit ilisHnt ln propo:·;it iOIl 4. Oll voit ql\(~ I(~ niv(~l\u dn t~t tl'IIII V('Il' n,
d plus pr('('jsl'lIIPllt qlll~

"-;:\ r(f1)1
nn = O(1/"'n + 1\ ( ) + r.:)

rn v"

l'Ill' f'xf'lIlple, ponr

>'j = O(j'l). 1 > 1/2,

011 oht iellt

On :-:- O(] /71 ~~Tl )

Olll('('rnllnt. la plliH."\HII(,(', Oll n 1- lin = O( 1/ tl).

1.3 Tests hilbertiens sous des hypothèses adja
centes

1.3.1 Les données du problème

Soit Milne famille de prohl\hilit.l~ sur (E, B), et. Il E M, 011 s'intl'l'f'.R"4:'
nll t ('!olt



POlir l"f'Ia. CIlI ~, 1I01llu' III1C~ Huite, "n E M,; fi 2: l "acl.il\cC'lItc~'· :, Il. C'II 1111

~"IIS qlli Sf'nl pr<'('i:4~' 1I1t{'Ti'~lIre/llellt,

Soit {~al('IIIt'IIt. ({X If,,··· ,X""' n 2: 1) IIl1e Imite cie !-ll~I'H'tJ("C~ clc~ vari
nhlt'!'l nl"ntoire" illel{!IK!wlnnh" et .It~ loi 'In, .1l'fitlic'S sur 1't'Sp1lf~.! prohahilisl!
(O,A. P).
1.1' ,'omportC'ltu't1t ,,,symptotic(l1C! cil' Sn(.) n N{! NlICli(' pr{'('{xlell1l1wllt IOf1'(llle
la loi clc'!" X; ,'St Il C)lI mie loi fixe cl,! III cont re hypotl)(~f'.

ki, ou sïllt ('f('!".<;('fa ,\ r N nele .I.'S pmpriN{'S R.sympt ot iCI,It'S loca If'S nll voisi
linge' ch~ rhypotl1C'~'4'! Jllllle,

1.3.2 Cns d'un noyau fixe de dhnension Onie k

1.3.2.1 A.ljAcencc de l'n

"n ,~t ditc' acljac'C'ut"" Il si It'S el"IIX ('ollclitic)fls sl1ivlllltC'S SOl1t \'('l'jn('(~ :

Al

C'OIl\'prgc' clnlL'oI E', le HOIl~ t'S1»lce cIe E orthogotllli A 1, nvc't'

A2 : L'op{'rntellr de f'ovnrinllC'p ch~ "n, lIot{' l'''n' COll\'f'rgc' simplemel1t
\'('t~ l'jc It'Ilt it (> el.' E'. c't'St ,\ cliff' :

1.3.2.2 Loi limite de 115n (')11 2

PnJ~iti()n O. Si A 1 ri A2 .•ont. t'~rifiN' .•, ,ùor.'1 on ft :

n n

PI· 1/2(2::,·.(X;n),·'· , 2::"1'(X;n)) -ë·" (V. 1 'JI,'" .th 1 .rd
; 1 ; 1
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0,; (li,,··· ,Uk ) ('!Il ,m fc1umtilioJl tir. N(O, 1), d. (1'''''' .1'k) ('!Il ln limil(' d"
\1". (U'f,(~

f" 7ltlJ' lfl ,'1uit(' :

Ir

1\8n (')1I"·E.. 2)Uj +l'j)''
j 1

!lf!!~P'l.!~!.!lli()n, NolL'~ (1011110111' I(':H gralJ(I(~ ligll(~ d(~ œttp P"'II\'I'. 011 nt ili~('

~1I('f'("S,<jiv('ml'lIt If':H Hap(':H Rllivunt.('S :

1) AI ('t. A2 imp1ifl'1l'nt ln f'onVM'f~tmœ flf~ Cv.. (mat.riœ fil' VRriaJl(~'.S eo..
\1\rinll~ dl' Un = (Uln ,· .• ,Un)) Vl'I"'R J,..

:J) IAl ("()II\'(!rg(m('(~ Pli loi se cOIISP.rve l'nr continllité.
POlIT Il'S dN RilH, "oir [1 MI p.7-8

•
RernllrqIle :
118n (.)II" mllvl'rg(~ vl'm IIl1e loi dll X2 c1(~œlltr(~~ l\ k d('gr(~ dl' lilll'rt(!, d01lt. 1('
paffin"'t"~ dl' d(>(~lItmge "'\lit

" 'l' r·. ",\ =111' Il :-:: }.~~~~ " Il. ft (3:, .)d'/n _. J Il

1.3.2.3 Efficacit{' n.~yrnJltotiqlledu teRt

Soit () <: 10, J1. Sous AI d A2. In pllissmJ('(~ dll "':Ht dl' ""'('nu ll."ympt ot iqlll'
ft S '('(~rit :

l~,(k) = P(x 2(k, ,\2) > X?,)

où ,,?, (':Ht «INini pRr la relnt iOIl

Ir =- P(X2(k,0) > X~)

IH



1.3.:l COlnparaison avec le test de Neynml1-Pearsol1

()II !'il' dOllTu' lITlr' ~lIit(' (Ir' pr(Jhahilit(~ Il,, .1(' III forJJu':

fil' fi" ( //(") pt /',. (~ U l,

1)(~JIlS

n

01\ {'IWOll'

~[,-l']' ('n Il Il'1\ 1 \ Il ( ) II Il'1]1 / FI fi t·"2 !In > :y l'n oy "'"l !ln

01\

JJ' t(~t (~t d(' ni\'('ml n,-;ymptotiqm' u e]n,ll ~i

1\\'('('

l'(N(O, 1) > Nn ) = U

Si I~n -". I~. nl()~

[ l '1 21
UJn --. (,XI' No 1 - 21 e

Si ln rdnt ion (1) Œt ~rifi(~, (1) peut dlOrd)(!T ln plli~\I)c(' a."Ylllpt ot iqllo d 11
h~t,

SOll!'i ln ","itl' d'lIlh'mnt i\,('.S. 011 fi

1[ 1 ( Cn 2:y c;: 109 "'n) - 2119nll 1 --) N(O, 1)

lU



alors la plliss1\III'P I\."yltlpt ot iqlll~ ('!'t ln Iilllit (~ IIp

1 1 ('n 2
PIN(O,I) > -I('~ /OY(Wn ) -- -IIYn Il ]]

l' ,

011 l'III'OfP la lilllitf' Ih'

('n 'l
PIN(O,1) > !In -- -11!lnll 1,

Ln limi"! appartient ,\ 10,1[.
Si ('n--- I C, elle VRIlt. nlors P(N(O, 1) > Nn -- Iry).

Si ('n ---. 100, alors ln pltil'."I\IICfl 1111 tl~t n"'YTTlptoliqlll~ I~t ('gal(' ,\ 1.
Ilemarque:

L..., tl'!'t hilhl'rtien <1e noynlt fixI! et dp. niVl'J\lI Il."ymptotiqlll' Il E=jO, I[ n lInl~

pllissnltl'p I\.<;ymptot iq11l~ (~tli VHllt nll ph!.,; PC,2 (k, ,2) >'( ~)

(('t'f'i pOllf l'n= 1,'" lIf/nl! ---+ ')'2). L 'l'rTil'lU'il(' a,<;ymptot i'lll(' d'lIl1 tl!1 tI~t

\'n lit dOIll:

Cn... part Îl'lIli('f pOllf k = 1. COIIIII)(~ Xn = No/'l. il vi<'lIt fneill'IIII'lIt

PIIN(O, 1) ---,1> Nn/2 (O, 1)1
c= .
. P(N(O,I»N,,(O,I),)

1.3.4 Cas d'un noyau variable de dimension finie

On ~ donnp. ici IIII~ flllif.(~ (Kn , fi ~ 1) d(~ nOYHIIX dl!fillis pI)Hitir.., dp. rall~
~pl'dirs ~~n' <:'rst. Adir~ :

le"

Kn(x, y) = L Cjn(X)('jn(1I). (3:,11) E B'l
j 1

l't ('(In : ==: 1.
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1.3.4.1 Loi limite de 118,.(.)112

Pro~JAiti()n 7. Hou.If [r.If mudifioJl.If .lfUi"tlflf,r.If

1.

2.

.'/.

lim .quT' 1 CVn -- h n 1kn x k n < ]
n--. _no

At ~ Allp Hll]) 1 (';n(X) 1<100
rO'; I~;<kn.n> 1

"lm',,! lin /1

118n (')11 2
- A;, __ • N(O 1)

.j2kn c '

j)Nl~gl1.lftmiion. voir [18] p 30-:J2 •

Remarque:

1. Si l'hypot h~~ 2) dp 18 propoRit ion d dffi.,tlR (':St n~l1Iplne(~~ par:

nlors 011 ohtif'lIt

2. Nndnrl\~'n. dI\JL~ \ti2], n ohtenn ln loi limite cie ln proposit iOll 7 SOIlR (h':S
('()ndil ions phL~ fortN;.
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1.3.4.2 Etude du t~t

Soit 0 (~IO, 1[.
Si

Il\'c'(~ l'(N > Nu) = 0 (N HUit lIIW N(O,l)). Alon-

n [II Ct ( )11 2 > 1- [1) IIIS.. (.)11
2

- ~'T1 N 1
", LJn . llln ._- " ~ >"

v2k"

lA! f(~t c~t elolU: cie ",,",!nn n.<;Ylllptotique n. et sn pni~<;nllC'C' n.<;Ylllptotiqne
!''('C'rit

PIN 11'/.J2 > N"I

Rernnrque:
Si

(' .,..,., 1.. 1/-1 ,., Ill/ 11
2 .... ~ ,.,,2

'. fi . '1 1

où 1'011 n posé

nIor.- ln pni~mœ n."ymptot iqne cln t~t. cie NeYlIIlIlI'PC-an;clll dn lIivc'Jl\Ill."YIIIJ~

totique' 0 Vllllt 1 , et clone l'C'fliendt(~ n.~YUlptot.iqlle dll t~t hilhert.icm optinml
srrn ('gnle 1\ sn J1l1i!'SlUlCe n.~YIIlptotiqlle', c'c~t l\ clil"f~ :

(li) !In tl'nel fort ement vers g.

1.3.5 Ca..~ d'un noyau dc dinlcnsion inflni(~

Dnlll'l ('('tte partie, I101L'! donnons Ic~ r~lIlt.lltR SlUlS c\('lJleHll'lt.fHt iem, dle~

sOllt tr~ tœhllillm~. POlir lœ (IHniIR, voir [17], l' 8-20.
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1.3.5.1 Hypothèses et notations

Snit ({ XI ... ' ,. , X.... J, " ?- 1) UII<' f'lIif,(~ de f'l'(lll('JU'('S .le VRriahh-s all'Jl
toin~ illfl/'I)('uflaut f'S et. de lJI~me loi, Ou H'illten~<;(' id nu eomport <'mellt.

ll.<;yrnpt ot iqllP dr-s fitnt i.<;t iquf'S :

(1) hO' - K - 1.

1.A)r,.;(I'If' ln loi df' (X ln ,'" ,Xnn ) ('St v~, 011 pf)lo;(~

pt

100

l\(x, t) =L Àj('Ar.)rj(t), (x, 1) E B'l
j'"

(1) «(',), j > () ('St 1111 syst~lJI<' ortllflllonnnl de U(II) td flll(' ('II == 1. pt où

Àn -,-- ]; Vj ~ 0, 1Àj 1> 1Àj ! 1 1> 0; L À~ < -1 00

Pf lf';C ms (>galf'fIIeut

j no

= L Àj f rj/ul'lf rjdvn

j - l '

oÙ /. f= U{,l) tcl qne JCjhd/J f. n.
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1.3.5.2 Proposition 8

PropOAitioll 8. Hou... Ir... """o'"t.'!('.'! .mit'f11ltr.'! :

1.

(Jt'rc

1 no

L '12
Àn. < -.00J J

j 1

9..

li", f (~i('llvn _. Iii;. i •.i ~ 1
fi .1 no

LI Àj 1< 00

A(or... (lU fJ

(1)

mi 7, (''<'1 unr t'(lriab/r. nlmloin' flfJWuif'flflr. f) tl"lt'tIf·.'1 dm/..'l /} (/1), dr
"lOf/NUI('

L Àjtrj(~j(')
j~J

d fi ·()l~nJlr.tIf· de mt'm-UUlf'.l! J('0/('

h)

IJémmLdmtiou. Voir [171 Il 6-7. 1
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1.3.6 vitesse de convergence et efficacité ùu test

1.3.0.1 vite!"L'1e de convergence

Prop(~iti()n 9. Smu 1",If hY1~)th".q",q d" la l'mpmriliofl H, on (1 :

'1 '1·'l''''nf'Il' 1PIIISn(.)1I ~ 1l1- Pli Z 1$ ail

r"
~ 1n + (dl f ". )1'1/1 f· d,-"

'1. r(n) fi

J'r(f1) ,-- L À1( 1
.i r(n) 'I

r" rn ~

"'n ::-0 CoM1/2(~Àjf'/2(~ n~:ttl)!:!L
LJ LJ .fii
ji/ 1

d {" .. fi 1" !font /('.'. "tl/C''''.If 1"'''''''''''' t/(' /a mlllfit'(' dt' "tU'ftJf)t't' ctmm'ft/w'(' /)""
,ft' "'1'711(' ~/{-"{'m/.

(lJ.,Ji,j ::-: ÀiÀ.ilf ('ir/lr/n -- .r ('it/Vn .r "jd/lnl

fJff1~ml.'1tmliOf~. Voir [17] p 10- H~. 1

1.3.0.2 Emcaci~ et optimlÙit~R."}'lIIptotiquc du test

On ohtif'llt I(~ rl~llltnts slliVRnts pour 1'f!t1l(1e a."Ylllptot iqlle.

1. Si

nlors Ip h~t dl! ri'r,ion critiq1l(!

{IISn(.)lI'1 ~ fIIn}
pt dl' niVN\1I Il.o;ymptot iqlw (} 1\ pOllr pllÏffil\nC(! a.o;ymptot,iqlle :

où "'fi (~t (If-fi ni pnr
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2. Si

HUI' 1Yn(X) l'
rf f·;

1 ()

/llo", Ip h~t df~ Npymnll-(>p/l",oll dl' Il ('ontrp Il,, dl' lIi\'(,llll a."ymptotiqIH'

ft n IHnlr pllis.~lIIf'f~ PIU, >. Nu - ,l, où Nu \'('rifÏf~ 0 ~ PIU, > Nul·
On l'II d(~llIit nlo", quI' le h~f

n IHmr dficncit {> Il."Ylllpt of iqlll! :

Pm nilleun;, h'!'l "!Suit nt!" ohl ('miS par Gn'~ory dRns 1Hl pl'mll'ft l'lit

d'nvnÎr fl~ h!Sts nsymptotiqllf~IIlCIlf, optilJlnllx. CP.S ff~ts optimRux f'Of
~IH)lJdc'nt max Ilnynux ch, ln fornw

I{ = 1 1· II~II X II~II -1- L ).,jf~j 'l(' f'.i
.1 .1 j>"'l

où ).,j < 1 pOlir tOllt j 2 2.

1.3.7 Efficacité asymptotique de BAHADUR

1.3.7.1 DHlnition

IMflnition 1. Soirnt (Tn ) r.t (Vn ) detlX ..,f'qurfl.ct'.. (Ir. .•f,a/i"fif[fU'.' ba..h~!, .'1",.

n ob.'If'nlution.., c!&oi'liclf 1)(>ur t('.•tcr l 'hYJ)()f1u\.c nullc (1(' IHL'f(, II ('.outre 1'1t1l
J)()tht'.'Ic altrrnatif/c.
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()n sllpl/().q(' tpH' 1'(I/(rf"fI(II1,'r r.~f 'YlfYlr.tlf-;.~tr l'Of' un l'ammt'ffT'. 0 tri '1'1(' (1 = 00
,Qtljf dml.q fi.
NOtll1l!1 pm' Ndn,(J, 0) IfI (aule dl' l'h!uwtillofl flh('.~,~(Ji1y' ,1ia .~(·qu('lI,.r (7~)

1'(/Uf' o/lf,'uir' la l/1li.~,~mwr (1 rf Ir nÎt'NIU n l'our la ,1(J./r,UT' n/("17H1f,1'f' du.

1NJnlmNrl' O.
Ndfi. j"l. (J) r.Qf dlJini d" ItJ mfm" f"çon l'OUf' la '~(of/t/('1/('r (V•.).
I, 'rjlim";fr n'!tlfiJ'" dt' IfI ,~('(pl('1I'Y' CI:.) 1HIf' m""'lt't ,1 la !H"l'trllt't' (\~,) f'.qf

dIJi1lÎ" pm' l'I 'pmuf,tt :

Ndn, (J, 0)
,~.,.,\' (n, (J, 0) - ---'-----'--

Ndn ,(J, 0)

I,(J tfmlfl t j tl'

."j dlr ('n'lf(' (','If fIllpclN> : lJaJmdur (J.~ml'totir: rY'/afÏ1lr d!idrnry " AIfg' (rf

jimr1f r 'L~1Iml,tofj,pLC dr lJA JJ A. /JI!Il), l'our Ir,'I dNail.'I, ,'oir [fifjJ 1'1(J. II.

!·,on ftlit, l'rfTim'';tt (J.QlIfIll'(ofitptr dl' Ha/uu/UT' ,J Nt flltmti'jifr lH'" Ha/truim'
dq'ui.'I 1W;() daH.'I ,'Ion m·fidt'. "St odlfl.'Ifi,~ '·011l1Hlf7.'IOU of t r.qt.q " d,lfI,'I A1111. MoUt. .'-,'n ti.Q (,i,..q

.'/1. 1,27/;.!?".'1,

1.:J,7.2 Hypothèsœ et n()t,nt.iom~

l ,I~ hypOlllf~~ ~mt ('l'ih~ d(' 1.:1.;'.1. où ou Il po~(\

Je C': J( ..- 1 -- LÀ,r; 0('; (1)
»1

! ""

RII)lRlI)l Il';(x)1 < +00, lÀ; 1~ 0, ct L À~ < 00
;> 1 7~"; ; 1

27



1.3.1.3 EfRcacitl! relative de Dnhadur

n) Le test hilbertien

Pnlpœition 10. lAI 1)Nl/r. dr I/fl/uu/flr du t('.~1 drJini 1Jar'

dl'.~ l(fl(' Ô(I/) . ~ n.

1}("'l!r'!'~ln~tif)rJ. Voir Nikitill [fjGI p G-7 d 2:" •

RJ'm1lrqlJ(~ :
Si

l' -- (1 1 11)./1

UW\('

1li 1< 1, .r !1f11l = n, d .r 1I'},}/, > 0

nloP.' 011 oht if'lIt

pm ('on~'(llwnt . le meillenr Iloynn (dnw; le sellS de l'op. iJlla1it(~ clu t('St) cie
ln formc' ci-dps."'ns K' == K - 1 s'('('rit :

(voir Gn'gory S4'x:t.ioll 1.3.6.1).
Pur snite, :

,K' 1 2CH (II) = III Il
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h) 1,1' t l'St "1' Nl'VIIIHII-Pl'HJ1"()J\
1..11 Pl'Ilt l' "1' Baha" IIr polir Il' t l'St dl' Nl'YIJI/III- PI':tl'l'lOlI l'St "OIm(..' pur

cy""') .,- '1. f (1 l /, )/l}!/( l 'f ")dJ'

(mir Van dl'r Vaart [75] p.20M).
1\1or,.; l'l'rTkncitf! rl'Intive de lJahndllr dll ,,~t fOllcliollud ha...6 slIr J(~I ('St:

NotOll" lPI('

lilll En(") == 1
Il''11...,--0

0' fllli pmll\'l' rdlk.ndt(' n'lI\tiv(~ dll t~t fOllctiolllll'1 par rapport 1\11 h~t de
NI'YIIWII-PI'I\J1'(H1.

1.4 Tests du X2 généralisés

Dnns ("ptt l' SN:t iOll, il ~'ngirn de ('ompan'r 1111 h~t lJilhcrti('n 1\11 h'St dll X2
•

Ln I)/~ ort Ilfmornulle ('hoL.,ie ~t. cl'Ile d~ polyn(hlll'S d(~ u~geJl(If(' ('II raisou
de h'lIr sirnplicit(~ de mil'le cn OCllVf(',
((~ ..~t Hi 1I)l'ft il~t1 N4:rrR simplem<'nt. appd(~ "h~t. de L<~~JI(Ire l' •

1.4.1 Tests hilbertiens

NOIl" SIIPI)l)ROJl." id qlle 1f'S vnriahlc'S al(>...atoires ROllt 1\ mlclln-; dalls 1111

illtervnlll' f) de IOllglleur fini<' on illfinie. Soit. m IIIle prohahilit(~snr n, 011 SI'

proP()~(' dl' h~tl'r l'bypoth~ Il'' ln loi d(':S ~ œt m ". COIlIlIle 1111 J.2.2. 011

a:

(1; ::-;::- f cjdm;j::-::- ()lll",A~.
• 1)
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1)'01) la :-lt at ist iqllf~ de t (~t

k

1',. -::-: fi Llhj " - nJl
j'. Il

pt 1111 1(-:-;t <I(~ rl'gioll nit iqlle '/~ > t'TI' (1) t',. (~t ('hoisi <1(' III1\1li,\n~ COllvPlISlhle.

HI'IJlnr'l"e :
lA' I(-:-;t (Ill ,.1 ('orr~polJ(l nu choix .1'1111 S.~t"'"U~ d(~ ln forrr)('

[ fil ( /Jj )\ . 1/1 1"J . j"... 0, l, ... . k

où 1,-:-; /Jj fomu'lIt llIU' partilion .le J) tdle qllf~ m(Hj ) > () pOlir tOllt j.
POlir ('m,ct 11er le h'1'lt. de 1~'gN\(lr('. ou (~onllllellce l'Hf HJII('Jl('f h~ ohsPfvntiolls
sllr [. 1.1] ('II po.;smt

li:= 2F(X;) -- l, i =. 1, .. ·,fI

Où F d(-:-;i~J1e la fonction (le r"'pmt it.iOIl d(~ JII RlIppOS(~~ eOllt inlle. SOIL" Il, 1(lS
}~ slIivent ln loi uniforme U sur I-I,I1.
Le syst"'trU~ (~j) (~t. ohtmm "II ort houonnalisant par rnpporl ù lll,~ poIYJl()III(~

" T, T'l.· ...
()n oht i"lIt. pOlir tOllt j :

1 di .
Il (:r) = -..--- (]:2 - J) j, ]' E 1--1, 11./ 2} j! (h)

Void I,~ J1n~lIIi'\n~ fOllet iOlls ('j :

('o(r) - l
(' 1(T) - .;;lx

(',(r) ~ ~ v'5 (~x'- 1)

('1(T) =. ~J7(ax1 -- :lx)

(',,(x) ,-.= :- (35x" - 30x'l - 3)

.,,(x) ~ ~vT1 (63x' - 70x' + 15x)

f't;(T) :-::- 16 Jï3(2.11x6 - 315x" .- 105x2 _.. [1)

JI n~t(' l\ cX1\\IIiu(!r ln (11\~t iOIl Pflit j'IU(!.
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1.4.2 Choix dL'S cellulCR dans ICR tests du X2

J),~ N11Ih~ faih~ ont. lIIodifié IN; <'ritf\Tl~ de choix (h~ ('('11111('[-; dHIIS Ip t(~t.

dll'') ,
Si l,' choix d(~ ('('IlIlIN; ('(l'lipmhnhl('[-; SOUR JI est ('on:-;i(J('r(~ COlIllllP lWqllÎl'.
(",~t II' nOlllhn' dl' ('1'1I111(~ 1\ dlOi:-;ir qui a N(~ (Titiqll(' par I(~ autpun: tl'Is q1J(~

1~~tnnYIH'T (I!lHl,HJB2.l985), Kall('lIheT~ (lmm).
Ils !"C' !"ClIlt rl'wills ('olllpte q1J(~ le Jl(lIIlhw k'~k 11 de œllllh~ nSSllrnllt 11111'

IHIIlIII' Jllli~"'1uu'(' dll 1N;t N nit hI'HlU,(llIP plus Iwt it qm' n(~ l'illdiqllaiPllt I(':S
Il'g1,~ lIslll'lI(~ dl' :\falln Wald (HJ42) et Kendnl (1 !J7:3) qui ('OIl!4('i11l'lIt de
dloi!'ir k' dl' l'ordre de lI'l/~,

I.I'S a1t('TIIHti"N; Mant. ('()nt.arnirulllt~ l't. colltigul's, le ni\'I'JllI 1\ 5'J{, pt Il ('~nl

1\ HO. BEST-HAYNEH propn"~IIt. lIIU~ r<'~le dll tyP(~ Huivnlll. : 2 <k':<= G. Si
la (1lJ('llf' (II' l'nlt .....u,,t.ivr. ~t plu!i faible qlle edJe de fu, ~~' voisin dl' 10 si I(':S
qlJ(~lJ('S l'fmt RllnloRlIl's. 15 ~ ~.I ~ 20!'i IR qll(~lIe de l'a1t('rnntive (':St lI('ttPIllI'IIt.

pl liS IOllnl.., 1)"11." (I(~ comlitiolls dll 111<'111.. ~eIlTl' IR fomml.. d .. t\fnnn-Wnld
d01ll11' ~J -= 2:J, La diff(,""w(' (~t (Iol\(~ ~'Ilsihl(', I... 'S sinmlRtiom, (Iollt 1U1lIS

"'ndons ('olllJlh~ id ('(mfirment ln n(~~('h.... it(~ d(~ choisir ~:' ppt it. pOlir nvoir 1111

IHm t,~t.

1.4.3 Choix du nornbre de polynOnlcs dans le test de
I~enclre

1.... dloix dl' C(' 1I01llhr.. ~t Ii(~ nll choix d(~ ln d illwlI!'ion dnn:-; ln (~Ollst met iOIl
dl' r,~t illlnh'lIr dl' la d ..nsit (~ par proj('(:t iOIl.
J)lillS [1!)1. IInrl. donn.. dN; mMlto(lni pOliT le choix de 1'0n1Tl~ des codfid('J\ts
d" FOllril'r int('n'l'lUlnl dam; 1'(,:"limnt iOIl de la cI"Jlsil(~.

Ell pmt i'lu('. IIJI fait IIll(, pTl'lIlii'w 1"illllllat iOIl ponr dNerllliJl('r 1111 onln~ «II'
J~lHul('llr mi~lJlllnhl .. pour I(~ lIolllbrt! de polyn/)IIl(':" dl' I....,~(,l1(ln' ('Ill mul dml!'
la st nt i!'t i(llll' '1~.

POlir (1(,:" rnil'fllL" (1<' ('()lJIl1u)(lit(" le pruhlf'me 1\ N,ô trnlt1"p()S(~ l'lIr J) --,- 10,11 eu

mnsidi'rnJlt IN; F(Xi) 1\11 li..u (I<'S li (IMini:-- ail 1.4.1, œ «IIi penll..l <1(' prelldn'
('Il ('tllllpt(' comme nltcnlati\1'S lin (x!rt.aill nombre de loi!' DN.a. DRns dlAClllP
"1\,". il n N~ tir(~ 100 (~11RlltiUoll.~ et ln puiH."RllcC empirique n (M~ caklllN~ ('JI

po"n'('lIt a~1' de Tl'jl'ts. Voici l('f'l rl-snltnts ohtculI." pOlir 1111 lIiVI'RlI ~\ [)'J{, et
df"l' {'('hnlltillons d(~ taille ij(). A ln lednn! de œ tnhl(\nll, Olt con:--tnte 'I"e (I<~

"nll'lIn; dl' k' rl'lativ"III(,Jlt faihlN; peTmeUent d'oht(,lIir tIIW hOIlT\(' PUiSSHIIC(,.
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PamlllNn~

NOllllm~ de POlYlltITlH':' n~t 1'1111:-;
.. _1.!~_~li~~_~.L ___ . -- - --- -~-- -_._-----_.~--------- -- -.._--._- -_.- _. -'

r !'! 1 2 :1
'.

il fi 7 8
,.._----,--------- --_.--------------_._-_.-.._---_._-_.-.. -, ..---_.-n. ;) n, [) l:l HB 87 !)l 92 n:l !)7 IOn

n,5 n.8 79 91 92 !)!) % 95 !)f) m~

O,R 0,8 fi Hl 22 2fi 21 2[) !)'l I~

0.5 1 !l8 !)8 100 98 98 98 100 100
0,8 1 2fi 2:1 2,1 22 21 19 [)R RI

1 1
'.

f) fi 8 8 7 :10 :lI
0,9 n,9 9 7 10 10 Il Il :~ :17

1 0.8 29 29 28 27 28 29 75 ï:\
Il Il :1 5 G ·1 :1 2 29 :\2

----------- ---_._- -"-----_._,---------_ .. _. '. _._. -_.- -

1.4.4 COlllparaison elllJlirique des tests d(~ Legendre et
du ,,2

La ("olllpnrni!o\()IJ d~ de1\x tr~ts s 'dfed 1If' dalls If'S m(\llI(':' ('OIldit iOIl!'! 111If'
pr{'C'('(Ip""'"'llt : cnl«-"I d('R pnissslllc(~ ('lIIpiriCJ'H'S an IIh'f'Hn Gli{, et !lVf'e llf~

{'('IU\llt illolls dp tailJp 50 011 100.
('Olllptp tPllll d~ r(':'lIlfat:-; pr<'lilllillnir<'!' Il' lIolllhn' df~ cpll"Il':' \1uie df' 21) 10
pour If' tf~t .11\ \ 1 pt If' lIolllhn' df' POIYIll)IIH~ Ill' LEGENI>HE fIl' 2 1) (i. NOliS
dorlllolls l'II Appf'lIlli('(~ 2 dl':' COnrbf'f' .le pllissallcl' POlir dïrrr'n'lIlps !typot hi'~(~
I\ltl'rrtati\',~ lin' 1.J' Homhre dl' cdllll«,:, (n~pœt iVPI1U'lIt dl' polYII()"\(~) (~t

('II nhsei~"'4' pt. If~ pni~II(:(~ ('Il P()IIf(~'lItn~(! ell onlol"'{\('. I...~ e()nrh(~ dl'

plli~"'1\1WP dn t~t dl' LEGENDHE ROllt ('Il traits l'Id liS, ('l'I11'f' dll tN't dll X2

S(mt l'II poillt il1(~.

Il appnmit d"irf'J1wllt qlle l«~ h~t (le LEGENDHE (~t IH'ITornrnnt pt qll(~

1'1\ lIIiS(~ l'II U'IIVJ'(' rst silllpl('. Le' choix dll Il()lIIhn~ de pOly"tHlU':' Il'(~t l'Il." 'Ill

pn)hl«'IIIf' ml\j(~lIr car IIne valcur tellc 'l"f' k' :=: [) n,"SIlJ'(~ '1111' hOIll\(' pllis.~\11(:«~

dans df'.:" ('A" tf(~ V1lfi(~.

Ln mmpnrni."oll dœ df'lIx t.e~tR moutre la H"p(~riorit(~.In )1' te,:,t de LEGEN
DB E lorsqn(~ ln variance ~t pllls walulc f'()llH l'alt.ernat iVl' qllf' SOIIS Il. Dmu:;
If' ('Il." COllt mire ou Pf'lIt (:(msid(>rer (11If' lrs dellx t ('Rts !'fUIt n" pire (~llIi\'l\lcnts.

On tro"'~rn RII parn~rnphe 1.5 d-(tf'S....mH ('Il nppend il'r~. Je t h6on'lIIc de
Mmnov ('1, If~ courl)(~ de plliR.'iHIICffi pOlir diff(~rclltffi hypo. hi':·;(~ ait ernat ivN'

Ba(cf 11 ni p.49-52).
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Apn~ m·oir Nlldi~ 1f'S h'Sts IIilhprti(,lIl" pour 1f'S \1,riahl('s nU'atoÎrr'S ill
d{'p('rllllllltl'S, IIIIUl" 1I0US illt(~f('S....'mlll" nu pmdrnill dmpitr(' nux t('Sts hill)(~r

t il'nH pour If'S prof'('!'-."HLCi st nt iOl"utir~ (~t 1II{~b"'~('m't s. En ('ffpt., I(~ \"Hrinhh'S
n)('at()irr~ N lJ(1i{~ ~mt 1(' plus sOllv('nt f'orrpJ{'(~. il ('St donc inU'rf'Sssmt d'(~x

l\lIIillf'r ('Ollllll('IIt I('S r{'SultntH ohtmllls d·dffi"lIs 1)('lI\'(lltt NJ"{~ ~hlhnlis{'S nu
('Il.." d('S \1lnnhh'S d(>p('IIIIRnt~.

1.5 Appendices

1.5.1 Appendice 1 : le théorèlne de Snzonov

Soit (U")">I 1II1(~ suit(' (I(~ de 'UI 1\ vnlellrs dnnl" tr'c, illd{~p('Jl(IsHlt('.S ('t .1('
I114'IIH' loi l', ("('IItr{'f'S pt n«!rrwttnllt UII mOIlH'llt d'ordn~ 2. Soit C ln clns''''-' de
{'(lfl\'''X('S dt' Ult • EllfllI. Hf)it f -:co (f .... , ,f,,) lIJI(' pnrt if' finip dl' nk Il'))(, (llI(~

It'S produit s !"('nlnirf'S

It

snp Ir~(1J) - N(/J)I s: "(l~~:'IIL>,~t)IPl-r/2, Pl >. 1
lin' i 1

I\ppendice 2 : Courbes de puissances pour dif
hypothèses alternatives lia
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Chapitre II
ests hilbertiens pour un processus

stationnaire et mélangeant

11.1. Int,roduction

DHII!' 1'1' c!lapit n', 011 N lU IiI' 11111' dn,"<;(~ dl' tl~t~ hm;('!' snI' dl~ UorJJ)(~ "ill )l'r
t il'lIIu'!' pOlir llll pn)('(~SIL'l strict ('Iu('ut stllt iOllUllif(~ l't forh'II1Œlt m('lnngl'nllt.
1>'~ loi!' lill1itl~ sOllt oht(,llllœ nilL'.. i qne dl'!" viff'R"('S dl' ('ollvI~rg('IlCI' qui pr(~

f'i!.;('nt II~ l'Olllportl'llll'llt n.<;ymptotifl'Ie f1œ Ht-lltist.iqIU'S utilish'S et 011 Nnhlit.
11111' cOlldit iOIl slIflisllut.c ponr 'In '11Il tœt, de la eJn.<;.<;e soit. (,ollverg('IIt.

J,I'!' rf>!.;1I1t nts ohtf'llns coust itucut. nllc g('lI(~ralisllt.ioll Ile !:enx Oht('III1!' par
D. Iltlt"el dnu~ \14\. [lai, 1161, 1171(d.dlllpitf(~ 1). Eu ('ffet, Il partir dl .... stntis
t i'lllf'!' fOIU"t ionu('I1('!'l nt i1isant (I('S vnrinhlf'S nU'Htoi~ imli'pcmlnllt I~. il n
Nahli 11'1f'1c1'1~ n'~ltltnts g('uérnllx n'Intifs Il Cf'S tests. NOliS g('u(!rnlisolls ccr
tJlillS df' ('~ rl'!'llltnts an C1\.O; dl' pn>("(~ns stridclIlcllt st.ntiOllll1\iff'S f'f fortl~

IlIl'Ut 1I1(>lm1gl'.1\Tlt dmls le c.a.., diH(~r('t. Dnu... In H('(:tioll 2 de cc chnpit rI', ilOILO;
dOlll\ol\s dl~ Ilot at ions ('t hypoth~ géll(>ralcs. Dsm... In H('C·t ion :1, nOll!'! HII
41iolls ln loi lilllit<' dl' ln stntisti(llIC hill)(~rtiellll(' (~on:.;id(>r('C' darL" If' I:ns d'IIII
"O~"\ll dl' dinJ('llsioll k. La vitl'Ro;(~ dl' I"(HlVf'rg(,llce ('!-it nhof(li~ 1\ ln !.;('(·t ion 4.
Enfin. 1\ ln !.;('d ion G, ln 1~)JL.,t rnef ion f't. h'S propriM('S H.'lypt otiqtU'!-i dn tl~t.

!,;(Illt N 1J(li~,

11.2. Notations et hypothèses générales.

Soit (X~,I\? 1) 1111 pn>('(~'lns Ht.rkt(,lllcnt. stationnaire ('t, fort (,1Il('nt m('lallJ{f'.l\nt
"l,nui sm l'1~PI\(:f' prohnhilisl!(U, A, l') J\ valeurs dnns 1111 l'SpHen lIl~llmhl(!
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(E, H).
Soit Il Hill' prohnhilit{~ sm (E, D), 011 chl'rche à {'proIlver l'hypot hi'~,(,

/10 " ln loi d(~ Xi œt ,,".
POlir (·dn. 011 C()IJlIJlCJI(~ par cfff'(·t.llcr 1111 lis."H"~p de ln loi ('lIIpiriqH(~ à l'aid(~

d'lIl1 opfrntclIT dNini par un noyan K(d. I~ hypotlJ(\<;(':,<o1 f't notRt iOlls dll
dUlpit"~ 1 pOTtnn!' sur If! noynnK Ollon prend sllœ~i\'('III('lIt J( d(~ dilll('n
sion fix(' ~'. K dl' dimmL<;ion ~n ('t ellfiu K d(' dim('llSion illfillip).
011 ('oll!'Î(\(\roln stntiHtiquc 1\ vnlf'lIl1'l (InnJ" J} ('1) dMini(~ par:

S.. (.) -- Jlï [Tu (.) _.. E 11'.. (.) 11 .

En ('frd.

VI ( J.;. Ef'l'"(tll ~ R[tl«X;,tl].
Or

E' [l'.. (t)\ = / 'f)«x. t )d" (x) , sons Ho
,.; i 1

=n/ K(x, t)d" (x) (CM Ip,s Xi f;(mt d(~ ml\IJl(' loi)
(0;

/
K(x,t)d,,(r) = (K(., t), 1(.)) = J,..

PlU' sllih~ E [Tn(t.) 1 = Il ct don<\

S.. ( .) = ~[Tn(') - E[T.. ( . )J
Vil

(

In ]=y'Ït - LK(~,.)-1
J)

L'ohj('t de 'Nil~(lc com;iste 1\ tœter l'hypotlJ(~(~

110 .. In loi o:nlllnnnc dœ ~ œt /1 aVC(: Vj ~2, / Cjd/I = 0 " ('ontre l'hypotIJ(~c
III : U ln loi ('OlJlmlllJ(~ (if':S ~ Œf ", tel (III 'il ('XiHte an lJloills lIIl jo ~ 2 tcl (IIU'

/<'j" <Iv 10".
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Hnppf'lolIS mnilltpllnnt ln cll'finit iOIl d'un pnwc~<;lIs st ridcllwnt stntic)JI
lIai~ pt n -forf ('lIIl'lIt m"'nn~c~nnL

Ql!fi!li!i(Jr!~ :

DMlnition 2. (Xn)n>1 ('.d dif .~/,ld('f1lf'flf. !lfuliof/f/aùr, .~i ln di,~f,;l",fiou dr,'l

,'('d('U7·.~ al(flf()i'r.~ X,~, Xm 1 l, ' .. ,X", 1 fi (',~f. indf>l'rndfl7lfr tir m , 7/°"" fouf. 71

( N" (""i,· 1·'1,1 7'·!1I).

Dl!finitinn 3. (X")n>1 r!l' JI" l,m(Y'.'l.'l7I.'l !orirnH'nt m(>/o7lymut, d(' ('0('.]';,6('71'

tif' mflm.w'f/7j('(' tr (mi' dit rW'07T~ tr-!orl.('1Ilr.u' m(>/m'~/r'mt) ,'l'il ,'hifil' :
Vflf N·, VAf:J\", VfJEfI,f(:n' Il'(A n Il) -- l'(A) 1'(11)1 ~ u(n), mi J\r. df>!liq7lr

lu fT 'lIlqNIn' ('uq('utin"(' 1WlT' XI, Xl." " X, d flJ;c:" ('l'lIr qui l'(',~t 1}f1T' /t,.'l T'mi
(,I,(('~ fllhlf nin'.'4 X, ,n •. ,. ; d hm ft (71) ... 0 m) ft ( 71) r.llf. 1/7Ir .'luifr d('('7T,i.'l(17If.r

fI--·-~

tir T/omb,,,.'4 Trrl.'l po.'lifi/'l ( "0;" 17,~ l'. l.'ill) ,

II.3. Loi limite de IISn (.)11 2 dans le cas d'un
noyau de dimension finie k

II.3.1. Loi lhnite de 8 n ( • )

Apnrtir ,1.. S. ( . ) =,fïi [~t K(X;, .)- 1]
on montll' fndl(ml""t. CIllC :

k n

Sil ( . ) -- JiïL ;'j.,(~j ( , )où (i j" = ~ L('j (Xt)
j 'J i 1

("c'!"f-,,-dire,Sn(') ~t[~t('j(Xi)]Cj(')
j 'J. YII i 1

Ln rc'('hf'rdlf~ d" ln loi limite se f(>fll ('11 pltu.;îellfS N nl)(~.
n

1"'" N"I)(' : ou dlf'n:llc IR lui limih! cie ~ LCj (Xi)
yll

i -1

(Xn)n>1 (.flint !<tridcment HtntionnHill~ flt tr-forh'Hwnt 1II('IRlIgt'Slllt Rlors If~

(Pj (X~)) 1" !'l(H1t ~l\lcUlcnt car lœ ej sont mŒllmhlœ.
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Throreme 1. Hou... Ic," hmJOf1lf'."c,.. :
1) HlIp HIIt> Irj(X) 1 = M< +00

rÇf: ~(l'" .. ,k.
2) Lu(i) < -foo

, 1

:1) /A' loi tir,,, X, r ..~t " (l10f~"
no

a) Vj :=- 2,.·· , k; J.l2L /·/1r.; (X.) r; (X,.,! dl < -/00
/1 1

h) Vj -""'2."" k; J'il~ tj (X,) -!:. hj rvN(fJ,rrJ)
n L.....J 'I~ 'no

i \
no

mi "~-,.: 1 1 2L/~lt:j(Xdrj(X/I' dl
/1-\

~019..nstratioll.(voir 131 }l.I72 (~ t 15()1 p.4t10).•
'l!mf' ft 81M' : ()11 dlMl'h~ ln loi lilllit~ (1" vœtclIT

S~ c-::: ( s;; )Ol) S: = ~ tf'j (Xi)
S'k Jiï i \
• ft

1..., th"on'rne d(~ Crnmer Wold, }lprmet, de trollvpr ln loi limite .le S;, .

Th('f)f"(\IIl(~ de Crnrn(~ Wold :1101 p.49

Th&Jrerne 2. 1)(ln... )Ri , la "(l.f1l1hlr. m{n(oifr. X n mm't·,yt' rn loi tI('J'," ln
t'fJ';lIhlf' a/(nioitr. X ...i ri ,"f'ulf'ffwnt ,..i toutt' t'Off/hinai."tm lif/(nitr. d",.. mm
1/(I!Hlflir,.. tir X n r.OfU'rrgr r71. loi '''''','1 la t~()m"i71(Ji,'Io1l lifll'aitr f'Onr,1/1)(mdtmlf'

dt'!l ('omptl'''tmi " ... tir X ,

[

k EII l'(HP:)1iq~U\J1t. " IH))tr]e Hi:llSlt i~)I\, il ,,"ffit de IIUJlJtrf'r ql1P :

L t; Iii L~; (Xd --+ Lt.;Z;, t.j E IR (1) 'l; H"it 114 loi uorrrmlt'
j '1 VII j \ j '1

N(O, "f) ,
DorJllolll" 110111' la VRriRh1~ nUmtoire Horrrm1...

7'1

'l :-:: Zj fi.. lItat riee .le mvnrinnœ (fT j f) j =- 2, ' " ,Ir

j' = 2,'" ,Ir
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f"()

pOlir j~j'."f = 1 + 22:EI~j (X.)~j (X,,,')I
Il 1

no

Il (~t illllllNlint qlle : (Yn)n~I(~t 1111 pro('ffi'HL" stridC'III<'1I1 ~tatiorlJlnir<',

fort pnu'lIt 111('lnJlgPHJlt (cnr ln t rilm ('lIg<'lIdr('(! pnr (Xn) COllt i('Jlt (,(,11(, PJlW'II
11rf.., pnr ('j(~)) I(~ ~j (>tnllt lII~nrahl(~).

SOIIS J('!-l (J('IIX hypoth~ SlIiVHllt('.S :
1) (l'"n)n >1 1IJlirornl(>III~Jlt horu(!,

2) L ft (i) < IX'.
i 1

011 1)('lIt nppliqllPr Ip th(>()relll~ 1 n1l pro('(~"IIS (Yn)n>l'

• Yn (~t IIl1iforlll(!lItCnt. horu~i <'j(Xn) l'œt, eJl ~fret

k k k

IY"I -- 2: tjPj (XII) <; 2: Itjl h (XII)I <;M2: If;1 < j ()Cl

j'J j2 j2

( \1 ::~~IIPj ~~I!\ 1(~j(X)I) .

• 2: o(i) < J'X) (hypotlu~ 2dll Th('()f(\IIl<' 1em (ej (XII» (~t n-fot1PIII(~ut
i 1

rnl-Jnllg('1\lIt ),

{)JI n clorU' :
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1 ~Y 1. N( .2) .:l _ l' E [ 1 ~ y] 'J.r;- L..J i ----+ 0,< uvee < -- 1111 .'J r.: L..J i
V Il 11- j 00 II-~ro V Il

i 1 i -,

[

, Il ] 'J. 1 [n" ]'1 1 [" ('~ ) ] 'J.E -II LYi = ~E L L tjf'j (X.) = ~E L t j I>'j (X.)
Jïï" '1"2 '2 ", 1 J J"

~ ;~ E[t t~ (t f'j (Xi») '1] t- ~E[L tjt f (t ej (Xt») (t ('r (Xt»)].
j 'J. i 1 j / Y i 1 i 1

~(~"~E t IJ (t ('j (x;})'J.]
j '1 i 1

n, ;;E Ltjt) (t(~j (Xi») (tej' (Xi»)] ,
i/Y i 1 i 1

AI.." A = qÈIJE (tCj(X.>)']
= ;;ÈtJ[t (l'.eJ (X;))] 1 ~Eh (X,> Cj (X;)I

Soit pm stntionIlRrit(~dll pnH:~ffi"lL" (ej(Xn)n?-I)'

A - ttJ [1 +2EI: JI : v E (('j (Xd ('j(Xv+dl]
j '2 1/ 1

n - ~E[~ tjti' (t Pj (X.») (t (') (Xt»] ,ElIlltilisHlIt ln stntiollllnrit(,
JIJ' ,- 1 1 1

d" pn)('f~"lL" (~)n~1 de vHril\hlf~ nlôntoin'S. OH u :

B - Lt jt]' [~JI 'r~ Il lE (f'j (Xd f'j(X vI 1» ,'.J~ (ej' (Xd f'j(Xv~r»]]
j IY l' - 1

D'où le t h('(Jrf'trne 1 permet d'('(~rire
n - 1

EiSH1 = 1+2~~IE(('j(Xd('dXI1Ir»I-_·~ (11L..J Il n -,' 1 no J
v ,

no

pt (T~ = 1+-2LE(ej (Xr)f'j(XI/+d>
1/-1
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k

L 2 '1Par ('oll!""qll('nt A -_.. t ." ..
Il'-'('10 J J

j2

()'alltn' pnrt If~ pn)('(~HlI~ (Xn)n~1 dc vl\rinhl~ n)(~ltoin~ r('CL~ œf Htridpllu'lIt
!"tntiHllllnin~, n-fortemcnt m~lull~~lllt Ct.I'-f~lItr('. I~ ci(X'I) Nu"t lluiform6
lIl('ut tH)rIl(~ nJor!", 011 Il : Vj =2,. .. , k.

ro

'"'"L o(i) <. ')() =-}

" 1

L IE(ej (X.)cj'(XII+-1))1 < foc>
Il 1...,
L IE(Pî (X.)Cj(XII1·'))1 < +00
Il 1

" 1

Par !"lIitf' ~ Il'- l'E[(Cj (Xa)f'j'(XIl1a)) t cj' (X.)ej(X",')1 ·_-t "jj'
L...J Il n~l""
., 1

no ro

nwe fTij' :::: LE«'j (X.)Cr(x.,tl)) + LE(f~ï (X.)Cj(Xllt .))
" 1 v 1

B- Ltjtî
j/;'

t-oo

011 n dom: mOlltré f1uc :
k

A • "....... t 2
,,2, f't B -- ~ t jtj' "iî

" ...•• no L- J J n- 1 ro L...J
j 2 i/j'

:.;'[' ';ht~t ;I]or _.._.. (.2 = ~t~,,2 + ~t .t. " .. <
Iii L- 1 II __~' ro . L- J J L- J J JJ
Vil j 2 j/j'

no ro

('nr si L o(i) < too nlol'H LIE (Cj (X.) Cj'(XII-t .))1 < +00
" 1 ". 1

M L lE (f'J' (X.)Cj(X II-t.))1
2 < +00

, 1

AprN- nvoir rnontr(' flm' ~ tVi --S N(O,<:'1) • IlO\\H nllol\H dU'r<'1u'r ln loi
V" il

k

dl' ln v.n. LtjZi .

J 2
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Ln ".a. Z -:
Ir.

Nant nonnnle Lt;Z; l'('St 1\l1s,.,i

;- 1.

Z~

(d. Th(~lrc\IIl(' 7.1. p.H7 del:mJ)

"'"" ~t""j snit nno Ini nnnnaio N((J, Vn, [~tjZj])
(pllis«l'J(' I(~ Z; sont dœ v.n. centr(~).

Var [t f;Z;] = E [t t;z;] 1. = tq E[ZJ] 1- tt'itr E[Z;Z;,]
; 1. j .1. i 1. jl j'

1'[Z'll 1.' 2 k4" ~} ~ fT j • J =- •...• .

El ZjZ;,1 = fTjjI. j.~~2.· .. , k.

dOIl(" Var [t t;z;] = t t~fT~ + L t jt f fT;f = e1. .
j 1. j 1. j/j'

n k

n'où. on n hien, -'-LVi _E_. 'f;Z;Ji' n ~ 1 l'O L..J
i ·1 ; .1.

k k

c·(~t·"-din' :'tjS'~ .-!-. 't;Z;.
L..J n -- ~ no L..J; 1. i-1.

IR th(~ln\IIl(~ df' Crnlllef WohlnollH pernwt alon; d'nffirrIH'r q\l(~

où Z N-1 IUle v.n. norrnl\h~ dnns )RU de m0Y'~llIIe

("(IVRrinn('(' 1~ dNinie par: E = (fTi;') j = 2, ... ,k

j' = 2,'" ,k
3«'111(' (of ape : on dWfdle ln loi limite dc Sn ( . )

TI~rorne 3. ."·OU.,, ICff l&yp(}'ll~,,,('~'f ,"uivonlr,'f :

46
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1) Ir. loi Xj t'.'ll l'

:!) SI'I' Slip Il'/r)l = M<fx
r<I-' ,rIt>. .q

:I)I: o(i} < 1")0

, 1

nlonl ln .'lltJfi.'lfiqu{' Sn ( . ) lNUI NI loi t'l'ni ln tlm;ahlr nl{nloi,r.

•
" -- LXJ{'J ( . ).

j '1

D~H!~I18.trJ!_Ü9n.

1 kil k [1" ]
Sn(.) -" !Ji L Ll~j(Xi)~j ( . ) -:- L !Ji L l~j(XI} ~j( . )

V"j'li-I j'l V"il
k

- LS'~('j( . }e'7"g(S'n)
J '1

"'lIl'pliC'l\tioll g !'!'lt lill('Hin~ ('olltill'''' IlS" (.)11:,1(,,) .,.... IlS'" (·)II~. J

rJ\ ('f)II\'l'fJ~t'IH'(~ ('II loi se ('O(Jl"('rVH(Jt par ('O(Jt illllit(~ alors
k

Sn( . ) 1.. 2:Zj('J('} •
J 1

l11.3.2. C()lnportclncnt a.~Ylnptotiquüdc 118.. (.)11
Il.3.2.1. La loi dCA Xi cst l'

PropOAition 11. Hou.'! k.'1 m,uiititJ1I.'1 ,'1u;mn/l'.'1 :
1) Slip HII)) Irlx)l = M< -'00,ç,.' ~(I1 .....••

2) Lo(i) < -IXi
• 1:

alt"-." Il Sn ( . JII2.!--. Q = E lj mi (J {' ... l une fmri(Jblc altvlloi,r. dont 10 /onr.-
n --~t"O j .1

lit~n m~rU'f"i.,,/iqt,c ('...1 f'.gnle (l Id~l(li.' - 2il~]rl/~ l1c _ 1dt,..i!l'umlln nUl
IntY' flfnUvif' 1R1c - 1•

I)"mml...trn/ion. Démonstration:
L'npplil'lltio(J 5n(.)-+ 115,,( • )111 6tnnt. eontillll~

k

Alof1' 115n (')I12 ~Q = LZJ ~t 011 cOlldllt ell IItilisallt III théof('U1P 1 p.~
j 'J

d('1121 .•

47



Il.3.2.2. la loi des Xt eRt " •

PropOftition 12. 1) .4i la loi dr. l)mbabilit~ dr... Xn ('... t v (rll(' 'ln 'il rn...(r. jE
{ 2.. " ,k } ponr lrqud rj .'lOil v-inUgmlJlr. ri d'iutf>gmlr. flOU null",
2) 8i RUP Sup Ir, (1')1 =M< +00

rn: jl='('1..... i}
no

:1) }:FW < 00,_. ,
n

(.Ior." ~L Cj (X,) =l1;n y.1t• 1~1 rj (XI )/ f ()
• 1 n -~no

ri,. l'lu ... 118n (')II'1 -!:~.fOO
"--no

!l.(!~"-I!J..~JUJliou. Elh~ mn...i!'tl! f\ utiliser ln loi fortl' dl~ grands lJomhn~ dam;
1(' l'ns Ih~ pro('~<;ll." stntiOll1lnin~ (voir[4~1 p.I~). 1

II.4. Vitesse de convergence

L'N ndf' df' ln vit(~'"f' de convergl!Il(~f'f'(' f('Tn (~n (~onHid('11\lIt h'.S 3 el\.~ sniv
nnl s :
1) II' m."l où le uoynu K N\t. de dilll<'IL"ion finie k
2) Il' l'a" où hl noyau K ('.St. de dillwnHiou finie et varie eu fonet ion d(~ ln tRille
df' \'('d UlIlt. ilion
;1) h' ('n." ()\I le nnynu 1< œt tll~ llillWll.<;ion infinip..

L'N III I(! tlP. In vit f~""~ dfl COIIVer~!IWe (:()IL'~isl (! l\ oht mlir llr~ rnnjornt ions f le hl
vitl~'<;(' dl' mnv('rgp'I\(:(~ de ln stlltistiqlU! IIS,,( . )11 2 v('m fln loi Iimitll.

II.4.1. Cn..~ du noyau de dinlcnsion k

. 1JI' r('.Sl1lt at principal (~t. donrl~ ')lU Il'
Thoorème 4.
1) Si ln loi tiN' X. ('1\t l'
2) si Iilll Slip HUP lp.j(x)1 = MI < +00

l<Ef-:jE(2.", .k}

:1) fliL v;;m < 00

.~I

48



pOlir JI 1,"'-';'''1. J-,FTJlIId. 011 n :

((2))

où t~ (~t lIIU' variahl" nU'ntnire dOllt ln fmlet iOIl (·.nrad (!rist i'ille ,~t dOlln(~!

pm 1"'" (h 1 2it L:)r I/'l

Utmpn..qlmlipn. Elle (~t l\S.~!'/. trdmiqlle voir[41] p.4l à m~ pour h~ dN nil....

Corn1lnire 1. H01l... Ir~., h1JPOlh~•.,r!f du ih(lory\mc ~ ; il m ..te tm rn.<;rfll1Jlr ,ir

,~uif.r." {(n..)} tri que qurlle qur. ..,oitln !lUite (fIn) (Hm bn =1-00) npl/flr1.r.,umt

(\ (n..J tri li'''' :
Slip III/IIH,J . )11' ~ n'I-- l'/Q ~ n'/\ -1 ();
"<;... n--4 no

'Ilt.." ')ff(i~tmNaf. ou n :

Slip 1P/IIHn ( . JII' ..:; tI/_· l'/lJ ~ nt/I =
.. C:: ...

-- 01 ;'ïT'rr:. jl/o1 1 o[~,~I:-'J/'] + o[n9/16n(nl/o1)lJ!.l:·tJ/'] (:/)

Remarque:
Ln sllitl' (hn) ('xiste . il snffit dl' pf('wlTP !In -:-:: lo~ (2+ Il) et le 1'('IIII'In('('f dn\l~

(2) pOlir ohtc'uir Il! f('f'lIltat.

Corollnire 2. Hou." Ir." !a1l1J(Jl!u'sr." du tMon'me 4:
1) ,'Ii h

n
:cc ,,1/01(1:-1)

9.) ,<ti ,.(n) ::::-- (IfJ" • (J >() • () ~ fi < 1 ri fi ~ 1
.11101'.'1

Slip 11'/118,.( . )11' -; (11- P/lJ ~ ntIl = ()/~ f/ot (4)
"'-:... n1'

A: - 1 k
m. "'1 ::::- in! (-k- •2(k- 1) ), k 22.

II.4.2.Cas d'un noyau de dinlension finie kn qui varie
avec la taille de l'échantillon

. I.A' rl~l1ltnt prilICipnl œt le snivnnt :
Thooreme 5.
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1) ~i ln loi d(~ X. ~t l'
2) !"(11I~ I~ hypot h~'S

1\) IIr-:N·. ~up sup lej(x)1 = M:z < 1-00
:tr=E jE(2.. ·· .k .. J

Il) lilll kn = +00 et HHI kn = ()
n --. 1 r'O n --.- 1 Il

Pour Il 1\.<;'<;('1, grAlld, 011 n :

k"

où Uk• = LZjej( . ) AVec Zj ~ N(O,nJ )
j 2

~,"onstration. Il suffit. (hl rl>ncIAph!r ln cl~rnOlU\t.rRt.icm clu C11.., pr(!ddent lUI

m." où le 1I0ynn ('St cie dimmL.,ioll lilli(~ qui Vnn(l nvœ ln tnmC! cie l'(!dumt illc)JJ
(IHmr plus cie dNRiho\ voirl41\ pp.73-80) •

Remarque.
()" Hlolltn' de Hll'me qlle. connlle pr('(-('1lc!HlJllc'IIt, il existf' 1I11C' !'Ouite (Iln) t('lll!
qUf' Hill Iln ::: + 00 f't fmp Ir [IISll(.)112 ~ 1\2] - P 1I1UkJI2 < 1)2] 1--. ()

,,<11" n---no

PII1~ pr{'dsl'mmlt, C)JI HlOtlt"! le corollain' HlIivHnt :

CUnJllairc 3. Sou... /l'." hYIHJ(}H'."l'... clu tl'(o(}f'r)nw fJ, .cri l'7I ,'/'/....

1) hn = I()~(t~ -1- fa) , fi ? 1
2) ~ .-=-:f ,1'1. () < !~ < 1/(j
:1) ur,,) -=: (li{1 , (1'>0, () ~ fi < l/tI, n? 1
A/or.'!

Hllp II' [IIHn(.)IIt? ~ ai] - /) [II (/1;,,11 11 '5 (111] 1= ()l71h/~ h~(2 + n)] (fi)
n<I"II:(l'~n)

1
ori - - < fJ <0

6

Remarque:
Irnutn'S e1Joix de kn et hn pC!lIvent Nrc fnits. Cepelldnllt le prohlt'Ille de
l'opt imnlit'(! de la vit~ de eonvergcnœ reRte pCNl, pHi~llIe ln (~onvergcnC('

cie lA vit~-c;c de convergence cU'pend de ln Ruite (hn ).
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Slip IP [IIS,,(.)11 2
~ 1\2] - P [IIUII:! ~ n2

] 1=
H< ..<" ..

'+ O[~r" +()[A~~~] "-O[A'~~~]

II.4.3. Cas où le noyau est de dirnension infinie

1"0

K( Xi, .) - LÀjf'j (Xi)(!j( , )
;-1

....,
r -- )_:À,Z,(',( . ) où Zj rv N(O,n})

j--:!

Lp 1h{'on\IIIf' ('i -df~solls d()lIIlf~ 11\ vit f~SP de COIIVP[gt"IIec dc IlS" (.) III \'cn

sn loi lilllil p.

:r.h~r.~II.l~6
I..'!" X; {of Hill df~ loi l' , si ('II l'IlL" :
1) ~l1p Slip Ipj(x)1 -:-:- \f< -f-')o

,q: j'o'
"'-'

~))_~ vr.~ < t x
i - 1

,')) l' 1, l' k~ ()) , III ~ -=- t 'Xl 1\\'l'(~ III , --:.-:
Il --"1"0 ,,--.1/"10 Tl

Alon-. il f'xistc 1I11f' sllite (lln) h~II(~ 'I"e Iimhll = +00 ('t

o [~ ] 'IR -+- 0 [(~ ) '11~ h
ll

]

'+'()[(111)II)kn()(III/~)1

(7)
no ro

" \.~ l 2 A' _ ~....... \ 2
OÙ /lit .. -::- L_ Àj"j' k.. - LJ "'j'

j-It"ll j""k.. I'

~!.llull8tration."~Ih~ Sf~ rait en tmis Nnp(lS, pOlir les dNaiL~ voirl41] p.p.39-
~7.

011 (~)JIsicl"r(! s,,(x~ivemellt I(! (~~ ml le noyau K <'St. (Ic dillJ('IIsioll filli(! k ,
puis 1(' en," oi\ ln (limellsÎou varie nvœ ln tnille de ),(dUUltilloll kn, ..1 ('Jlfiu I(!
(~.. (1) 11\ dimcllsion œt infini(!.

1"" ~tnpe : K d(~ (Iimen~ioll fixe k .

0\1 (>tlldi(! Slip 11'1115,,(.)112 ~ n2
]_ P[ IIUk.. 112

~ 1\
211

.r::;{ t

n) OTt nd0l'te ln d{>mnrdle utilisœ pnr D. nosq dallsl1:J] et 011 P()H(~ nlors qnc:

S'n = YII -+- Zn
011 rait rh}l)()th~ (C.) ))(Ulr tOlite la l'luite d(~ œUe part.ie,
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1
-(\(~)
Ji'

Ô?.\.f'f A~ ... exisfP.tlt lin fnif (h~ (Cd.
()n fait nlon; 1(' n'J.,1]·oIlIH'IIl(,lIt ~lIi\'Hllt :

SO[if ~I(' Phi]' grllnd ('lit i(~r f('1 qllf' :

E \1~w.11 $ Ô"",An ,1e

[ ]

1/2• . .. Ali le
S.llt III la pnrt Je (~J1f lf'!n~ df' --'

Ô".1c
(hl I)(N:~ :

YI -: \V I + ... + Wh

Y"1 -:: \Vh , m '1 +... + W'lh j m

Y, ~-

hl-:- \Vhll+",+Whlm

ïrl -=-.: W'lh 1mil -1- ••• + \V'lh l 'lm

hi -:-:: W ih • (i--I)m j 1 +... + Wi(I' , m)

Z, -:

Z" 1 = { () ~i Im+.'h=11
W'(n,+h) \ 1 + ... + W n sinon

1(of llnt <INenninô pnr l'impos.-;ihilité dû eonsf mire V" 1 et h,. 1 l\ ln fois scion
If' !'(~h(~lJu\ YIl Z,,· .. , Yi, 7~, ... tel que
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1(111 1 Il) ~ Il < (f Il)(m-1 Il), ponr h-s dNnils d~ calcnls \·oir[IGI p.p.12-47,

IIr IIS'nll~~ 1 -:-IISn(.)II:,7(/1)
'.1 '.1

dorl!' ('f' qni IH'fIllPttrn de remplacer IISn(.)11 par IIYnI-Z"II
h) on ntili!'(' J'n!'nih~ J('S rémlt.nts <l'FJ\.<.;(~II [:l81 p.p. l-12G J(~ <:Rklll~ !'(lIIt a.,"(!~

tf'dm iq1J(~.

rr éta~ : K de dinu'llsioll kn .
()rI "1lf1'lId ln ml'me fi('mnrdlc qne pr('<nlmllnlC'llt J'II )"IRHllt. cOlllllle lIy
pot lll~~ : t'II phu; df~ mrulit iOIl." CI' 1'hypot IJ(~ C'l !'11Ï\1mte :

{

snl~ _..~.IIp If!j(x)1 = \oh < -+ 00
('.1: ,r-!-.. JI'P ..... k,,) . ~

11111 kn -::-: +- oc. hm - = ()
n·-··<'<' Il''-''('()Il

pt 011 dlf'rdH'

Slip 11'[ IIS",,.(.)111 <: 1}
2

1 -- PI IIU\,,11 2 S alll
"r:~'

....
C'k " -c:: 1:Z,('j( . )

j-2

Ill:\ .. 11 1 P.;t 111lC variahle nléntoil"fl dOllt ln fOlld ion cnrndhistiqlle ('l't d(mll('C
par
IfIN(h .... --- 2it E')I--1/1
1:' '-CC (fTii/) 2 <:: j. j' S kn

rr ~pe : K flfl dimeusÎolI infillic.
a) introc\ndioll f't notnt iOIl.

011 I)(~' ici:
....

S•..( . ) 7 J!ï1:À}âj" f'j('); Jim kn = 1 00
} 1 11--0 100

""\ \ .. -,-- LÀJZJcJ( . )
J '1

"0

\' -,-- LÀjZjPj( . )
j-:1

Et ou (otlulip

~l1p IIp [115,,(.)11'1 ~ n1
] - P [lIUII'.! ~ A

2
] Il

,.t;~ 1



En l'Ill!' dr-s hypoth(~~ CI et c.l on !'lIppO!'f' C:l r<',llli!"(~~

{

Hnp Hnp lej(x)1 = M;, < +00
('. x~t: j~1

.:l. EÀ~ < +~
j?1

Il) Etllde (le ln vitPS.....~ (le COllver~('nc~~.

Il rnllt mnjorer ln (llUmtit(!snivallh~ :
HUP IPIIIS,,(.)112

~ 1\
21_ PIIIVII2

~ n211
.... 'Q 1

On mont re qllf~ :

Hill' 1PIIISII(.)112 ~ 1\2]- PI IIUl1 2
~ 1\211 ~

",,~I

1 2 2 11 1 2 2 1Hill' PI IISn(.)11 ~ n2].- PIII~" Il ~ n2 t HlIp PI 118"..(. )11 ~ n21 - PI IIV,," Il ~ 1\2]
..~~I ,,~N'

.Hllp Ip[IIUk,,(.)112
~ a2

]_ P[IIl'112 '$1\211
,,~j{ t

Ln redlerdlP de la vit~ de (X)Jlver~ellœcom.;i~tera1\ mlljon'r If'S 3 qnnlltit(lS
ci·(lf~""llL<;, 1\ AAvoir
Hnp IPIIISn(.)112 ~ 8

21_ PI liS.... 11 2
~ 1\

211,
",,~ 1

HlIp /PI 11~ .. (.)I12 ~ n21_ PI IIU"nlI2 ~ 1\2]\, ct
"f~1

Hllp Ip[ 11\].... (.)112~ n21 __ PI IIVI12'$ n2]1
."~ 1

POliT les dN aiLc~ (1f'S calent.., ilq l'lC'mt HilllilainlS Il 1411 p.p. H2-H!J. •
Remarques :
1) l"" ~nih' (h,,) R N~ dl()iHi(~ de tf'lIe IIlllnit'n' qn 'il y Rit COtlVf'r~elwe dn tf~t,

c '(-,.;t-à--{lin~ soit {(Rn)} ]'etlACrnhh~ df'1l fmit(lS tdlœ (IJl(~ «uf'I1(' (Ille l'lC')it. la ~m ile
(h'l)nppartenallt.A<:f't.eIL<;ClIlhle.oIlRit: snp IPIIISn(.)112 c:; n21_ P[IIU",,11 2 ~ 8211 __ 0

"~"..
2) reIlAClI1hl(~ (if'S sllitœ (n..) n'l'St. pn.<; vide, il snffit. (le l'n'Udf(! par exernph!
1... - lo~(2 t·n ). Il~ 1 ponr IL<;,"urer le r(~mltnt, ml f'l1IPP(lI";Ult hien clllerulli
qllf' .
no

LÀ:(T~ < +00 k'l ct U(II) Mallt <'OIlvennhlf'lIwnt choisis.
j 1

:1) Exernph~ :

CoroliRiro 4. 1) Si la loi Ile.• X. l'.•t 'L
2) .•011... le.• hrnKJ1ht'-.e.• ..mit/unte.fI :
. ~llp Slip Irj(:r.}1 = M< -/-00

J"E Jo: J? t



mi

l'lO ro
. ""'\'1'1.,.. ~ '1 '.L..J'" ,-·f '"X:; :L..JÀjn; < +00

1 1 J 1

. k.. -1 ft:·1 . () < ,il < 1If; mi 1.1 dtt~;!"W 1(1 ]Hlftic C'f1tir1T'
1

. ft (fi) ~ (I{''' : fl > () C'l fl < -, 11 ~ 1
11

.1101·...

~llp I/J/II.l.,'(.)IIl! Sfl~/- l'III (~111 :cs: (l/l = ()11I~/-1 )og(2 + 11)\ , () [A~::\] + () [A ;~:\]
.'" ~"'.Il!' nI

((~))

1
mi . - r " < lJfi .... .

1
COnlllnire 5. S(m.., Ir... hYIHJthhw... du mmliflirr. J rt ...i ru plu... 6 1" = 01 J,:"I

"

nloT."

Slip \1'/118(')II1':cs: (,eI-l'/llr~ll1:cs: (l/l =-~ 011l1i/-1log(2 ~-11)] ((!J))
.< ""- fl!- "1

1
fi < " < (J.

ncmlU"fJ.~~ :
IJ~ vit('!".G(~ de ("ollvprgPllce ohtf'lllIN! vOllt 1I01L" I)('rlllettn' d'(~tnhlir q1ldquN!
r(~ultl\tl" g{>II('nlUX relatifs ,\ toute nlle dn.~e cie h,.;t.s clont le t(~t cl1I X2 N't.
Ull ('n... pnrt i(~1Ili('r.

EII ..ffc,t, clnlls le C'a" o1Î )e ooyau Nlt. cie climellRion finie ct, Ri C)JI P(lS('
l:

K(x.t) = L Pj-'l"'j(x) 1..4j (t) ,(x.t) EEx E olÎ IN! Aj f()rn)(~nt UII(' k-partition
j 1

d" E(pj = 1,(Aj )), on retrouvc le tŒt du X2 mmel, pni"(llw:

IIS,,(.)112 ~ }:. _1 [t1Aj(Xi) _ IIPj]
2

.( cf 12.2)
j 1 npj j 1



11.5. Construction et propriétés asymptotiques
du test

Il.5.l. Construction du test.

IUi.LL Caq du noyau de dimenqioll finie k

NOIll'l "lIoll~ t~t('r l'hypoth~ Ho "La loi dœ Xi ~t l'" l'out fi' l'hypot hi'~"c

H,(k) "La loi drs X; ('St 1IJ1(~ prohahilit(~ II tl'lIe 'IIJ(' IC j dll l'xiste "t ('St 'Hm

nllll" pOliT RlI l1IoiUH lin j dl\lL'~ {2,. .. ,kr'
~lI1S Ho : IISn(.)112 --S Q (Pml)(lflition 11) SOIt." Il.(k) : Ilk,,(.)\\2 ~~~t +00

(proposit ion 12) Alors Ic test. ('St d(~ III fOTlnc :

Soit n E [0,1 [ ct w t('ls quc

IUi.L2. Cas où le noyau est de dimension finie qui vnrie avec h,
tllille de l'échantillon kn

POlIT t~h'r l' hypoth~ Ho " ln loi COIIlTTlllnll dŒ Xi ~t 1/'on pCII t. Il t il iRf'f
Illl t ('St l"~ ln fonl)('

k

L
~2

11 1\ > W n ,
1..

j=2

I,'RIt(!J"JlRtivt! H,(~) f;CrR l'ell.'w.lIlhlc dœ lois v t.el qllc, pO\lT RII moilt."l 1111

jE {2,··· ,~}JCj <Iv cxÏfltc et. Hoit non nullc, H, (~) mnti(mt alon; tOIlt.œ lœ lois (dif

fi'I"Cntffl dc Il) ct admettant, lIIlC d('nHit'~ appRrt.enant. à I}(/') .



Il.5.1.3. Cn~ du noyau de dimem~ion infinie

Pour ff~t f'f rhypot hN;(! 110 : U f..R loi cI('S Xi ('St. Il.' eont.f'P, rh.vpot lu~e

".P,.)
(Ill) L:: 1-\"1> l-\n •.1 > Il ponf n~ 1 et L: -\~ < 1')0). "Ln loi d(~ X; (~t

"'2

II t f'l1e fi 11"il existe nn moins tIIl j~ 2 t..q. f ej clv existe et. l,oit. non Jmll(!"' 1 Oll

l)(,lIt lItili~'r k! t~t de ~i()n critiqlw 118"(.)W > w,..

II.5.2. Propriétés a~ynlptotiquesdu test convergence
dn tœt

Uapp(·loJlS qn'lIn tP.lt ~t (~OnVf!f~('nt si son niveall On tend Vf'n; () et sn
plIisSHJlC(\ Pn(lI) ff\wl ""fS 1 pOllf tonte loi de l'nltf'rtlativ(!.

Il.!>>.2.1. Cn~ du noyau de dimellldon finie k

Pn)poAition 13. /) S"fI..1f ir.1f hYT'H)f.!H'.lfr.1f :

f') Slip ~lIp Ir/r)1 ~ M< +00
7<''': ]f'{t.·- ,il

h) (.~}1/4h~·-1)14 --. ()
" " --. -00

r) ,{~/HI 0(,,1/01 )b~':-1)14 --. ()
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:1) Soit (1''1) (= lldk) td/r ([f,r :

11 ) \.1.:..... [Jf'J'dl/]'l >". : u >1Uk 1 f--'i - TI --

A/or." Ri (1) ri- h) Iwnt "f'ri]if'f'.'I. on a ,'1imfJflm(>mf'ut ftn ---.(} f't l/n(Vn) ----.1.

JJ.~!II~)~trntiollo 1) IItilisnllt le mml1aim 1 011 n :

HUP IPlq>Will - Un1= 0 [;;tr-'rm-r/" +0 [(~ )1/" (hnf 7)/4] ·H) [uD/ 16n("1/" )1)~,k2)/I]
w"~ ... "
1)'OÙ HOIIS lc~ hypoth~~ n,h et. e 011 a :

R11p Inn- P[Q ~ WlIlI -. 0
." ~h" n---+ • no

dOlle si Wn ~ l~ Inn - P[Q ~ WIIII -. ()
Il-olno

pRr SlIÎt(' Un _o. 0 {=}Wn o. +00 •

. "'n
Sllpp(~ml' IIIHlIlteunllt - -. O.

n

On \1\ nlors (1ulf'icll!rer v E HI (k) et. j = 2,··" ,k t.eI (l'IC Hj :-:-: .rejclv i- 0011

\1\ l'(~ dOllller 1111 entier III > 1.
'" a'l

Soit N(aJ .IIl) le pl1L'; pdit elltier td qnc~ ~ < ~pollr Il >N(aj.llI) .
Il III

(. . . . '''n (-)d Pllt Il'f eXI!'t (' plll!'Cl"C - --.-. "
Il

Il [1 ~ 1 111-1 1 1] _E [liln -- aj J" ( III )"Il (J. > -- (J' < -- - .'n J -- III J -- (J~ 111-1

p[lli. -- "·I? 1II-l ln .l] = 1 --- r[Jlâ --n·1 < 1II-1 In ·l] -= I-Pn(v)
ln J Hl J ln J III J

P... (1') Nllnt la pllif'.~lIlœ tin tc-:-;1.
(hl clf,t:luit alors :

) v < E [~n - aj]" (~)"
1n( ) " 1aj m-

E [il -- fIr 00 1
ln -1 J ~ 3072x2" M" E Ju(i) X 2' (cf [291 p.(9),

aj i 1 Il

() 3072 X 2" X M" ( III )" f. CïT\(") 1
t:lolI(~ 1 Pn V ~ " -- L...J V tl' \ 1J X 2'

a j m-l i 1 Il

t:lolle 1 Pn(v) -. 0, c1'où le rl'tlllltat 1\1l1l0Ile(~.
11-100

2) Pour Il n.<;fl(~.f. ~Jl(l on H :

"'n h(Ih)
- < --'l-' III >1.

Il ln
En SC~ !'('rvnnt de ln dl!1Il0llstrntioll pm~(~lellte nt ell TC'ltlplnc;nnt aJpnr h(lh)



4

alors :
:l()72 x 24

X M 4
( 111 ) 4 ~ 1

~lIp[I-Pn(v)l< '1 - }: J0i) X 1 --~ 0
..rlll " (Ih) 111-1 i 1 Il Il'-·' no

d01l1' : Hill' [I-Pn (/1) ]--.. 0
"r: 111

d'où III ('fll\W'rj..."'llI'P 1I11ifoflllP HIIIIOlld'f'.

:\) Soit .in f-: (2,··· ,k} td (11lf~[ /~; (1r/nFI ~ flInT [ fej(lr/n]'J.

1""" n> '1(~' Il~ [jojdv.r:>:. . ''';9.

c1'oi!

t [1 ]2Il... Wn Wn_._- L (' (lrl > - ~ - <
Hk-I) . '}. ,n - n n -

J .

1/(' cl lIn1W Jo

~ ~ 2 - (id on 1\ pfis 111:0::2)

En ff'1II1)IN;smt. Rlmll aj par f ~jodVn (~t. III pnr 2 dRns la d(~lIIollfolt.rntiOIl (I~ 1)

011 n :
ro

3072 X 24 X M 4 }:o(i)
''J.

1-1~(Vn)l~ 1 ---+ 0
w~(lh) n-lno

SOIIS a). hl. e) , Wn -. +00, alor:i un ---t 0 •
H.enmrquCR

1) L.'S ('(mclit iOlls : WIl ---+ +00 et W
I1 ---+0 Hfmt 1I(~:('.s,'W\if('8 pOUf l\.<;l-'lIfPf la

Il
('(lI\\1'f"rt'IIl'(' (In t~t IIInis 11~ f;(mt pa"! sn"i.~nt('S,

3072 x 24 x EJu(i)
2) I-p(vn) ~ 'J. i~1

wn

c10llc I--p(vn ) = 0 [:~]
O~ qlli nous 11Mtn~t. d'avoir ln vit.œflC d(~ coovcrw"œ du t.est..

Il.5.2.2. Cas où le noyau est de dimension finie qui varie Rvec la
taille de l'ochftntUion.



PropORition 14. Sou.• 1('.• t'Dfuiitùm.•

l) (1) U c Ne, HlIp HlIp Irdx)1 == MI < +00
rr-": jl'=(P.•...• l-"}

'"tQ

,,) L:#J < +'XJ
, 1

(
Ali) 1/,1-1

2) (1) f~: ~/2 --t ()

( 1 )""h) - ft" ~ 0
k,1 n

(')0 (n l / 4) (nhn)k.. -dl

{

fil.. ~hrt

,'J) 1/'.. - --. +00
J "-.(""0

fi'"---0
ft

k

AI(lr.• 1(' l('.'ft nE ô2 > Uln ('.•t mfU/rrgrfll.
;=I! 1..

l)élJ!9I1strntion. Ell~ lit iliS(~ I~ t h('()f(\IJIl~ 6 et l'mùst PIWf' .If' lA slIit ~ (hn )

mtlloJl(:('(' pllls hRllt. •

PropoAition 15. Sotu l'hypot1u'.•e 1 de la l'fY)lHJ.•ilion 14
1) ,C,'oit 1/:, C /lI (kn) trlie que, lKJUr tout ('f1(,i('r n (I.• .'wz fm/mi

;n! ,Slip I! ejdul ~m rw;;
vÇ"~ r ' ... ,k.. V~
mi m ('~t un r.ntiP.r (lonnbuphif'ur à 1 , mon la mnfJrrg('f1œ rie UI pui•.'IarU"t'

('.'/1 uni/onlle .•ur If, dr'.• que "ln ~ -kXJ • l"u.' p,(d...hn(,flf, on (l :

Slip {1-l'n(v)] = o[ ~]
vf'''~ "n

2) Soit (vn ) C//I (kn) ct Jn E N tel quel! l'jd//I ~ rn~
mor.• Pn (vn ) ~ 1 df'~. que "ln ~ +00

:1) Un (otant le nivmu du tr.•t On = o[ ~]
tl/II

~mol18tration. POliT 1) et 2) 1ft dilmollstndioll ('.fit Allnlo~lJ(~ 1\ œlle d~

ln Pn)Pf""it[im;..14 . ]
• "",,-..2
.1) (ln "'" P n~nj .. ?- 1I1n

r 2
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< tP[iii- 1> r WfI ]
i-~ '" Vn(k~ - t)

[
w] E [ri'.!

Il I
~ 1 n J" l,or Il :> < Il,,,,,

'" lI(kn - 1) - Wn

":['(] 5 ;:1 (1 +M~~n(i)) IIkn
Par ~lIitf'

Un <p [11\" 1> (1 + MM~Ln(i») lÇ
i~1 W n

D'où If' ~1I1tnt,

II.5.2.3. CaR du lloyaU de dimensioll infinie

00 [ 00 ]1 · 1 ~ ~-2 1 P ~ ~-.2
Un Nnnt (' 1lI\'f'au (Il f(~t ft~a'n > "'n nom Un = fl~nin > fIIn

,.,,2 r:l

{

Rllp Rtlp \rj{x)1 = M< -foo
Pmpot"ition 16. HOtU l'hypoUlf'.•C : ~,.; l?t

L Vn(i) < +00

.4) L~; <t 00 ;f'l
;> ,

{

"'" ~b"
r. fi'" --_o-.J ~
.,) ".---.1 no

fil"
-- ----. 0
fi

no

mor,Il 1" (r.•' ftL.:n~ = IlHn (.)W > lI/n C••t rorU/crgcnt
,~t

QJmlO~tration. 011 utili."t~ h~ Th('()rellU~6,
So,,~ h~ coIHlitiotlR 1) 2) 3) 4) 5) on Il nlors :

1
2

14llp On -- P! IIClI > ,,"'n 1 ---+ ()
""<.t." n----t>fro

Hi ('n pin,. :

(
Ali) '114

1) ~ h~/4 --+ 0
n "-Ino

(
1 )ln

2) - fI,." -- 0k,. ,,-~ 1 00

:1) (flhn)""n(ul/") --+ 0
"~.no

00

E~2(1~ < +00
j t J J

G1



psu ~Ilite n,,---. n

('ar

fil" -. • 00

Soit l' EIl \(À,,) pt soit jo ~ 2 td qllP .reiodv = ajo t o.
COl\lllle IIS.. (.)11 2

~ W Il nlor~ Il,\t Îljon ~Wn

cl'où P [IIS,,(·)1I 2 ~ "'n] ~ p [I~on 1~ ~ 1Àio
l 1] .

"'..Onllllle - ----+ 0 , on aum pOlir Il 1lf*l(7, gralld
Il

, a 2 À2

~ < ~(m > 1)
Il -- 111" •

011 oht iPllt alors

p [11 5.. (.)11'1 ~ W n ] -:; p[l~nn -- (lin 1> Il,\,-\l ln';fll]

I )[I~ 1 m-1 1 1] E[nJn _-Ojo]4 (1Il)-1
1\. -- 0 . > - n· < - .Inn Jo -- III J -- (1-1 111-1

Or t p" (l') :c; P [lillon - (l i .. 1 ? 111- tll\io 1]
III

l'nr PII15.. (.)112
~ "'n1 = 1 }l,,(lI)

(hl C'II clNlnit nlol14 :
E [Îlj - (1 jo] -1 ( III )-1

1 - JI" (Il) <: " 4 -
(1 . 111-1

.70
-1 ~ t

Of E[I\" _o. nin] ~:J(J72x~xM-11:v;;m x 2' (Cfl:\01 p.99).
j",,\ Il

:J()72 x zt x M-1 ( 11\ ) -1 n; . t
dorw 1 - Pn(v) ~ -1 - x 1:v;;m x 2

njo 111-1 i= 1 Il

})Rr mnHl'(l'lent 1 - Pn(II) ----+ n, d'où le ..œllitnt allllorH1\ •
"---100

ReflUU'q'ICA

1) Ln ('(lIlVC"I'KCuœ de la pui.~m~ dll t('St ('St IIl1ifonue SUT tOllt lh C HI (Àn )

td CI'Je
2

h(H2 ) = inf '~lfCicllll > ()
~1I2 J~2

1
2) HlI})(l - Pn(lI)) = 0(2')

"f'II, Il
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Ln \'itf~...' cl.. ("oll\'~r~ellœ cie ln pni~"mwf' (In t (~t (~t O(~) ITlni!'\ ('('If .. vit(~"'e
Il

(U'"'II(I d(~ nj qni l'fmI. dOTlllffi par nj = .ff']dll .

:1) clans I(~ ('()wlit "ms dll Comllniro [) , 011 ohtient

ft () [ 1 ] 2

ft I()~ (2 +-11)
t)EJlfill, d'lIlu' IlInlli(\n~ ~~II(~mle il se p(~~ le pmhlc'III(, d(~ l'optilllalit(~ n...ymp

tnti'lm' "11 tf~t qlli viellt d'Nre construit.
Apn'~ avoir {of 1Uli(~ ln ('()(}~gcllœ dll h~t f'Oll.c;trnit le dmpitre Slli\'Hllt f"erll
('OIlSllCr{> 1\ l'npplicntion "ur 1111 nllto~~if d'ordnl 11Il.



Chapitre III
Tests du X2 Généralisé

Application au processus autoregressif

IlL1. Introduction

{lllP IIU\Ilif\("(' nat lIrelle d(~ cOllst.rllif(! lin t.<'St fi 'lU Il~ I"at iOIl cOllsist C' 1\ lIt.iI iscr
1111 ''l't illlatr!lIr de ln loi don" on t<'Ste l'ajm~tement. I.Jf! cnlenl de la dist l\Iwe dc
la loi p~III11(l(! f\ SOli ('Stilllh' permet. d'apprl!Cier la vnlidiM de l'hypotllf'Rf!
c1f' ,l''pnrt, Ainsi. le d"Ii'hre t<'St dll ,,2 ~t fondé Hllr 1111 f'Stimntf'lIr l>\(>lIIell
tain' dl' ln ,1f'lIsitl': l'histo,,.nmlJl(~ d~ frl~IC'lIœs. ()r il e:-;t. bien mTlTm 'I"e les
f'St irnntf'IINl li~ de la dem~itl~\pprodIPllt ln loi d,~ oll1'prvatiOTls b('a1lf'ollp

lIlif'IIX fl"C' l'hist.(}JVftllllne. Ali clmpitre pmnlent., l'OIlR œrt(.ni;;~)(~mditiom~

fk! rl~l1lnrit.l! nolL'~ avon.'l montre (11.3.1 ) (I"e S~ --!.:... z = : 0" Z <'St.

Zk
IIne vnriable nl(>Jltoire normale dauR IRk. 1 d(~ moyenne IlIIlIe d de mntriœ de
f'tMU"inllCX' E. 'nmtc Hile cla.qsc dc tcrts ft Mk. const.nlit,c, ainBi qlle ln (X)IJ

v'wr.,-ncc de f'('S h~ts étndiœ 1\11 chRpitre préc&lcnt. ki. il s'Rgira d'f!Rtimcr
I~ él"m('Jafs de la IlU\triœ de vnriancc cuvariance E ct de fnire fh~ simll
lnt i()ll~ l'ur 'III allto~~ifd'ordf(! lin ntin de raif(~ llll h~t Htat ist.iqlle de
l'hypot hNw : lœ ohscl"VRt.ion.-; RuiV'fmt 1I1le loi fixh~ no"l~ par IL. Ainsi, 1\ Ù\

1'('(1 ion 2, h~ éléments fic IR Tlmtriœ E fl4:)Jlt. œtilllffi. L'approxiatioll de ln loi
limitc! de ln statistique IISn(.)II2 œt. ét.udiœ 1\ Ù\ ~~t.ioll :t A ln Sf!dioll 4, If':S
~illlllint ions !'Cmt illdiqlll~.



111.2. Estimation de l:: = (ajj')2~j,j's,k

111.2.1 llypothèscs et notations

Nou~ ~llppOS('rol1H pOlir toutf! ln Ruite que ln mntrim E (~t dNinio pOl'ii
tiw', Ln IIlntrice E = ((1i;-)1<' "<1< som d(~ormnis lIot('(~ pnr E = ((1jl)2<',I<I<..hl__J_.

r(~t i1l1nt iOIl de E rcvi(lllt à ~t il1ler h~ (M~III('lItR ((1jl )2'Sj.I~I<' NOlis nllolls 1I01lS

ill!'pirpr d~ r(~"ltl\tN .1(' Cnrholll:l0l pp 2[')-:\0 (·t 1~1\f\(:('()loI5 t1pp 5-15 po"r

rl"!'t il1lHt iOIl d~ pnrmnN rN'.
p()/-;(lI\S (1jl(v) :::-:: E(YjYv.) où Yij = (~j(Xi)'

l'nI' st.ntionnarit(~ .Ill \'C(:h~lIr Yi :::: ( Yil!'" ,Yile ), il vi('Jlt ((1J(!:

('(Jv(YI.Yv ) -:=- cov(Y"Y\+.) (!t pour dU\(lu(' (!\(!1I1<!lIt on n:

E(Y1jY",) = E(Y'jYH ',.) d'où I7'jl(v) = E(Y'jY\'~t.l).

DI' pllls J'(-gHlit(· I7'jl(" v) ::-: E(YljY, \'.1) ~= E(Y, \.,jY tl ) = I7'lj(v).
P(l!"nnt v "'"' i ... 1,
on ohtil'nt (1jl(i-··l) .,.,. E(Y1jYi.) (·t I7'jl [- (i·- 1)1 -::: I7'lj(i···I), l\ussi il Nit )lossi-

~

hll' d'(,(Tire (1jl = L (1j'(v).
v-=-2

("t()

PHI' ln sllite RUpl)OI1~OIL~ L Il7'jl(v)l < +00 pour j,1 = 2.k (ce qui œt r(mlis(~
v", .. 2

(,,~ quo En(i) < +00 (cf Chnpitro V).
U'2

Soit ln UII(! SUit.f! de lIomhn~ n"f:!ls pour Il E N· tello que 1" < Il et lilll ln
n··~I("t()

l
, Il

'. 1111 - = +00,
n·-~" 1 no 1..

COllsidf'rom; 1'f'Stinmtioll da.~ifJue de ln eovnrinllŒ erois('(! du proCffi"US st.n-
t iOllllnire bivnri(! (YljYtl ltE/7. dNillit. par :

1"
No1L'~ POllVOIIR dMillir 1111 f'St.imnt-cur de njl(v) pAr: (Jjl:=- L wn(V)(Jjl(V) où

v~ ·In
ln (ondioll poids Wn œt. dOll1l6c pRr :

fiG



(Hl)

11\'1'(' '1 !'nt i!'fnil"nllt 1~ ('()J1dit i()I1.~ l"UivHlltœ :

{

,,(0) = 1
1'1 (x)1 s IJ pOUf Ixl s 1 (D ~ 1)
'7 (x) = '1 ( - x)

II.. plus '1 f'!';t ('()J\titllle Pli 0,

111.2.2 Estinlation

AV(l(' If'!'; hypotII~~ cl Ilot nt ions d-d(~lL~. on n 1f'S ~llltRts l'uivnllts(d
[;)1] pp 12-14) :

Prop08ition17 :
L'('Stilllllh~lIf "jl œt R.~yrnptotiClllmJl(mf,sall.~ hiais,

Prop08itiolll~ :
POlir j pt 1fix('!'!, P()~;()IIH :

Zh """ Ytj y y ",1 - (Jjl (v) pour OsvSln ('1.

Z;" -- YI-v,j Yu -- (Jjl( -v) ponr -In Sve; O.
Si pour tHlIt tEll, ni cl 1,0111. v El-In, Inl il f'xist(l dellx (~Ollstallt('!' CI pt C2

t ..lIt'S "UP :

IZIv 1 < CI ('t IZI~ 1 ~ C2

1 . 1 Il - ln 1n Uf!' pour tOllt enflM' Cln E l, -- pt tont E > n011 a :
2

p [~IP I"jl(v) - (Jjl(v)1 > E] ~ 4(1 +2In )mq> [- €~2qll]
I\'I~I" &.

( )( ~) ([II -1,,] )+22 1+ 21" V1 + -; (LIU ~

IHmr tUlIt v. ol) c = max (C), C2).
Dt" plu!", si

([
n"-I])lilll ln exp (-neln) = Hm InfJn() _,__" = 0

n --'. , no n-...... 1"Cl 2(ln

oi" a l'St 1111" (:OllstRIlf(~ d"petulRnt lh~ Epte.
l'

alon; ";1 (\') ---+ (Ji1 (v).
,,_IC"O

(i7

(11)



Si. pOllf tollt E > ();

~{4(1 + 21n ) exp [-~2(ln]

+22(1 12L,) (JI + :},," (["2:1:'])}< +00

(12)

Proposltion19 :

S()tl~ ]e'.S hyp()th~ de! IR pmp(~itioll IH. pOllf Il SllfJi~IIIIIIP.l1t grnnd, pOllf

. [Il - Ill]tout ('lItu-r (ln E l, -2- et pour tout E > () on a :

(1) C = IllIlX(C I , C2).

Si. eIp. plUli

, (qll)' ()3 ([n -Ill])lun ln exp - A-12 = Inn ln 1 <ln0 -2-- = 0
11-1('0 ft n-!no fln

où A ('folt. nnp. <--'OllStant.p. dépendant. €le E, (~ C't. B;

1 ~ l' S·
R ors /'Tjl ----t (Tjl. l,

"-100

(la)

(14)

L { .• (1 + 21n ) mep [- :J2~:lP (1 ;';111 )2 ]

.. ( )( ~8«------'B(l ...~-2111») ([Il -' ln]) }
·t 22 1 + 21" 1 + E '1,,0 ~ S +00

(15)

1 ~ ".W.
H ors /'Tjl ----t (Tjl.

n ---.. 4 n:'J



Si. pOlir tOllt f > ();

SO'I~ II~ h.\'po' hi'~'f~ df,la propl~i' iOIl 1H. pOlir Il ~IIf1i~lHlIlllI'lI' grand. pOlir

. [n -1" 1'fIl" l'Il' IPT Il C 1 --- l" })oIIT tOll' t: :> Il 011 a :n - , :2

.- (T.t! > El < 1 (If 21 ) ('xI' [___ E
2

. 1[" .]
J .- n :l2..'lBl~ 21,,)l_

( ~(I 121,,» ([n --1,,])
122 (1 f 21,,) Vi' - é -- '1,,0 -~~

Ill) l' .- \l1I\X(C I • Cl)'
Si, tll' pins

(1:1)

( '1,,)lilll ln ("XP·· /\7
tl-- .. c",,) p

n

, ;l ( [Il .- 1,,])-= IITII (In)2qnH -.--- =()
" ----. 1 t'() '2« ,,,

(14)

1 - J>-~.
Il ors (Tjl • "jl.

n ---.1("'0



1){'1lI01l~tllltioll: Voir 1;'1] pp 12-1-1.

nlol'l' ,,~ ('(l\lllit i()H~ (1'1) ~()\It \'('rili('(~ f't ln ('OIl\'('rg('IU'(' ('II pJ1)lllIhilil(~'1'1I

~lIit .

H.BMAllqUE: NOlis ohh'1I0HS dOll(' 1II1 (~tilllntl'nr ('ollsi~tmlt dl' ni! pOlir---
tOllt i l't 1. ()II I)lN' L" ,-,- (iTjd'lq, 1<1< •

IIL:l. Approxirnation de la loi Jirnite de 118(.)112

111.3.1. Loi lhnite de 118.. (.)11 2 en fonction dt.."S valeurs
propr~ de I:

Ln IImt ri('(\ L NRllt dNinin posit iv(' nlo~ :-;(~ \'nll'"n; proprN' flJl(~ 1I0lt."

lIotl'rO\l!'l par >'j Hont tl'III", qll<' : pOlir tout .i E {2,,··.k1 , >'j :->0. N01L"
ohtl'lIO\lS If' r(~,,1t nt l"lIivnllt :

I l ropoRition20 :
SOlI" I,~~~ïl( lit iOlls d.~ IR proP()~;jt iOIl J1, E ~h\llt. dNilli(~ positi VI' Alors

Il

IISo(')II'} L. L >'jlJ~
" -·no j 'l

01\ I~ \·,n. Vj '" N(O.1) Pt. f'(mt. illd(·pf'ndnlltes.

L>~r~lO,~qtr~tj(,m. EH.' l'st Hllaloglle Ù ('d 1(' d()JIII('f~ clans 145\ p. 11-1:i, 1J~
\1I11"l[~ propn~ >.; (.fallt ill('Olllllll~ pOHI' la rf'nliH/\t iOIl dl' ln si II11111lt inll IIO"~

---
II~ I~t ilIIOIlS ;\ part ir dl' ln IIIntri('p L".



'".3.2. Estitnatioll des valcurs proprcs /\j; j=2,.,· ,k

NOll~ lItili~l'roTl~ II~ r(~lIltllts df' [22] p.102·I01 pOlir l'I~tilllatioll dl~ À j •

.i 2.' .. ,k . ()" Y ('lnhlil q\J(~ ~i C I~t 1111 op('rntl~lIr dl' f'OVariHlWI~ pt C" Soli
I~t illll\t l'ur I~TIIpiriqlJ(~; À j , j> 1 1f~ \"HII'IIJ1' propn~ c\f' C l'·I~t·;\-diw
C(\'J) Àj"j, où { "j • .i~I} I~t lin Systl\1IW ortlumorJlIlIl f'Ol1l'titll{' par ll~

\·...... PlIJ1' propn~ C\.. C; 1\1oJ1' À;", j~ 1 qni l'ont d('H (~t illll\t 1'11J~ PlIJpiriqll'~ dl'
-';. j>l ~mt c\OllTl{~ pm : C("jn) -:- Àjn"jn, j>1. I...~ À j ". j>:l Hemt dOliC \I~

",ll'lIJ1' prO))f(~ 1Ip. en H."-,,,,)(·iN~ nllx vpd PllJ1' propn~ "jn. j> 1. 1pli ('()JJ~t it IH'lIt
"" l'yst I\me ort honortnn1. ()" mOllt re l'II part il~lIlil~r qll(,l'i : À 1n > À:.In > '" >
Ànn > fi --::: Àn , I.n c-c Àn 12n =-=.,' aloJ1', po"r II~ op{~ratPllJ~ I·ompad~. on li :

Slip 1Àjn À;' < lien ... <'II
./,' 1

No"~ nppliq"onR ('~ r{~1I1tnL" 1\ 1101 rc sit "nt iOIl. En f'trl't JIIl11S t ravnil10lls dalls

IR k
1 pt ll~ IIIntri('(~ 1:n d)": Ront hOrJJ{'f~ (polir tOllS.i..ï '" 2,,··.k;"~ <1 'X'

"'I"J/I < 1:Je); "jl pt "~ ~)JJt d~ ('1'tirnntf'lIJ1' f'OII"pr~I'J1ts dl~ "J' p.t "1 ),011

pP"t donc lItilisl~r 1f~ r{~lIltats dp.1221. .
J){~igno\ls pm À j : j-c:2.' . ·.k 11~ '1,IPllfS propn~ Ile la nmt ri('1' L ' ('Olllll\('
>-= I~t SlIppOS('f' (\Ire dNinif' posit ivp aloJ1' Sl~ vnlf'lIfS propn~ He)JJt tOllh~

pn'~iti"l~ (p~r t(~S jj' - 2, .' . ,k :Àj >0) . SoiPllt Àjn : j - 2.· , ·.k ,,~ v"lellrs

propf(~ dl' Ln (Ln M lInt s)'IIJN riqlll' Sl~ "all'lIJ1' propH~ sont r{'f'III~), Par
'II f. 0 l'.. '\ ~ 1 . . f. \ ".~ \HI PI If"!'. 011 1\ fII0Iltr,~ qlH' '---II ..• '--- 1olle. par ('(lIlt 1111 Il"'/\j" ....• /\j;

n -~-·rc n .~f'O

j-·2.,·,.k pt Àjn ('HI JlIx-;itÎ\'l~ 1\ pnrtir d'ml cI'rtnill mll~ nlbntoirc (p.s).

111.3.3. Approxirnation de la loi lirnitc dc 118.. (.)11 2

~ Ln {'Innt !"ymNrîql1e. ('lie (~t dia~()IIS\lisS\hh~ et I~t sl'llIhlnhle Ù ln lIIS\trin~

D" dNillil~ pnr :

À:ln 0 0 À:l Il fi

1)" =
0 À:ln l'·· D-=

() À:l-_._..
() "---('0 ()

fi 1) Àkn l) 0 Àk

Hf'IIIHr'lllOlIS (PIf'L (~t l'Pmhlnhlp 1\ D.
PIl"OIl!'lllmilltplUlrtt : llour tOllt J":::- 2.,··.k·, 1I0llr tOllt Il>1' À· := IIlnx(U À· ), Jn • Jn

7U



(h, n ,\;" l'., "'; pt pOlir tOllt 1l~ l "';n >() d01l1' :
Il .""

,\;u f) Il "''l
f)

f) "';" l'" /)-
0 "':1

1).. •
Il " ---.r'O

Il () ",. 0kT!

fi

f)

o ,\~-

NOlll' lit iliS('I''OII~ IN-! ,~t illlnh~lInl "'jn pour npproxillwl' ln loi lilllit e flf' Il Sil (.) Il'l·
ProplJRition21.

SOll~'l~~-;-:;-,~~litiolls,I,~ propositiol1s 11 ('t ln ,~l si )~ ,~t d('fillif' poSilivf\
k k

nlo~ >-.: "';ntrJ "".. L "'jU] ()11 I,~ Uj , j.,.-::2,···,k slIi""lIt df~ loi:-; lIornmlf~
j 'l Il ---,f'<' j '1

('f'lIt r('l~ r('(llIit~ ('t illfJ('p('llflallt~.

"n!:m.f'.!I.~lrrJfi!m. PlIis. pif' '"~n _"_~. '"j pOlir t 011t .i ~2.· ...k ,,10(1' L "';., l ~.:
) ,,····~ro j '}' . Il -no

Ir

}~ "',"? •
j '}

I~·_'~\!lj~~.~.:.
1)(' la l'rol'0sit iOIl l'i-d,~,,"s 011 d('(llIit dOliC qll'~ pOlir Il llSSf''l, grl\llfl la

~ k
"nrillhlf' nl(·ntoir.. U? ._- L "';n l r: nppmxillll' pn~l"e SIÎI'f'IIII'l1t la "ariahl"

j '1

k

1I1('atoin' )~ "';l": qlli ,'!'t ln loi Iilllit" llf' IIS,,(.)II:l.
j 'J

Dl SNn lit ilis('l' dnlL'l I(~ sirrlllintiolls pOlir tcster rhypotllf"sl~ 111I11" 1II).

III.4. Shllulation

111.4.1. Introduction

()II '1\ r(·aJis.'r IIIll' sillllllnt iOIl snr 11I1nntorpWf~.,ird'ordre 1. ()II pOSl' dOIJ(~

X, -- "X, 1 1f, Il'1 < l, (E,),> 1 IIne I-'lIite dl' \1\rinhh~ nl(~at()in~ irlflf'pf'\I(ll\lIh~

pt ('(llliflistrih,,('(~ ,Il' loi 1I0nïmie N(O,l). 011 (:onstrllit 1111 ('(~hnlltillol1 d" tniJ1<~

Il dll pro("~sml"n nl'pl'Inllt. ponr dU\(IIIP t mJ(~ vnrinhle nJ('J,toin~Er g('II('r(~e par

lItl ~l1\s·l'rograllllllf'(·t ('II "t ilisl\nt. 1'('(lllntioll cÎ-d('S,"lIs pOlir XII dOIlIl('. NOlll-'
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m'Oll~ choisi d('S \11 h~lIn; d(~ l' pOlir g('Il('I'f'r II' proe(~-;lIH (X, ),> l' l,a Illllt riCl' Ln
NUllt rOlll'tioll dll HYl't{\nu~ orthogollal ('()I\sid(~r(\ JUllIS avolI~ dloi~i pOlir h'S

('H kllls l" syst l'Ille ort hOIlOflllal ('Ollst it 11(' par h'S POI'ylUllllf'S de L('W~lUln'. A
pnrt ir d" >-=n' 011 oht il'Ilt h'S \'Rh'un; proP"-S Àjn fit. par suit (' À;n' j =2,. .. ,k. ('('

qui l'''rJll('ttrn d'avoir Û~ ('Il fOIld'ioll d(~ k. POlir f'fr('(~tlu'r II' ,,'St dl' 1.,('gf'luln~
011 ('(mllll('I1(~ par nlllf'rtf'r I('S ()ltSf'rV7\tioll~ ~lIr [-1.1] f'lIll1tSHllt : Yi = 2F(Xi)

1: i--l.~.···,11 Où F d(~iglll' ln rOlwtioll de r('partitioll d(~ ln loi d(~ Xi. Som;

1If1 I(~ Yi Sl1i\'('lIt ln loi lll1irortlu' li ~lIr [.·1.11 (,r. dlHpit n' J. paragrnplll' tl ).

111.4.2. Test d'hypothèse

Not fi' t(~t d'ndN[1l1\tioll Sl'rn: lf'Stl'r Ill) : "" -- 0" C'('St-;) din' qllf'll' pro
('('SSllS (X,) ('St gnll!\.... il'II N(O.l) pt Ips \'nriahl('S nJ('atoin~ SOllt illd('p('wllllltf'S

mlltn' "1: "" i 0"', I(~ prO(~"'lIs (X,) ('St ('OIlst it 11(..1" "1\riahl('S 1\J('Jltoin~ d(~

l'PI\( Inlllf'S. 011 1o'n (,ollsid('n'r d(~ en." l'Il dIOisi!\."Hllt d('S val"lIn; de l' COIJI UII'

Sl1 it :

l' = 0, :l0; fJ = 0, r,o; l' ~ 0, 70
fJ = . 0,20; l' = - n,50; l' =:: - 0, 70

011 !'if' dOlllll' n IfI ri!'ifIIW dl' pn~lJIi('rf' (~p{\(~, Cpt t" doIl 11('(' l'erllu't d(~

d{of('rrnillf'r ln r(>gioll dl~ rejflt. dl' l'hypotlu~ Imlll' II" : "l' -=- (f' . Cdtf' r1>gioll

nitiqllP (-st. dOIlIl{>(~ par, SOli!" III): {(XI'''·'X..): IISn(.)1I1 > Wn } Olt Wn ('St

,I"",rt"i,,(' l'nr " = l' [t~.Ii.lIl > w.]. l',,i'''I'''' 1""" " ,,~~,., r,rlll"l,~ .Ii. li]
k

Ill'proxilJlP pn~qllP SOIl~IIl('llt ln \1\rinhl(' nl('ntoir«' L .-\j l '; qlli ('St ln loi lilllit"
j '1

d" IISn(')II:1 .. Si (~('St ln p1li~lI..e (hl tl'St, 011 Il : (~--p" rIIS,,(.)lr1 ? w n ] 011

l' (- III : "" t 0".
N()lI~ 1'1{'S('lItoll!" id, l(~ l'1li!\.~\II('('S l'lI1l'iri(I\J(~d\l t ('St ohll'1I11l'S eOIllIl1I' l'o1lr

('l' lItnW' dl' "'jl't l"Hr 111=-1000 !'illl1llntions. IA'S tahll'l\\lx ('i·dl'ssolls dOlln!'llt

Il'S plli:--'~Ul('f~ prnpiriqllN' p01lr ]()()() Sillllllllt ion~, l'Il fHi~rUlt \1lril'r Il fit " f'f

pOllr .. -'['%.
'A~ "OIOIl'H~ J"('pr('S(~lIt ('nt :
-k III di1ll('llsion d\l lIo.vn1l K
-.\ '1 : t ('St (le Pf'IU'SOIJ 1)()lJr (~ (/IN~rvat ioll!'; fort 1'1II('lIt lII{>Jallgl'Hllt s.

- ,1illll : h'St. d(~ Pf'J\n;OIl l'om d(~ ol)/if'rvat iOlls inll('l'f'lUlnllt ('S.
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-"'g : f l'Sf 1\\"1'(' If'!'i polYIIlÎmP!' d.. LI'g1'T1d n~ pOlir d('!" 01 )sf'l\1,f iOTls fOlf l'lIu'T1f

1II{'lnngI'Hllf l'!'l.

1l'f'.Ïlld : fl'!'if /\\,1'(' Il'!S polYTI()rrlf'H df' 1.A.'gt"lllrt~ pom d('CS Ol)H('rvHt iOlls iTll1{'p"T1

dn1lfl'!'l.
I,I'S fn"II'mlX :1.1 1\ :tH SOTlt pr{':SI'T1f{':S ('Tl nppl'T1di("f'.
J)nlls f OIIS I(~ fnhl('IlIlX. II~ ml('lIrs ('TI gra... iTldiqll('lIt ln plliH.~H\('1' la pl1ls

J~Tl\Tlf'I' If)r~lllf' k dIHTlg(" pOlir llvnir lITlf' TT10dirkaf ion slIr 1.. choix d .. k.
()Tl ('ollsfnfl' d" TT1nTlil\re J~{'TI{'rnll', pOlir k fix{~ h~ tl'St d(~ LI'g('IHlr.. n 1IT1" pllis

~"If"f' l'Jnl'irifl"'' l'lus ~mlJ(lf' '1111' II' tl~t ch, Pl'nrsoTl.
POlir dl'S mll'lIrs l)l)Sit Îw'S df' {'. OTI ohs('I"'P '1111' ln pllis,,",,,"f'P lTlI\xÎmnl1' dll ff'!'lf

dl' Ipl'.I'TIllrl' I~f ,,!ltI'1l1Il' pOlir d(~ k pllls pf'tifl~ '1"1' ('l'JI(' d1l f('St d" PI'HT~OTl.

111.4.3. Appendice: 'ThhJe811x des puissances ernpiriqllcs



TABLEAU 3.1 : PuisSc'mees empiriques pour P"'" 0,2 ct n - 100

k

2
J
4
.5
6

7
ft
9

JO

10.1 9.5 9.7 Il.8._---_ _-~--_.- -_ _ _--_.,,- --_.-_.- - ------_. , .- ~--,--_ .. _.
8.9 9.5 ft.) 10.6_" __._._. .__ •. " •• " _. .__•__~ .... . __ '._·4 ·."· ,

ft. 1 8.2 7.2 9.9_. __.-_.• _._~... _._.~---- ... _-- - - ._... -.._. - -- ..-._---.,.

8.'1 8.5 6.5 10.1.. -_._- .._"._-_ •... --- -_._.- - .--_.-._-_..- -._-- --- - .._-~_._- .. - '--"'--._."-".
7.ft 6.9 6.5 10.)

. - - _.... - ...- - - ... ..•. . .. ..- - ... -". - . ---." --
7.'1 8.2 6.2 10.4

4' _ ._ ••__ _. _ •.• •• _ •• _. ••_

6.2 6.7 6.2 9.6
., ". ••• " _'"H ••••__._._•.••. _.. ._.__••__ .' __ •• __ ._•••••••••. .•_... • •••• __._..__ •

6.2 7.3 5.9 10.4
__••H.,_, H' '•••• _ .•••__••••• ._.•••••••• ••__ ••••• _, •• •••• ._._._...... ~ • • • • • • • • ••

6 7.6 5.3 10.2

TABLEAU 3.2 : Puissances empiriques pOUf p = -0.2 ct n - 100

k

2
3
4
5
6

7
R
9

10

9.0 3.0 9.9 3.3. ~_._-_._- _._-_ ...__ ... - ._.~- ~.._----~ - -.. -- ....-- - _. _.._._----
8.9 4.1 8.0 4.2-_._ .. --- -_. ---_._._._---- -'--'- _._._."- _. --- .-----_._.. ~.. -- -~- --- -- ---_.... ... - ._._._-_. --
8.8 3.ft 7.1 ).5

... _...•.. _-_ .. _._-.._--.. _.~-- ....._.- --_._... __. --_.~--_.~- - '-'----'- -- _.. _ .._-----_._---
7.4 4.2 7.3 4.3

.- -----_.._-- ..,. -_._.--- _._-- .. _-- -~ -_.~.. - -- _....•. __ .- -- ..- .--.-,- .. _. .. - --- _._. --'- _. __.•._----

7.7 4.7 7.3 5.9
~. ------ --- -

6.7 3.9 6.8 5.7._.--_.. - _.-_. __.._- ._ .. _-._---~

5.6 3.7 6.ft 6.1
--'-"'-' _.'-" '-' -----....---- ~--- _.~._-. - ~ .._-_.. _- - ..

6.0 4.0 5.4 5.5- -- -- •.'-"-- .~ - --- '. - --- -~'- _.~- --_ ...-._- .. ,--- _.~ -_. .._.

6.1 4.4 4.2 5.2

TABLEAU 3J : Pui5sanccs empiriques POllf" ,-, 0,2 ct n -50

k
-.} - _.. _ --·r· -..--.-..-_ _.. _- -.-- ..----. . -.- _- .
1 1 ind lf'2 ~ind

- - ---------------- ... -,-_..__.~._---_ ..._--_._ ...- _._-----~ . - -_. _.- _.__ ..._-
12.1 7.2 13.8 9.9-,..'-_.~ .._._~,-,---_. _. _.._-- .._----_._._---_.~-.-- ..._-. --- _. -~ ..-._-_.

12.3 8.4 14.2 9.9... _ _ _.--_ - •.~-- ---_.__ ._-- ,----_._-_._--- ----_.__ _._---_.
12.5 7.7 12.2 9.8.- , .._._..._--~-~,. ~--- ------ -'._---- -_._----- ,- --"'--'.'- "-'~' - -_..__._-
12.5 8 11.8 9.7

,-- ,---_._-,---_.- --------- -_.._- -~ .•.._-- ._--_.._"._-_. _.. - ." ~ .. -_._.- .._--
10.9 7.4 10.7 9.... -.. ------- -~----- ._-_._--~_.._--_. --_...----.- -..•_..._--
10.2 6.4 9.9 8.6

- -, - _._--------------- ._----_ ••• p ••_-- -------_.- ---_._'--- .-_. -'••.- - -- -----

10.2 8.2 9.1 8.6
.- _. --_._---- -_._-- --_._----- .---_.~---- ._----_.,_._._.__..

8 6.9 8.1 8.4-. ------- --_._- .._._--_ .... _. ---- ~-_._-~,--- -------.-._- ..
7.9 6.7 7.5 8.1

2
J
4

_...'- ...-_... -

5
(J

7
8
9
10

14



2
3
4
5
6
7
8
9
10

TABI.EAU 3.4: Puissances empiriques IXlUr l' -,- 0,2 et n -- 250

. -'....' -------. - ""'-.. - ,....•_. - .. -._-.. __ . ._.._ ....- -.,. '" ...._...•_-- ..• -_ ..

7.4 8,9 7.8 11.6...... - . _. ..• _..... -... -- . .-- -_. -... -- "._. _..,- -

7.3 8 6.7 10.1_.. _-_._.-._.~.-._.-_. ~~'- ------- "-'-"--".._--- .__ ......__ ..".._- .. --_._... __ . - - _. _. -- ".- -
6.2 8.2 6.3 9.8- _._~ - '---p- ,-,~- --~------~------ -"-"-_.- --_._- --_. o. _'.__ •.. _.__

6.2 7.3 6.3 9.6- -...- - _._.~. . "_.'- -'---"- - - .._.- ~---_. --- .. -_ .._--_. .~. .- ._. --
6.9 8.1 5.6 9._-- - ------ -._.._--_.'._- - ----- --'._---- -~----- --._- ... -_..- _. -'--'-~-"-

5.2 6.9 5.7 8.6•.••••••• ~ __ ••• ••_ 4 ~ ••_. "'.

6.1 7.4 4.9 9.7.._----_._---- '---'-"- "._---- _._._-_._._----- -_.- ..._.- -.._".--.--
5.2 7.4 4.9 9.3-_. - _.__.~.. -_._- .._ - .._.-.. _._-_. ~-_ .. _- .- - - _ _- --- -._ -

5.3 7.7 4.8 8.9

TABLEAU 3.S : Puissance5 empiriques pour l' -,- 0,5 et n -)OU

-_... .. - 1 .
J. '1. 1.. ind lf'2k

l
J
-1
5

"7
R
9

10

10.8 29
• - ._ ••.A" •• ••,._••_._ ••• _ •••

13.4 29.7.. --_... ~ . _. - '-

15.6 30.5
14.6 31.8

.. _. . -- . -- -- -- - . --

LU 30.6
14.4 33.2
13.1 31.2_. - - .---_ ..--_.
13.3 31.4
13.7 :n

21.3
. - - - -~ .

17.5
16.5
16. -- .. -_..

11.9
._._. - - _._.._.... -

........ I~,6
14_. _....-.- - .. - _._ .•....

12.3
11.1

51.2 .. _...
49.1
19,5

. 48,2..
-18.8
48.1
47.3
47.4
47.7

TABI...EAU 3.6 : PuissancC5 empiriques pour l'''''' -0.5 et n ..,., 100

k ._ ..... -----·lr-- '--iii~-- .-.,eg------ -._- .. "'ï~i~(i---
..._._------_._..~ ._-_. ---- ---_._- _.... __ .. ------

2 IS.OU 7.7 34.1 33.6. - ...~- .'._..._--,_..._.._--- --_.._._- ._---_._._.,---_._-,- -_.- --,.- - ---_..__._.-

3 21.0 11.2 30.1 30.S
- _ ..._. __••••••• "'_'_.__• __.__•••~_.,__"__ __••__•••• •.• ._.~__•••• -0'- __ • __ ._ • •

4 20.3 Il.7 29.9 35.3
• _._ •••••_--.- -._•••_ ••_.---_._-- o. __ • ~__._ "_.-.. •• ._

5 19.7 12.7 27.1 33.8
~-_.,_._-_._-- --- ..__ .__._-- ---_.._----- ._.. - . -'--'-

(, 20.4 12.9 24.9 35.0
.- - ._ ....•. _.._.. _...~------- ------- -------- ._-_.... -_. -'. ----

7 19.2 15.0 22.7 34.3.. _~_. _., ~._--_._-_. ---~-- ----_ -._--.- ..- _.__ .~._ .•._._- ---_ .._._.,.._--_.
8 17.8 14.6 21.7 35.0
~ . __.__.__..•...._.._.,---_._.•_-- -----_.._--- -- ._..•__... -_. - - ,---
9 18.1 16.5 19.3 34.2_.- -, ~-_ .._--_ ...._-- -_. -_._----- ----_._.._-- -- .__._. - -... _._-----
10 1S.2 17.8 18.3 35.6
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TABLEAU J.7: Puis~ncesempiriques pour pc=- 0,7 et n .,-100

k

2
.1.,
5
6
7

R
()

10

20.9 62.1 47.9 91.2- -.._-- - ..• .._---_.~. - -_. ". -- --_ .. -_. --- ._----.--- - -.. ~_ .. _ ..

25.5 70.7 :n.8 91.2
._.~._ .._ .. - ..-. --._. "'---'- ----_ .. _o. - . ._ ..__....._ ..._.....

29.9 74.7 43.6 92.5." - ... _.... - --- --_._-.__._- _._.-."-- -_.- -_..__."_. -. - - ---- .-_. ------...

29.5 76.8 35.1 92.3_..---_..~_.. - _."._------_ .._~_.-- -- ..._---~-- - ---p.-- "----- - ..... _... - ...

31.9 76.9 39.8 92.7
"_." -_. ----_.- --- _.----.- _.__.. _-.'-_.- --~--"-' - ,---.---_.--- -_._-_.

32.9 78.8 34.3 92.1
• --,-'_•• _ ••"-_. _._--.'--_••••••••__._.•••• p •.•••_----_ •••••_--_._..~ ._----'---

32.7 79.6 35.5 91.9. _...'-"",.-., .__....._--~. - --_ ... _.- _.•._-_ .._... ----_ ...-- ".---_._-
33.2 80.7 30.7 91.8._-.- -.. - ._--_.--.._.- ~-_._--.--.- --- - -.._-. --- -_.---_...._------ -----_.-
JJJ 79.3 3 I.e) 91.9

TAIJLEAU J.8 : Puissances empiriques JXlUr l' _. -0,7 ct n .. 100

k

2
3,
5
6
7

R
9 ._. __. -.._-~._..

10

xz ~hi2ind ~ ~ind
0'_-' _ •• _. ._.._._. ._. •. •• •.__ ._.__0__..• .• __._. __ • •__ ._'. •

47.8 32.1 72.6 82.7
..... -_._-- .. - .. - ."-----...- - .. -- .- ..-..

54.4 47.6 69.8 SO.I
'- .' .. - ._- _._..-

5e).3 54.7 71.2 84.S
._------ -_.. -.-._-_.. -- ---_._- ·P· _...._ •. .... _._._ .....

60.9 57.4 69.6 83.5
-. ---'. ---- .- --_.__._------_... ---- -'-- , .._----- ~ --- -_.__ .. ---

5R.4 59.9 68.0 8~.4........... _.. _-_.. _-1-----_._.- -_._- _._-- _-._ _..__._ _- -

60.8 62.0 66.2 83.9---_.---- --.._-----_ __.'-- _--._- _._-_._-~-- ._---_ .._.

60.4 63.0 63.1 84.3
... _ •••_.'.... - -.--_..- ---------- o •• ••••• - - .... _"'._

59.6 63.2 60.9 83.7-.. _--_._-_. ._---_._------ ._--_.__._.. --_..------_ .

59.1 63.7 57.8 84.1
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CHAPITRE IV
Tests Banachiques: le cas de C[O,l]

1V .1. 1ntrodt1ction

~oit (X".11 > 1) lIIU' Sil it (' dl' vminhl(~ nIl';lt oin,:" ilU 1"1 )('JI( 1:1Ilf(,:" l't dl' lIl(\IIJ('
loi P,. dNi"il's slIr r(~p:H'f' prollllhilisf' (0, A, P)pt Ù vlllplln; da ilS [0.11 ""I"i
dl' <.;1\ t rillll hor('IiI'IlIH' n.

~oit l' 11IU' pI'OImhilit(, slIr (10.1]. l~). 011 SP pmpos(~ dp tf'stpr l'h.'"plltlu~('

"1\ l''''
nO~';ll Il {·tll.li(l 11111' f'!as....p d(~ t(,:"ts 11Ilsf~ sm d(,:" I1llnw'S hill)(ll1ipIIIH~. Nlllls

N"dipfOl1S id 1111 t('St hmradliqlH~ n....·;()Ci(1 Ù ln llorrrJ(~ 1lIlirorrrJ(~ d" qO.1].

Dalls ln sc'('t iOIl 2 df' Œ dlapit ll" nOliS dorlllolls h,:" Ilot nt iOlls. La loi lilllii ('
.If' ln st nt ist iq llf' Sn (.) (~t Nil.1i(l(' ù ln Sf'('t iOll :l A ln S('('t iOIl 1 1I0"S N lId iOlls
1f' lli"l'llll d" t('St.

IV.2. Notations et définitions

('ollsidf'roIlS ('1, «"/ •...• {'I:; k~ 2 mIn hn";;(l ort IUlIIonllHlfl dl' E". SOllS
(~llJl('f' df' dillWllSioll filli«~ d(' Il(II). Ou ",uPI)(~~ qlln h~ ('j(') sOllt ('Ollt il"H~
sm [O. 1] f't qJ1(1 ('1 ~ 11 n.l:' I.,(~ lIoynll n1)rofillisnllt d(~ J'('SIJ:U~ EJ.. ('lIgf'fl(lrl~

pm (II. ("1 •• , .• f'1: fl(Jt{'(1 K(x, t) (~t dOlIll(~ par (d, Chnpitn~ 1)

1:

K(x. t) -- L(lj(X)f'j(t) Oll (x. t) E [0, 1] x [O. Il.
i 1
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D(>filli!'\solls ln st nt isticl'w Sil (t) par:

Je 1 n
Sn(t) = JïiL)\jn«'j(t) où âjn = ~L('j(X;) et 1 (= ln, J1.

j '1 i 1

No,,~ nllolls du'rdH'r la loi lilllit p c1c~ Sil (.).

IV.3. Loi Ihnite de Sn(.)

1,4' r(~1111 al prillC'Ïpal "n IIIIIlS l't l'C' fOllflli pm Ic' TII('on'lIIl' cl" .Jnill Pl :\1m
1"1'" 17i11 p.220. '1111' II0llS IIppli'llll'lllllS II IIOS II\"polltl~l~

Th{'Or_èm~_t TII('on'III" dl' .!J.j,. l'l :\lnrl'lls

Soit (Yn(.))nr"'i IIIIf' sniff' dp \1\riahlc~ nJ('nloill~ i,\(I('pc',"lalllc~ f'l cil'
,,,l'IIJf~ loi d(>fillil~ sm (O. A. P) II va1c~m dllllS C(T) où T 1~1 1111 C~pI\C'1' ('011I

pnd 1Il1lll; clc, !"J\ d;slnllC'f~ d.
('" fil il If~ It.\'pollll~'~ ,,"inll1ll~ :

1) E/Y,(t)!- O. ErY~(t)] < l')(). 1 (: T

2) Il f'xist(~ IIlIC' ",rinlll(' nl"'nloin' r<~'1I1' MlplJ(' (l'Je 1~:I\rT' ~ t)Ç pt
IY,(w. s) ._- Y,(w, t)1 <; ~1(w)cI(s, t). w (= U; s. te T

alon; si (T. cl) v('rine ln C'flllliition

f
h 1/1

(3)1 li", sup (Io~ mllll
l
• ")1) (lE :-: ()

h-.C1 lET. Cl '

où m ~t. mw pmhnhilit~slIr T et. B(t., E) -=:- {s : cI(s. 1) < El
011 n :

1
11

"" c-L..JYi ---t 'l
.;Ii i.1

Ill) 'l (~t HIl(! \1\rinhh! nJl-ntoirf' gn\l!"."if'llIw c:('llln'(! l\ vnll'lIn; clnlls C(T).

JMmonstration~Voir [5411'.220.221. Dans If,:" dmpil n~ pr('(~('(I('III.s. 1I0llS

m'olls \'11 qJl(~

S(.) - Jii~!ËK(X".)-- Il
Il i 1

~ }::K(X".) _. 1]
i ,
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1\I)1J1' "lion... nlon; IIllmtn'r qne 1<' t h('()f'(\lIw d-des,"llH lù\ppliq1tl~ mlx \'l\rinhll'R
IlJ('J\' oi I"f~
( K(X••. ) -·1. i? 1) d~ que l(~ Cj f'(1IIt. lipf'(~laihdclIIJ(~.

En p([pt. flll n :

IK(X,(w).~) - f«Xdw). t) 1 Il 11«Xdw ). s) -- K(Xd w ). t) 1

< \1(\\') Il' . tl (T'- ln. 1])

f'nf si I(~ (', !'Cmt lip~'C'hit 7,iprlll(~. Oll oht iPllt
1.:

IK(X,(w). s) . K(XI(w). t)1 =- L(';(Xd(pj(s) .... ('J(t))
; 1

Of f'l ~ ln. l' • dOIl(,

1.:

1K(X1( w). s) .. K(X1( w). t) 1 - L>') (xd (('j ( s) - Pj (t ))
,i 'J.

1.:

< 2.: Mj(/ j Il"" fi
j 2

\l j - HUI' hl < x cnr I('S <'j !'«mt lil)!'idlit zi(mll(~ dOllc COllt illlles pt
I(',(s) . p,(t)1 < d} IH - tl

1.:
l)Millis.~mH ln (~msh\llt(' M pRr : M = L Mjdj .

j 'J.

) ) f't 2) f'(mt pnr ("()J\'<;(>(l'lent v(>rifj(-s.

011 a nIon; :

{
mIB(t.f)] ~ € si€<.;t $l·-€
III1B( t .E)1 ? f /2 sillon

c1'ml

[
h 1/2 [Il ( 2) 1/2

RlIp (l()~ 111 Il lI. .. )1 ) dé ~ lo~ - clé
t ç 10 . JI. Il • Il €

2
pOlIr h I\.';.<;(''/, pptit. n< € <h log - > I.

é
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(Ill l\ :

l't pnr ~Ilitp

r"( 2)loJ';- tiF
,II f

Il log 2 ..- Il log Il , "

hlOJ';2 Il log h 1 Il • Il
Il .11

d"où ln \'('rifkat ion d,' ln f'fHldit ion :1).
II' tll(,(ln\lllP 7 s"appliquf' dOllf':l Ilot n' SitUlltioll. d"ot! h'

'fh~_t_èl'l~~

Sous h'S f',,"dit iOlls slIi\'nlltf'S : 1) I,'S \''llriahlf'S aU'atoill'S (X; );.>1 sOllt df' 11lf"1lIf'

loi, i1lt!('Pl'lIdlllit f'S f·t l'l'lit r('('S.

2) I,{~ Pj ~mt lip~,,'hit1.iplII'f'S.

[
1 ".., ] cnlors: Sn(.) "... Jïï - }-JK(X; .. ) .. 1 . • Z(.)
Il; 1

01) Z(.) f'St IlIlf~ VRfil\hlf~ nJ(~nt oin' 1\ \1\If'llrs dnlls qO.1I d('fi Il il' par If~ pn)('f~lll'l

gnll!'."jf'lI l't'lit r(' .If' 1I\(\11If' op('mtcllr de CO\'1lriIlIlCf~

fi 1If' K(Xi .. ) - 1.

Remarque
L' np('rntellT de c()vnTiaru~ df~ ln varinhlf' Z f~t, dNillip l'nr :

E1(K(X" s)-l )(K(XJ, t)- 1)1
('f' qlli dOllllf~ npr~ IlIl simpl,. cnlcllll{(s. t)·-I: pour

(.'f,/) E 10,11 x 1°.1\.

Pl\r nillf'u~ S,,(.) -= [t [_11:('j(X,)] f\j(.)]
;- '1 Jil, 1

1" 1
pt r.: L {'j(X4)-·. Yj' j --,- 2.... ! k (Th(,(ln'lIlf' c('lItrnllimitf').

V Il; -,
t.A~ Yj f!flllt lI()rrllnl~. f"(mtr('(~, r(.. llIitf'H et iJl(lt!pf'wlnlltf'S. Par cOIL<,('(lupnt :

It

Sn (.) . ~. LYj(~j (.) ( on nt ilisf' III cont illllit~ dn pmdllit s('IlIRif(~).
j '.1

HO



1\ f"all~" ri,. l'llllicit(· dl' la lilllitl' 011 a :

k

Z(s) - LYjl';(s) où SFiO. 1]
; '}

EII f'llll~irl{'mllt la 1I0fll'" Il Il ifOT1 Ill'. 011 li :

k

IIZII -- Slip IZ(s)1 -:- 'lllp LYjl';(s)
.r:O,II .(ill,l], 'J

IV.4. Etude ùu niveau du test

IVA.l. Introduction

Soit Il ( \0. If t1'1 q1J(~ l'III ZII ? C,l _. H

OU!'f'lIt "lo("S('ollstruir(' 1111 te,:,t (\f'r('gioll ('fitiq1J(~ {(XI. "', XII) : IIs,,1I1 > en}
c1f' ni\'('all Il'lYlIIptotiqlW n.
Ln ""('II('r('\l(' dt' Ir f'OlIdllit~' ln dN('rnlÏllnt ion d(~ ln loi d(~ IIZI1 :- Slip IZ(s)l.

•r !O,I!

('dtl' loi f~t t"'s diflidll'" l'xplkiff'r. 11('11" f(~dwn~h(' hihliohrrnphiqllf~ l''~ 1I0llR
ollt pl\.'l I)(,fmil'l dl' r('SOlulre ln fllI~t iOIl. n~rt ni Il!' ""tl'lI11' ('01111111' !\1. A. Lifshit s
dnnH IfiUI prolHN'lIt (I('S lIIillomt iOlls (\fvr • IIOIIS nllulls (Imw lIdaptl'r s~ r(-·
Slllt nts Il Ilot f(~ pro('('!'>.... lIs.

\1nis ('XnTlliIlOW~ d'n'Hml 1111 f'xf'lIIpl(', ('II ('ollsidhl\lIt qll(' I(~ f'f sOllt IlIIi
fflrm('1JIf'llt hom(~.

IV.4.2. Majoration de 0' avec HUll Hnp leAx)1 :---1) < -f-OO
RE F. J= l ,'" ,k

k k k

IIZ11 - snp L:Yif'i(s) ~ E IYil RlIl' Il'j(x)1 ~ DE IYjl·
, '} j :l .f 'l

k

P(W'Cms RloP.' X ---: DE IYjl. pnr snite! IIZII $ X d. dOliC
j -'J

ft - PfllZl1 ~ en] $P[X ~ enl.
L'II ('nlcIII f('dllliqlll' fllIi IItilis(~ I~ fOIll'tiollfol cHrnd(>ri:... iqll(~ dOIll)('. l'II d('Sig
I1nllt psaf fx ln fOlld iOIl d(,IL"lit (, .1(' X,

KI



~t (x)

'lD(k- 1)
x----·-~

V'br1

2
'1

r.dx) - r.. - -- pxp

Il
V

2lr(k -1) (1 -~)
()" ,I('(llIit alon; :

f "ro f('"
PIX > <',,1 - . f:dx),lx --:- 1 -- fx(x)tlx .

• (., • f""l(l

Si Fx d(~igTlf' la fonet iOIl d(~ r('part itioll ,h' X, 011 oht il'Ilt
)lIX > C.•]- 1 -- F:dCn) d ('0111111(' n ~)lIX?- Cn]. alon-;

ft < 1 - Fx(C.)

IVA.3. Cas où le systèlllÜ orthollorlnal est. la lul..,o tri~ollolllétriqt}(

NOIIl' l'lIppO~;c)lt" quI' la ha."(' ort hOIlOfllllll(, 1'1. 1'1 •. , . , t\ dt' \'c>:sp:wp
F", ( Ir.! (Il) (~t ('Oust it 11('(' d(' fOllet iOlls t rigt )JI0 1JI{tt riq1U~

V( Z(~)) = E[È Yj(lj(S)] 1 :-:-E[t Yjl~j(H) 1L Yj Yj'('j(S)C'j' (H)]
jl j-2 ifi"

or E(YJ YJ ·) = () ~i .i i j' (ilu\('pl'Iulnrll'I' dl'!' Y; qui sollt ('('lItr('(~), dOlic
k

V (Z(s)) --c: 2:E[Y:('j(s)] ,.,,-k-l D'où V(Z(~)) -= ('onl'tnnh'.
j 1

On IItili~' nlon; Ic~ r<~lI1tnt~ dl' M.A. Lifshits danH [fmll'II I('H ndnptallt ;,
not n' pn)('(~"'1L" pOlir dlf'rdu'r II' compurt l'IIU'lIt III~ :

p 1117.11 ~ C..I - P [.~l:,I:.I7.(S)1 > c..]

IV.4.3.1. hypoth~ct llotRtiollR

NUIt" fI'lm'II0llS id II~ (Ionll('(~ pt hypot h('sl~ g('n('ra!l'S dl' IHOI 1'.1" 177
17X.

Soit (l'.,,) 1111 (~PIWI' IIINriqw'.

1~~flllitiOl~ 5 :
l'II sous-('Ill'l('lIIhle A (II~ T I~t appC'\(~ E-di~t inguahll~ Hi {'(s.t)~ E pOlir t OIlH
poillts l' pt t distincts d(~ A.
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N.J,).t~H()I~ :
. 011 1101 (' par \1 (I.e) 1(' pins gralld Ilolllhw possihh~ (\"(,J('III('lIls dam, 1111 sous
"IL"f'mhl.. (1" T E-dist ill~lIahlp.

EXf'lIIpl(' :
~i T, (',.1'1' '" • t ll } ('St. nn SOllH-('IIHf'lIIhl(! maxilllai .1.. T E-fli~1 illl~IUlhl(~.

:Ilor~ \1(T.r)- Il pI pOlir tOllt i/j .011 Ji: fJ(t i • t i ) > E.

. In 'IWIII' if{· E(T.r) -:-- IOJ!.\1(T.E) ('St npp('If'(~ la capl\('it(~ IIINriqlH' dl' 1'('SpacI'
T.

IVA.:J.2. QllcIqllœ ~ultlltA pr(~liminllireR

NOII~ dllIlIIOIl~ IIInilltf'lIll1lt qHdqlJ('S r('Sllltat:-; f('('llIIiqIH'S '1IH~ \lOll~ lit ili:-;

""'''IS pnr ln HHitf' :

ThoorèJ1lC 9 [nO] p. W3 : horllf~ illf('riPltn! de SlIdakov.

IIÙ

{
O. (i-! Hi 1 < Il < '2:'

l' (II) --, '2 1/'1 (1 ) ·1/'1--. og Il ~i Il > '2-'

1)('IIIII11~tI1\t il)".,.
Voir [GOI p.1!I:J-HH.

Thoo~l.nç 10 [nOI p.l!)a

(1(;)

( 17)

Soi' (XI' , (" Tl 1111 prO(·('~';'·"lIS galls...if'lI ('('lit 1'(' .1.. vnrin\l('" ('Ollsl 11111 l' fT'1 > O.
POlir tOllt 1 (= T. V(X,) :-::: fT'1

nlllT~. ponr l' Î Il . 011 Il :

P [1mp x. > r] > 1- cf> (rifT -- ft' (l'))
\(-1' 2

(1~)



, (2)
011 t!l(t) - I""", ('Xp -~ dx

I{'(r) - HllP {-- (!'l, , ~!:) r • El'l!\l(t.C)lrr 1 [,!~(~2_E~11/2} (19)
'<fT 2n,1 Rn'

La rorwl iOIl " N anl d('finil' nll TII('on'lIll' !J.

D(~J!I~!II~t.!l,--tl!m : mir [fiO] p.I!';)-I!I(i
Applil'HI iOll :
ï~';;-ï7~IIItHIs pr<'(~h'lltH ~IJlI I\ppli'lll(~ HII l'm, d'Ill! pro('(~!'IIH gslllH!'i(ll!

'I"i ,~I IIolr'" ('Il!' d'N IId,·.
Si (X,. 1 ( I". 1]) (~I lin pron~"II!' ~:lll!'."il'n 1,,1 '111(' I,'H d"lIx ('olldil iOlls !'IIÎ\'·

:ml ''H ~oif'II1 n'lIIplif'H :
1)

F(.\'".) --: IVI ( [0.11

2) lKHlr tons H (·t t vforifi Il Il1 ln mnclit ion Is- t 1 < 11o ( clo""r.). 011 Il :

'1 2ft '1
Il Is -- t 1 ~ EIx.. - Xtl . () < /~ S 1

(20)

(21 )

alon- M-A Lifshits mOllfre dans 1591 p.1 H7 qllf! : P [ Rnp X. > r] > Hr IlW'(~
'fOIO.11

Hr ~ r-II 1/'l;1 f'XP ( - 1;) (22)

Nom: appliqnmms CI' cll'ruil'r r(~lIltat l' 1101 n' PW(,('HHlIH Z(s).
011 mOlllrt'rll tont d'nIK)nl '111(' le proC(~SIlS 7.'(s) (Inl' 1I0H!' ,J('fillinm!' ci
cI("'''lf)IJS v{>rific I<'S ('()JIditiolls (20) (lI" (21).

IV.4.3.3. Minoration de P [tmp IZ(s)1 >- Ctl]
IIE!U.11

On n montre (Ine, nvœ ln I)lL"C trigollomNriqnc V(7.(!')) ',-oc k - 1, d'oll :

V[~Z(s)] =1
k·· 1



PIJ!'(Ill~ Z'(~) - vl-~- Z(s).
k- 1

V(Z' (~)) ,- 1 (d'ot'! hypot IJ(~(' (20) v"riri{'(' pm Z' (!')).
Pm l\il1f'lll~. ('I\klllotl~ E[7,'(s)-Z'(t)1 2

:

/';[Z'(~)-Z'(t)l:1 - k.~ l~E [Yi (f';(S) -- (';k)):11

+_1- LEIV; Vi' (f';(s)- f'j(t)) (',(s) - ('f(t))1,
k· 1ilï

('OllIllH' It~ Yi so"t iJl(J('p('II(I1\"h'!". ('f'"tr{~ pt r{'(lllit(~, nlors :

(2:J)

POlir /ln fix", m()"tro,,~ q1\'O" 1)('1\t tr01\v('r a (' IR 1pI '11\(' :

'J 'II' 1 ~~ ) :11\ I~ - t 1 ~ k"=I f1 (Pj(H) .. (';(1.:) Hvœ () < (J <; 1.

,)'~ fOl1dio,,~ Pl {'tn"t c()"till1l(~, 011 ~\it q1lP:

"L ((',(s) - Pj(1.:))1 f'xistp pOlIT (s,t) E IO,1]xIO,l],
, :1

j"r
s,t

I~ t 1< "Il
Soit A ('('ttl' q1U\I11Ï1l', Hlors il f;uHit dl' pnmdn' n lf'I '11\(! :

'} An < -----.
(k 1) ,,;~r' '

,IOIU' (21) ('!"t \'''rifi~ pOlIT Z'(s).
Fil l'oll~{'(I1\f'IJ('f'. "O1\~ pOll\'lItlS npp1i,!lIf'r (22) 111l pro('I'S.'''!S Z'(:-;)
P["1\pZ'(~) > ,,1 <P[slIpIZ'(s)1 > 11 nI",.,.;
P[S1\pZ'(s) > 1\ > 0.., -:7'C} PlslIpIZ'(s)1 > 1'1 ?- 0.., 1\\"('(:

/1) ~ l' 1· 1l'lI' l'XP ( _ ~) ,

Or

1'1"\l.. IZ(~)1 > rI -:-: P [Hill'~ IZ(s)1 > ~. ]
k--l k-l

-,- P Hill' IZ'(s)1 > vit-] .
k .- 1

( 'l' q\li dOIlIlI'. ('II Ilot Hut pnr ft I(! lli\,('1ll1 dll t(~t :

(21)



l Cu ]"1: 1/'1:1 ((Cu/~) '))
'l,. ~ Ji<=! l'Xp-' 2

IV.4.4. Cas où les Cj sont lipschtzicnncs

NOliS fnisolls l'hypot !JI'.sP lipsdJt 7.iplIlJ(~ pOlir lit ilisl'r Jill r{'SlIlt nt nllllollcb
par H'fIIicl'lI' ('II 1!)(;.1 l't d('IIH)JJtl1'~ pm :MnrclIs Pli W70 ( [fI7] p.21!) 220)

ci -1 ll~.;c )IIS.

M,!rnmç..l 1;'7] p.2HI.

Soit (X" t ciO, 1j) 1111 1)J1)('C~'iIlS lIormnl m'pc

(2!i)

(2(;)

Alors. il l'xistl' 1II11' C'Ollstl1lltl' Cil > 1) d{'1'1'11I111111 1Il1iq11l'lIl1'lIt dl' ÎJ , 11'1

'1111' pOllr tOllt x, 011 1\ :

[ ] ( . 1) ('Z )l ( (IX 1 x
1 Slip X, > x <;ll'xp - --,' ;- ('XP-- --1

Il: Il,I! C 'l. H(1
(27)

Si 1I0"S SIlPP()~.;()fJS CI'II' I~ Pj sont ]ipsdlt Zi('IIIJ(~, alors
V j ;-::- 2.... ,k;

1 ') 1l dj > 0: ic';(x) ... Pj(t)1 ~ d j lx .. tl dOliC h(x) - ('j(t)1 < dj Ix-- tl
V('ri fiolls alors I(os hypotlJ(~~ dll ](,1I1J1l1' pr(l('(l( 1(~1I1 ;\ Ilot rI' pWC'C'R""S Z(s),

V[;>;(o)1 - V [j~Yjrj(())l ::--: j~I'J(())
('01111111' l'j i OV j = . ," , ,k , alors :

Il

VIZ(o)! = Lf~J(O) = (11 c1'où (25),
r 1



k

pm slIilf' EIZ(s)-Z(1 )1" <. L"ils - 1l"
j '1

k

l'n'IIolls ('.- )__>1; -- C\1 C'

) ')

011 01lIi,,"1 alon; EIZ(s)-Z(I)]2 ~ qs·· Il'1

Il slIlIit dl' l'n'I\fln~ Il -- 2 l't (2fi) I~t \'''rifi{'('.

()II 11f,,,1 dOlic lIppliqw'r (27) l'II n'llIarquHllt ql\f' :

P [ sUI' Z(s) > f] s:Plsllp IZ(l')1 > El < 2PIslIp Z(s) > El
1r' 'Il,':

011 a Illon;: n :-- l'II ZII ? D"I =PlslIpIZ(l')1 > D"I
I,'I'!'I -l'-clin'

_ (C{/D~)
n < ~ l'XI)-' -'-- 'l'XI)_. C: (2K)

où {I!ZII > D,,} d{'!'i~lIl~ ln r(-gioll nil iqlH' du ff'!'1 dl' lIivl'au o.

Conclusion

Pour la H'('hl'rdll' clII nivc'HII cil' 1('sI , UOIlS m'olls C'XllIlIill{> t rois cm: qui SOllt

l'II fait dl'!' c'as l\!',...vl. part ÏC"ulic'~,

(hl Il''' dOliC' pns plI ohtl'Ilir la \1\h~"r C~XHC'tC' chI IIin'Hu d" If'!'t ('olllpll'
11'1111 d" fllil qlll' ln dNeTlllinatic)JJ cil' III loi dl~ Z Il'a pm; (>t{, p(~.... ihll', C'c'!'1

'III prnhlc\1I1C' t n's diflidl(' I~t. d,,"s ln lit t (~rlll uw ('~llh~lIIf'lIt œ prohll\lIIl! n-:-;ff!

oll"m. I.e prnhlf'n"~ n f!M Rhort)(! dl~ IlI1ulière g(ml!Tah! par de~, Ifllljorntiolls
011 ",illomt iOlls.

t:1l ('ril'II n'IIII'IIt 11011." 1I0llS int (~reR~'n)J1S l\ l'II t i1isat iOIl du Th{'()n\"'I~ dl'

Slf'pinu·SdIIJUli sl1iVRnt :

J.'h~r~m_ç Il [(i0l p.IK!)

Soit X,--, (X"X2 • ~"" Xn ) ('t. y = (YI ,Y'.!, G"', Yn ) dl'IIx proCŒ<;IIS
gl\u!'>....i('11~ (,f'IIt rf>s, t 1~ls qnf~ :

1) POlir tOllt i = 1,2, G"', 1\; V(X,) ::7': V(Yi )

2) POlir tOlll i f j; EIXjXjl ~EIYiYjl
nlon;. pour tOllt rE IR, on n :

~7



Dn II~ not H' ('n." :
k

('0\' (Z(l'). Z(t)) ="' E [Z(!')Z(t) 1 = LI'j(H)l'j(t)
J '1.

NOll~ f~p('roIL" uJt('ril'lIn'lIl('lIt rlliH~ d'nutn~ ftpprodll's pOlir n,tlldf' dP!"
If'Sls BaruwhifpJ(~: h~c1\.<l(lf'q(), 11 par l'utilisntion fllI tll"on\lIwdf~SLEPIAN

S('IILAFLI d~lf~lIH. Il H'n~irll alors df~ tmuvl'r 1111 pro... 'S...."s gnllso...il'II dont
la f'O\'nrilllWf' r(H,t) IW d('pf'lul qlU~ dp Is -. t1C'l'St -1\-c1irf' l'0llr oht l'lIir llll pro-

~

f·l'S.... ll!" !"tHtiunllllin~ 1\11 ~'('f)"d onln' df~ tl'l1f' sorh~ fllIf' : ).>~.i(s) l'j(t) < r(s,t) .
.f ')

dall~ ('1' f'UH ou pourrait ohtl'Ilir 1IIJ(~ IIIl'illl'lITl' approxillllltioll dll lIi\'T'llll
c111 1f'Sl .

11" II1ltn~ pmhll\nlf~ important 1\ Nlldipr ~'Tl\it )1' ca'" oÙ If' lIoynll K ~t de
cl i1Il('II~ioll iufi Il if'.



CHAPITRE V Tests de non-influence

V.l Int.roduction et hypothèses générales

V.I.I Introduction

J:I~l i"",l iOIl ('t I(~ t(~t:-; 11011 param(" riqlll'S pom la rOlld iOIl d(' r(·l~n'!"..... ioll

'" III pOli r 1111 pron~'<;lIs 1\ 'c'IIII~ l'olllillll qtH' di~,wn" 011' (,If, N lH li(~ l'nr dl'
1I0lllhn'1lx l\llt Pl1~, Pll1:-;jplIn-; HlN hod(~ Ollt H(' lit ili!'('(':!" c101lt ('('11(' dll lIoynll,
('('111' c1c~ !'J'ric~ ort ho~orlSl1f'S ('t (~pllp dl':!" lIloirulrc':S Cl\IT(~.

Box PI \\'atsoll Ollt NwH(' dall~ 12;',2G]. la rohll:-;tc~sc~ dll tc~t dl' r('hrrc~sioll

par rapport 1\ la 11011 IIorlllalit~. 1:c~t imnt iOIl du pnrmllc\t ('1' cil' d('C'Pllt rn~~
c1alls h~ h-sts dl' r(~'T('h..... ioll n N(~ (,Xl\lJlill('(~ par Bprtrmrd [51; Yntdww 178]
n N lH li(, Ir-s h~t S 11011 pamlJl'" riql)(~ dc~ r(~~n~.... ioll ha.....r'S slIr la Ill'" "od(' d('S
lIloillflr('S cnrr(':!".

.J. n. 111\11 1\ N lHli(, clnll~ son line "Nonpllrnllu~trie SHloot hill~ HIll1Inck of fit
h~l s" II~.I C'OIJlIllPnt Ulle vnrinhle Y se eomport l' si l'Ile ('St fcmd iOll d 'IIIU' IInt n~

\1ninhlc' d,.. pnninistf' x. u"1'lntion ('''''1' x et Y s'~xprimnnt par Y "7 1'(T) +c
r (l~i~llIU1t ln fOll('t iOIl de ~1'N'...iOIl, ~ I(~ terme d'('rreur ('t x N nlit ln vnri

ahlp cI(.fprlllillistf'. Il cOllsidf'!n~ \Ille ~'rie (TI,1/I), .. , , (Xn,lIn) qni cOlltiC'lIt mie
ill(onllnt iOIl snr ln fouctioJ) r ct A part.ir de œs dorlll(~, di\'e~ eOllj('(~tnn'S

on ('St iUlnt iOlls d(' r sont effc~:tll(~'S.

Par la slIit (' Hnrt M Hnrt et. nI. ollt c1(~vc~lopp(~df'S t ('Sts SOIIS pllrsif'lII'S n1t('fIIR
tiw'S portnllt RlIr ln rl~ioJ), ou pellt. citer parmi d'RlItn'S, (1f'S t(~ts pOlir ln
rf~n~.,iou simplf' ct IR rlWN\..... ion multiple Ill, mnrpnn\llt l(tS puis."1\1ICf'S de ln
('olJlhillni~)JI (W pllll'ielll"!'l rnudN~ ,\ pnrtir d('S f'itrlll)nt.ioll~. Dans 15911..('(~ et.

rInrt IItili~'nt )l'S rOlldiOll.'l tri~(molll(!tri'lll('S pour œtilll('r ,. et dOllllC'llt (h~Ill'" hodl'S pOlir dlOi~ir l'onlf(~ df'S codfkielltH de FOllri(~r.

f)nll~ ('t' tnwnil IJ(ms 1I01L'~ il1tl>r(~ms ,\ Hile r('gTP.f>..... ioll de IR (orrll(~ Y ...,...



"(X) t F où X I~t l1IW vminhll' nU'J,toin', pour tl,:"Il'r rh.\'pollll~"~ tll' Jlfm
illlltll'IIC"P lin: dT) = C où e (':'it 11111' (~mst nlltl'.
Apn~ amir d('fini r~t iUl1\h'lIr tll' "(T) pt ln st ni iHt iqllc dll h,:"t, lions N "dion...
d1lJJH ln tll'lJxi«'me &'(~tioll h~ ft'!'t polir l~ ol~'rvntiOlls irlf ll>pPlIda IIt~. U~ CH."
dl'!" olJl!'(~rvntionH corn'IN'S ~t trnit(~ dam, ln SN'lion :J. IA'.S silll1Jlations appa
rnis.....,lIt 1) la SN:t ion 4.

Com:id('nms If,; conplf'S dl' v.n. (Xi, li) nVN~ 1 cs: i < fi, dNillif''S Hm
II' m(\JJ11' l'Spnœ pnlhahiliHl~ (0, A, lP) pt 1) "nll'urs dnns l'1'SlllWC' JJ11'SlIr(~ (E x
IR, U x 1~.II;(À) où v I~t IIJJI' JJ1P.'lIfC fT-finie slIr E f'f À la lJlf'S1Jre d(' I.J'I)f~g1J('.

Ou Sllppl~ fJll(~ l~ Xi ~)Jlt dl' ml\mc loi COJlJllIC l'. Ou slIppose ('~all'ml'nt

'1111' h,:" (Xi, Yi) 1"0111 1h~ m(\IJII~ loi l'om Inqlll'lIl' l'xish~ ln dl'lIsit ('f.

Soit f(x, y) ln dl'usit{, l'OlJlJJllJ1lf' dl'S (Xi, \i). On snppose dl' pllls l'I'X

i~t('rlC"(' dp ~/(:r) -- .f !lf(r, y)f1y l't d'lIIl1' foud ion dl' r"'~J"(':'isi()n '0 tll' \" par

mpport ;) X. d('fiuil' par

{

"(.1.)
. . . -'- sif t ft

r(.l") - ',,(\0' ,\ 0- :1") - f(:,.)

',7 (l') HiJloU

On \'7\ (~mf'lid('rcr r(x) = E(YIX = T) dRns h~ JlUHINI' Y = r(X) t E
(modNf' dr. rf'grr..•.•ion rumtoirY') ct. on Hf' pfOpORf' dl' t(~t l'r l'hypoth('~,c 110 :

r (T) :-c C où C PSt tr ne f'OnHt.anf(~.

Sam; J)I·rte dl~ g~tl(~rnlit~. UolL'~ prenons C -= () (si G I~I ('ormlll') pniH«lllf' C'I'.St
pos....ihlp d'nppli(llICr le t~t. /lUX ohl;(~rvntiow; li - C I~II nHlsid(~rnnt le fl)odNp
Y 0_0 e -::: r(X) t- €.

1)(' pl1L'~ ",j ro(x) ('St une fonet ion l'q~~ifi('(~ (lJl peut, utilispr II' t~t. nll~...i pOlir

rhYP(lth~ 110 : r(x) = C + ro(x) (m "Ppli'llUUlt le h-st "'IX (lh~l~rvntjorl'"
l~ 0_. C -- ro(X,).

"0

Ou SllPI)(N~ 'lm' r E [}(,l). done r(.1~) ~'(~(Tit 7·(.1~)- ~ "j rj(.1:) IWPC IP.'
; Il

no



(29)

V.l.2 Estirnation de r(x)

l'om J... l'lit if'T p(~it if fix('. eOllsi(f('folls 1111 syst r'1II~ ort hOllorrrm1{('n, (' 1, •.• , r" }
It\'(~' ('n :-0 1. da1ls f:k • qui ('lIgf'ru'r~ If' SOllS (~J»l("~, df' diHl~IISioll J..- , 1.
r.'(~tirrlHf('l1r dl' la rOlldion (h' r('h~ion par pmj('(~tiotlHm Ek (~t d{'filli par:

k

",,(X,Y:r) = "fI(J') - Lhjn('j(J')
.i (1

- "
oli ", n - ~ )~ l', f' 1( Xi) ('!'t r('!'t irrmt f'llr f'lIIpiriqllf' S:IIIH Ilia is (111 ("od rif'Ïf'lIt (h,

, 1

rOIll j('r ",.

Fu l'fr",

"J" .f "(J')f'j(r)d/I(J') ---,.r E'(YIX -.= :r') ('j(:r)(lfl(:r)

-- ":(l~'(lïX - J~)(')(J')):- E'(}'('j(X))

nif 011 11 EO'X)-'" F:(F.I'(YX\X))-- E(XEOïX)). Oll ol~f'n'l' '1"" pom
. _ 1 .n.,.. --;
1 .- () 011 a ,,(~ -- .. "- l -".

, "1 '1 L_J t •
t 1

V.l.3 D(~nnitioll de la statisti(lUe du test

POlir t (~t<'r l'hypot tJ{~~ 1/" : "r (x) -:7: (f'. ("onsid"nms I~ dist HW'f' d("",0) '''''
liTn 011 dlll1S /}(/l) ~J1tre ln fom:t iOll df' r{>gn'R"ioll (~t illl('(' (~t ('('lIf' qui (~t

\'mif' fô(llIH lin. Oll II-II P.'if la J1ormf' dans /.?(fl.).
En ("ollsid('nlllt ln st at ist iqlw h ilhf'rt i('IIIIP

n", - .;;;" fi

"lorH If' t<~t n!'."()('i(~ " li", r'f'jf't t (' 1/0 pom d(~ ~rnlJll<'l' va 1f'1lI~ d(' Il li.. Il'1.
On \-Pllt t<~f('r l'hypot h~' /In : "r(x) ~ (f' pour tout. x mnt n~ 111 : ur (:r) t (f'

l'f' qui ('!'t ('(l1livnl~llt, PIl (~()n"id(~nlllt h~ <'odJicif'nts d(~ Filllri('r, ,\

{
lin: "j = nVj ?- n

1/1 : ]j? 0 : bj f ()
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En l'fft't 11I1lI1' l'onl'id('rOlll' l'hypothi'~e llltl'l1Inti\'(' Jl1(k) : "r(:r) f 0" I\\"I'C 7'

tdh' CJu'il l'Xistl' 1111 j E {O, 1.,., ,k} pOlir 1('((lId "j f O.

Dnns tOlltt' ln l'lIitl' 110llH IHlnptl'rom; II~ Ilot ntiolls slli\1111tf~; :

ponr dIBflll1' j fINilli!-."iOIlS Il'':'' v.n. r('('lh~ ('t'lit 1'('1"':"

<:: i <. Il

'I/'){' _
11 "n) 11 ", ) .

(
1/')(')" ' ",,11

Il'}" Sn _. :
.-1/'l5

" • nA:

t't pour 1 < i < 11

- [( "'..,,) ( ",n ) J1" .-- .VI. .

""n "Ic

A:
t't ln (''Omhillni!'lllll lill(~niff~ \Ii :::-: L l') Di) =-c'1'O; nvœ

) (J

_ ( • )1']RA: IlC ' , fh ' , • ,rie E ,

V.2 Cas des observations indépendantes

V.2.1 Cornportcnlcnt u.c~yrnptotiqucde Il'l,, 11 2

[.A":" th('on'm~ Slli\'HlltS 110111' dOIllI('lIt 1f'S loil' lillli"~ dl' ln stotistill'w

k ~ 2

1117: 11'1 :-: ft L ("j'" "j)
j 0

!'lIllIS rhyp()thl~ /I, : "r 1:- (Y' (th('or{~me 12), ('t de 10 sll1tisliqll(, IIRfl ll'l !'lIllIS

rh)l)(llh~ nullc (th('(ln'!lII(' 13).
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·..rhl."Or~ln~ 12

~)1l~ 1/. 1111 1\

. '1 L' ,
Il U"II··:· fJ

• 'l.,·,"', ',)1 Il'}011 1" \'.1\. fJ 1\ pOlir flllWlioll I~nflu'I('ri!"liqllf' V'(t) 1111'1'(/"11 L'

,; d{~il~lIIl11l ln IIl1llric" n"I'(' ll'S (']('1II1'lIts d('fillis par

1'1 "'. 1 d('Sh~111' ln IIml riel' icll'Ilt i'lm' cI'orclre' k ,. 1.

I!t'mml.'«(fll(io]l. f,'nppliclllioll clII Th('()fl\1II1' Cc'lIlml Lilllill' clalls 1,' l'HS Il III 1
li\'mi{'l\ ln snil" (Ddl<i<n' 011 Il'S /), SOllt cil' 111(11111' loi "1 illll(')ll'IIc1l1lllc'S (iid),
1"11l~ 1K'rllll'I d '('(Tir"

"C _ ·11'1~ L'Ar
V" (Dn •• h) .... " L.., --:.-. z,..., JVk t 1 (O,}~)

i 1

011 ~: n l'N('1IIf'1I1 n'i' = E(/)ij/)") =.E([lif'A'\i) . "i] [li(',(Xd h,])
Fil III iliNUlt ln cOlIsI'fvntion de ln COIl\'I'rgc'IIl'1' l'II loi par 1'0111 illll;1 (', 011 a

r L r1I(D" - h) /kll (D" --- h) .---.~ Z I,.IIZ

pOlir 1c'S formf'S qwulntt Îftllf'S,
POlir l'orll'llIre~ il HllfJit Ile 11~lIInrqll('r qlll'

k

,,(0,,· h)'" /" II (nn --- h) = " L (hi" -. "i) '} - IIU~W.
j 0

z"",.,Z -- fi l't II'IItili!-l('r If' th('()fl\1Il1' 1 de Bnrm (141 p, HH).
1
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f)(m(!.,-,.l/[,-l!!j!!.,-,. SOIIS //u I,~ ml 'ffiei l'II1s dl' Fomi(~r so,,1 h~:lllx l' "'('1'0. l' ',~I
;,. din' h --. n. DOlic l' part ir dl' ln d{>J"ollsl rul iOIl "11 11l{'on\IlII' "r('('('dl'Ilt 011

1\

fT.i' _o. F; (r/r'i (X;)r',( X;))

- F; (E'O/IX;)r';(X;)r"(X;))

,,'I~t-s\-clin"~ :-::: ,lk; 1·

Alon- ZTh; IZ == }:=; ()~; (U.;)2 .,..,. ,(J. pllisqlll'~; =,1'0111 1I-s \1\1,mn; pro
prt~ ch~ ~~' pt les v.n. li; '" N(O, 1) ~lIIt iJl(J('p«'lulnllt«'R •

1J~ t h('()ft\JlIffi sIlivants dOIllH,,,t l«~ viff~"'ffi (le l'OJl\'('r,~I'IW(~ vers It~ lois
limit N\.

SOl1~ h'S cOJHlit iOlls .III t h('()",JJl(~ t2, pl~OIlS

6 n = Rltp Ir (IIR~1I2 ~ ,) .- ('((J' 51)1·
(f' ";{

(k .. 1)1
__ 1/2

6 n ~ l'oM . :1/2 71

lUlU ~.
()~j-:-:k J

ol) "0 ('f;t lIue COllst.l\llt c IlIliven;cllc ct. )~ ~; Ro"t. )~ vnI,'urs propres de )"..'; .

jUT1W71.4lmliou. OI~rvOJL" ()lIC

6" = Hllp IfJ (Jfï (D" - h) :'5 fi) - l' (Z < fi)!
t1Elllt f 1

!H



n

f'f rappf'lolls 'lm' JTi(On --- h) = 1,-1/,12:0i' Alol'1' 1111 pPllt npp1i'l"I'r II~
i 1

tlt('Clff\lfIl' Ilf~ SI\1A)flOV (voir AppP.llflicl! 1 dmpitn' 1) nllx v.n.Ili . l' ",,1('111'1'
dalls IR"· l, iid, l'l'lit r('(~, AVI'(' ln 1111'111(' lIIat rk(~ dl~ vllriallc('-('ovarin,wf' '1lJ(~ Z.
Si 1I0llS pn'lIollS 1'01111111' (to,t l ••• , .t.. ) ln hasl~ dl~ VI'('tf'lll'R propn~ IIl1itairt"~

dl' );,h~ pnuillits !'"('Hlairl~ (Di. t j ) scmt dl~ v,n. r('('lh~ 111111 l'fIITN{'f~ p"isqllf'

011 ÀI I~t la nllf'lIr propr(' n.....·;od('(~ Ù t,.Par Ip. th(,(IJ"(\lfIp dl' Sa1,ollov. 011 trollVI~

le

L\n:$ ('(I(~~ ~ If'L:"y>"I/'J.
j CI

11\'1 'C ,

(/>
IIJ

E (110111:1 lit) Il:')
À:tI'J

J

1

Thoort'!mc 15

SOIIS If~ l'ollditiolls dll th('()n\llJ(~ 1:.1, pOSCIIIS

L\n -c: Slip \p (1117~112 < 1)- P(lt <: 1)1,
'E~

(k +- 1):1~ ( :1) -1/2
L\,. $ Co :1/'1 ~ E IDil "

"( j "

011 ('0 l'l't IIIU' ('oll!'lt.n.nt P. IIlliv('~IIp..



l1(!!lm~'lln_ltitm. Cnlcl'uHlt ln d{'lIlonst mt ion du t h{.. m\IIIl' H cm voit cl"e la
1111se' df~ \1'C:tC'UrH proprps (Ill, f" . .. ,f,;) de'}: cO)"lCide m'c\(' ln b;\..,c~ CHIIOJlicl'w
clC' IRA:' 1. Ic'S produits f'(:nlnin-s (Di, t j ) ~mt Ic'S v.n. rl'('l1f~ wIn corrl~J(~ Dij

f't Ic'S valc'urs proprps À j (illi SOIlt. tout c~ {'galc'.S ;\ "( .

•
Th~~~le 16

Sons /lI : "r(r) f 0" fi\'l"': f' tpl qu'il e'xistc~ 1111 .i E {n, 1,., .• k} pour IC'qllC'1
l,; -1 O. OJl n

Il 1, 2 l'''·Un --- ~ !XJ .

m'c'(' l" 1 () (pn c'oJlsic \(~rnllt le .i t c'l q1J(~ IIj 1 0).

-- l'''. , A:.... -:0 l'''.
DOlIC: "~n _. 1 "f pt pnr c"(lIlS{'(llIC'J1t fi 1: f'j,• .- ~ DO••

j Cl

V.2.2 Construction et consistcnce du tL~t

l' hx~ 1 1 > 1IJ) = n

ClTllwut Rlol1' mJlstnlin~ 1111 t~t d~ ~i()11 CTitiqllC' {(XI,'" , T n ) : Iln"lI'l > w}
ch, ni\'C'Hu n,".vmptotique ft pt. SOllS \'hypothi'~;C' IIl1\1e, 011 a

Colt1mc' ln C()TlstRTlt~ 1 PSt il1f:OIl1llle, pour l'lit ilil"l,tioll c1u t c'St 011 rc'.St iuu'rH
pnr ln IIlCI)·t'IlIlC~ C!lt1piri(1'1C'

l: l: n

. 1 L' 1 LLV'l 'I(V)"(=-- 1j= 'if', '\i·
k 1- 1 fl(~: + 1)

jU jlli-I

BnpI)('lnlUc CI'Je If! ff-st cl~ ~i()11 (:ritMIUf! Il 11", Il'l > fil" c'St ('(m.'li.'lfn,' si on n
si trlnlt nll<-IIU'lIt :



'1n) ft" _o. P (1I11~1I > w")---. n,
fi ··no

1. {l,,(rd -: f'(IIIl.,Jl > "'")_.• l, "1 E 111'
n· ...('Vt

1,1' 1('1111111' ~lIi\'llnt (~t lit ilis<' IInll:--ln PIl'IIV(' dllt 11('on\lII(' sm ln (·flllsist(,,,c(~.

Lemme 2

1'0111' 10llt '1 > 1) il ('xistl' 1I11l' fOIl!'t iOIl !I(' r('gn~sioll "1 f: fil (1..) tl'I\(' '1111'

le

o < L "J (") < '1 .
j (1

J)(fII0.!1..~!!~l/it~II. Pour '1 > () !Ionn(', pn'II0llS ",C") -: f)I('I(l~) "nlls IId!.:)
c·llI,..i~"'1I111 f) < l" < y'ii. nlof1-l L~() fI] - I,~ < 'I, •

II' 1h('on\1I1C' slIivHnt d01l1U' I(~ ('Ollf lit ions n('('('S.";nifl~ pt sllffi:--al1ff~ pOlir
ln ('Ollsistpllf'f' dll tN-it.

ThÔQ.r~ln~ 17

J....' lf~t dl' ~ioll crit i(l"fl Il fl.... lI·l > "'Pl (~t eOllsistf'lIt pnr rnpport " Il, (I.~) si
('t Sf',t1p1I1f'nt :--i

"'" -. 00 "t"-"("1()

"''1- ·_-t n.
n "-'00

!!l!'I.!.~'~'l.t'Jll.~m, L'nflir1l1ntioll etu th('()f(\1I1l' ('St ('(llIivalc'lItc nllX 1rois points
Sil i \1\11t S :

1. 0n . • Il {...,,-} "''1 --.. 00,

2, ~ .• 0 -,--? f~"('·.)- 1.

:1. (in (,. al . • 1 :-:-::} !!: -.. O.

Alors pn>l1\'olls IN-i trois implicn1 iOIll'l.

1. JfRpn'!-; 1" t h(~on\me 15 ()fi n
ln" _.- fl (cQ > "''1)1 = O(n- I

/
2), <Jml(: U" -+ 0 Hi ct. senlemellt SI 111" -+

C'X.!,

2. Sc'IOIIII,(k) il existe nlli E {O, 1,." , k}, l'loit in' td que 11'n "'- f~(Yr.jn(X)) t
n. Sojf'lIt 1111 f'lItif'r fil > 1 et N(l'in,m) Ir. pll11' pl,tit pnti('r td que
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'1
Il' h.
~ <: J~l pour 11 ?: N (f';n . m ).

JI ",
COli III lP

'lIl Ufl'I ~ "'n ---} ~b1 < 1II
n~ Ih;"1 < ~"n.

~ Jn .. " " "

; "

I ~· 1 l'I· 1pOlir ra > N(I,; .m) 011 n ";nn <:: -.l~~, d'Ill)
. " 7/1

If, ..
./On

1
1 1· ·1-/1. 1 > l''' 1. ~/td -, l'' 17~"in ?: l,;" J"n _..1" 7/1 '" 7/1 .

DolIC~ 1 - fln (r,) ··-.0 pOlir 11 --. 00.

fIIn A":t ()I\ vn ~uppc""'r '111(' - ..... ~ O. lo~ Ils c~xlsh'l\t 71 > () c~t 1I11c~ partie
7f

'"illfini(' NI ç: N tds qllC~ ~ > '1 pOlir 11, ~ N,.

"('oll~i(U'rollS Il C fi, (~.) t,,1 qlJ(' () < }~~ Il hJ < 71, clOllf r(lxisf('III'(~ (~t

1\...;sur(~ d'npr~ l,' I,,('IJI/Jl'~ 2.
Ln (~orlClif iOIl fIn (rd .. ~ 1 dOflll1! pour" E NI

l)'al/fI,' pmi (\'oir ln pl1'llVe .111 f 11('01"1\/1)(' Hi)

le Ir

L~ P" L"'lh. --~.. l,. < '1Jn J
jO jO

.()
n .ry,

(:J 1)



('(' qlli (~I ("olll rl\(lidoin',

•
Iklllnrqlll' 1A~ n~llltntl' ohlpllIll' i('i l'Ollt Hilllilnin~ ;\ (~('llX .If' BOS(I dUIIl'

[11rJ~~g(' 2;;:-

V.3 Cas des observations corrélées

POllr 1olll (~ la suil I~ 1I0Ul' SUppl ~)JJS IIvoir dl~ ollSl'rvnl iOIlH f'111~I'lIdrl~~

pm II' lH1I1"I'S."lIl' (X" Y, ),n: qlli (~I n-IlI(.lllIl~1'1\I11 m'('(: pOlir ('o('lIicif'lIt dl'

1Il"IIIIII~l'nrw('O.\}·.

Lemme :1

Soir (X,)I<"7. 1111 pro("('S."llSO·IIINHlII~l'lmt. f: (E.I~r) .. ~ (F,U.,.) 1I111'npl'li

('III iOIl Il1f~lIrah1p. Si }~ ~ f( X,). II' pI1I1'I~SllS O~ ),"1: I~t n-m(.Jlllll~f·:lIlt nv('(~

od,,) <: 0.\(") v" -- 1.2"·,,

Çorollllire R

a) Lf~ v.n, n'i s(lIIt o-III('11l11~l'llllt !'01lf dlll'llll' j fix('. aVI,(' oP, (JI) ~

o \ d"). pllisqllP l''(~t pos,"lh1(' 1]'(,(Tirl' f)ii ,.." fi (Xi, li) aVI'(' fi 1I1f~lIrnh1f',

h) LI~ V.I\. \~ ~lIIt o-III('lnn~pallt ;w('(: ndu) < ft,\dJl). plli~IU(' ("(~t
A:

l''h'''ihll' d'('('Tin~ \~ :-:~ 1: (:j!i(X i , \~) ..,., y(X i • \~) aVI,(' !/III(':-'lIrah1".
j Il

V.3.1 COlnportclncnt aSYlnptotiqllc dc 1IR,,11 2

NOll!"l t1ollllons ici lln th('()n'IIJ(~ ~(~n~ral d" typl~ Tikholllirov [7:i1 (voir AI)
I)('ndil'I', t h('()n'IIlP 24) (Ille Il()ll~ utilit;('TOIIS llnlL'~ I(~ (ll'IIIonst mt iOIIl' l'llÏ\'Hllt(~.

Soit (X, ),a 'lU pmC(~ll~ œllh~, stntiollllain\ u- JlI('lall~mlll (lI ;) vn "~llrs

l 'RA: 1 • v - (X X ).,. , l ' -- , ....."( lUIS , ( on(. ,\ i"- il, . ", iA: ' Om."I( t.TOIIS la ROmille S" '~i l "Yi,

1n ('omhiruti!'()IJ 1i1l~tire \Ii =C"'X, RVn: c = (c... , . ,('A:)''' E IRA: ('1 l'I'II.''''~mhlp.

d(~ ('()\ldit iOlL"l SlIiVUlltf'S :



(A)

(Il)

(C)

'l'"B(lX;ll .~) < oc pOllf h.\ > 0:
B(l\'ll'l j <'i\.) < 00 pOlir h\, > 0 (Oll snit C"IC~ B --> A):

no lm

(J'l > () 011 (1'1 --:- E(ll'.I'l) 12>-= E'(\lI\~) = L F(\'I\~)'
i '1 i m

'l1Il'9r~n!~ 1R

~PllS h~ ("(luI! it iOlls (Il) (C). POSOIIS

no ""
(J" --. ";(XI;X II ) 1 LE'(X,;X;,) , L'~'(X;lXII) (:'2)

; ') ; '),

A lors 011 a :

i) si ft.d,,) :77 0(,,- ('('lI"HII")/"') pOlir Il> 1. nlo~ il f''I(i~fl' 11111' ('()Il~tallf('

l' 1 f 1'\11' ,!1Il' ~n < l'1" - ;}j.i B.
ii) si n,d") :-:: O(c,--tJn) POllf (1 > 1. nlON ill'xist" lJJII' ('()lIst Hill" 1''} tf-1h'

A < -~1 Il'''lm' Un _ 1''l'' 1 o~ .

HV('('1i --::: 1II1LX(hx,lid.
D.. p1l1s.

k

III "-I/'1S,, Il'l -~. IIZII'l:::: L À~llf
j 1

CIl) Ic'S v.n. lJj rv N(O.I) scmt illc\l'p"IlClnlltc'S ('t ÀJ Ic'S \1lkll~ proP"~ clc' la
IIIl1t r ÏC'C' )~.

lJ{Yl!'!~'l{mti~J. ExnmillollH h~ clNnilH SC'UIC'IIIC'lIt pOlir la i). C'OllllllC' la ii) sC'
c1hllClllt fI' cil' IIInllic'f" sillliJnin',
A\l'C~ Ic~ IIotntiOllS d Ic~ eOlulitiOJls d-ch~<;lIs, 011 1)('lIt llJlJlliqllc'f 14' t!J('Cln'lIIf'
cl" Tikhomirov .\ la suit" (\!i). 1IlcI11"1I" c'St ('c'lItr('C~ l't :, "ale'IIN f('('lIc~ pm
c\l·finition, n-m(~lAnr,t'I\llt par 1" (X.rullain· nh c't st.nliOllllair.. •.
Alo~ il c'xist4' mte (~()II~tallt(~ 1'1 tc'lIc' 'II\C'

~~~ l' (,.- Il't V; < 1) - l' (N. "') "1," 'l;\i~i i;' (31)
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) \ ' '((Il '1) fT"III i '" -, .'" ,fT • plll~qlll' <
l'h:'l'it,,·),

\1ai~

"

i 1

ft ft

-- ('1 L Xii • " .• ('k L Xik

i 1 i 1

'l' C 'l
(~ Sn .., • N(O, fT )

l't si fT'l - (·'I);r. où ~: (~t ln matrict, «II' \'\rintlc(~-('O\'nrintlC~e .Ill \·('('tl'lIr Z,
dfofillit, strich'IlI!'lIt p(~itiv(' I~m'(' 'Ille fT'l > () pm la coll«litioll (C), Oll 1\ nllssÎ

l' C l'(' S" -4 N(ll, l' 1~(~)

.,. C l'(' Sn --,~ (' Z.

(3;:;)

Il n~tf' ,\ voir '1lll' (T'l ~ (:l'}:c m''(~ }: sYlllNriqllf'.
('0111'111' 1I0llS I\\'OIIS nppliqll(~ le t h(~()n'lIH~ de Tikholllirov nllX \1;, 011 a fT'). "

C'<'

'~'(lFtl1) • 2 >~ E(F, \~).
i '1

\1ais

(·t .1(' ln 1lI1'1JIf' f",.'on

où on Il P0f-;(' }:li -:-: E(X, ...\'T) (~t }:" = B (Xixt').
On o'~'n'" q1lf~ E( \"1 \1;) -c: E( \1;VI)' nloJ1'l qlll' }~ li ::c- ~:l;.
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[ )01\1'

no no

; 7. ; 7.

f'l fT JI -- fT,;.
Par (:\;.) Pli npp1ill'Jnllt Il' nill\rc' dl' ('n'''II'r \Voici 011 n

Ln l'Oflvprgl'IWI' Pli loi S4' l'Ollfo'l!rVp par l'ont illllit(' et dOlw pOlir Iffi forllll~

qll1\drlltiqlJ(~ 011 Il

1)(' plus

-\ S"", s Il --1/'15' Il'111 L" k":-C": 11 L-n

01) À~ > n !'l()JJt I~ \'RI(mrs pmpn'-S (le }; ('1. 1~ V.I\. Vi rv.V(O. 1) !'l(mt ilH \('pPII

c1llllh~.

Pm mplK)rt 1\ ln vih'R~ dl' f:OllvprgPIW(!, IIOllS I\VOfIS

HY2



SliP,.. 1I'("I/'1,."'S·.. < f) "P(N" < ni
-- ~lIp"q 1P VI' (II II'lS,,] < ,.)
,- s'~p 1P (IV"\71 I/'lSulll'). <- I.'J.)

l'''~

'- SIlPI'('~ P (11 71 If'J.S"lI'l < ïï;:~)

-,... ~lIp ..r:~ p(II,,·1/1S.. II1 < 111)

- Ô n

(A)

(Il)

",'1
0" 011 n l'ON' Il'1 7 --'1.'

Il''11
I)'al'n~ Pi) on a l'pxi1'tPtlc(' d'IIII(! COllstallt(' 1'1 pOllf Inqudlp rillh~alit(, (~t

\'11\1/'

.'_~.!.::!.I~~e1',~~
I.A' nit t're' tiC' Cnlllll'r \Volc1 Il c101l1l(' ln n'Intioll (:17) qui Nn"Iit ln "Olln'I-gl'lwe'

f Inlls !RA:.

V.3.1. t f.,oi limite de \1I1fl W
L,~ th{'Ofe\llIe'1' !'llli\'''ltS 1I01Le.; dOIlJl('lIt 1('1' lois limite,::, ch! la ~tlltistiq1J(~

1 k (~ )1
11U~11 -:" L hi" -Ill sous rhn)()tlu~~ /II : "(J:) i () (th{'ore\lII(, lB)

1 Il

('t (14, ln f;tntisti(II!(! du h~t IIU",II:! folOlL'l l'h)1)()t!H''lt;;e lIulle (fh6on~"If' 20).
Dn"s I(~ "PliX ('ns (IOIIllOl1l' «if'S ill(>~RlitN; qui ennu:f(!riSl~lIt IR (·OIlW'rt....T('lW(!

dp ln st Ilt ist iqll(, ("(msid(.r('(! ,\ SIl di!'ltrihnt iOIl Jilllitl~.

('()lIsi(l(>roll1' \'(,TlSf'TTlhJ(' c1f':o' ('()J}(litiolU-l !'iUiVHlltf'S :

r
1'" ]J'J' 1IJ lj 1 " < 00 POUf"" > ();

1':(1\'.121
AI') < 'X) pour li" > ();

('Il) 'ro
(C) fT1 '> () 0" (11 'oc, E'(IFd1

) '. 2 L 1':(V, \~) ." L R(V, ~).
;1 n('l
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SOllS I(~ ('ollliit iOlls (B) (C), pOSOII.<;

le

nvpc U ~ L ).jUj(~j, où ).~ SOllt If'S W\1~lIrs propres fie 1" J1\n~Tiœ }~ (JNinie
j Il

pllr

(1il = E(D1jlJ,,) f L,E(lJ1jJ)i,) 1 L,E(l)ij{)lI) (:l!J)
i 2 i '1.

1'1 II'S \'.a. (Jj "" N(O, 1) SOllt i,"lh)(~'lflmlt l'S, 1111 a :

i) sioxd,,) = O(,,··f1('1. l h)(IIIi)/Ii') ponr/l > 1. IIlornii l'xislf'llllf'ColIstalllf'

l' 1 1f'lIl' qlll! !:ln <; l' 1fi ~~~ i a,
ii) si oxdfl) = O(I'-f1n ) polir (l > 1, nlors il ('xisl~ 1111(' (·IIIJI'I:mh~'Y'J. 1~1I('

,'\ < -~ 1 1 Iiiqlll' Un __ 1''1.'" :1 (~ ,

1I\'('f' " -:c mIlX("l-, ",.).
DI' plllS,

k

C. ~ '1. '1.
---. L....J \Uj •

j CI

(40)

.I!!"w1'='!L~lj_(l'1. Il slIffit (J'appliqlll'T Il! t 1I('f)n\1\11' IX a11X \'.a. Di Ù \';Ill'lIrn
dalls IRk . l, •

Hf'J1Ulnl1\('

COJl\I\l~ If'.tl V.R, Uf "" X~ !'l(m\ i",J(~p('I\(lant(lS, ln V,ll. IIfTll:.! n pOlir fOlJdioll

('nnu1f>riI-;t,j(IUe '1'(') = Id(!\. (h, 1 - 2in~)r 1/2, C'(lSt -I\.·~lin~ ln loi .x2 ~('n('mlis(\(~

II\'(\(' Jill "~r(' (l~ Ijh~rtf>(v()jr l,11),
En pnrtj(~lIlnril'llult I~ lh(\(.n\lIJ~ pr('('f>fif'lIt (lfmS ohl('1I0IlS 1(' ('OIllPOl'tf'lllf'1I1

I\.';rmptotiq\l~ Il.. IIUfl ll2 !'l(llIS l'hypotllf~~ \I1111~.
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V.3.1.2 F,Stimntioll de IR mntrice de vnriRllce-covnrinllce

Ln c1ist rihllt iOIl 1\."Ylllpt ot iqll(~ .la II~ Ic~ t h('()f(\lIIf~ 1!) (ai IIsi qlle .In liS II'
t h('()rf'''lf' 20) d('peud df~ \'1\ lf'lIT1\ propn~ >.~ cl .. la IIIl1t rin' iJll'Ollllllf' }~ d'(ML
IIIPflts (:m). Par cOIIs/'(IUf'lIt il f~t n('(~""lirp d'(~t illler lf~ ('If'ntPllts de f'(·ttf~

JJlat ri ....~ pour ohtellir l'(~t imnt iOIl dc~ Sf'l' \11Ic'ln~ propn'l',
IlIt rodlliSflllS d'ahord

Par ln st lit iOlIllSlrit (, dc'l' Di 011 Il Cov (Do. D,.) -Cov (D,. D, . ,,) f'f pour c:hllqllf'
(. I{' fil l'lit f~ ( /)11; /J,.r) -- f·; U>'j n, ;,..r) dOllf'

c~t snt i!-'fnitc'.
EII IUlf\IlIIt 11 = i -- 1 on ohtif'lIt fTjl(i -1) ""7 E(f)lj/);I) pt fTjl(-(i. --1)) ':"'::
fTI) (i _. 1); alJ~i, il (~t 1)(~i"le cl'('erin'

'no

• no

j./-J. .... k.
,. . ""

"Soit 'n 1I11C' snitc' d'I'IItipT1\ pc~itifs v('rilinllt fn< 1/ pt lim r.. ,~ Hm - = X.
n-A) n ·-··00 f n

Nnll~ f'()IISid(>roll~ )'~tilllntc\lIr dl\."o.;iqllc~ dl' la cOVllrinllC,(, fTllis{'(' du pn)('c~lIs

st lit iOllllnirp hi\1lri{'( J)'j' n" ),,,7.

pOlir () < l' < f,.

1O(j



l't

pOlir ... ru < l' < O.

(4,t f"!'timat(,lIr ("!'t Mil!" hiai!'\, pllisqlW E((T;,(1'))::C- (1;,(1')'
NOlis pOllnlllS d{'fillir 1111 ("!'tirmltl'lIr pOlir (1jl (»11'

'..
(Tjl = L w,,(")irjl(")

,. 'n

pour IJ~I < 1 (At > 1)

DI' l'IIIS il fnllt 'l1\l' 7/(:r) soit ('out iUllf' l'Il :J' -- O.

NOliS dOllllOIlS c1~ rl"!'lIlt at S IlnnJogII("!' à e('llX obt ('Il IlS par IglIIl('f'olo [;; Il
pnJ',f"!' ;, H fil) If"!' lij ::-: ('j(X;) -- E((~j(X;)) ~mt r«'rllp(:w('f,,!, par If,:" !Jij --:
\:(',(X.) .. E(}j('j(Xi )),

l'ropORiti~~ 22

L 'p·;t i ma lf'II r irJI f"!'t fl."iympt ot iqll(~III('lIt !'\I\IIS hia is.

!,~pœitioll 23

POlir j ('t 1 fix(~, soi('ut

ponr - 'YI < l' < O.
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Si pOlir tOllt f (1 ~ f ~ 1&) ('t pOlir tOllt " (11'1 <::: f o ) il.. pxistpnt "1 et "'1 t..ls
qlll'

et

[
,,_.- 1 ]

"lors pOlir tOllt <'nti('r '1" E l, -'2 n ('t pOlir tont E > 1)

pOlir tOllt ", où ",-,. llmx(l'I,I"l)'
1).. l'Ill!' !'i

lilll r"I'XP((lfln) -- 0
fi ·rx' ( (" 1"1 )li", rnf/n' t ---;--- _.-. 0 .

" ."" . '2""
(1!) )

l"'udant '1111' Hi pOlir tOllt E > ()

(1(i)

nlors

• ( ) 1'"· ()(1jl" ---.. (1jl " .

P~opoRition 24

SOIl1'l ll'S sllPIH~itiolls dl' ln propositioll '21, pOlir" Il..'''''Z grmlll. ponr tOllt

, ["-/"1pnt H'T 'in E l, -2- ..t pour tOHt ê > 0



«Il'I l, lIIax (fIl. hl)'
1)(' pl lI~ ~i

lim f 0 l'Xl' (. A'1,,) .",- 0
" .,.., rJ.

n

. ~I'J. ([11-1,,])hlll f~ I/"n -.-- -- ft •
o 'C'<' 'll/n

(1H)

où ;1 P:o.t IIIU' ('oll~tnllt(! d(~pmlllallt dl' é. f.,f ('t b, alors

1)('llIlnllt '1"1' si pour t01\t E > 0

}~" { 1(2f" , 1) ('Xp ( - :l2l12M~ (:U:~ 1)2) ,
, 22(2'n' 1) Il , Ilb:'(2fn

nlors

1) l'I'J. 'l'ln (r. !~;ï~n ]) } < 00

(If!))

Si n (,,) < l''' ,,,,pe () < fJ < 1. f" rv 11) nv(''(: () < 1 < 1/2 l't '1" rv n/J

HW'C' 21 < il < 1 nlors lœ ('mutitiolls (48) !«mt \'(!fifi('(~ et fTil ('Oll\'('fg(' ('Il
prollllhilit(,\,prs fTjl'

Si n(u) < ,,-A 1\\'('(: li > 0, ffl rv ,,) nvœ 0 < 1 < 2h/(41i ~- 7) ('t I/n rv n/J

11\'1'(' 21 < /l < (Ii -. ~,)/(1 + li) nlors I(~ cOllditiollH (4H) SOllt v('rifi('('S l't "il

l'Oll\'l'fgl' ('II prohnhilite'! V(m\ fTil.

Si 0(") ,< pxp(--ru) ll\'C(: r > O. f n rv 71'" nv('(~ 0 < 1 < 1/2 pt 1/" rv urt

11\'('(' 21 < il < 1 nlors Ic'S l'Oudit iOlls (48) SOllt v('fifi('('S d "il ('oJl\'Pfgl! ('II

l'tolmililit(, \"1'rs "jl'

NOliS ollt('llollS aill~i 1lJ1 ('!'it illlntl'Ilf C'ollsistpJlt d(~" jl p01\t dIlUIIU' .i d 1. DOllc.
\". J' • 'P ~ i, (') ~ 1

011 Il /'0 • /,. 011 /'~n'- fTil 1< I<1e 1 J' paf rnpporf Il n COIIV('ll~('II('(~ p01\f
dlllll'J(' ('OIllI)4N\lJh~, ('('p(mdnnt, ïltrs qll(~ ); ('St (I('filli(' 1)4~itiV(', il ('St IKlf*'ihlo

lO!J



«\lIf' };n lit' le ~Iit pa.'!. POllf oht ('uir IInf' IIInt rk(!« re~o\t huat (~1If1" «INinie posit ive,
nOlis p0'lOIlS

1
.,. AIT(n = iuf c }~nc J--

IIcll~ 1 fi

1\\"f,(~ C f: IRA-, 1 ('t T 1I1le ('onstall"! posit ive' (~oll\'l'nnhl('IIlf'Ilt choisi('.
Dt>finis,c.;oIls ln lIo1l\"{'1lf' mat ri('('

Prup~itioll 25

Ln mut ri('(~ };~ I~t. dNinie p(~it iVl' pt i;~ !'~".}:.

!lfnwn.'ltmtio'l. Pour prnllVl~r 'I"e t~ (~t d{'fini(! pOHit iVI' il slImi d,~ d{'mon
t [l'r «l'If' ln fOrill" (1lllulrnt i(llI.. c"'f:,~c (~t st rid ('IIIf'llt I)(~il i VI' pOl1r 1111 ,'('d('\II'

dl' lionne 'Ill.
S4lil c E JRA: n\'l'C IIc" = 1 (In Il :

pan... '1"1' dJ\l~ If' ms où c"'i;~c < 0, ln dNinit ion de Cn f'nt miJl(~ --c"i:,: c <
(n'
~i c r IRA- tl'\ '1\1(' IIcll < 1. Oll Il :

1T" T,·, 1-1 T (" '{,) 1< Iii' \'1111 11
2 < II" '{'IIc '-'nC - C {.,c ,... C 1.•nL, C __._ l.'n/.J C __ 'Jn -- {, .

( • k f" " p.". '{'4I1JI11If' (~t 1111, {Jn • {J f'lltrnhlf' (I"f'

k A-

Il}';n -' }~II "..., LL [tTjI(l')-- (7'jl(1I)\2 Y". ()
j 1; 1

(·t par (;,()) 011 n

(flO)

l1uiform{!IIU!llt pnr I1lppoJ1 1\ c,
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J)(~lIIS fn{t') -- c"">-;nc pt f(c) - c7'~;c: dOlic 1I0llS I\\'OIIS fn(c) _~'~ft. f(c) IIl1ifor
IIIhJlI'nt par mpport ;\ c, Or, pOlir tOllt" il e'xiste Cn td qlle fn(en) '-c i/lf fn(c)
pt Ilm:....i il ('xistp C(, td IpH' f(Co) ::- iHf f(c),
11 fallt pnlll\'r'T qlle fn("'TI) ----.f(C(I)'
('''''"IIl' f(r~l) < f(c,..) pt pOlir 11 n,,,,,,vl. WIlHd fn(c,..) ~ f(c,,) 1é. 011 n f(c,u)-- fn(c,..) -::'E
pOli r " m....'<;fvl, ~rl\IId.
1>1' ln 1Ili'ITlf' fnl;ou fn(c,..) $ f(Co) pt pOlir 11 It"'W1- f.~rnlld fn(Co) < f(c~l) 1 E.

dllTl/ll'Ilt f(c.o) .. fn(c,..) $ é pOlir ft nSSP1- ~rmlll.

Par !'Ollitl' pOlir t01l1 E > 0 e't polir" 1\.';SI'1- J.,'THHd 011 Il l/'I(Cn ) - f(c-f,)! :< é.

Ik pIns f(r-o) -- () PHI'('(' 'lm' ln IIIntri('(' ~~ œt dNillif' positive' ('t dlllll'

Il ( ".ft 1) 1 {,'III' ('f11l~J1"'1I1'(' n·-. pt Il ors ?Jn
" ft. 't'• IJ••

HI'IIUlrt l"P

Par l'fl1ltil~~{>. pour I(~ \1\lplll1' proprf~ >'~n d(~ }~~ on o"t ieut

l't il\' il'Ilt

ft ft

2:..... '1 '}. C L '1 '1.x. U· .. • .xv
Jn } J J'

} " j "

Alor,.; on IM'Ht IItilisf'r ln (listrihlltioJl d(~ Û~ = I:; 1>';nUj mlIlTllI' npproxi

mal ion dl' la distrihlllioll dl' IIUn lr" COlltllll' (~\... pnrtklllil'r) p"il'{pw

1P (Il ""II '}. <; Il) .l' (Û'1 < ,,) 1 <;

$ {Ip (I111~II1. <; li) -- P (IIU li l < Il)\-•

• lp(IIUII'1-:; u) -- p(û,~ < Il)I} ":-=-::.0 o.

III



\/
1 (111(,.11

1

~ Il) -l' (D'l ~ Il)1 s

s II' (lin" 111 ~ 11) - /) (11(111
1~ 11)1

IIp(I!UI11 < Il) -- P (Û 2 S 11)1

V.3.2 Construction ct consistcncc du test

( ',. 'lui pr('("'c le ppTlllpt cl,. din' 4I1If~ ~i u c ln. Il h'l 4IU"

1I111"'UII\I()~c'01l!'itrllin'1Il1 t.~t c1C'n'~iollcritiql)(~{(;r, •... ,.ro ): IIHn l1 1 > m}
dl' lIi\'c'nu n.".~'lIptotiqll4' u.
('01111111' 1If)1I~ 1l\'01l~ VII nll pl\rn~~l\pl14~ V.~t 1.2 pour nppli'l'H'r If' t,~t 011 1"'111

lit i1i~r ln elist rilmt iOIl de' ln V.n. Û~. oht('lIlu' 'l\"~' lœ "nlpur,.; propn~ (~t i",('(~.

POlir obtfm ir ln ('OfL"lil't nllce d Il tc~t fa iSlIlIS '11I(' hypot h~e~ suppJ('ff1C'llt a in'
,\ rpll~lIIhl(' (A) (C) dll pnrn~rnplu~ V.:3.I.t. c:'e~t-'\-elir(' :

(D) HUI' HUP IIIIlX 1}~r.j(:r}1 .,.,. AI < 00.
1~i:<;n :Tf'" ,.: ()SJ~k

rJ' t h('()n'IIU' HuivUllt 410111I(' l(~ colulit.iollH 1I(,(~ffi,*,irœ pl ~lIf1iAAJlt(~ pOlir
ln e'()J1~istf'T1ee du tœt.

J'h~rmIJ~ 22

SOIlH I(~ {'C}lIdit iOIlH (Il) (D) (~t. f'i

ro

L u·(i) < 00,

i 1

1I'n ----. 00 ('t." ..~
112

11',. - • n.
fI Il --.('Cl



nD"~!.n.~,(~!,(i!~!!. r:n(fjrmat ion dll t h('on'IIlP pst {'( I" ivnll'Iltf' nux t roi:-- point s
~lIi\1\11tS :

."" •. "'n "2. Lift (,) < 'Xl pt - ,·.0 -=7 {lrl("d .. • 1.
1 fi

fi'
:1. /lrl(r,) • 1 -c-} ~ ..+ O.

fi
1\ lOJ~ prollvons )N' trois illlplicnt inlls.

k

1) POllf ln v.n. IIU·II:.! = E À;:.!xt on l\ Jl (IIU·II:.! > "'ri)
i 0

t f'1lI) ,.,,~ :t.l'ro si pt Sf'ulemf'lIt si 111" - .. 00.
:.1 ~-Il

l)'npn's i) du l11t"on'IIIP 2001} n Inn - P (11"'11' > fI1n)1 ~ î'l,,-ffilfH

dOliC ftn. () t(,1II1 Vf"n; 1.(~") si ('l l"{'u)p.lllent si 1IIn ..-+ 00.

Cf' '111/' nOlis avons ~nl('Jnmlt si 011 e()nsid'~re ii) dll Th('()f('nlP 20.

I ~ 1 I~ 1 Ihiul fil 1h,n... 'hJ'n ? IhJ'nl·.. hJ'nn > IhJ'nl·· --- -- IhJ'nl---..-.
fil fil

Il :J



(-) 1 (~. .) l ,-- ( Iii) .Var hjon :-:: fI'l Var L.....J }i(>.in('\;) =-=;,. L.....J 1 -, -;; U(l)
i 1 Iii::::" 1

< ~ [1(1(11)11 2~ IIIU)I]

~ ~ [1 (1(11)1 1- 8M'~ ..'U)]
où dalls la tJl'rJ1 i"re mnjoOltioll lions IWOIIS nppliqn(' Jïn('gnlitf,( voir 1:J8])
ICov(Y", Y",t)l ~ "11,,11 00 Il,,IIl'lOu(l) nnx v.n. }~('j(.Yi) hOfll(l<'S l>Hf hy
poth~.

nUlle 1 -- (tn(rl) -. () ponT" -+ 00.

:i) ()n \11 snppcy'-lpr qm' "'"- ..... O. AIon- f'xish'lIt '1 > Il d nllC! pmi ic! infinil'
fi"',.NI (~ N tf'ls 'lm' - > '1 pOlir fi (= NI'

fi

a!'isllré,.! cl'aj)n's Il' L('IIII1I1' 2.

La COIulit ion fJ"("1 )-. 1 dorllle! pour fi t NI

1l'nllt ft' purt (voir la prpllVP (h. t h('ore\m(~ 21 )

A: k

'"" -2 l' ~ '"" 2LJ hjn -'. L.....J hi < '1
jll j Il

cI'Où

c'e qui (~t (~)tJtn\(li(~toirf'.
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V.4 SIMULATIONS

VA.1 INTRODUCTION

f)~ rl'!'lIlt nts df' fll1C'1fl1J('S !'illll1lnt ionR sont pr(~f'llt('S pour l'h.\'pot hi''!'f! de
T1orlllnlit" /III: X, ,...., N(O, 1) nvf'(~ mu' tHillf! fI('du\IItilloll 11=100 pt mllliw'nl1
u.....ymplotiqllf· n. NOliS n\1mS siIl11lJ(! 1\ pnrtir d'lIl1 J)f"()("f'S,.·llL" nlllon'f.,'l"f'S,."if
d·onln' l.AIl( 1) pm ln n'Intioll :

011 (, f'!'oôt hrllit gallS1'lu'll nvf'C

l't II' pmIIIuN n' d ·:mt o("oIT(·lnt iOIl l' "n'lId 1IIU' ,·n ]f'lIr fi XP pr('ds('f' darI!' d 1I1111H'

('1\......

VA.2 NIVEAU EMPIRIQUE

Dan!'l ('f' pmngrnphf', nOllR pr(~f'lIt OIIS If'!'oô r('SlIlt nt s n'Int irs nll IIi \,P:ll1 PIJI
l'iriqlll', 01."'1111 f'OIlIllU' pOlln·('lIt ngf' de H!.if't s slIr If' 1I0mhn' flf' l'i'f1111:l1 iOllK
NOliS "'·OIlS l'inllll" df'S cllmn('(lS 1\ part ir d'mlf' loi 1I0rrlmlf' stJHlflnrd 011 cl'mlf'
l'XPOIU'1I1 if'lIf' pt JI( IlL" m'olls ff'St (, /ln l'Il l1t ilï:-mnt l'oit la loi lilll il f' 01.11'1111('
"nlls If' ('mire' i.i.ll.('1Iir 71!d l't rj,id, polir ln lllL'i(! dll \:.1 f't III IlllSP c1p Lf~gf'll

dn'). soit ln loi limite clnn... If' cnclre o-IJI('lnllgf'Hllt (7~. pt Td pour Il'!' e1f'IIX

S~l'l f\lJIf'S f"OlIsifl('r('S pt pour k vl\riahl~; k-::-: 2, ... ,Hl.

V.4.2.1 /If) : X, ,...., N(O, 1)

. J)alls ("(! Ca.... 110liS nVOlL'! ('frf'.Ct.l1~ 111= 1(00 f'illluintinllfl ct I('S t nhlf'JHlx
5.1·5.4 dorlllf'llt Ic'S ]>Ollrccntngœ cie re.id pOUf cliff~rellt('.S VRlel1Tl'l dl1 nivf'JHI
1\()lIIiwtl n (n.,.,...1 % , 3%, 5%, 10% ). POl1r <:lIl\(llIC t.RhleHlI ln \'Rlf'lIr c1p l' (~t

fix('f'.

DUliS 1(' hllt cl,' "1lir œ '1l1i He pns.o;c Pli utilisant h'S t~tH pOl1r le' ('aelrf' i.i.d.
Sllf df~ dfmll('(~ ("uITd~, 1I00L'! n"1111R ~ff('f~tll~ If! ff~t nns..,j mrf'(~ ln loi limite
dn cs\',, i. i.cl ..
()\I I)('IIt ni )!o;('rv('r '111(\ ponr tlIW (·orrNnt ion po~it.jVf' fi -=-O.5(vnir le 1111.1('11";1.1),
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r".\'potIH~f' dl' 1I0rrlllllit(, ,~t n'j"'(,.~ t (lOS S01l\'I'IIt pllr 11's tlo<.;t~ '7;i!" l't 7';,i", alors
'1"1' TI, I·t 7~, SI' "0111 port l'lit IlIif'IIX, POlir '"H' (,olT('lat iOIl fai!llr'( voir t Il !llf'l11 1

;).'2). 1(' tf'St T" ~'lIIhlf' j'ltfl' 1(' IIIpillf'lIr l'Il g('II('ml. 1II(1I1H' ~i 1'('(~m1 Il','St pHS
t l'\os illlporh\llt. Ln corn"lnt iOll 1I(~nt i,'f' IIIOllt ff~ 1111 cOlllporlf'JIlPlIt ditrr'H'lIt
pOlir Il'S divf'~~ Vl,11'1I11-\ dp n pt. pour k>7, Ir~ tf'.St~ T", ·1~·, 'l1!" sPlIIlllpllt
pff'S(l1lf~ ('(l'lival(!ut par rapport nll lIiVf~"1 ('lIIpiriqlw.

, POlir Cf~ C11.", nOlis n"IlII!' f'ffpd II(~ 1II-:-2U) Sillllllllt iOlls dmls If' f'J"" d'lIIl1'
.'orr(>\nt ion p.""it ivp p=O.5(voir t ahlc~u\1l f).5) pt p=O.2(voir 1Ilhl(~nll 5.G). On
IM'lIt mir, id Itu~i, flll '1IJ1f' (~orr"'nt iOll posit Î\'f~ d(~ tYlH' AIl (1) av('(' fi -o.;'
nllll\lIf' If OS tf'St S pOlir df'S ohSf'rvnt ions ill. \(~pf'IIdnllt f~ :, n'jl't f'r l'ltypot hf~1'
1I1111f' tn\os SOllV('lIt, polir tOllt lIi"f'lll1 n. LOJ1'qlH~ ln corrf.\ntioll f'St IIIf)fU'll"',
III diff('fl'IICP .If' f'OIllIK)rtf'TTIf'lIt l'IItf(! If~ ff'St.<; df~ t.vp(~ "Li."." pt IN' t(~t$ polir
fh'S ()l~'r\'ntiOlIS corn"U'('S diJllill1w. On 1)('lIt nllssi .lin' 'I"P. l'II g(~II('rnl. 'Ii,
pl'(~'lItf' 1111 IIiVP/lll f'lIlpiri'l"f' pllls proell<' '1"1' 7~~ :, 1111 Ili"l'all 0 fixh

V.4.3 PUISSANC.~EMPIUJQlJE

V.4.3.1 lin: X t rv N(O,I)

. Ir~ tnhl('J1IIX slIi\'llllts(tnhlf'HII 5.7-5.12) fl0lllWllt k~<; p"is.<;mlf'f'S f'lIIpirill1lf'S
"11 tf"!'lt IK>Ilr lin : XtrvN(O,I) C(llltrt~ Il 1 : X trv N('1,(12), oht f'lIl1l'S ('OlllllW pOllr
('('lIts,~ d(~ rejM, slIr 111= HU) sirrllllnt ions. [)f'.S ('f:!ulIItillolls d(~ taill(' 11-:-100
Sfmt t irk l\ pnrt ir <!(! ln loi ~)1JS 111• qlli ('St pr(~ds(~ (Inlls dlllqllc tnhll'1l11. ]),~

pills . diff(,rt'lIt('S Vl'''!lIrs de l' et (I(~ 0 SOllt nt ilis('(~.

Dalls tOllS I~ tnblNlnx, 1f'.S \1,leurs en W"S indiqll(!IIt. 1:1 plli~IIœ ln pIns
wmlfle IOf1;(IIIf' k dlllll~e, pOlir nvoir ton" (If' sllit(~ II11e illdil'l,Iioll sm I(! choix
dl' k.
La Pff'lIlif\ff' n1t(!rJutt ive (~onsi"f'r('(1 (~t 1/1 : N (0,(12) m'f'(' ,.,2= 25/lü. dont
,,~ n''SlIltnts df'S siTTllllatiolls fl<mt dmL<; le tllhlf'llll 5.7. On Pf'lIt voir qllP.. pom
k tixt>. T" n 11(1(' pllif,.,""Ul(~ l'lIIpiriqllc pllls grllmlf' qlH' 1~· prntiqlll~IIIp.l1t tou
jours. La pllissHllœ df' T" ~t, pIns gI'llIlfl(' pOlir k:-::-2 pt f'l1f' d('(ToÎl lorsqllf' k
1\11 ~~nl<'lIt p.

PI)1Jr dl~ ('on(>J/ltiolls p(liI'lit i\'f~. le tah"'IIII il.X 1Il0lltrr' I(~ pllissl\IJ('f'S 1'111

piri'lllf'S IKHlr l'nltl'Tlutti\'(! 1/1 :N(O,(12) nvc'(,,.,2 -O.G-:7 (1n?' /2 ('t (1'l-:c2=2(1o'l/2.
(1/ --:c 1 indiqm\llt la \1Uiltll(,P SOllS Hn.

ll{j



ki allssi T,. a lIIH' plli~"'ml('f~ pllls f.,rnllHll' qlle 7~" soit dntls h~ (~'S d'lll\(~ "lri
/1111'1' l'Ill!' p('titf' qlle 1. soit dllllS 1(' (,SIS d'lIIw '1'ril\llCl~ pllls f.,Tf·I\II1I(' qlJ(~ ].

Hl'Iat in'IIwllt 1\ k, 1I0\lS rf'IIu'rqllolls (l'H' ln plli~~lIWl~ IIIllxillml(' c1(' 1'1. l~t.

01l1(,1I1H' pOHr dl~ k pllls pf'titf'S qllf' ccll('s de 7~:.

Pour St' fllirf' 1111(' id(~~ df' la fOllctioll pllisSlllll'e dll h~t 10fl"qlJ(~ (T') chaIlJ~p(l~t

dOlw l'nlt('fJInti\'l' dU\IIgl~), 011 l'l'III. ,'uir Il'.:'l f.,rrl\phiqll~ dllll~ 1(' tnhll'HlI ~.!) l~t

;,.10,011 1I0llS l\\'OIl~ l~OIlSid{'I'" ll~ sil. IIRt iOlls illtl'f1I1{'Clinin~ "'1:'(~ k -,1 l't k-5.
lA' .,,11)('1\11 !i.ll dOlIllf' Il'f\ rt''.:'lllltntH dl~ sillllllntiolls ponr l'n!tl'flUltin' /II :
N(/,.l) ll\'l'(~ /,--..,2 pt (T2=O.5, pOlir difr{'re'IIt.(~ vnl('lIn; dl~ f' et 0, La ",I(,lIr
k-2 dOllllP, P~I"f' tO\ljo\ln;, la p\li~\I)('f' elllpiriqlJ(~ lII11xilllnle snit ponr 'li,
Stlil pO\ll' '1; " 'li. sc' l'Omportl~ miellX qlH' J(" ~111is 011 IU'lIt ol)Spl\'l'r qll" ln
c1iff(,rt'IH'f' ('Ill. re' Il~ d('lIx J1l1is~\IICl~ Il'(~t pas t f'(~ illlport 11111. l~.

Enfill, Wlll<; m'ons cOlllllillf> h~ dellx Illtl'rnllti"l~ pr('("'(ll'lIh~. (,III'IIIISiclbmnt
If, : N(/I,(T'}) l\\'I'('/,-:-{).5 et (J'l-=2r./W. Ip 1. alllPli Il 5.121110111."' dl~ p"i<;SIlIlI'l~

dl' Ji. pn~qllP tlllljourS l'IIp{'ri('11ff'.:'l1\ ('('111'.:'l de 1(" IIIllis id anssi Il~ c11'llX tl~t~

sont pn~qllf' ('CI'Ji\1II('lIt~.

()n IM'lIt lli"' qllP pour IIl1e nltfTlIllt ivp IW('(~ I(~ pnrmnNr(~ (,,~ locat ion dl~ ln
loi norlllal(, d iff('ff'lIt <le 7,('1"'0, 1(' tr-:st Tc Il 1111 hOIl (~oport(~IIJ('llt.; nlOf'!" (1)(', si
l'nlt('fllnti\'p dU\IIge pOlir If' parnmr'tre d'('(:hdle, 7,. se comporte mÎf'llx.
Hall" If' tnhlNtIl ida fo;(mt. p~nth~ Il~ plli~IJ('f-:S mnpiriqlll~ olltf'lIl1œ
l\\'('C: 200 silllll.lntiollH df'.:'l f>dmutilloll." ppollr lI=ltO 1\ pnrtir d'lIJ1 pro('I"lS
SII:- AU( 1) l\\'(,(~ 1'=:0.2 où le hruit ('St f'OlIt lllJliJl{'. PllIs prl'(:iS{'Hu'lIt f, :'"
(1 ... h)N(O,l) + hN(O;(l.(H). Pour tOllt tlf'gr{~ lh' mntamillntioll. il Il'y a pa."
hf'lI1ll'fmp dl' tlifr(.rpJI('(' ('lItrl' I('.:'l plli~"'WtJl('('S <'lIIpiriqIH'.:'l dl' 'li, pt 7~·. 011 ,u'it
olll'C'rvl'r '1"''' IO~I'J(' ln (~oJltniJlntioll nllgm(~lIt(', ln pnis.·mfl(:(~ s'nnToÎt 1I11~si.

V,<t,3.2 /ln : X, rv E'J:I'( 1)

. I~ lois nllf'mnti~ C(msid(>r('('.:'l dalls (~ cn," ~lIIt ohtf'lIl1ffi ('II varinllt If'
pnraIllMrp..\. Pour ch1\l11ll' Cnl'lIlOIlS lI\'OIlS tir(' 1II...,..2(XI ('dll\lItil1011s dl' tnilll'
11- '00. Da"s I~ tnlllf'l\lIlC 5. H-;'.li>, Il'S plliSSlllll:l'.:'l C'JIIpiriqlJ{~ SOllt pr(~f'IIt{~'S

allssi pour ,,\-:-1 (lIo) pOliT l' fix~ d dOIll: OH pPllt lin~ I(~ r{~ultllts slIr chl\qll(~

('OIOIllH' IO~Jllf' ..\ dll\llge. 011 IJ(~ pl'ut pm; dire dmlH 1'(' OIS, qu'il y n mu'
slIphioritf> lI('ttr~ d(~ 7/. sur 7~: ~;oit 1)()lJr 1'-::-0.2 l'oit pOlir 1'::7"0.5.
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V.5 APPENDICE

V.5.1 APPENDICEl :Thl.'Orèrllcs lirnites pour un pro
cessus n-Illélollgcant

Thror.~r~l_ç23

1Da\'.\'d,,\'. l00MI Soit (X, ),n: 1111 proCI~'''I!'' CI'nt r(~. l"t at jOli Il Il in\ n-m('llIIIgI~mlt

"l't 1\ \1\h'lIrn r('('I1I':S 1'1 Cf)JJ~id('nl\L" la SOIlIllIP 8n = LX;.
i 1

"0

L n(upf ii < oc
n ·1

, ro

alorn ln ~rie E 1:; (XoX;) convprgl~ nhsohu'IIU'IIt aVI'(' !'OllIllU' ,,2 ~ n ('t
i -no

(Sn) 2"Var - ......• "" "...""

(1)

(2)

NOlis dOllnOlL" ici dnlls 1IJ11'4~1I1 th('t)n\me I,':S r(':SlIltal!" pOlIT 1111 pro('(~"IIS

o'lII(»nllg('mltprt":Sf'nt(~ dnH~ J'nrtidl! 11(' Tikhomirov (l!'~()) 174]. l'II 11111' vI'r
sioll ndnpt('(~ pOlir lIom~ (similnire 1\ cdlt, pr(~I'lIt('(' dnlls [:171 p.48).

[Tikhomirov. 19~1l Soit (X, ),('7. \III pro(~~"I1S c('lItr(\ stnt ion nain'. o-m('hmgl'antet
;) ml('lITS r('('1I(':S. Posons

Ô n = Rllp IP (U-
I
/
1Sn 51) .. l' (N" ~: ')1

fER

01\ Nn rv N(O, (11).
Si El X121~ 1< 00 pOlir li> n ('t ~i,.,2 > O. 011 Il

i) si n(u) = O(U-1J(1 j ~)(II ~)/Ii') pOlir {l > 1 RIo", il ('xi:4e IIlIe COlIl'tAnte

K) tdlc (l'IC L\n ~ KIU'- ~7.-TH ;
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_1 ~~:!'11l~1~~~
I,I~ \'il (~~~ d(~ d{'(T()i~"V\II('(' dNi (~)(,nkiellt s d(' m(~lnllgPHlwe dnns Ip 11t{'(m\H1(~

ci (1('~....~tJs impliqllPllt. III ('owlil iOIl (1) pt (Ione 011 n

(T'l ,..., E(I XI l'l) f 2L (-.'(X1X;) < x.
i 'l

H"lIlm 'l'Il'
f~, ~ 1;;~II\f~ (T'l P('lIt (\f n' zho, IImis pOlir 1111 pro('(~stJs st nI iOllllni,,', ('('1111'(',

tt IIlblmlg..nflt 1\\'('(: 1~(Xn < ")C. Brndl(',V 12~1 dOlllU' IIIJ(~ ('OJl(lit iOIl 1l('(:(~"I,ill~

pl !"t1ffi!':lIII.' pOlir (IIIP (T'l > f): fol(ltIS rh,VpotlJ(~' }=::" 1" 1E(XnXn ) 1< 00 la
!"f1lt1lJ'(' (T? (~t rifli(~ pt (T2 > () si Pt. Sf'1I1('lTIf'IIt si V"r(8,,)- • rx,

n ln:"'

V.5.2 APPf~NDICE2 :TABLEAUX :Niveall ClupiriquL"
Puissance cUlpiriquc
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TABLEAU ~. t : Niveau empirique ; donnée~ simulée~ par un AR (1) gaussien avec
p '-0.5

32.7
31.4
33.8
33.1
34.1
33.7
35.0
34.5
33.6

43.1
41.7
44.9
43.9
44.1
43.4
43.3
43.8
43.1

49.0
48.0
50.9
50.0
49.3
49.4
50.0
49.6
48.3

---r-------
21.9
19.0
19.3
17.9
17.5
15.9
14.6
13.5
13.3

-- ....._. ---
2
J
4
5
6
7
8
9
10

2
J
4
5
6
7
8
9
10

.~ .....' ..] ~ .~..=~}. ·=l~~~~ ~~~~~:----[~·='·~·_~~:.~=~·1· =:.·=~.~!.l: ...=~=
Niveau a =1%......... -- - --.-----r- - .._ ..'.-.-.. .-.-.---- _.. ._.

4.6 12.8 7.3
5.4 14.9 5.8
4.6 16.0 4.9
4.Q 16.7 4.4
4.3 16.7 4.1
4.1 16.1 3.4
3.3 16.3 2.7
3.5 16.5 2.0
3.4 15.6 2.7

.- _._-- .._-- ---_.... ---~------_.._--- ._----_._._-_.
Niveau a=: 3%

".-. -------" •.._..._.-.-_._.... - ----._.. -- .__.. ---~---~--
2 10.1 21.3 15.3
3 10.0 25.3 13.0
4 Il.0 24.5 12.9
5 11.0 25.3 Il.3
6 10.4 24.9 9.8
7 9.8 25.7 9.2
8 9.9 24.9 9.3
9 9.5 24.1 8.5
10 9.0 23.9 7.9

._~ .-. -._------ ~-------_.._--_.__ ._-_._---_._._-
Niveau a =5%----r--- ...'-... -

14.0 27.4
16.8 30.2
15.2 30.1
16.3 :'27
15.9 30.6
15.3 31.4
15.6 30.6
15.0 30.5
14.6 31.9....._._-- ...----- -.__.. ~ ..0·_-.-_---- . ... .. . _

Niveau a =10%---..----------.----- - ---- .. _- - ..------ -------.-. _o. .. -0- _. 0-

2 24.2 35.2 33.0 58.3
J 26.2 39.2 30.9 58.1
4 25.2 38.9 33.0 59.1
5 27.8 41.6 31.5 59.2
6 27.1 41.4 31.0 58.9
7 26.2 40.6 28.6 57.9
8 26.7 40.8 28.0 57.6
9 26.1 39.2 26.5 57.1
10 26.9 40.1 25.6 58.0_. O" _ •• _ _ ••••__• -'-__ •• • o.

120



TABLEA(J 5.2 : Nivcau empirique: données simulées par un AR (') gaussicn avec
l' "'--0.2

4.2
2.9
3.3
3.0
2.9
2.9
3.0
2.7
3.2

7.5
7.5
7.7
6.9
6.2
6.1
5.9
5."
6.0

10.5
10.1
11.2
10.9
10.1
9.4
9.3
8.8
8.3

--..- -"._--
6.2
6.0
5.3
5.0
4.1
3.7
3.5
2.6
2.1

8.3
6.9
5.7
5.1
4.8
4.5
4.6
3.5
3.1

17.6
17.4
16.7
17.2
16.5
14.4
15.4
12.9
13.5

2
3
4
5
6
7
8
9
10

2
3
4
5
6
7
8
9
10

2
3
4
5
6
7
8
9

10

2
3
4
5
6
7
8
9

10

.i ~-.~[-·~--!~~-·-'L·-_!~.:. J-_-7~----.~·~·I.~__ ·~:>~~ld .-=-~
Nivcau a= 1%

... ~ ..------- -_. -.- ..._--- ",.--------- -_.~--~._-.. - - ._._------._-- .. -
2.7 3.4 3.5
3.1 2.9 2.5
2.3 2.5 1.9
19 19 2.0
1.5 2.0 1.5
1.6 2.3 1.3
1.5 1.5 0.9
0.9 1.4 0.8
1.1 1.5 0.8--_ ...._-----_.__._-- -.__._,- ----- .__._----- .._--_._--. ",.- ._._..._----._._-_.

Niveau a =3%.. ...- ...._..---.---...- .. -------r--
7.4
6.0
6.3
5.4
).4

5.0
4.4
3.8
4.8

Niveau II == 5%
.- -- - -.-- - - _.. . ._-_.

11 5 99 9.0
9.8 8.~ 8.6
8.8 9.2 8.5
9.2 9.' 7.9
7.8 92 7.8
7.1 7.7 7.2
6.9 7.9 6.8
5.1 6.6 5.4
5.9 7.4 5.5.:...:.-..---...1..__... .1 ._.__.•

Niveau a =10%•••••- -_ •• - _.. ,__o, __• • • ••_ •••••••• '" __ ._••_' •••• ._ - _. • ._ __. __._ ••__*_

16.S 15.9 16.0
14.0 15.9 17.4
14.8 17.2 16.4
15.1 15.7 17.4
15.7 16.2 18.2
13.3 15.0 17.3
14.2 14.3 16.6
12.6 14.3 15.4
12.6 13.1 16.0
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TABLEAU ~.J : Niveau empirique ~ données simulées par un AR (1) gaussien
avec l' - -0.2

.. _-l~"-=--~~~==]=~~~~>~~d-~~~_~_J::-~=.=.:-!~~~==.- 1. ~
-------------._---~~- --k rl/d

1.-- ..• _--------_. --.-
Niveau a=l%...~ _..._--- - _.--. .. ..- '. --- .... . .._- ........ - ,- ...-_ ..._ .

2 3.5 0.4 3.6 1.0
3 2.5 0.8 2.1 0.8
4 1.6 0.6 1.9 0.8
~ 1. fi 0.4 1.2 0.9
fi l.fi 1.0 1.1 1.0
7 1.2 0.5 0.3 1.2
R 1.0 0.7 0.2 1.1
9 1.1 O.fi 0.1 1.0
10 O.S 0.6 0.2 0.8

2
3
4
5
(,

7
8
9
10

Niveau a =3%"-"'-- .._- ~.. _-_._----_._. -_ ..._----.-------_... _- ------_._ .. _._-_.
7.1 2.0 6.8 2.7
fi. 1 2.1 5.8 2.3
6.2 1.6 5.0 2.5
5.3 2.5 4.6 3.3
5.9 2.8 3.2 3.5
4.3 2.6 2.9 3.7
2.9 2.5 2.5 3.6
2.7 2.4 2.2 3.2
3.1 2.2 1.3 3.3_._--_....__ .._-_ .._-- ._._- ---_... ..._---_. __ .__.-. -_.. _-_ .._-----

4.0
3.9
3.7
4.0
5.2
5.7
6.0
6.0
5.2

Niveau a =5%--'-'--- -_.
).4 3.5 9.8
.1 3.6 9.2

.1 4.1 8.8

.9 4.8 7.9

.2 4.4 7.1

.0 4.2 6.3

.9 4.1 5.5

.6 3.8 4.7

.9 3.8 4.4

2 1(
3 11
4 9
5 8
fi 9
7 7
8 5
9 5
10 4

7.4
8.1
8.8
8.7
9.0
9.8
10.3
11.2
10.7

---- --._-----
16.9
16.8
16.8
15.5
15.4
15.0
14.3
13.6
12.3

18.0
17.4
16.9
16.4
16.1
17.4
14.3
13.0
13.0---_._----- ~---_._. ------_ .. _.--_._--"- -_..----_..~ .. _._---_._-_.. - ----"---'-'---

2
3
4
5
(,

7
8
9
10

Niveau a = 10%0'-0- • .--- ~~=

7.5
9.2
8.4
9.1
9.5
9.4
9.0
7.3
7.4
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-- _._--_._-- -_.

TA8Lf:AlJ 5.4: Niveau empirique; données simulées par un AR (1) gaussien avec
l' - -0.5

.. 1... -_~_~-f~"~-:~~ T~~.~'_~---~ï~~/d_-~-~---I -.~ .. ". r,---. ~_. - \.-.~.~~:~~~~~:~ -.-~~
Nivcau a =1%

2
J
4
~

6
7
K
Q

10

~.&

&.4
9.1
1.5
6.6
6.6
5.6
5.9
4.8

I.Q
J.Q
5.1
4.6
6.1
~.q

7.&
7.2
7.7--_._..__-l-_

17.6
14.6
12.1
9.9
8.2
7.0
5.4
5.0
3.4

19.5
16.&
20.6
19.9
21.7
20.8
22.5
21.6
23.5

2
)

4
5
ft

7
R
Q

10

26.9 27.5
24.1 25.6
23.3 29.9
20.5 28.2
17.9 2Q.7
15.9 29.5
15.3 30.3
13.4 30.7
12.7 31.3

2
)

4
5
(-,

7
&
9
10

21.6
22.1
22.&
21.7
22.2
21.1
21.1
19.0
18.2

32.5
31.6
29.1
2&.2
26.3
22.9
22.0
20.9
19.3

.-..--------l
33.2
30.0
35.3
33.3
35,3
34.1
35.5
35.S
35.6

41.1
39.3
43.5
42.4
43.3
43.5
44.4
43.0
44.4

44.3
42.9
40.9
39.3
3&.1
36.&
34.6
34.1
34.1

28.9
32.0
34.7
32.6
34.5
34.3
34.2
33.3
31.&

..- - -_.•__..- .".._- .".._---,_._.- ~-_ ..._-------_.- ----.._._-- -_.._.._--_.- . ~--._------

2
J
4
5
(,

7
8
Q

10
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T,\BLF.All 5.5 : Niveau empirique; données simulées par un AR (1) exponentielle
avec p - 0.5

21.5
21.5
22.0
22.5
20.0
21.0
20.0
17.0
16.5
.----1

7.0
6.0
5.5
4.5
3.0
2.5
2.5
2.5
2.5._-

Niveau a = 3%._._-_._._---- - _.. _.~-...- ._----~.... - .. _- -". -_._._---- _... --------. -----
2 12.5 24.5 13.0 29.0
J 9.5 29.0 10.5 32.0
4 9.5 29.5 9.0 33.5
5 6.0 26.5 8.0 33.0
(, 65 25.5 S.U 33.5
7 6.5 25.0 4.5 32.0
R 5.5 13.0 5.0 30.5
9 4.5 22.0 5.5 30.0
10 5.5 22.5 5.0 28.5

2 7.5 14.5
J 4.5 15.0
4 3.5 16.5
~ 40 17.5
(, 4.0 15.0
7 3.5 15.0
R 2.0 13.0
9 1.5 12.0
10 1.5 11.5.. '-.--.••..._- ..•-_..__.--l. •__•.

- -- . -.. -- -- _._------- ------- ----- .--_._----- -_. _. ---------- --'-
Niveau a =5%. --.- ...- -- ._._- --_.. ._----- ._------. .

2 14.5 32.0 16.0 33.0
3 12.0 33.5 13.5 36.5
4 11.0 34.0 12.5 38.0
5 11.5 36.0 11.0 39.5
6 9.0 36.0 10.0 41.0
7 8.0 34.5 9.0 39.0
8 7.5 31.0 7.5 38.5
<) 7.0 30.5 7.5 36.5
10 6.0 27.5 8.5 36.5_.._._~---_. ."--_._- ..

Niveau a =]0%--- ______'W __ _. . .. .-._---_.
2 21.5 38.5 23.0 41.5
3 22.5 44.5 22.0 46.5
4 19.5 43.0 22.5 47.0
5 22.0 45.5 18.5 52.5
6 15.0 46.0 17.5 49.0
7 18.0 44.0 16.5 49.0
8 15.0 47.5 16.0 48.0
9 14.0 40.0 17.5 47.5
10 13.5 38.5 16.5 45.0-- ..._•... ~ _.•. -----. -----_.._-_. ...._.._-_. _.,,---_.__.. -.__.~ '-... -- -. ---- --.- _.. .-_. -_.--_._------_.__.-
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TABLEAlI 5.6 : Niveau empirique: données simulées par un AR (1) exponentielle
avec p '""" 0.2

2
J
4
~

6
7
R
~

10

3.5
2.0
1.5
1.5
0.5
3.0
1.5
0.5
1.5

4.0
2.5
2.0
2.5
2.0
2.5
2.0
2.5
2.0

2.0
2.n
3.5
2.5
2.0
2.0
2.0
1.0
1.5

4.5
3.5
3.0
4.0
4.5
4.5
3.5
3.0
2.5

Niveau a =3%

- .._--_._--,---~_. -_ ..__...__._-_...._....._-_. -.- .•_.... ._.---_. __._---

-·_·_· M •• ~ _ •. •• _. •• • __ • _

2 ~.O 9.5 7.0 10.0
J 5.0 6.5 5.5 8.5
4 4.5 5.5 5.5 8.0
5 5.5 6.5 5.0 7.5
6 3.5 6.0 4.5 7.0
7 4.n 5.5 3.5 6.5
8 3.0 4.5 3.5 6.0
9 3.5 5.5 3.0 6.n
10 3.5 5.0 3.5 5.5- .._-. .-.._-----_._- ._--_. __.__.__ _----_.._--." ._--------_.

Niveau a =5%"P _ ••••.••__•••••• - _. __ • __• , •• • • •__ • •• • •• _

2 9.5 11.0 9.5 12.5
3 8.n 11.0 9.0 12.0
4 6.0 7.5 9.0 12.0
5 8.0 7.5 8.0 9.5
6 7.0 10.0 8.0 10.0
7 6.5 6.5 6.5 8.5
8 6.5 8.5 5.5 7.5
9 6.0 8.5 4.0 6.5
10 5.5 7.0 5.0 6.5. '-.-_._ "_..•._--- --_ _- _._--_._.-." .'--_._-- .. ---_._- _----- _-_..__.

Niveau a =10%
. _.--- ----_. _.. " --"~"-"-' ----~_._-, ~- ---_ ....._-_._._------- .'. .._.-_ ..__._._----.'-_.

2 15.0 14.0 19.0 24.0
J 18.0 18.5 15.0 17.5
4 13.5 13.0 15.0 17.5
5 14.0 12.5 14.0 16.0
6 16.0 15.5 13.5 15.0
7 14.5 16.0 14.0 15.0
8 13.0 16.0 14.0 13.5
9 14.5 17.5 11.5 13.5
10 15.0 13.0 13.5 13.0
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TABLEAU S.7 : Puissances empiriques pour !Ill : N (0,1) contre II, : N (O.2}{6)

. _._._~_._--- _._-----_._---.._._ ..._-- _._~_._--_.__.. -_.... "., ---_._- -------_..-.-

a =1% a = 3% a = 5% a=lO%- - .- - _.. ,-- ....._- -- ----- ----_.._.- ----
l' k J;. T 7;. T 7;. T 7;. T1. 1. 1. 1.•..•_.._-,,_.. ..._-~-- ------ _._- --'-'- ----,---- ----- .__ ._-

.~_.-.__ ..-
-0.5 2 19.8 41.6 27.5 S4.7 34.8 61.4 4l\.8 73.1

3 21.4 34.8 32.9 49.6 39.2 56.5 49.8 68.3
4 22.6 31.4 34.5 48.0 42.7 56.4 54.6 68.6
5 21.1 26.8 36.1 42.8 43.3 53.2 56.4 66.3
6 195 22.3 32.9 40.0 42.2 49.7 ~6.7 66.2
7 18.1 20.4 33.9 36.9 40.7 46.9 5l\.8 63.7
8 17.8 17.0 32.7 34.4 41.3 44.9 l\6.1 60.5
Q 17.3 14.6 30.8 31.9 40.1 42.6 565 58.2
10 15.1 13.5 29.4 38.3 39.3 39.2 54.6 58.8. _.. ',.- ... - .. . ----- - .. - ------- • --- __ o. __._ --_.._-- . - ___ -'0- - '-'_0" _0 __

-02 2 16.9 47.8 27.6 62.3 D.4 69.~ 445 80.0
.'\ 20.6 37.3 32.9 53.9 .N.2 61.7 52.4 72.7
4 20.8 38.5 34.4 54.1 42.8 63.6 564 77.2
5 20.1 32.1 34.6 47.9 43.6 58.6 57_8 73.1
6 20.1 29.0 36.1 46.1 43.4 56.5 57.9 72.6
7 27.5 23.5 33.0 41.1 42.6 51.6 57.9 69_9
8 16.5 216 33.8 40.1 44.0 50.6 S9.3 68.5
9 16.5 17.1 31.1 35.0 41.0 57.7 56.7 65.5
10 15.3 15.4 30.2 32.8 40.7 46.0 56.8 64.3.- --- "_'__._.-._. ,----_.- .._--- --_.. ----- -- _.'-"---- . -_.._--- - . - .-.------ _ .. -----n.2 2 9.5 32.S 18.2 SO.4 25.7 S9.7 37.3 72.8
3 12.8 31.9 21.7 38.2 31.8 48.0 45.0 64.9
4 13.1 37.7 26.1 45.0 33.6 56.0 46.5 72.2
5 13.7 22.5 24.6 38.5 32.8 50.8 48.8 66.5
6 12.9 22.0 24.0 42.0 32.3 52.7 52.7 68.8
7 12.6 17.7 25.5 36.9 34_9 46.7 51.1 64.7
8 12.9 17.2 26.4 35.1 35.3 46.0 50.7 65.1
9 10.9 14.6 25.8 31.4 3~.7 42.8 ~3.4 62.3
10 10.5 13.6 22.3 30.0 35.1 41.6 51.8 61.0_..._.~-- ---_....- -._---- --- --- ._-- ----_. - _... _- ------n.5 2 7.0 17.2 13.0 31.4 17.9 40.S 29.9 S7.6
3 7.7 11.5 15.2 22.9 22.9 31.6 35.9 48.7
4 8.4 13.5 17.9 27.6 24.6 37.3 38.2 55.6
5 86 14.2 J8.9 24.1 25.3 32.6 41.0 51.4
6 8.5 11. 1 18.4 24.7 25.4 33.9 43.5 53.7
7 9.0 9.0 18.9 21.9 26.7 31.2 43.1 49.5
8 8.1 8.5 18.6 21.2 26.8 30.8 43.7 19.4
9 7.3 7.6 17.4 18.3 25.0 29.0 43.4 46.4
10 7.3 7.3 17.0 17.9 26.1 28.9 44.2 45.4._.. -- "-- - _.- -- ~._- ----- --_.'-- -- ---- ------.. -- "..__.-
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TABLEAU ~.8 : Puissances empiriques pour Ill) : N (0.1) contre If 1 : N (0.05)
et III : N (0.2)

_.

···1 k- ...•.~.• r;~~~~.Îr J~ ~~~6:·~~.li~5~:~~j I:~J~~=J'

(12 := 0.5
- • _ '.__0 - _._----, --- ._-_._- -'-...- -_.- . _. --_._--- _._---- .._. __ .. __._._-- ..

--~._-_._. __.~_ .
0.2 2 43.9 92.~ 58.0 96.6 65.5 97.~ 76.3 99J

3 55.4 87.8 73.1 94.4 fl1.0 96.8 87.9 98.6
4 ~.~ 83.5 7~.4 93.4 81.7 96.0 89.9 98.6
'5 ~2.0 795 74.5 91.1 R2.ft 94.8 91.3 98.1
(, 49.4 74.2 72.9 89.7 82.2 932 91.6 98.0

1
7 44. , 68.3 (,8.6 86.6 79.2 91.8 QO.9 97.3

1
8 41.0 62.5 66.0 82.9 78.3 90.3 91.3 96.7

1
Q 36.4 56.9 62.3 79.4 76.1 87.7 88.5 95.5

i 10 31.3 52.4 58.8 75.3 70.9 85.4 87.4 Q5.3
1

1O. ~
- - --._..._--- - _.--- .. .- . .- ---._.--_.~_ .

") 32.2 74.4 45.9 66.8 54.8 8ft.~ (,7.1 94.0
) 40.1 62.6 56.1 78.4 Md 85.3 79.2 91.4
4 41.1 58.3 ~9.6 80.1 70.0 84.8 81.4 91.5
5 41.4 55.7 59.1 82.8 70.4 82.8 '13.6 90.5
6 38.8 51.4 58.1 '12.8 69.3 81.3 8J.5 89.5
7 35.9 49.1 56.8 81.0 fi7.4 79.5 81.7 89.3
8 33.2 45.6 55.1 80.3 68.2 76.9 ft3.7 88.1
9 29.1 42.7 53.2 77.9 67.2 75.3 82.2 86.7
10 25.4 39.5 50.4 76.7 63.2 73.9 79.6 86.2_.. "- . "'." --- ""'.---- .--,--_.- ------- _.- ----_. ._-

--~"_..__ .

(72:=2._.- ._------ --- .--
0.2 2 20.2 73J 32.9 87.6 43.6 91.8 59.7 96.4

3 29.9 57.5 48.8 75.7 58.7 84.4 74.5 93.5
4 35.9 70.8 55.0 87.1 65.4 91.9 78.8 96.8
5 41.0 59.2 60.4 79.5 70.8 87.6 83.1 95.7
6 41.7 64.fi 62.4 82.1 72.2 90.3 82.4 96.7
7 42.2 55.8 61.8 75.8 73.4 85.2 85.3 95.2
8 42.9 55.6 63.9 77.7 73.7 87.1 856 95.9
9 40.8 47.3 62.2 74.3 72.9 82.5 86.4 93.6
10 41.4 48.8 63.2 74.1 73.3 83.6 86.9 93.7. _.•.. ".- .. _--- - .._----- --~- --_. ._._-- --_._--- . --'- ---_.0.5 2 13.0 47.1 23.7 67.4 J 1.1 77.'!t 45.7 88.2
3 18.6 28.3 31.6 50.4 42.2 63.4 60.3 81.2
4 21.3 40.7 37.5 66.8 49.5 77.2 65.5 89.5
5 23.0 30.5 40.7 55.3 51.7 69.7 69.4 85.3
6 22.9 33.7 41.8 61.0 54.8 73.7 72.4 87.4
7 24.1 27.2 44.9 52.7 57.1 66.4 74.3 83.7
8 24_Ci 27.9 44.5 53.9 58.2 66.1 76.2 84.0
9 23.8 23.0 4'!t.5 48.7 '!t8.8 63.4 76.2 82.6

1 10 22.6 23.7 45.3 50.0 58.5 64.0 77.8 82.1... . ...... _-_. - .- .. - -~_. -._.- - ..__._-- _..•._------ - ... _.--_._- -- . - .._- _. -._ .._- ._. .._----
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TABLEAU 5.9 : Puissances empiriques (" = 0.2,a = 5%) pour 1111 : N (0,1) contre

Il, : N ( 0, n 2 )

,
(J'

05
1

25116
2

...
(k ... 4)

.~. -- .. '.. ..-

R1.7
R.8

33.6
65.4

r 1..._- •._---_.-
96
R.5
56

91.9

(k -.- ~)
----- ._._- .. - ~ -------_._--- . __ .

1~. 7~
.-.- "-_._.__.,._. -_._"-_. . _.._._._ .._.- _.•.._-_ _ -

R2.8 94.8
9.2 7.9
32.8 50.8
70.8 87.6

TABLEAlJ 5.10: Puissancescmpiriques (p=O.5,a = 5%) pour 110 : N (0,1) contre

H,: N (0.n2)

.. .. 1~_"'"~.~) . .. .__(k ~_5) ._.. ....__

0.5
1

25/16
2

7~. 7~. 7~.
.--------. -._.._- ---t-----·----···

70 84.8 70.4
15.2 19.3 16.3
24.6 37.3 25.3
49.5 77.2 51.7
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82.8
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32.6
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TABLEAU 5.11 : Puissances empiriques pour Ifn : N (0, J) contre If, : N (05.1)

...•_--_ .._------_._. ------- ------_._- -------- .'...~. ..
a=J% a=3% a=5% a=JO%...._._- .- ---_._- "---'--.'~ .. _.. "_0__•• _ ••--

--~_... __...._- - -_.- . - -- _._---- -----_ .._----p k 7~. T l;. T 1;. T 1;. T1 ,. ,. 1.--_._- -- --- ...• ~"- _..-.---- _. .._--- -.._.
~- - - ---- ._.- - ...... ~.. -"_. . -_._- --- .... ---'

-O.~ 2 9903 99.8 99.9 99.9 100.0 100.0 100.0 lfMtO
J 9R. J 9R.1 9Q.7 99.7 100.0 99.9 100.0 100.0
4 96.8 94.4 99.5 99.4 99.9 99.8 10n.o 100.0
5 95. J 89.6 99.4 98.3 99.9 99.6 100.0 100.0
6 92.4 84.7 98.9 97.0 99.7 99.4 99.9 100.0
7 88.2 80.4 97.9 95.7 99.1 99.2 100.0 100.0
8 M.O 73.3 97.2 92.9 98.7 98.0 Q9.8 99.8
9 80.6 67.9 93.8 90.3 97.9 96.7 99.7 99.6
10 77.0 62.4 93.7 88.0 97.8 95.5 99.6 99.4---_. ---_. --- -_.- _._-.__. -"-- --,_. ----- - -- --"-- .__ .._- -----02 2 97.1 98.6 9R.9 99.6 99.3 99.8 99.8 99.9
3 95.2 97.3 99.2 99.4 99.6 99.7 Q9.2 99.9
4 95.3 95.5 99.1 98.9 99.7 99.5 100.0 99.9
5 92.6 91.7 98.1 98.3 99.0 99.3 Q9.7 99.9
6 R9.4 87.3 97.4 97.2 98.8 98.9 Q9.9 99.8
7 85.6 82.5 96.0 95.9 98.3 9R.4 99.6 99.6
R lQ.2 78.4 93.3 93.3 96.9 97.4 99.4 99.1
9 RO.8 7:\5 93.Q 91.2 970 95.6 Q9.6 99.1
10 77.7 67.3 92.8 88.5 95.9 93.2 99.1 98.9

- "_"'"0 .. . .- -.. -"- . . -_. - ...._.....

0] 2 85.4 ftC)o3 93.2 95.6 95.9 97.2 97.9 98.6
3 85.4 84.8 93.2 94.3 95.7 96.5 9R.O 98.3
4 82.6 RO 4 91.2 91.5 94.R 95.0 98.1 97.R
5 80.1 76.3 90.2 89.3 44.7 93.3 47.2 97.3
(, 7'5.7 71.2 8R.7 86.5 93.1 92.3 9tl.5 96.7
7 73.4 65.9 84.8 83.2 92.1 90.0 Q6.8 96.3
R 69.2 71.6 86.3 81.3 91.1 88.3 95.8 95.8
9 65.9 57.1 83.4 77.0 89.1 86.7 95.5 95.5
10 64.8 52.8 81.2 75.5 87.1 84.6 94.4 94.1_.. --'~'~' _... _- - _..._~--- .__.- ._-- _.._- -- --- -_._-

--~-- '-'--'--0.5 2 6~0 63.4 76.1 77.1 81.8 82.4 88.1 89.8
3 61.6 59.0 74.7 74.4 77.7 80.4 88.7 88.6
4 60.0 53.1 73.2 70.1 79.8 77.5 86.8 87.2
5 55.7 49.0 72.0 67.5 78.3 74.5 R7.4 86.8
6 52.3 44.9 70.0 64.2 77.2 73.6 86.4 85.6
7 50.4 41.4 67.0 61.5 75.9 71.9 R~.7 84.1
8 48.3 37.5 66.8 58.6 75.7 68.9 84.5 83.1
9 46.2 35. J 65.2 56.4 73.0 67.2 83.4 81.5
10 44.2 31.4 64.0 54.4 71.1 64.2 82.2 80.9-_. -_.._-"._- ---- •.. _--- --- --_.~-- ._---
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TABLEAU 5.12 : Puis5ances empiriques pour H,,: N (0,1) contre Il, :N (O,5,2X6)

..- ---~.-._._."-,- -------- ._--- .__. "-----_. .--- ~---_._- . __.. -- ----_._------~--

a=l% a=3% a=5% a=lO%.- _... ~ .... ~ ---- _.__.- ----- --_._- --- ._-- ._-._-

" k 7;. T 7;, T 7~. T 7;, Tl, 1. l, 1.
-- _0-- .____

-'-~--- ---_.- -_._._- -----_. --,----"- --------- ------- _.__ .---

0.2 2 76,1 91.11 86,6 96.2 QO.8 98.0 %.0 e,c).2
3 78,8 88.0 90.0 95.3 93.8 96.9 %.4 9Q,O

4 79.5 88.3 90.0 95.0 94.1 96.7 97.6 99.0
~ 79.2 83,9 8<),7 93.9 94.4 95.9 97.3 98.6
(, 77,1 83.0 89.7 93.2 94.4 %.1 97.4 9R.2
7 17.8 79.0 89.6 92,9 93.1 95.4 <>7.1 97.8
R 76.6 77,1 88.4 91.2 92.9 95.4 <)()9 97.6
9 7~.R 72,2 RR ~ 89.7 92.7 <)3,9 %.9 97.'1
10 75,0 69.0 97,7 87.7 91.9 92.6 97,2 97.0.._.-. ----_. .."----.._----- -~----- -- >---- .--- --.--.--... -- ----.____0
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TABLEAU 5.13 : Puis$8nces empiriques pour lin: N (0,1) conlre III tel que
&, - (1 - (5)N(0,1)+ bN(0.0.04) avec p =0.2

_., --_....._-_._.•._-- r------.- ...---- ----,_._........ _--_., . -,_o•. _______ ..___.__.,.__.

a=l% a=3% a=5% a=lO%.. ". . .....- .. ~_. --_.•_-- -_._-- --- -'-'-~' ---' -~--'--'-'- _... -._.. _._-_ .._-- -----li k (. 7' 1~. T 1;. l' 1~. T1. 1. 1. 1.-.. - .-.. _._~- ..-._-_. --- --_._-- -.'--" --.-_...- "._-_._.... ....._._. "'-"---- -,--0.1 2 1.~ 3.~ 6.0 5.5 11.~ 11.0 2n.0 21.~
) 1.0 1.5 4.0 S.O <).5 9.5 20.0 1<).0
4 1.0 0.5 4.5 6.5 <).5 12.0 21.0 18.5
5 00 0.5 5.5 6.0 9.0 9.5 Iq.5 lQ.5
6 1.5 0.5 3.0 4.0 7.5 7.5 13.5 16.0
7 1.0 0.0 4.0 2.0 6.5 6.5 14.0 14.0
8 1.0 0.5 3.5 3.5 5.5 5.5 13.5 14.0
9 0.0 0.5 2.5 3.3 5.5 6.0 14.5 13.0
10 0.0 0.5 2.0 2.5 4.5 6.0 115 12.0._.,.___ o·,

"'-"--' ---.---". ._._-- -'0'- ._••____ -_ .._._-- ---_._. - ._.._.. ----
02 2 1.0 4.5 5.5 8.~ 11.0 13.0 28.~ 26.0

3 ].0 4.~ 8.~ 7.5 14.0 11.5 25.0 25.0
4 2.0 1.5 7.5 7.5 13.0 14.0 25.5 JO.~

5 1.0 2.5 5.0 6.0 10.0 13.5 21.5 30.0
6 1.0 1.0 5.5 7.0 12.5 9.0 24.5 26.5
7 1.0 1.0 6.0 5.0 Q.5 9.0 24.0 27.0
8 0.5 0.5 3.5 4.5 8.5 8.5 23.0 24.0
9 0.5 0.0 4.5 15 8.0 7.5 22.0 21.0
10 0.0 0.0 2.5 3.0 6.0 6.5 21.0 19.5- -_.•".__._.~ ...._-- .- .- '-'-.. - '." - --~----- - - _... - . ---_.- -- ---'.'._.CU 2 40 6.0 19.0 18.5 30.5 27.5 ~J.~ 45.5
3 4.~ 6.0 18.5 16.5 27.5 26.0 45.5 43.0
4 3.5 4.5 14.0 19.5 26.0 29.0 46.0 ~.~

5 2.0 2.5 15.5 18.5 25.5 27.5 49.0 51.5
6 2.5 3.5 12.0 17.0 24.0 29.0 48.5 49.5
7 2.5 3.5 14.0 14.5 29.5 27.5 46.0 48.0
8 3.0 2.5 10.0 11.0 21.0 24.5 46.5 46.5
9 2.0 1.0 14.5 11.0 22.5 25.0 42.5 44.5
10 2.0 1.0 8.0 10.0 21.0 26.0 45.0 44.0._._-. -_._-" _.._._-- ..- .....-

0.4 2 19.5 14.5 48.5 42.0 63.0 52.5 88.0 70.0
3 20.0 24.0 37.0 40.0 47.0 51.5 69.5 69.5
4 15.0 21.5 41.0 45.5 59.0 60.0 87.5 81.0
5 14.5 21.5 43.0 44.5 61.5 57.0 82.0 81.0
6 15.0 18.5 39.0 41.5 57.0 61.0 84.5 84.5
7 14.0 16.5 35.0 41.0 53.0 60.0 82.5 85.0
8 15.0 13.5 38.0 38.5 59.0 59.5 83.5 86.0
9 12.5 13.5 32.5 36.0 53.5 57.5 83.5 86.0
10 12.5 13.5 33.0 37.5 55.0 56.5 82.0 87.0- .·.._.0___ -._-- .. _--- - -_.__..- ----.-
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TABLEAU 5.14 : Puissances empiriques pour Ill): Exp( 1) contre III : Fxp(À.) avec
1'=02

. ---- - ._---_.__._--- _._---.. -- _._---_._'. .•.• ._- ...._- ... _..- ...- . , .__ ... ------ ---.'---_ ..
a=l% 0=3% a=5% 0=10%._" .. . ,,~,._---, -----_. -- --,-_._•.._- _._--_._ .. -'--- _.__.._--.- -----_._._- ." --_._-- --'---'-'''--.{ k 7;. 7' 7;. T 7;. T '1; . T1. 1. 1. 1.. . - -_ . ..._-'" ".'_._-- --------- '-----"--- ----- ---0 ,_____ ---._--- . - _._---- -'---._..0.5 2 94.5 9R.0 97.0 99.5 Q9.0 100.0 99.0 100.0

3 94.0 99.0 <>R.5 100.0 Q<).O 100.0 ()<).5 100.0
4 <>5.5 9R.5 9R.5 100.0 9Q.5 100.0 10t).O 100.0
.5 %.5 97.5 9<J.0 100.0 9Q.5 100.0 100.0 100.0
6 97.~ 96.5 QQ.O 100.0 Q<>.O 100.0 100.0 100.0
7 95.0 Q5.5 9RO 99.0 QQ.5 100.0 100.0 100.0
R 94.5 94.5 (>9.5 9R.5 99.5 100.0 100.0 100.0
9 <>3.0 <>2.5 fJ9.5 99.0 100.0 99.5 100.0 100.0
10 94.5 91.0 99.0 97.5 100.0 99.5 100.0 100.0.. . _...._--- .- .. __ . - - --_.. -. -----_._-" --- .._.._---

---~_.- - - - --- --'- ..._--0.75 2 34.5 36.0 43.~ 49.0 50.0 ~7-tt 63.0 72.~
3 30.0 33.0 40.0 48.5 47.5 53.5 63.0 66.5
<1 30.5 32.5 41.5 48.0 4R.5 57.5 (,1.5 66.0
S 29.5 30.5 40.5 44.0 46.0 54.S 57.5 65.5
6 26.5 2()5 3R.5 42.5 47.0 50.0 60.0 65.0
7 24.5 23.0 40.0 41.5 45.0 47.0 56.0 63.5
R 20.5 21.0 330 40.5 43.5 4R.0 55.5 60.0
9 26.0 17.0 34.0 36.5 45.0 45.0 55.5 59.5
10 18.0 13.5 31.5 31.5 40.0 45.5 55.5 57.5___ .__.M__ ...-. -_. ---- - ...._--- _._-_._---- ---_. -- .._---_.._~ . _.._- ---- -_.
2 J.S 2.0 8.0 7.0 Q.5 9.5 1~.() 19.0
3 2.0 2.0 5.0 5.5 8.0 9.0 18.0 15.0
4 1.5 3.5 4.5 5.5 6.0 9.0 13.5 15.0
5 1.5 2.5 5.5 5.0 8.0 R.O 140 14.0
6 0.5 2.0 3.5 4.5 7.0 8.0 16.0 13.5
7 3.0 2.0 4.0 3.5 6.5 6.5 14.5 14.0
R 1.5 2.0 3.0 3.5 6.5 5.5 13.5 14.0
Q 0.5 1.0 3.5 3.0 6.0 4.0 14.5 11.5
10 1.5 1.5 3.5 3.5 5.5 5.0 15.0 13.0- .. . , ,,_..~ ..•__.. ,-_. - -. ~._-_ .. -...... -_._ ...~.,~. - _. ----_.... -.-.'. -_ .._-- - --- ~_ .. '" ... _--_. ------1 25 2 18.0 23.0 29_~ 3~.O 37.0 42.~ 4~.0 ~~.O

1

3 14.0 16.0 2R.0 29.0 34.5 37.5 46_tt 515
4 10.5 12.5 22.5 22.0 n.o 31.0 43.0 48.0
5 (d 9.5 19.5 20.5 27.5 2Q.O 41.5 45.5
6 9.0 6.5 18.5 17.5 26.0 25.0 38.5 4·1.0
7 7.5 5.0 16.0 16.0 26.0 n.n 36.5 41.0
R 5.5 5.5 14.5 13.0 18.5 23.5 35.5 48.5Q 5.0 5.0 15.0 14.5 22.0 21.5 34.0 37.()
10 3.0 4.5 7.5 11.0 19.~ 21.0 31.5 35.5--- ------ _._. ._-- "_."- .._-- -- - ---- .. - ~- -_.- -. .'-"...1 ~ 2 6..~ 70.5 78.0 8..~.O 81.~ 89.0 R9.n 93.~
J 52.5 61.0 76.0 78.0 80.5 M.O 89.~ l)2.5
4 43.5 51.0 71.0 70.5 79.5 80.0 R8.0 90.0
5 47.0 43.0 67.5 69.5 78.5 7R.0 R5.0 88.5
6 39.0 38.0 64.5 62.5 74.S 73.0 R6.5 90.0
7 39.0 32.5 61.0 58.5 72.0 71.0 87.0 R6.5
8 28.0 29.5 S8.0 SO.5 71.5 65.5 86.5 R5.0
9 28.5 26.0 52.0 49.5 65.0 61.5 83.5 83.5
10 25.5 25.0 48.S 47.0 52.5 60.0 7S.0 96.5. - ... - ---_.- .,--_.._---- ..._...•_.•.- _._-._- .__ .._--

._._._. -"-'-'--- ...--.--.---
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TABLEA1I5.15: Puissances empiriques pour Hn: Exp( 1) contre Il. : Fxp(À.) avec
p=O.5

-_.__._._...•_....• , '-'---'~-- - -_.._--- - --- -----_.. ------- "_._--- --_. _.._---------_.- -_._-_.
a =1% a=3% a := 5% a=lO%...._-_._ . .- ._. _..._---~, .. ._._.~ ....... _.._---- ._---- -_.__ ...._. --_ ...,._- --------). k 1;. T 7;. r 1;. l' J;. r1. 1. 1. 1... ,.. _._--- .__ ._- .-.-.._.'_.- ---'-- -----_._-- ------_.. _'4" _ ---.0.5 2 74.0 76_-; 87.~ 91.0 92.~ 94.~ 96.0 98.~

J 74.0 n.o R6.5 88.5 CXl.5 91.0 ()~.o %.~

·t 72.5 680 84.0 86.5 R<)O q2.0 ()~.~ 95.5
~ no 67.0 In.O In.O 90.0 93.0 %.5 %.0
(, 6q.~ 62.~ 8J.0 81.0 87.5 90.0 9J.5 97.0
7 67.5 57.0 840 79.0 R8.S 87.0 <)4.5 96.0
8 6~0 56.0 82.5 74.0 89.0 85.5 q40 95.5
q 65.5 54.5 R3.5 72.0 88.5 82.5 Q5.0 94.0
10 M.5 52.0 83.5 71.0 88.0 78.5 94.5 93.0- _,,_ - '" 0""'_.

".__ .._.
' .. -- ._- --,----- -"'-""--' ._-~-- ._-- -----_... . _..._-- ------0.75 2 19.0 19.~ 29.5 33.0 36_4i 38.0 48.0 52.0

J 17.5 13.5 27.0 27.0 32.5 34.5 44.5 51.5
4 17.0 11.0 2Q.O 23.5 36.0 33.5 4~.5 48.5
5 D.O 10.5 24.0 21.0 35.5 29.0 47.0 46.0
(, 12.0 Q.5 21.0 18.5 33.5 25.5 47.5 45.0
7 11.0 7.5 21.5 18.0 31.5 25.5 46.5 41.0
8 10.5 8.5 20.~ 16.5 2<).0 23.0 4«).5 39.5
<) 9.0 7.5 21.0 15.5 30.5 23.0 44.0 36.5
10 80 6.5 19.0 15.5 26.5 23.0 42.0 36.0. . . _._-_.- -_._ .. _--_ . --. - ._--- .___.. _0... --'.. _-_.-.- - . ..._._.- ._'-- .._._-_._----
2 7.~ 7.5 12.5 n.o 14.5 16.0 21.5 23.0
J 4.~ 6.0 Q.S 10.5 12.0 n.5 22.5 22.0
4 3.5 5.5 9.5 Q.5 11.0 12.5 IQ.5 22.5
5 4.0 4.5 6.0 R.O 11.5 Il.n 22.0 18.5
(, 4.n :1.0 6.5 5.0 <).0 10.0 I~.O 17.5
7 3.5 2.5 6.5 4.5 R.O 9.0 1R.O 16.5
R 2.n 2.0 5.5 5.0 7.5 7.'5 15.0 16.0
<) 1.5 2.5 4.5 5.5 7.n 7.5 14.n 17.'5
10 1.5 2.5 5.'5 5.0 6.0 8.5 13.5 16.5. .. - ~._- -. . -~.

_. _.__.--- -.-._-- -'--'-_.- -"'--' -_.----_.. --'._-- --_ ..-
1.25 7. 17.~ 23.5 27.0 33.0 34.0 41.5 47.~ 53.5

J 150 15.5 24.5 28.0 28.5 36.5 42n 49.5
4 10.0 14.0 20.5 24.5 27.0 31.0 40.5 47.0
~ n.5 n.5 21.0 22.0 27.5 28.'5 41.5 42.5
6 10.0 12.5 19.0 21.0 25.5 28.5 J8.n 43.5
7 R.5 12.5 17.5 20.5 25.5 26.5 n.'5 43.0
8 9.0 11.5 18.0 20.0 24.0 26.5 35.0 40.5
9 6.5 10.0 17.0 17.5 23.0 25.5 38.0 39.5
10 6.5 8.5 17.0 16.0 22.0 22.5 :18.0 37.0_...__..._.._-- .._--- .._------- ----- ---- .__ .- -. _._- -----

I.~ 2 46.~ ~.5 59.0 68.0 65.5 74.0 76.~ 80.0
3 42.5 46.5 56.0 62.5 66.~ 6R.5 75.5 78.0
4 35.0 40.0 53.5 62.0 62.0 64.5 72.5 75.5
5 38.0 35.5 '52.0 54.5 61.0 64.0 70.5 73.5
6 33.0 33.0 47.0 ~2.5 57.0 <>0.5 71.5 72.5
7 2'5.'5 30.0 4Q.5 48.0 61.0 59.0 72.0 71.0
8 27.5 28.5 44.0 45.0 55.5 57.0 6Q.O 69.5
Q 25.0 26.0 40.0 40.5 54.S 54.0 6R.O 70.5
10 25.0 22.5 37.5 37.5 52.5 49.0 6<).5 68.0.. -.. _, .. ---_._._- .. - .._--- _._-..._--

-"~'--_.'- -_._---....--- _.•_._-..,.- .. - ..._-,-- "--
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Chapitre VI
Test non paramétrique cIe la densité
marginale d'un processus stationnaire

à temps contiIl1.1

VI.l. Introduction

L'est.imateur non paramétrique de la dell~it.é a ét,() dudi{~ par de nombreux
auteurs ([31], [74], [SO], [4], [34] elltre autres).
Plu....,ieurs méthodes ont. été utilisées dont celle du IlOY:lIL œll(~ (ks ()ndelet.tc~,.

et l'{-,stilllatioll par séries orthogonales.
Cette demière a d'abord été discutée pm Cellcsov( U)(i2) et plui-l tard pm
Schwart.h(1967), Watson(19ü9), Bosq(1970) pour (h~~ variables aléatoires iu
dépendantes, puis Ahmad(1979) pour d(*l variables nlôatoires dÔpüIHlant.e~.

Frenay (2001) a étudié l'estimation par des fonctioll:'i ortllogo11ales d'Ull pro
cessus stationnaire fortement mélangeant à temps cOlltilJU. Ce Cas a été étudié
par Delccroix(19S0) daIlS le CH<h'ü plus général des Il-séquences.
Dans le présent travail, nous rappelons tout d'abord quelques résultat.s sur
l'estimateur de la densité marginale d'un proceSSUi-l Ù [:mups continu par pro··
jection orthogonale obtenus dmlli [40], ensuite llOUS étudieroll.'" des tests d'hy
pothèses portant sur la densité) marginale de cc proce~SIlS. Le plan de la suite
du chapitre sera le suivant : les dOllné(.'S du problômc sonl auordéc'S dans
la section 2. A la section 3, la densité f est estimôc. Les tests d 'hypothès(~:-;

sont envisagés à la section 4. A la section 5, on étudie la vitesse de (;Oll
vergence en montrant que nom; pOIlVOJ1'3 appliquer les r<>-sultats obtenus ail

chapitreII(section 4) à l'estimateur de la dellsit{~ et, (~Ltfin OII aborde la COll-
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vergence du test à la sectioIl 6.

VI.2.Les données du problème

Soit (Xt, t E [n, TD, T > l un proœss\ls strictement staLonnaire à
temps continu et a-Ulôlullgeant défini sur \Ill espace probabilisé(n, A, P) ù

valeurs dans UIl espace mesurable (E, B), où E est l'<'space des observations,
B une tribu sur E, et soit Il une prohabilitôsllr (E, B). nappelolls que la
o:--môlangeant a été définie au chapitre II.
Soit L 2(M) l'espace de Hilbert séparable dont \Ille bas() ortllonorma1<) est don
née pal' eo, ... , ek, ... , avec Co = 1, et les Cj, j =~ 0 des 11pplication".., l1wsurablcs.
On suppose également que la densité margimlle COlIlHmne ries X t est f.
Soit P une famille de meSlU'es de probabilitb; snI' (E, B) dominée pal' /L, et v
un élément de P. On suppose que f est la t!l'usitùle 1/ par rapport. èl M, i.e:

dl)
f = -- Il - ]J.S

dp,

d f E L2(1l), espace vectoriel muni du produit scalaire suivant:

< h, 9 >= .f hfJdfl., h,l} (: r} (p,)

Soit H = L2(E, B, v), et Hk'l' le sous cspau) de II engelldrépar les fondions
Cj, J = 0, ...k.

Comme précéderncnt(chapII), le problèuw est de lesü~r l'hypot.hèse 110 :"

La loi des Xl est Il'' contre l'hypothèse Hl : ., La loi des X,. est 1/, II =f- Ji".
Du point de vue pratique, on est alIwllô à tcst(~r l'h,Y1>othèse Ho: "f-l" contre
H 1 :"f=f-l".
Rappelons d'abord quelques r6slùtats contmllls dans [40] sur l'estimation de
1'.

VI.3. Estimation de f

f étant de carré intügrable, peut être (\{~vdoppôe en sôric de la forme:

lOC

f = 2.:: (ij(j

j·.1
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où.

On désire estimer par projection lei fonctioll ill(:Ollllll(~ r sm Ill! SOll:-i e:-;j)ac('

Ekr de [,'2(p) de dimeu.'iioLl fiIlie kT qui vari(~ aVllC T.
L'cstiuülteur de f ebt donué par

1.,.

f,{r) = 2: àj'J'cj (.1:)
j~ ()

avec

lim /;;1' = +cx:
'r~,-oo

et

Plusieurs types de cOllvergmlce seront examinés, l'I'stilUatelll' obte1l11 sera
utilisé pour les tests d'hypothôscs.

VI.3.l. Convergence en moyenne quadratique

Théorème 25

Sous les conditions suivantes :

f est continue et f E H

- o{u) E LI (>,) d
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Alors:

1.

E[/l'(x) - f(:i:)f ----~.I'---. 00 0 (53)

c.à.ct, fr(x) converge cn moyenne quatlrHtiqll(~ vers f(x)

2. De pIns, si il existe r>2 tel qlle

1·00

et si

alors

Démonstration
1)

Après un calcul rapide, on obt.i(~Llt. que:

/;T

E[jr(:r)j :-c: L ajl;(J:)
je(J

d'où fr(x) est un estimateur san::, biais de la projcdioll de la dClL,-;itéf(x)
sur le sous espace Hk1 et donc ir(x) œt un estimateur asymptotiquement
sans biais de j(x).

Par suite,

13~



[E[jr(x)] - f(l:W -tT~ iOO 0 (55)

kT

EUJ'(x) - E[/r(x)W = 'Pœ,. l,.(x) = E[L(i1.rr - ElâjT])e;(:r)f
.i 0

kT

= L)âj'/' - E[âjT]r~ej(:.t:)2 + 2 L L C/èl(;01'(rîïl " il!'/,) (56)
(00 O$j<l:5.k)'

k'}'

= L e;vœr(àj'I') + 2 L L Cj Cl(;()'/1 (iJjT, rlr/')
j~'O 0:5.j< 1:5. k,}'

Nous allons d'abord majorer var(âj'J') puis CO'P(tÎj'I, ânJ

Le t h{~orôlIle de Fubilli perlJJd, d' ('(Tire

Non..,; allons appliquer l'illôgalit{~ de I3illillgsley ('1 la lllajol'atioJl de la
fonction (;.1' nous obtenOIh'> alors:

var(â j 1') ~ ~24c2 ,f lx(lt·- 81)d8dt (57)

jO,1']2

1 ;'~ T 4(;, Cl Cu. )dll

!(J,T
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1

(;()'IJ (â j ']', âl'F) :::; [VUT (ÙjT )'oar (àl'l')] 2

On a alors

'f'

1 j' _co'/! (Ùj']', il!,!,) :::; T4.e o( Il )dl/.

li

En iIlBérant (57) et (59) dans (55) , ou Cl :

(50)

'/IUT [Jdx)]
<

T '1'

f c; (x) ~4cJ,,(u)du + 2 L 'i>,CI ~. '1i'.I "CU )du
J=O 0 OSJ<I~k'l' ()

<
'f' 'f'

[
, ] ~ ,\ kl' j'. '1 1.:1, l'var fr(;}:) :::; ~,Je' T (l'Ca)ciu -/ ,k -T. n(a)du

) -,0 0 li

En utilisant lc fait qlle kT 2:: 1 et que Cl:' (-u) (~st intégrable, on a finalement:

[
:2][ '1 kTlIaT fr( :1:) J -== 0 T

d'où (55) et (60) entraincnt (G3).
2) Si maintenant nous SUPPOSOllli

1

et si nous prellons /'>1' ,= Tt' , alors

uo

(GO)



Par consôquellt

[
'2--'("]

Etlr(x)J - f(:r)f = 0 [;,] + 0 [k1:- 1'J = () '1'--.,.-

Ce qui dorme (54)

Proposition 26

Si f E H et si

avec 0 :::; "Y :::; 1/21 OÙ c est une constante.Alors il existe lllJ() constante A telle
que pour tout T ct tout T :::; ~ 1 on ait

'2-2"1

Vllr(x)] :::; Alk~T a; + k~,-4'YO~(T)] (G1)

où.

I.TT

a; =: S'llP09~k'f',O<2.t~'I' Er'/(Cj(X,,) -- B('j(X.,)))ds]~!
t

Démonstrat ion
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Nous utiliserons l'inégalitéde Holder appliquée aux sommes.

(62)

Posons <p{ = ej(x,,) - E [ej(x,,)]
On a:

E [~J = 0, tmpsup I~I ::; 2c(1 + jr1 et E l~J < +oc
j s

d'où

En utilisant le résultat de Leblanc[59j page 35 à savoir:

Lemme 4 : Soit (Xs ) un processus mesurable à valeurs réelles,
localement intégrable, à temps continu, tel que pour tout 8, liXlloo ::;
B, E (xs ) = 0 et E (X;) < +00.

Pour p E [2, +00[, il existe une constante D telle que pour tout T

. ·f B Tposlb , et r::; 2 :
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où

,)

a; = HUP E (tf·r'T _X..'d.'i) -
o<t<T .

- - t

On obtient en tenant compte de (62)

1..
1
-

2
, kT { T }" • ft" , ""'1 :.! -- )Î '2

va'T'[h'(x)] ~ (;'2D~ L. 2-ar + (1 + j) . T U (T)
T j--O T

Eu posant C 2D = A dans (64), on obtient (61).

Relnarque:
La condition

(64)

n'est pas irréalisable.
En effet, si la base orthonormale est constituée des fonctions d'Her
mite, on a

sur R, pour tout j.
Pour les fonctions trigonométriques, on a

sur [-II, II], où C2 est une constante
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VI.3.2. Convergence presque süre

Théorème 26

Soit f EH.

- Si
T 1

k'j'= (-rF
loyT

avec r> 2 , et si a; ::; (:1 T, où Cl es 1; une constante.

- Si

( ) < --C> '- 0a '11. __ (;2 U ,'11- /' -

( respectivement 0:(11.) ::; C;lU-U) avec

7r + G-- G,
1 <IX < ----

2". - ,. + 4,

(respectivement (X > 1), C2, C:l étant des constantes, alors

1.

1 T r..-2+2J A _,

----:-::-=-(-r) 2,- [fr·(x) - E(j-r(x))] --~'J'~ 1 00 0 ]I.8(G5)
l0.9rn(T) lorJT

où m>!

2. Si de plus

alors

1 T '--2+2) '; .
--(-,) 2r [17'(:1:) - /r'(X')1 ---tT~~oo 0 p.8(GG)
l09m(T) logl

IJéonstmtion . Voir [4U] p 59-62. 1

Remarque: le théorème précédent permet aiIl8i d'établir la con
vergence presque sûre de l'estirnateur j}'.

Après avoir donné ces quelques éléments, abordons maintenant
les test d'hypothèse.
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VI.4. Tests d'hypothèses

Rappelons qu'on veut tester l'hypothèse Ho : " IJa loi des XI
est J-L" (ou encore" f, densitê commune des XI est 1") contre l'hy
pothèse Hl : " La loi des X~ n'est pas ~{" (ou encore fi: 1").
Dans cette partie, nous supposons T entier et nous poserons T = 'li,

'Il > 1 (kr devient kn et 11'(:1:) devient /n(:1;)

VI.4.1. La loi des Xi, est /-l

VI.4.1.1. Prêliminaires

Comme précédemment, on pose

f = 2....= aje)
j?U

où

avec nos nouvelles notations, on a :

k 71

],,(:1:) = 2....= àj'll/:j(J:)

j=O

où
TL" 1/' (')ajn = - ej X{ dt.

n. .
o

C'est à dire encore

posons

i

~j = Jej(Xt)dt
i-l
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donc

1 n _

a
o

- --- - L }7.7Jn - i
'TL_

Z-"-,j

(XI.) étant un processus strictement stationllc"lire et les ej mesurables,
alors les (ej(X,,)) le sont également. Par conséquent:

1

(Y?)i~l = (.f ej(XI.)r1tk~1
i-]

est strictement stationnaire et méhmgeant.
Sous l'hypothèse nulle, àill est centré pour j 2: 1.
En effet

l

E[Y?] = E[./ ej(XddtJ
()

En appliquant FUbini, on a :

1

E[Y?] = ./E[ej(Xd]dt
IJ

et sous Ho on obtient:

par suite,

Bryj] :--: U J- > l
1 ,--

-j 1 Ln --
Y - y.7

TL - - i
n

i 1



(Xt}tE:O,lnl étant un processus strictement stationnaire et o-mélangeant
alors le processus stationnaire (Y/k:~l' qui est une fonction mesurable
de (Xt} est également a-mélangeant, ct on a

où 0: désigne le coéfficient de mélangeance.

Proposition 27

(r:i)j;:::l étant un processus réel, centré stationuaire tel que

si Pour tout 1 > 0, on a

--supE[I r:J
1
21 "J < +oc

--- L ayj ('I):;T:l < +(X

i~l

Alors

1. La série LiEN. cov(Y;i, r: j
) converge absolument et sa limite

vaut (1;, avec

de plus

2. Si en plus on a

(12 = '"""'" (.()v(yj yi)
J ~' ], z

iEN*

nV[Y~,J --- n}

(67)

(C8)

où a est une constante positive ct fj > ~J, alors
, ,

lirn 0ïY~ ~ N j '" N(O,,,.n (69)
n--..··r-OO .
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Déonstmtùm . Elle est similaire à celles daIL'., [20] p 34-36 et [69] p.7 et 64.
En considérant notre prcesslls (r/ )r;:: l, il :mffit. de rcôcrire la démonstra

tion en rmnpla(;ant (XdtEZ par (r:j
k~ J, avec

i

r:j = j·ej(X1.)dt
1--1

Remarque:

00 00

rr'/. - ~ cou("y'j yj) -_. cov(Y! YI) -1- "'('o'I,(yj yj)'
j - L...J / l' i --, l' 1 L...J" l' i

i= l 1'.'2

l

CO'IJ(Y?, Y!) = Vey!) = V[./ Cj(Xddt]
o

=E[(Y/Y/.]

On a classiquement

j 1

V(Y/) = ./.1 (~(}v(e'j(Xd, c.j(X.~))dtd,';
o 0

Alors

1 i

= ./ j' c(nJ(ej (Xt ), e/'\:s))dtds
o i-)

148



VI.4.1.3. Loi liInite de n 111 - in 11 2

La loi des X t étant Il' (hypothèse 110 ), alors

Tester l'hypothèse "la loi des X t est p," revient à tester l'hypothèse,
comme nous l'avons indiqué plus haut : "f 1'l.
D'où la recherche du comportement de 'TL 111-- III 11 2 vers sa loi limite
en terme de recherche de la vitesse de convergence.

1;;",

1 - Jn(l:) = 1 - I>LjnCj(:r)
jc,O

n

mais t:o = 1, et aOn = ~ J1dt = 1, par suite

o

k"

1 - Jn(X) = I: â.11Iej(:r)
j., 1

donc

k T1

n 111 - j~ 11 2= I:h!ïiâjn )2.

,i''']

Nous supposons maintenant que k" = k est fixé.

Loi limite de So Posons

(

Illn )

Sn = VTt ~~.n
Qkn
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et

Posons aussi

A l S"
n:= r.:: n,

y'ft

k

Il" -- ~\ C yJ - (,/.}"
Vi - Lt j 'i - , ;

j", J

où

Proposition 28

Sous les hypothèses de la proposition 27, on a

S C 1\T - (N 7\T )/.n ~ -. 1, ... , HI.

où

Vj = 1, ...k, Nj rv N(O, 0-,1)

et de matrice de variance covariance >-= donnée par

L =::: ((1jp)ls.jP~).

+00

L = (L nm(Y(, r:!;I))I~j,j'~k
v=.1

c'est à dire
4-00

_ ~....... (VJ j')
(J"jj' - LJ CO'V 1) , Yv+1

//",,1
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Déonstmtion. Elle est similaire à celle dam; [45] p 11-13 où Cj(X i ) est relIl
i

placé par r:j
= Jej(Xddt 1

i-1

k

Loi limite de E (vnâjnY1, k fixé
j=l

Proposition 29

Sous les hypothèses de la proposition 27, alors

k

Il 8n (.) 11
2= I)vnâjn? --1 Q (70)

.1':' l

dont la fonction caractéristique est donnée par

où h désigne l'identité de Rk et E la matrice de covariance définie
ci dessus.

Déonstmtion. On utilise le fait que la convergence en loi se conserve par
continuité et le théorème 1 p88 de [4]. 1

Remarque:
Cas où k est fonction de la taille de l'échantillon (k =. kn )

k"

n 111- În 11
2= 2::)J1iâjn )':, lirnkn = +00

jc.l

La dimension dépend de n, nous ne chercheron.."i donc pas la loi
limite de n Il 1 -- În 1P\ mais nous chercherons plutôt à majorer la
quantité

sup 1Pin 111 - ln Ws:; (12] - P[Qn s: (J2] 1 (71)
aER+

où Qn est une variable aléatoire dont la fonction caractéristique est
donnée par
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où h
n

est la matrice identitédans nAo
" ct

L:'Il = (rr.1jl)lS-j,jl<I'"

A-

Dn utilise le fait que si k est fixe la v.a L (vnâj ,J2 converge en loi
1,,1

vers la v.a Q, ce qui permet d'avoir la forme de la loi de (J'Il'

VI.4.2. La loi des Xl est v 1- J-L

Nous sommes donc dans l'hypothèse Ifl

k

n III - in W:::: L(vnÙin)2
j,-l

ln.
â n - a = - ~(yJ - (L)

J J nL..-J 1 .1
i.]

Proposition 30

Si la loi des X t est v telle qu'il existe un j E 1,2 ...kn pour lequel Cj

soit v-intégrable et .fcjdv # 0, alors

III j~ 112 p.8.n - TI -~ +00 (72)

Déonstmtion . Le processus (Cj (Xd) étant statioIluaire ct ü-mélangeant , il
est donc ergodique (Bradley p 172).
Ou peut alors appliquer la loi forte des grands uombres pour les processl1.">,
il vient:

et par continuité

k"

n L â;n --+p..~. +-00
i=l
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Remarque: construction du test.
Pour tester l'hypothèse Ho : "La loi des X t est p" contre l'hypothèse
Hl : " La loi des X t est 1/ i- rt", la proposition 30 permet d'affirmer
qu'on peut utiliser un test de région critique de la forme

Si (ln est le niveau du test on aura:

k"

an = P[n L â;u > 'Wu]
i=l

VI.5. Etude de la vitesse de convergence

Les résultats que nous avons obtenus dans[41] p 16-19 peuvent
s'appliquer au processus (r?k:~l'

En effet les hypothèses portant sur le processus cj(Xd dans la
proposition 6 de [41] p 19 à vérifier par le processus (r?k~~l sont
les suiV'dntes :

1. La loi des X t est p

2. Les (r/)i>l sont uniformément bornés

3. Une condition sur la mélange.--:tnce et la dimension kn •

SenIle 2è point est à vérifier, puisque les points 1 et 3 sont des
hypothèses que nous pouvons nous donner.
Si le processus ej(Xt ) est uniformément borné, alors (r?k:::l l'est
également.
En effet

sup 1r:i 1:::; Al
xEE, jE{l,.. ,k,,}

(où M = supsup 1 ei(x) 1).
j x

On a donc
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Proposition 31

1. Si la loi des XI. est Il,

2. Si le processus ej(Xd est uniforrnôment borné

3. si
<X,

L va(i) < (Xl

i"~ l

4. Si

lim kn ::.:: 1- X
'7l-------+1oo

et

};;1
lim 2.=0

n--++oo n

alors, pour n assez grand, on a

[
~2 2 [ 22

8'ILPaER+ 1 p 11, Il 1 -- f,~ !1 ~ a ] .- P Il Uk" (.) Il ~ a ] 1

où

k n

Uk" (.) = L Njej(.),
i, 1

Déonsiration. Voir [41] p 76-79. Il suffit de remplacer !()S P.j(Xn ) par r?, avec
(r7)iEN constituant un processus stationnaire et, môlangeant, et on obtient
le résultat •

Corollaire 12 :
Sous les hypothèses de la proposition 31, si en plus

1.

kn = [nP], 0 < f3 < 1/6
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2.

o:(n) = ap"" a > 0, P < l/n, n ~ 1

alors

sup 1 P[n 111 - in w~ a2
] - PUI Uk,. (.) w~ a2

] 1 (73)
a:Slog(2+n)

où -1/6 < b < O.

Remarque:

On a choisit a<log(2+n) pour assurer la convergence vers 0 de

sup 1P[n 111-- ln 112~ a2
] - P[II UkJ.) 112~ a2

] 1
aER+

VI.6. Convergence du test

Dan..'> la construction du test nous avons posé

Un = P[n " 1 - ln W> 'W·n]

où an est le niveau du test

Proposition 32

1. Si (ej(Xt»est Wliformément borné.

2. Si L a(i) < +00

Alors
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J)r'onstmtion .

k71

= PlI:: âJII > '/I),z/nj
.i~'J

<; I:PfI âjn 1> /':'~]
.F1

or

Comme

On applique l'inégalitéde Billingsley p 157 et on obtient

donc

'2

()[ k"jUn = . -
'Wn
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Remarque:
Dans cette partie, on retrouve les résultats pour un processus à
temps discret obtenus au chapitre II. Corollaire 13
Sou les hypothèses du corollaire 12

1an - PUI Ukn (·) Il'2> 11Jn ] 1= O[n,'~l1Iog(2 -+- {/,)I (75)

où -1/6 < 8 < O.

Après ces quelques résultats obtenus pour un processus à temps
continu (t E [0, T]) avec [TI = n, Tl E IN*; on pourrait généraliser au
cas où T n'est plus entier.

On pose T = n{3 avec [T] = n (T ~ 1).
De [T] :s: T < [T] + 1, on tire que : 1 S (3 < 2.
Et

'f'

djT = ~ ./cj(X,,)dt
o

nJi

1 j'= - (:(Xt)dt
n(3 J

o

r:j introduit précédemment devient

i(3

11j
= ~ .f cj(Xddt

(i-l)/:I

157



et donc,

l
1t

~I I:yl/
a'T = - -i··

J 'ft
i~., 1

L'étude réalisée ci-dessus peut donc facilement s'appliquer à ù~T.
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Conclusion Générale

Il ressort de la synthèse faite sur les tests hilbertiens dans le cas
des variables aléatoires indépendantes que beaucoup de résultats
ont été obtenus qui permettent de montrer l'effieacité asympto
tique et l'optimalité des tests construits.
Ainsi la loi limite de la statistique de test pour les hypothèses ad
jacentes à l'hypothèse nulle a été étudié de même que les propiétés
asymptotiques locales au voisinage de l'hypothèse nulle. On déduit
des résultats relatifs à l'éfficacité asYlnptotique de ces tests ainsi
que des critères pour qu'un test soit asymptotiquement optimal.

L'intl'oduction de la pente de Bahadur dans les tests hilbertiens
~ permis de prouver l'efficacité relative du test fonctionnel par rap
port au test de Neyman-Pearson.
Des considérations théoriques montrent que l'utilisation des sys
tèmes orthogonaux lisses permettent de cOIl..<;truire des tests plus
efficaces que le test usuel. Les simulations réalisées(p.p 32-35) con
firment cette idée. L'étude des tests hilbertiens a donc permis de
montrer leur supériorité par rapport au test du "(2. usuel. IJe prati
cien aura donc avantage à utiliser ces tests.

Notre tentative de généralisation de certains de ces résultats au
cas des processus stationnaires tout en donnant des résultats nou
veaux pose le problème de l'optimalité des tests que nous avons
construits. Une piste de recherche serait donc l'exaIuen des con
ditions nécessaire et suffisante de convergence du test, car pour
certains cas de noyau, nous n'avons obtenu que des conditions suff
isantes de convergence, ceci à cause de l'introduction des suites (lin)
qui réalisent la convergence du test.

En ce qui concerne les tests fonctionnels dans un espace de Ba
nach, les résultats obtenus appellent des généralisations au cas de
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noyaux de dimensions infinies, de même que le problème de la loi
k

de sup L Zjej(t) est posé. Cela ne nous a pas permis de trouver la
tE[O,ll j-cl

valeur du niveau du test. Nous espérons y revenir ultérieurement.
Pour le test de non-influence, les deux cas examinés, c'est-à

dire FT cas les variables aléatoires (Xi, Yi)ISiSn sont dépendantes;
2è

rn.e cas les v.a. (Xi, Yi)ISiSn sont indépendantes nous ont permis
de montrer que le test construit est consistant. Les simulations
réalisées donnent les régions <:ritiques du test «r(x) = 0 »contre
« r(x) # a » en fonction de la dimension k du noyau. Il serait
intéressant d'envisager de tester à la fois la loi de X et r(x) = 0,
car dans notre étude nous aVOI1.." supposé que la loi de X qui est J1,

est connue et l'hypothèse Ho a porté sur « 1'(:1:) = 0 ». La double
hypothèse sera ainsi présentée par :

{

fr-=p
H[) =

l'(x) = a
Ce qui nécessitera la recherche de la loi du couple ( 118,,11 2

, IIRn l1 2

). Nous espérons y revenir.
Pour l'étude des tests non paramétriques de la densité marginale
après avoir obtenu ces quelques résultats, on peut envisager consid
érer un processus (Xt , tE [0, Tl) qui est observé aux temps 8n , 28n , ... , n8n

où On -~ 0 quand n ---+ +00 et T = Tn = nOn ---+ +00 quand n ---+ +00.
On réalise en fait une discrétisation des observations et on ob

tient Xli", X 2lin , ... , X nlin .

âjTetY/ deviennent donc respectivement â~'f,etY,flj donnés par

et
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ibnJ ej(Xt)dt

C'est à dire encore

L'étude des lois limites des statistiques introduites ci-dessus
ainsi que la vitesse de convergence sont assez délicates du fait de
l'introduction de Dn . Nous espérons y revenir.

Enfin, des simulations sur un autoregressif' pourront être envis
agées ultérieurement à partir des résultats obtenus à la proposition
29; ce qui nécessitera l'estimation de la matrice >=.
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Dembo GAD/AGA
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Statisticien/Probabiliste

• Docteur 3èmc cycle en mathémaliques appliquées
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• Maître assistant de mathématiques appliquées:

UFRISEG et UFRlSEA(Département de mathématique

et Informatique) Université de Ouagadougou

Date de naissance: 1950 à Thiou, province du Yatenga
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-1972 à 1974: Université de Niamey, République du Niger
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de Recherche Economique en Afrique de 1987 à 1989.

• Membre de la Société Française de Statistique.
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c) Ouvrage didactique.

Statistiques appliquées: Inférence statistique. Introduction aux modèles

linéaires à une équation.

Cours de statistiques intégré à la fonnation des économistes. Ouvrage destiné

aux étudiants du 2èmc cycle.
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Université de Ouagadougou:

Chef du département: analyse économique et technique quantitative, de

1982 à 1983.

Responsable de la Cellule Technique quantitative: statistique,

mathématique, économétrie, à partir d'octobre 1983.
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SEPIA (Société d'Etudes de Projets d'Investissement en Afrique).
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populations au Burkina de 1990 à 2005, élude réalisée par la SEPIA
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173




