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Introduction

Un mot est une suite de symboles pris dans un ensemble fini A appelé alphabet.

On définit une structure de monoïde sur A*, l'ensemble ~es mots finis cie A, à l'aide de

l'opération concaténation (ou juxtaposition): on parle de monoïde libre engendré par A.

L'étude des mots infinis rernonte au moins aux travaux de Thue' ([3GL [37]) où' il abOl;

dait, le problème de répétition dans les mots. Par la suite' la notion de complexité a

NI' introduite pour meslIfer la c1iversitl' cles motifs apparaissant dans les lllotS, Ainsi on

, ap'pelle complexité d'un mot 'U, la fonction Pu qui compte le nombre de fact<~urs distincts

de longueur donnée dans 'iL.

Le plus souvent on étudie les mots en les regroupant ))ar classe. Une classe peut être

,dp.finie comme un ensemblp. dp. mots possp.dant en commun Hne certaine propri{~tp com

binatoire. La complexité est l'une des principales propriétés combinatoires dans la clas

sification des mots. Par exemple, les mots ultimement périodiques sont les mots infinis

dont la complexité est bornée.

Dans ce travail nous étudions des classes de mots ayant une certaine complexité. Il s'agit

notamment des mots sturmiens qui sont de complexité n + 1; des mots d'Arnoux-Rallzy

qùi sont de complexité 2n+ 1 et certains mots quasi~sturmiensde complexité n+ 2. \"ous

nous intéressons aussi à l'étude des morphismes préservant respectiv'ement les mots stur

niïenset les mots d'Arnoux-Rauzy. On appelle morphisme toute application fde A*

dans lui-même telle que f(uv) = f(u)f(v) pour tous u et 11 de A*.

Cette thèse est structurée en quatre chapitres.

Dahs ie chapitre 1 nous rappelons des concepts de base en cOlllbinatoirr. cie mots ct

tért"üns résultats utiles pour les chapi tres su ivallts.

Le chapitre 2 est consacré à l'étude des mots sturmiens et de leurs morphismes. \"OllS

reprenons certaines propriétés combinatoires connues sil[ ces mots et nous montrons

une nouvelle propriété caractéristique de ces derniers (théorème 2.2.7). Ensuite nous

rappelons une caractérisation constructive des morphismes sturmiens düc à F. Mignosi

(~t P. Séébold ([28]) puis nous montrons que pour tout morphisme sturmien f et tout



inot rp.cnrrent x, le mot f(x) est st't1rmien si et senlement si x l'est.

Le chapitre 3 est consacrr. principalement. aux morphismes d'Arnonx-Ranzy. Après avoir

défini les mots d'Arnonx-Ranzy nons énonçons qnelcjlws propriNès colllhinatoin-'s de tes

mots qui nous serviront dans l'étude de leurs morphislIws. EnsllirC'" nons ohtC'nol1s 11IW

caractérisation de ces morphismes eu mOlltrallt qu'ils sout engendrés par ulle ramillf~ de

qnatre 'morphismes,

Dans le dernier chapitre nons classifions tous les mots qui possèdent,ponr tout entier

n non nul, exactement n + 2 facteurs de longueur n, Ensuite, nous étudions singulière

me,nt nne SO\lS classe de ces mots que nons appelons mots qllasi-stlll1niens par insertion,

Nons montrons qn 'elle constitne une classe de mots 2-équilibrés puis nons étudions la

paIindromie et nous ohtenons que pour ces mots JJa!(n) = 0 si n est pair ct JJa!(n) = 3

sinon où pa! est la fonction "alcnlant le nombre de palindromes de longlIeur n.



Chapitre 1

Généralités

Dam; CP. c.hapitre nons rappelons des notions de base en c.ombinatoire de mots, et

certains résultats utiles pour le reste du travail. La plupart des notations peuvent être

retrouvées dans le livre de yI. Lothaire [271.

1.1 Mots

On appelle alphabet, et on not0 A, tont ens0mble fini de symboh~s. Les élp.m0nts d'nn

alphabet sont appelés des lettres.

Un mot sur A est nne snite finie on infinie de lettres de A. La snite vide se définit comme

le mot vide; on le note E.

.Considérons A == {a, b} un alphabet à deux lettres; ababba et ababbabbba· .. sont des

mots sm A respectivement fini et infini. On désign0 par A* l'ensemble des mots finis sur

A.

La concaténation on l(~ prodnit de d(~nx mots finis 'U et v, noté 'U . v, est le mot 'Uv: c'est

l'opération binaire sur A* qui consiste à écrire le d011xième mot à la snite dlI premier. La

concaténation est évidemment associative et admet le mot vide comme élément neutre.

A* est ainsi mllni d'une structure de monoïde et où l'appelle le monoïde libre engendré

par A. Il convient de remarquer que tout mot fini sur A, non vide, est une concaténation

fini(~ de lettres de A. On d<'finit naturellemment les pnissances d(~ mots dans A* comme

dans tOII t mo'noïoe. L'enselnhle des mots finis non vioes se not~ A + ( A + = 'A *\ {E})
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~t celui d~s mots infinis AW. Tout au long du travail on r~n(:ontr~ra divers~s méthod~s

de construction de mots infinis. L'ensemble de tous les mots sur A est noté Aoo. On a .

donc Aoo = A* uAw. Pour tout mot u E Aoo on note alph(u) l'ensemble des lettres de

A présentes dans u.

Théorème 1.1.1 So'it A un alplu.Lbrd. Soif'-nt (M, -) '/},'fI, 'ffI.r;wJ't·r1e d'élémf'-nt nf'-'Iltre e d h

une application de A dans Nf, Alors il e:r:iste un et un seul hornOrT/.01phisTne h* : A* ~ !'vi

tel que: .

Va E A, h*(a) = h(a).

Preuve: Existence: Posons h*(E) = e eL h*(aja2'" a.,,) = h(adh(a2)'" h(o.,,). L'appii

cation h* définit un homomorphisIl)(~de IllOIlOïù(~s.

Unicité: Soi(mt g et, g/ deux homomorphismes dc }\* dans AI trds qllc Va El\. g(a) 

g/(o.). Alors, g(E) = g/(é) = e et pour tout u = ala2'" an nous avons

o
C'est par ce théorème que le monoïde A * est appelé monoïde libre engendré par A.

Soit u un mot dans A * et a une lettre de A. La longueur de u, notée l'ul, est le nombre de

termes de la suite u. Par exemple la longueur du mot abbaaab est égale à 7. Par C01l\;en

tion lél = O. L'application l : (A*, " é) ------; (N, +,0), 'U 1-------7 lui est un homomorphisme

de monoïdes.

Le nombre d'occurrences de la lettre a dans le mot u , noté lut est le nOlllbre d'appa

ritions d(~ a dans 'U. En considérant 'Il = abbaaab nOlis avons luL, = 4.

1.2 Facteurs de mots

Définition 1.2.1 Soit 'U E Aoo et v E A *. On dit que v est un facteur de 'IL 's ''il existe

deux mots UI et U2 tels que 'U = 'UI V'U2. Si Ul = é alors v est appelê pr~fixè de 'U. De

même on dit que v est un s7tffi.re de u si U2 = é. Si le facteur v n'est tl.i préfi.7:e ni suffi:r:e

de u alors on l'appelle facteur propre.

U Il mot 11 est cl it préfixe (l'csp. suffixe) strict d'ull mot 'IL lorscllw Il est url prdixe (f(~sp..

suffixe) de 'U tel que v i- '1L.

6



Exemple: Sm l'alphahet hinaire A = {a,b}, considérons le mot 11. = ababbaaab. Le mo't

aba est un préfixe de 11. tandis que baaab est un suffixe. Le bba est lIn facteur propre de

· 11..

Par convention le mot vide est facteur de tout mot.

··Onappelle làngage d'un mot 11. l'ensemble de tous les facteurs de 11.. On le note L(11.).

L'ensemble des facteurs de longueur n d'un mot infini 11. sc note Ln(11.). Nous avons:

L(11.) = Un~oLn(11.)

Soit v un facteur d'un mot infini 11. = 11.011.111.2···. Un entier 2 est la position d'une

occurrence de v dans 11. si 11.i11.i+i ... ,11.i+lvl-i = v

Définition 1.2.2 Soit 'U = 11.011.111.2' .. un mot infini sur un alphabet A.

- On dit que 11. est périodique s'il existe un entier non nul T tel que 11.i+T = 11.i pour '

t071t i ~ no; la plus petite valeur pour T étant appelée longueur de la période.

- 11. est dit ultimement périodique 09 'il e.7:iste un entZer 'non nul T'et un entier no tels

· que 11.i+.T = 11.i pour tout i ~ a
En d'autres termes, 11. est dit périodique (resp. ultimement périodique), s'il existe deux

mots finis v et w tels que 11. = V
W (reps. 11. = WV W

).

On ohserve immédiatement que tout mot périodique est ultimement périodique.

Soi"tu lm mot infiili sur A et v un facteur de 11.. On dira qu'une' lettre a est un prolon-

. gement à droite (resp. à gauche) de v dans 11. si va (resp. av) est dans L(u).

On dît que v est spér:ial à droite (resp. à gauche) lorsqu'il admet plusieurs prolongements

à droite (resp. à gauche). Un facteur spécial à la fois à droite et à gauche est appelé

facteur bispécial.

Proposition 1.2.1 Soit 11. un mot infini périodique. Alors, il existe un entier naturci n

td que 11. ne possède pas de facteur 'spécial de longueur n.

Preuve: Soit 11.un mot infini périodique de période T. Soit 'V un fnctem Of' longueur

n avec n ~ T. Considérons l la première position de 'V dans 11. et soit m une autre

occurrence de 'V dans ~. Alors, pour tout h E {a, 1, ... ,n - 1}: 11.~+h = Ul+h .

Vérifions que les prolongements Ul+n et 11.m+n de 'V respectivement à la position l et m

sont' identiques.

Nous avons:

'Vh E 0,1, ... , n - 1: Um+h = 'Ul+h+(m-I) = 11.1+'"
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Il en résulte que T divise m -l et donc il existe un entier k tel que 'm = l +kT. Par suit~,

U m + n = UI+kT+n = U(I+n)+kT = Ul+n ' Par conséquent v possède un unique prolongement

à droite. ,De manière analogue on obtient que v possède un unique prolongement à

gaudle.

Cette propriété s'étend naturellent aux mots ultimement périodiques.

Mot, miroir. On définit récursivement une opération linaire sur A *, notée ('-) de la

,mauière suivante: t = é, ua = au pour tout U E A* et a E A. Cette opéi'ation s'appelle

image miroir. L'image miroir u d'lm mot 'iL sera tout simplement appelée miroir de

u.L'image miroir est une opération involutive (resp. contravariante) i.e u= U (resp.

uv = vu) pour tous mots finis U et v.

En d'autres termes, le miroir de U est le mot obtenu en lisant U de la droite vers la

gauche i.e u = 'UnUn-1 .. , UI si U = UIU2'" Un'

Définition 1.2.3 Soit U E A *. On dit que U est un palindrome si u = u.

Par exemple, les mots "elle", "été", "ici" et "tôt" sont des palindromes en français.

Suites' de mots et convergence. Soient (vn ) une suite de mots et·u un mot infini.

POlir tout entier natmel k on note u[k) le préfixe de 'U (le longuem k.Ou dit que (vn )

convergev'ers le mot infini U et on pose lim Vn = 'iL lorsql1e que pour tout entier k, il

existe un entier no tel que U[k] est préfixe de Vn pour tout n 2:: no. Ceci est réalisé lorsque

le mot Vn est préfixe propre de Vn+l'

3 Complexité

, Intuitivement on reconnaît qu'un mot est d'autant plus "compliqué'! qu'il possède

Il beaucoup" de facteurs distincts. Ainsi on comptera le nombre de facteurs (de même

longueur) qui apparaissent dans un' mot pour mesurer sa complexité.

Définition 1.3.1 Soit U un mot infin'i. On appelle fonction de comple.'Eité de U que l'on

note Pu, l'application de N dans N* définie par pu(n) = #Ln(u), où #LnCu) désigne le

cardinal de Ln (u) .

Autrement dit la fonction de complexité de 'il est la fonction qui compte le nombre de
, ,

fac'teurs de u de longueur donnée. Notons que la fonction de corüplexité est doissant,e

8



et v~rifi(~ de plus la douhle inégalité:

1 ~ p,,(n) ~ (#At.

Dans tout ce qui suit la fonction de complexité sera simplement désignée par p lors

qu'aucune confusion n'est à craindre.

Exemple: Considérons le mot "IL = abbbaabbbaabbbaabbb· ... Nous avons p(l) = 2, p(2) =

4, P(3) = 5, ....

Définition 1.3.2 On appclle 17/,esv.rc de la vrédictibiht(: av. fonction des facteurs spé

ciaux à droite d'un mot infini ou la fonction s définie de N dans N par s(n) = p(n + 1) 

p(n) .

Définition 1.3.3 Soit "IL un mot infini et 'Li un facteur de 'lt. On appelle rieg1'é à rimite

(l'esp. à gauche) de w et on note D+,w (resp. D-w) le nombre de prolongements à droite

(resp. à gauche) de w dans u ,

. . .

rremarquons que pour tout facteur fini d'un mot infini 'U nous avons toujours: '

Propositi()ll 1.3.1 Soit n E N et 'U E AW. Les propriétés suivantes sont toujours vé'ri

,jiép.s:

(i) p(n + 1) = '\' EL (. ) à+w = '\' El (.) a-w.D'lU "u W'1..LI ."JI IL

(ii) p(n + 1) - 7J(n) = 2:wEL,,(u) (D+w - 1) = 2:1I1EL,,(IL) (û-w - 1).

Preuve: A chaque facteur w de longueur TI correspond D+w (resp. ()-w) facteurs de

longueur n + 1 de u. D'où l'assertion (i)

Par ailleurs nous avons:

L (ô+w - 1) = L a+w - L 1 = p(n + 1) - p(n).
wEL,,(u) wEL,,(u) wEL..,(u)

De même nQus avons p(n + 1) - p(n) = 2:wEL,,(U) (D-w ---, 1).

L'égalité (ii) fournit un puissant outil pour le calcul de la complexité ([ 121).

Théorème 1'.3.2 ((29/) Soit 1l un mot infini. Les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) 1l e,<;t uftirnem.ent périodique.



(ii) il e:l;iste un entir~T n tel que I)(n) = 1)( 1/ 1- 1).

(iii) il e.riste un entier n tel que p(n) :::; n.

(iv) (p(n))n est bornée.

Preuve: Soit"//. Illl mot illnni.

Supposons "1/. ultilllcllwn t phioclique. D' apn's la proposi tion 1. 2.1 il existe un cntier n

tf'l qu'aucun facteur de' longueur n cie u ne' soit sp{~cial i,e

:ln : 'ï/v E Ln(u), irv = 1.

D'où, LVEL,,(ll)(D+v - 1) = 0 i.(~ ])(n + 1) - ])(n) = 0 (cf. proposit.ion 1.3.1 (ii)). AillSi

(i) =} (ii).

Sllpposons qll'il existc~ 1111 (~ntier n t(d q1l(~ ])(n + 1) = 1)(11). Donc

])(7/. + 1) ---:- ])(n) = L (CrI! - 1) = (J.

vEL,,(n)

Or comme 1l est. infini on il .

'ï/v E L,,(u) : fJ+V ::::: 1 ou encore D+v - 1 ::::: O.

D'où les implicatiolls

L (D-i- v - 1) = (J =} ('ï/v E L1I ("//.) : D-i- v - 1 = 0) =} ('ï/v E l'I/("//.) : n+v = 1)

"E /'" (u)

Ainsi"//. n'admet pas de factenr spécial de longueur n. D(- plus tont factcnr de 1J. de

10nglleur plus grande que n ne peut être spécial car sinoll tout suffixe de longueur n

d '1111 t<~1 factclll' s(~rait allssi spf~cia.1. Donc

D'où: 'ï/m ::::: TI, p("OI + 1) - p(m.) = O.

Doue (fJ(n))" est. !>orn{'c.

D'où (Ii) =} (iv)

L'implication (iv) =} (ùi) est évidente.

(Iii) =} (i). Par l'absurde 'supposons 7L non ultimement périodique.' Alors PÔUI' tout

entier n. Il arlmet all moins un fadeur spécial à droite de longueur n i.e

'ï/n,:lv E L,JI/.) : ()+v ::::: 2 ou encore ù+v - 1 ::::: 1

10



Par conséquent.

p(n + 1) - p(n) = L (ô+v - 1) ~ 1.
vEL,,(u)

On en déduit. que p(n) ~ n + 1. o

La fOIlction de cOIllplexité est une Ilotioll très utile pom l'Nud<~ d<-'s lllols infinis et

des systèmes symboliques ([2], [3], [12], [33], [35]). En effet, elle permet cIe caractériser en

particulier les mots ultimement périodiques (voir théorème 1.3.2), ainsi que certaiIls mots

de basse complexité, comme ceux de corriplexité n+ 1. Ces derniers sont appelés des mots

sturmiens et. ont fait l'objet de nombreuses ét.udes t.ant. du poiIlt de vue combinatoire,

qu'arit.hmf~ti(]lw <~t. g(~om(~trique (voir il CP sujd \16[, 1.101, 1:)21)_

1.4 Systèmes dynamiques symboliques

L'ensemhle A est muni de la topologie discrète (-i.e toute partie de A est à la fois

ouverte et fermée), et l'ensemble AW de la topologie produit. L'applicatioIl d : A"" x

AW ----+ IR+ défillie par

d(u, v) = cxp( -'inj' {i EN: 'U-i of: v;} )

est une distance. AW munie de teUe distante est UII espace métrique compact..

Définition 1.4.1 On appelle décalage sur AW l'application T de AW dans lU'I-même dé

.(i'll,ie par T(('lln)nEN) = ('Lln+dnEN

Plus précisément l'application T consiste ù effacer la prcIlIi<'re lcttre du lnot. L<' c!<\"tlage

T est une application uniformément continue, surjective ct non inj('etiv<~.

Définition 1.4.2 Un systl'me rlyno,'mùjue sY'lll.I)()lùj1l1~ es/.. '!ln uJ'IljJle (S ~ ,.'-;) , o/i. S1 I:S/. U'I/

fermé de AW invariant par le décalage, et où 5 est la restriction du dém.lo.tje '1' à n.

Définition 1.4.3 Un systèrne dyna:rnique symholique (D,5) est dit minimal s'il ne wntient

pas de fermé invariant non trivial, ou encore si pour tout point v E D ,[ 'ensemble

{5n (v), n E N} est dense dans D,

Définition 1.4,4 Soit 'Il un mot infini sur' un alphabet A. On appelle orb'i.tc deu l'en

semble 0('1',) = {T1l CIL) , n E N} où T désigne le déca.lo..r;e .

.11



1-\lSOIlS X" = OCU) OÙ O('Il) pst l'(-\dhi'~rence dp. O(u) dans AW. Observons (Jl](~ X" pst.

IIll fermé im'ariant par T. Ainsi à tout mot. infini 'IL on associe le système dynamiqlle

(X,,, T). \"ot.ons que X" est fini si et seulement si 'IL est ultimement périodique,

Proposition 1.4.1 Sod 'Il un lIWt in.~:m: ,';Ur un allJ1wliet ,fi.n:i A. Alor-s

Preuve: Soit. '1' un IIlOt. infini slIr A tr~l qu~ L(v) ç L('u) ct V[II] I~ prt~fixc' dc~ longu(~1ll'

Il c\C'/'. Alors ./,[11] c'st IIll fa(:te1ll' d~ 11 ct dOllC il exist~ IIll indiœ in t.pl qllP '11[11.1 apparaît à

cd illdi('c' dans Il. :\illSi '/1[0] c~st un pri'~fix(> dc' r" ('/l). D'oÎlI' = liul lI __ x 'l"" ('IL) Pt. donc

/' E X". C(~ qui 1lIOllt.]'(' </1)(' {l' E ;\'"J : LCI') ç I.{u)} ç X".

H{~c:iproqll(~nlclIL soit /1 E )(". Alors, il ('xistc~ IIlle sllit(, d'entiers (i ll )"'11 t('lle qilC

(1 = limll_--,-oo Ti,'(-u) , Soit W llll factenr de v; alors il exist.e un fmt.i(-~r 1/ td que ou: est

factenr du préfixe vin] de longueur n du mot v. Comme v E X" il existe un (~ntier 1/0 tel

que' 1""0 (11) ('Ollltll(-'Ilf:e par vin] . Par cOIlséquPilt west facteur de Ti"o Cu) et donc d(' 'U,

A.insi nous avons I.{u) ç L('Il). D'où l'inclusion X" ç {v E AW : L(-u) ç L(u)}. 0

Définition 1.4.5 Soit 'IL un mot infini S1I.1' 'lm o.lphaliet ,~:-n:i .11..

'IL est dit récunent si tout facteur- de 11 appamît 7me infi:nité de fois da.ns 'IL

'II. est dit 1I.nifo'l''11I,ément 'l'écu'I'r-ent si tout jacte7l:1' de 'IL uppa.1'O,ît U:I)(X des la.C'/I,nes

1)(J1'1/.I~es (; 'esf-à-d-in; qUf pOUl' tout n E N il e;ôste un entù~7' N if;l que fouf factf'.717' de

1i!'ll,(J'II,(''IlT /'/ (:I/ntù:nt I.I/'/I.s les fll.r:te'//:I's de Il/u.r/'//,(''IlT '1/ de '/1,

011 n'llliuql](' illllll{'di;-l,t('IIWllt qlle tOllt 1ll0t p{'riodiqll("dalls AW est r{'Clll'l'l~llt C't 1l1{'l1lP

llllirnnll{'m(~lll r{-'C:I 1lTP1I1. ,

Tout lllot ullif(}rl1lhlH~m récunent est. réculTent. mais la réciproqu(> est fausse'.

On trou\'~nl dans 12.3] la prcllve des résultats classiques suivants sur les mots lÙ:UITCllts

ct. ulliforménwnt r{~ClllT(~lltS.

Proposition 1.4.2 SIJ1:t u. un mot in~:ni sur- un alphabet .fini A, T.lfS assf'.r-t-ions suivantes

sont équ.ivalentes:

(i)1I csi. lù:'IlTn~'{/.i ..

(li ) JI e:àste U1/.(: suite st7"ir;tc'I/I.e1l.t r:n)'iss(/.1I,t(~ ('1/1. )n2.0 cl 'entirTs 'l/,atun:ls I.dle que:

u. = lin\.,,_~ooT"J'('/I.),

(ii'i) T.I 'a]J]Jlù;ation 7' ('st .m7jf'.r:tiv(~ ,';UT );'".

12



Proposition 1.4.3 S'o'if. '/(. '11.'1/, mol, 'i't/fin:i. S'ICI' '11:11. Il.1])lw'/wl,fi>II:i. ,'1. Iles Il..'i.'w,.t,ùm,s S'I/,'i'/}(J,ntes

sOl/.I, 15qU):/}(J.lI~)d(;,'i:

(i) u est unifo7"n7,ément récurrent.

(ù) "lu E XI!; XII = X U '

(ùi) VI' E L(u); L(v) = Leu).

Théorème 1.4.4 Soit 'l/. 'IW, mot infin7: SU7' un alp//,(I,bct ,n:'lI.i /1, Le Systr"lT/.l' dynmJl:i.qw;

(.Y", 'l') est mini'llwl si d se'lJ.ie'lll,e'll.t si 'U. est 'IW:~/"O""III,é'llù;nt n:cII:I"Iï:nl.

("est ('Il V<'l'tll de Cl' th{'()n'lI1(~ qll'lIu lllot iufiui 11lIifOl"llj{~uj(~ut r{~ClIn('llt est. apl)('l{~ 11101.

1l1illilI1él1.

1.5 Graphes de mots

L5.1 Graphes de De Bruijn

Ou COllsid(~n~ \lu alphabet A de cardinal Cf nou ulI1. Dans I(~ but de coustmil'P l(~s

mots fillis circlllail"(~s de longllem Cf" tels (1'18 tout mot de louguem n appa,raisse l1IW et

1111(' s('1I1(' fois De Druijn a utilisé, daus [18], les graphes cie mots, Ainsi nous appelous

graphe de De Bl'llijll l(~ graphe d'liB moL de (:omplexiLè maxiIllale,

Définition 1.5.1 rA~ yrophe de DF. Br'll.ijn d 'ordrF. 'fi, sur l 'alphaiJet A est lF. graphe orienté

de q" sOIll.mr:ts de lonY1l.e1l.7' n où, delJ.:J: SO'lfI.7n.ets ïJ et v' .sm/,t rchf.s pm' 11:11. an: de l' "lie.'!"s

1,1 si le .'i'lljji:J:e de lonYlJ.e'll:r 'II - l dei' est le pns.{i:œ de IIJ'luj1lelJ.r 'Il - l dei'"

Exemples cIe graphes de De Bruijn sur un alphabet à deux lettres {II ()}: \\lir

la figllJ(' 1.1 ël la ]iilge L,I

1.5.2 Graphes de Rauzy

Introduits pal' G, Rallzy ils permetteIlt une visllalisation dcs (~uchaîIlCllwntsdes fa.c

t('lHS d' Il Il mot '/1 dOIlIl{'.

1:3



Bl B2

aab ~ abb

/~ ~ /~r~B3 Oaa ~a ... bab bbQ....
~~ /~/ Ji

baa ...... bba

FIG. 1.1 Les graphes de. De Bruijn d'ordre 1,2 et 3 sur {a,b}

Définition 1.5.2 Soit u un mot sur A. Pour tout n E N, on appelle graphe de Rauzy

d'ordre 11. de u le graphe orienté, noté r n, tel que:

-- Ses sommets sont les éléments de Ln(u)

- Pour tout v, v' E Ln (u) il existe un arc de v vers v' si et seulement s'il existe a et

b, éléments de A, vérifiant Yi = va = bv' et w E Ln +! Cu). la lettre a est appelée étiquette

de l'o.7"r. de "li à v', on note v ~ vr
•

A tout arc: de r" correspond un et un seul facteur de longueur n + 1 de ·U. Ainsi le

graph(~ dl, Rauzy d'ordre 11. d'IIII mot. u est. UIle représent.at.ion pratique de I\~llsemble

des far.tenrs de longuenr n + 1 de u. Deux sommets reliés par lin arr. sont dits sur.œssifs

car ils se suivent dans ledit mot.

Exemple: La fignre 1.2 de la page 15 dOlllw le::; graphe::; de Rauzy d'ordre 0, 1, 2 et. 3

du mot oe Thue-~'rorse oéfini dans la ser.tion 1.5 et dont les premières lettres sont:

Ai = abbabaabbaababbabaababbaabbabaabbaababba·,-
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Tl C ~---1""""b~\
. :tt/a ....~--- 0

,ba ~ aab .. abb

/ ~ '\. b{~lT2 aa bb T3 aba ~

~ 11 /
~

~~
~ab/

baa .... bba

FIG, 1.2 Les quatre premiers graphes de Rauzy du mot de Morse

Théorème 1.5.1 ((30]) Soit u un mot infni sur un alphabet ,fini A, Les propriétés

suivantes sont équivalentes:

(i) u est récurrent,

(ii) Tout factem' de u admet au moins deux occU7Tences dans u,

(iii) Pour tout entier n E N, le graphe de Rauzy d'ordre f ~ est fortement connexe.

(iv) Tout facteur de u est prolongeable à gauche.

1.5.3 Graphes dérivés des graphes de Rauzy

Soit u un mot infini sur un alphabet fini A.

Définition 1.5.3 Soit f n le graphe de Rauzy d'ordre n de u. Le graphe dérivé de f n,

noté D(fn ), est le graphe orienté tel que:

- Ses sommets sont les arcs de f n, c'est-à-dire les facteurs de longueurs n + 1 de u.

Il admet un arc de v vers v', lorsque dans f" le sommet d'arrivée de l'arc v est le

sommet de dépar·t de l'arc v'; c'est-à -dire qu'il existe a et b de A tels que va = ln/.

Nous observons que les arcs de f n +1 correspondent à tous les éléments de L n +2(u) tandis

que les arcs de D(fn) représentent tous les mots possibles de longueur n + 2 construits

à partir des éléments L n + 1(u), Ainsi tout arc de f n+! est un arc de D(fn) et donc f n+!

est un sous graphe de D(t'n)' Donc le graphe de Rauzy f n+1 est obtenu à partir du
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graphe D(fn ) par ret.rait éventuel de certains arcs.

Proposition 1:5.2 Soit u un mot récurrent sur un alphabet .fini A et n tm entier' na

1'I,;l. Si le mot u ne possède pas de f(J,ctell.r· bispécial de 10ngueuT n, (J.lOTS f"+l = D(f,,).

Preuve: Soit U lin mot récnrrent snr IIll alphabet. fini A et n 1\11 ent.ier Ilatlln~l tel qlle

u n'admette pas de factenr bispécial de longllenr n. Supposons Tn + l 0/ D(f,,). Alors il

existe un arc atb (a, b E A) de longueur n + 2 qui n'appartient pas à f"_1 i.e nib n'est

pa..<; dans L n +2(u). Or, COllIme atb est Ill! arc de D(f,,) alors (1./ (~t. th appart i('llll(-~lIt ci.

L"+l ('Il). Par suite, connne 'Il est réClInent, le factem t.b (resp. aL) est prolongpable cl

gauche (resp. il. droite) par une lettre a' (resp. b'). PIns précisément a'ib et aLb' sont

dans L"+2(U), De plus a' est distincte de a et b' distincte de b puisque atb n'est pas dans

L n +2(u). Par conséquent test bispécial car les mots at, tb, a't et tb' sont tous facteurs

d(~ longll(~nr n + 1 d(~ ·ll. Absnrde. 0

1.6 Morphismes de mots

Les substitutions sont des applications définies sm A * qui géllèrent de fa~:on natlll'elle

des mots infinis de basse complexité.

Définition 1.6.1 On appelle substitution sur un alpha/Jet /\ toute (ffJulu:atum l : /1 ------l

A *. Toute substitution f se [!mlonge rie TT/,o.1/:ihe TUJ.t'IJ:ldle en 'Ir/,o'lphiS'lII.e d'Il. 'I!U)'fw·i.'de A*

dans lui-même par concaténation (i.e fCuv) = f('u)fCu), V'Il,V E A* et f(E) = ::), puis

en une application de Aoo dans lui-même.

Point fixe cl 'un morphisme. On appelle point fixe d'un morphisme f Ull mot infini

'IL v~~rifiant f (u) = 'IL.

Définition 1.6.2 Un morphisme f est dit:

unifonne de module p si ]Jour tout a E A 011. a: If(o.)1 = p;

cT'Oissant si pOUT tout a E A on a: 1f (Cl) 1 2:: 2;

non effaçant si ponr tout a E A on a: f (a) 0/ c;

- prolongea.ble en'a (une lettre de A) si f(o.) = (lll avec 'Il E J\-"-.

UIl lllol'pltisIlW de lllod lll(~ 1 (~st a.ppelé lllorphislll(~ li ttéra.1.

Définition 1.6.3 Soit. f un mOTphismc sur' A*. L'image mi1'Où' de l est le 1!i()rphis1!il'

noté 7 et d~fini sur A * paT 7(a.) = f (a.) pOUT tout a E A.
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Propositiqn 1.6.1 Soit f un morphisme prolongeable en a E A. Alors pour tout k 2 1

on a:

Preuve: Comme f(a) = au, on a p(a) = f(J(a)) = f(CLU) = f(a)f(u) = auf(ll)·

Supposons qll(~ l'on ait fk(a) = CL'Il.f(u).f2('Il) ... .r-\u); on obtient alors:

fk+1(a) = f(Jk(a))

f(auf('Il)f2('n)··· fk-1(U))

f(a)f(u)f(J('u))f(f2(u))·· . fCt-- 1 ('Il))

= auf(u)f2(u)··· fk(u)

o
La lmite a; f(a), p(a), ... , fk(a), ... converge vers un mot infini 1l. Ce mot est dit

engendré par f et est noté fW(a). On écrit alors fW(a) = limfk(a).

Exemple: Considérons, sur l'alphabet binaire {a, b}, le morphisme de Thue-Morse j..L

défini par i,L(a) = ab et j..L( b) = ba. j..L est prolongeable en a et engendre donc \ln mot

infini M appelé mot de Thue-Morse.

M = j..LW(a) = abbabaabbaababbabaababbaabbabaabbaababba···

Le mot cie Tlme-l\1orse a fait l'objet cie llOlllbr<'llS(~S dllcl(~s, t,wt aritll1l1{~tiq\lcs qlw

combinatoires (voir par exemple Ill], [19]).

Proposition 1.6.2 Soit f un morphisme prolongeable en CL. Alors, pour tout k 2 1, fk

est un morphisme prolongeable engendrant le mot infini fW (a).

Preuve: f étant prolongeable en a on a f(a) = (L'U et jk(a) = auf(u)p(u)··· fk-1(U)

où 1l est UnIllot fini lion vide. En posant v = uf(u)P(ll) .,. /"":'1 (-U), on a fk(a) = av

où v est un mot fini non vide car 1l l'est. Ainsi, fk est nn morphisme prolongeable en

a. Le mot infini qu'il engendre est la limite de la suite a, fk(a), f2k(a), ... , f'ik(a), ...

qui est une suite extraite de la suite (fk(a)) k dont la limité est le mot engendré par f.
Par conséquent f et fk engendrent le même mot infini fW(a). 0
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Lorsqll~'·U est point fix~ cI'nn morphism~ prolongeahle en a n;ms avons lin (:rit~re cie

minimalité en fonction de f ([31]).

Théorème 1.6.3 Soit u un point fixe d'un morphisme l sur un alphabet A. Si a est

préfixe de oU avec If(a)1 ~ 2 et si toutes les lettres de A sont dans oU, alors les propriétés

suivantes sont équivalentes:

(i) ou est min1:ma.l et lim 1 fk (b) 1 = +00 pour toutes les lettres b de A.

(ii) il existe l ~ #A tel que pour tout b E A, a E L(Jl(b)).

(iii) pout· tout b E A il e:riste k(b) EN tel que a E L(Jk(lJ) (b)).

Lorsque A = {a,b}, T. Tapsoba a donné dans [351 un critère de minimalité très simple.

Théorème 1.6.4 Soit 'U un mot infini point fixe d'un morphisme f sur un alphabet

A = {a,b} tel que a soit préfixe de 'Il et b E alph(u).

(i) Supposons f croissa:ide, a.lors: 'Il est minima.le si et seulp-ri/oent si a E alph(J(b)}.

(ii) Supposons If(a)1 ~ 2 et f(b) = b, alors: ou est minimale si et seulement si

f(a) EaA·a .
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Chapitre 2

Mots et morphismes sturmiens

2.1 Introduction

.Un mot stnrmÏl-m pst lm mot infini binairp qui possèop pxactpnwnt 'II. + 1 fac:tp1l1's

distinr.ts de longueur n. L'étude des mots sturmiens a été initiée par Hedlund et Morse à

la fin des années 1930 dans un développement sur les systèmes dynamiques symboliques

. ([29], [30J). Depuis lors une importante littérature a éte r.ollsar.rée à !.eS mots, notamment

au cours des deux dernières décennies ([5], [6], [7], [10], [21], [34]), On connaît aujour

d 'hui de multiples caractérisations de ces mots et diverses méthodes pour les générer.

Eu particulier Morse et Hedluud ont IIloutré que ces IIlotS s'interprètput COIIlIIlP le codage

de l'orbite d'un point du r.erde unité sous l'adion d'une rotation d'angle a irrationnel

lorsqu'on partitionne le cercle en deux intervalles de longueurs respectives a et 1 - a

([30]). Une autre méthode de r.onstrudion a été proposée par Arnoux et Rauzy qui ont

montré que .les mots sturmiens s'obtiennent également en itérant infiniment deux mor

phismps particuliers ([4], [32]),

Dans ce chapitre nous nous intéressons aux morphismes sturmiens 'i.e les morphismes

tels que l'image de tout mot sturmien est lIn mot sturmien. Ces morphismes ont été

largement étudiés ( 17], 18], [9], [16], [l7], [28], [34j).

Ce chapitre est organisé ainsi qu'il suit. Nous reprenons d'abord (section 2.2) certaines

propriétés eonnues sur ces mots ct nous montrons une nouvelle propriété caractéristique

de !.eS derniers (théorème 2,2,7). Dans la sedion 2.3 nous rappelons une earar.térisation
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constru<:tiv(~ des morphismes stmmiens dîl(~ a F. \Jlignosi et P; SN~hold ([28]). Puis nous

montrons que si l'image d'un mot par un morphi!';me sturmien est l!ll mot sturmien alors

ce mot l'est aussi.

2.2 Mots sturmiens

Soit u un mot infini sur un alphabet fini A. On a vu au chapitre 1 que la fonction de

complexité p est croissante. De plus si '1l est ultimement périodique alors p est bornée et

on peut trouver 71 tel que p(n + 1) = p(n). On en déduit que si '1l est non ultimement

périodique alors sa fonction de complexité p vérifie ])(71) 2:: n+ 1 puisque p est strictement

croissante et que p(1) 2:: 2. Dans ce paragraphe nous nous intéressons aux mots infinis

non ultimement périodiques de complexité minimale.

Définition 2.2.1 Soit 1l un mot 'infini sur un alphabet A. On dit que 1l est sturmien si

sa fonction de comple.7:ité p véri.fie:

\In EN: p(n) = Tl + 1.

Tout mot sturmien 'U est défini sur un alphabet de cardinal 2 car d'après la définition

ci-dessus p(1) = 2. Pour cela dans ce chapitre, sauf mention contraire, nous travaillerons

sur l'alphabet {a, b}.

Exemple: 'Le mot sturmien le plus connu est le célèbre mot de Fibonacci

F = abaababaabaababaababaabaababaaba···

engendré par le. morphisme <I> dêfini par <I>(a) = ab et <I>(b) = a, C<~ mot a été profondé

ment étudié et nombreuses de ses propriétés peuvent êtn~ retrouvées dans [51 et [341.

La définition 2.2.1 conduit à:

Proposition 2.2.1 Soit '1l un mot stvnnien. On a:

(i) u contient ab et ba.

(ii) u contient un et un se1ll des mots aa pt bb.

Preuve: (i) Si ab n'est pas dans 11, alors 'IL = bW ou '1l = liaw , (k 2:: O)et IL serait

ultimement périodique; ce qui est contradictoire avec le caractère sturmien de 'Il. De
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même on montre que ba est dans 'U.

(ii) Nous avons p(2) = 3. Ainsi u possède exactement 3 facteurs de longueur 2. D'après

(i) ab et ba sont deux de ces trois facteurs de longueur 2 . Nécessairement le troisième

facteur de longueur 2 de u est soit aa, soit bb. 0

Définition 2.2.2 Soit 'IL un mot sur un alphabet fini A. On dit qu'une lettTe (1 est isàlée

dans 'IL lorsque a E alph(u) tandis que aa n'est pas dans 'IL.

Par exemple, dans le mot de Fibonacci la lettre b est isolée.

Comme conséquence de la proposition 2.2.1, tout mot sturmien possède une et une seule

lettre isolée.

Définition 2.2.3 Un mot sturmien u est dit a-sturmien (res[J' b-sturmien) si a (resp.

b) n'est'pas isolée dans u.

La remarque suivante vient de la proposition 2.2.1.

Remarque 2.2.1 Tout mot sturmien u est soit a-sturmien soit b-sturmien.

Théorème 2.2.2 Soit u un mot récurrent sur l'alphabet A = {a,b}. Les assertions

suivantes sont équivalentes:

(i) u p..st sturmien.

(ii) '<In E N, :J! (D~, G~) E L;(u) : a+ D~ = a-Gn = 2.

Preuve: u sturmien <=> ('<In EN, p(n) = n + 1)

<=> ('<In EN, pen + 1) - pen) = 1)

<=> ('<In ~ N, pen + 1) - p(n) = EWEL,,(ll) (a+w - 1) = EWEL,,(u)(a-w - 1) = 1)
<=> ('<In E N, :J! (Dn,Gn) E L;(u) : a+Dn = a-Gn = 2) car u est récurrent.

Proposition 2.2.3 ((24]) Tout mot stu:rmien est unifonnérrient rér;urrent.

Définition 2.2.4 Soit u un mot défini sur A. On dit que u est équûibré S1; pour tous

facteurs v et w de même longueur et toute lettre a de A on a:

Proposition 2.2.4 Soit 'U un mot sur l'alphabet A. 'U est non équilibré .s'il existe dc'U1;

lettres distinctes a et b et un mot ,fini v tels que ava et bvb appm'tiennent à LCu).
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Preuve: Supposons u non équilibré. Alors on peut considérer deux fadeurs w et w'

de longueur n minimale de u tels que 1(lwla - Iw'la)1 ~ 2. Comme n est minimal tout

couple (t, t') de facteurs de u de longueur m inférieure à n vérifie Iitia -!t'Ibl :::; 1. On

peut encore écrire w = xvy et w' = x'v'y' avec x, y x' y' E A. Comme Ixvl = Ix'v'l < n,

par minimalité de n nous avons Ilxvla - Ix'v'lai ::; 1. Par conséquent y i- y'. De la même

manière on montre que x i- x'. Supposons x i- y. Puisque y i- y', fixons pour continuer

x = a et x' == b. Alors y = b et y' = a et donc w = avb et 11/ = bv'a. D'où:

Ce qui est absurde, car par hypothèse, Ilwla -lw'lal ~ 2. Donc w = ava et w' = bv'b.

Montrons pour terminer que v = v'. Si v i- v' alors nous aurons (v = tat' et v' = tbt")

. ou (v = tbt' et v' = tat") avec t, t'et tIf des mots non vides. Si v = tat' et v' = tbt" alors

ata et btb sont dans u, ce qui est contradictoire avec la minimalité de n. Si v = tbt' et

v' = tat" sont dans u alors nous avons:

Ilt'ala -It"blal = Ilatbt'ala -Ibtat"blal = Ilwla-Iw'lal ~ 2.

Ce qui est contradictoire avec la minimalité de n car It' al = It"bl < n.

Conséquence: Tout mot u éqllililH:é admet une lettre isolée.

Définition 2.2.5 On appells clôture de mots équilibrés, tout ensemble C de mots sur

A vérifiant:

- \Iv E C: L(v) ç C

\Iv, w E c, Ivl = Iwl: Ilvla-Iwlal ::; 1

Lemme 2.2.1 Soit C une clôture de mots équilibr·és. On a:

p(n, C)::; n+ 1

où p(n, C) == # {v E C: Ivl = n}.

Preuve: Soit C une clôture de mots équilibrés. Supposons qu'il existe n un entier naturel

tel que p(n, C) ~ n + 2. Prenons n le plus petit des entiers vérifiant cette condition i.e

p(n -l,C)::; n. Nous avons:

s(n, C) = p(n, C) - p(n - 1, C) ~ (n + 2) - p(n - 1, C) ~ (n + 2) - n = 2
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Ainsi C aclmet au moins cieux ~l~ments (cie longuellf n - 1) poss~clant chacun deux

prolongements dans C. Soit Dl et D2 deux de ces factellfs. Alors les mots

sont dans C. Comme Dl et D2 sont distincts ils existe alors des mots D, DI, DI/ tels qne

Dl = DlaD et D2 = DI/bD. Ainsi nous observons que aDa et bDb sont dans C. D'où:

IlaDala - IbDblal = 2 2 1.

Donc C 11 'est pas llnc c:lôturc cie mots (~quilihr~s. Absurde. o

Corollaire 2.2.1 Soit u un mot in.fin?: sur A. Si u est érj7lilihré alors p(n) :S n + 1 po1lr

tout entier n.

Preuve: Il snffit de remarquer que pour tont mot 1l infini et équilibré L(u) forme une

clôture de mots équilibrés puis d'appliquer le lemme 2.2.1 ci-dessus. 0

La caractérisation suivante est fort utik (130]).

Théorème 2.2.5 (MoT.'ie f<} Herllund ) 'u est un mot stunnien si et seulement si il est

non ultimement périodique et équilibré.

Théorème 2.2.6 L'ensemble des facteurs d'un mot sturmien est stable par image mi

roir, i. e

"Iv ELeu) : Ti E L(u)

Preuve: Soient 'Tl un entier natllfel et 'U un mot stnrmien donné. Désignons par L(11)

l'ensemble des images miroir des éléments de L(u): L(u) = {Ti: v E L('IL)}. Posons

C = L(u) u L(u)

et montrons que C est une clôture cie mots équilibrés. Soit 'Li ct w deux ülérnents cie C

de même longueur.

Supposons 11 et 1U dans L(u). Alors

puisque 'u est sturmien (cf. théorème 2.2.5).
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SllppOSOIlS ['llll d(~s denx mots dam; L(u) pt ['ant.re dans L(I/,). 011 P('IIt., arllitrain~I1](~I1t.,

considérer v dans L(u) et w dans L(u). Alors west dans L(u) et comme 1101" = IUil u on

a:

puisqne li est éqnilibré.

Supposons v ct lU dans LCu). Alors v ct lU sont dans L(u). D'où

puisque 'Il est équilibré.

Ainsi v et lU étant choisis quelconques dans C on en dédnit qlle C est nne clôture de

mots éqnilibrés. Donc p(n, C) = # (Ln(u) U Ln(u)) ::;- TI. + 1 d'après le lem~e 2.2.1.

Par suite, LlI Cu) = L,,(u) U L,,cu) puisque #L.Il ('Il) = n + 1 (car 11 est stunnien) et

Ln(u) ç (L,,cu) U L,,(u)). Ainsi L-I1 ('//,) ç LI/Cu) ct par cons(~qllcnt L('Il) ç L(u). 0

Théorème 2.2.7 Soit u un mot a-sturmien. Alors il e.7:iste un entier' na.turel non nul

n tel que u s'écrit

avec 'Ilo ::; n + 1 et (Ci )i2: 1 une suite sturmienne sur' l'a.lphabet {O, 1}.

Preuve: Soit 'Il IlIl mot a-sturmien. Il existe lIn entier non nnl n tel qne 'Il est de la fornœ

où no ::; '1/. + l d (Ci)i2:J IIl1csuit(~ sur l'alphalwt {a, 1}. En effet, COllllIle 'U a-st.urJniclI,

alors b est isolé dans ·U. Donc 'U est de la forme

Supposons qll'il existe i. 2: 1 et j 2: 1 tels que 71) - 71., 2: 2, Alors ban'b et (/.",+2 (factem

de anj
) sont dans L(u), ce qui contredit l'équilibre. Donc pour tous i 2: 1 et j 2: 1,

ln) - ni! ::; 1. Si 011 prend n = min {(ndi2:1} et fi = ni - n, alors (fd E {O,I} pour

i 2: 1. Nous avons no ::; n + 1 car sinon, 0.,,+2 (facteur de 0."0) et banb sont dans L(u),
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ce qui contredit encore l'équilibre. Il reste donc à prouver que la sllite (Eik~1 est ,stur

mienne.

Supposons (EJi21 non stunnienne. Alors (EJi21 est ultimement. périodiqlle ou non éqni'

librée.

Si (Ei)i21 était ultimement périodique alors u le serait aussi, ce qlli est impossible car

. u est sturmien. Par suite, (Ei)i>1 est non équilibrée, et possède de ce fait deux fadeurs

de la forme OtO et Hl. Considérons les facteurs de (Ei)i21; en les écrivant cie telle sorte

que chaque lettre précède et succède lm b puis en remplaçant 0 par a" et 1 par 0,,,+1

on retrouve certains facteurs cie u. Ainsi u admet deux facteurs cie la forme ba"Ta"b et

ban+ 1Tan+1b. En posant 'W = anTan on r~marqll~ qll~ l~s mots mua ~t bwb sont dans 'Il.

Donc u est non équilibré. Absurde, car 'U est lm mot sturmien. Par conséquent (Ei)i>l

est une suite sturmienne.

2.3 Morphismes sturmiens

Définition 2.3.1 Un 1TI.01ph·isme f de A* dans lui-même est S/:IJ:I"III.ie'll. s'i f(:1.:) (~st stU'l'

mien pour tout mot sturmien x.

Le morphisme identité Id et le morphisme E qui échange a et b sont évidemment des

morphismes stllnniens.

. Proposition 2.3.1 Les morphismes ex et ct ci-dessous définis sont des morphismes stur-

m.zens.
a: A* --7 A*

a 1----7 a

ct: A* --7 A*

a 1----7 a

b 1----7 ab b 1----7 bu

Preuve: Montrons qne cette proposition est vraie pour ex; la preuve se faisant de manière

similaire pour ct.

Soit u un mot sturrnien.

Supposons a(u) non sturmien. Alors, a(u) est ultimement périodique on non ()qllilibré.

Si o{u.) est ultimement périodique alors il existe deux mots finis v et 1(1 et deux facteurs

'l'eL s lds que n(u) = 'liW
w

, 'li = nCr) eL '((1 = n(s). Par ~illiLe le mol n(u) s'écrit nCrsW
): cL

comme ex est injectif il vient que u = rsW
• Donc u est ultimement périodique. Absurde.
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Si n'Cu) est non p.quilihrp. alors n'Cu) admet deux facteurs de la forme aza et bzb. Comme

les mots 0'(0.2), o:(ab), O'(ba) et O'(b2) ne contiennent pas b2 alors O'(u) ne peut contenir

b2. Donc le mot z s'écrit z = ata et a(u) admet comme facteurs les mots 'VI = aataa et

112 = abatab. Comme la première lettre et la troisième occurrence de a ne peut provenir

que de la lettre a, on a al = O'(y) où y est un facteur de 'Il. Il s'en suit que o:(aya) ct

a(byb) appara.issent dans ü(u) ct clone aya ct byb SOllt des facteurs d(~ /1.. i\ hSIIl"<i(': car

1l sturmien.

Corollaire 2.3.1 Les morphismes E 0 a et E 0 ëY sont sturmiens.

D

Preuve: Soit 1l lin mot sturmien. O'(u) est un mot sturmien pllisqlle a est nn morphisme

sturmien (Proposition 2.3.1). Par suite E(a(u)) est sturmien car le morphism(~ rchange

est aussi stunniell. 011 mOlllre de même pour E 0 Q. D

Définition 2.3.2 Un morphisme sturmien f est dit a-sturmien (Tesp. b-stuTmien) sz

f (ab) 01/. f (ba) r:onti(':n.t 0.2 (n'.sp. b2
).

En vertu de cette définition on fait la remarque suivante.

Remarque 2.3.1 Toui ï/unphism.e siu1'1ràe1/,. ({:ul.,.,; que Jcl dE, (;,~l soit (/,-si'IJ:/'m.ù;'fI"

soit b-sturm.ù:TI..

Les morphismes a et Q SOlJt n-stul'HliellS talldis que E 0 Ct el E 0 Ct SOllt b-sLmtlliells.

Lemme 2.3.1 Soie'fl,t'u 'lm mot n3c'IJ:r'Te'fl,t S'Il'!' A et 'P E {a, a}. Le m.ot 'P(u) est stur"rnit-;'fI,

si et seulement si u est st'll,rmien.

Preuve: Soient 'Il un mot rp.current sur A et 'P E {a, a}, La démonstration étant similaire

pour a et Q nous faisons la preuve pour 'P = a.

Supposons 'U sturmien alors O'(u) est sturmien d'après la proposition 2.3.1 .

R.éciproquement supposons 'U non stul'mien et montrons que D'CU) ne peut être sturmien.

Comme 'U. est non sturmien alors il possède deux facteurs de la forme ala et btb. :'\011S

avons:

a(ata) = a(n)Ct:(t)a(a) = aa(t)a = aTa

O'(btb) = n(b)o:(t:)n(b) = abn(t)ab = abTab.
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où T = a(t). u ~tant. infini il ~xist.~ un~ lettre x cians A t~lle qu~ atax soit lin fact.~ur de

/1.. Par sllite nous avons:

a(atax) = a(ata)a(x) = aTaay

où y E {E, b}. Ainsi a(u) contient les deux mots awa et bwb avec w = Ta. Par conséquent

n{u) est non équilibré et ne pellt cione être stunnien. d

Lemme 2.3.2 Soit f un morphisme stuT1nien. Alon>, il e:àste q E {no rt, E 0 0". E 0 û}

et un morphisme h sturmien tels que f = 9 0 h.

Preuve: Soit f un morphisme stllfmien.

- Supposons f a-sturmien. Alors f(a) et f(b) sont des factellfs d'un certain mot a

sturmien. Par conséquent f(a) et f(v) appartiennent à {a, av}* ou à {a, va}* puisque

t.OIlt. mot a-stllllnien est dam; {a, av} * U {a, ba} *.

Cas 1: f(a), f(b) E {a, ab}*. Comme a(a) = a et a(b) = ab on en déduit que f(a) et f(b)

sont dans {a(a), a(b)}*. Il existe x ~t y dans A* tels que f(a) = a(x) et f(b) = a(y).

Soit II, la substitution telle que h(a) = x et h(b) = y. II, se prolonge par concaténation

en un morphisme sur A*. Nous avons f = a 0 h.

Le morphisme h est sturInien. En ~ffet soit 'U un mot stullnien. Alors .!Cu) = Cl' 0 h(u) =

a(h('ll)) est sturmien puisque f est. sturmien. On fm déduit par application du lemnw

2.3.1, que h.(-u} est sturmien. Par conséquent h est sturmien.

Cas 2: f(a), f(b) E {a, ba}*. Puisque a(a) = a et a(b) = ba, on montre comme daus le

cas précédent qu'il existe un morphisme II, sturmien tel que f = a 0 h.

~ Supposons f b-sturmien. Alors E 0 f est a-sturmien puisque le morphisme E échange

les rôles de a ct b. Par suite il existe un élément 9 dans {a, li} et un morphisme h

sturmien tels que E 0 f = go h. Or f = E 0 (E 0 1). D.'où f = E 0 (g 0 h) = g' 0 II, avec

q' E {E 0 a, E 0 a} . 0

Théorème 2.3.2 Soit f un morphisme sur A*. Alors, f est stunnien si et seulement

si f E {E, a, a}*

Preuve: Suffisance: Si l E {E, (~, a}* alors lest sturrnien car la composition ues

morphismes préserve les morphismes sturmiens.
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Néœssité: Soit f un morphisme stmmien. Montrons par récmrence sm IlfII, la longuem

de f (11fll = 2:aEA If(a)I), que nous avons:

f E {E,o,or

- Si Ilfll = 2 alors f E {Id, E}, puisque f est non effaçant en tant que morphisme

srmmien. Donc f E {E,o,ar

Supposous que Il fil ~ 3 et qlle tout morphisme stul'lnien de longuenr strictement iufé

rieure à llfll appartienne à {E, a, ar. D'après le lemme 2.3.2 il existe 9 E {a, 0, E 0 0, E 0 a}

et h un morphisme stul'Inien tels que I = yoh. Vrritions que 11h11 < IIIII. Pom ce faire,

prenons arbitrairement 9 = 0:'. Comml' In(a)1 = 1 et 1000(b) 1= 2, nous aVOns:

Ilfll (lh(a)la + 2Ih(a)lb) + (lh(b)la + 2I h(b)lb)

(lh(a)1 + [h(a)lb) + (lh(b)1 + Ih(b)lb)

(lh(a)1 + Ih(b)l) + (lh(a)lb + Ih(b)lb)

11h11 + Ih(ab)lb

Comme h est sturmien, h(ab) contient uécessairemeut un b. Douc Ih(ab)lb ~ 1 et par

conséquent 11h11 < Ilfll·
Donc, par hypothèse de récurrence, hE {E, 0, or. Ainsi, f = go hE {E, 0, ar.

o

.Théorème2.3.3 Soient J; un mot n>'r.7L1'Tcnt ct fun mo,,.phi.srne .st'llnn:;'cn .sUT A*. Alors,

f (x) est sturmien si et seulement si ;t: est stnrmirn.

Preuve: Ce thèorème est uue couséqueIH:e immédiate du lemme 2.~3.1 (~t du théorème

2.3.2.
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Chapitre 3

Mots et morphismes d'Arnoux-Rauzy

3.1 Introduction

Un mot d'Arnoux-Rauzy est IIll mot (sm un alphahet à trois lettn~s) uniformp.ment

récmrent de complexité 2n + 1 caractérisé par une certaine condition comhinatoire (voir

définition plus loin). L'étude de ces mots a été introduite par G. Rauzy dans [32]. Plus

tard P. Arnoux et G. Hauzy ont donné une caractérisation géométrique de ces mots ([4]),

ce qui a valu d ~ailleurs leurs noms à l'appellation actuelle de cette classe de mots. Depuis

lors une importante littérature a été publiée sur leurs propriétés (voir par exemple [14],

[38]).

Les graphes des mots d' Arnoux-Rauzy sont souvent VilS comme une généralisation de

ceux des mots sturmiens. Ceci a permis de nombreuses généralisations des propriétés

combinatoires des mots sturmiens à ceux ri' Arnollx-RaU7:Y.

F. Ylignosi et P. Sééhold ([28]) ont ohtenu lIne caractérisation des morphismes stmmiens.

Nous nous proposons dans ce chapitre de donner une caractérisation des morphismes

d'Amoux-Rauzy qui sout des morphismes tels que l'image de tout mot d'Al1loux-Rauzy

est d' Arnoux-Rauzy.

Dans ce qui suit, après avoir défini et énoncé quelques propriétés des mots d'Arnoux

Rauzy nous étudions les morphismes d'Arnoux-Rauzy et nous montrons qu'ils sont en

gendrés par uue famille de quatre morphismes.

Les principaux résultats de ce chapitre sont dans [25].
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3.2 Mots d'Arnoux-Rauzy

Dans tout ce chapitre l'alphabet considéré est A = {a, b, e}.

Définition 3.2.1 Soit u un mot sur un alphabet à trois lettres de complexité p(n) '--

2n+ 1. On dit que u est un mot d'Arnoux-Rauzy si pOlLr tout nombre entier' naturel n, il

existe un unique facteur de longueur n triprolongeable à droite Dn , et un unique facteur

de longueur n triprolongeable à gauche Gn (i.e 8-Gn = 8+ Dn =3). On dira simplement

que u est un AR-mot.

L'exemple le plus classique de mot d'Amoux-R.am~yest le mot de TriiJonacci ([15]), en

gendré par le morphisme (J défini sur l'alphabet A par (J(a) = ab, (J(b) = ae et (J(e) = a.

Les mots d' Arnoux-Rauzy sont tous infinis et non ultimement périodiques car leur fonc

tioIl de complexité est Ilon bornée.

Remarque 3.2.1 Tout fadem' 'Il d'un AR-mot u vé'ri,.fie

8-v = 1 ou 3 et 8+v = 1 ou 3.

En d'autres termes aucun facteur d'un AR-mot ne peut être biprolongeablc. Dans [24]

P. Hubert a démontré le théorème suivant.

Théorème 3.2.1 Tout mot d'Arnou.1:-Rauzy est uniformément récurrent.

Proposition 3.2.2 Tout mot d'Arnoux-Rauzy admet exclusivement l'un des trois mots

a2, b2 et e2 en facteur.

Preuve: Soit u un mot d'Arnoux-Rauzy. Alors les trois lettres sont présentes dans u

car p(l) = 3. Il existe doue une et une seule lettre x dan~ {a, b, e} telle que 8+x = 3. Ou

peut prendre sans restreindre la généralité x = a. Ainsi a2, ab, et ae sont facteurs de u.

Supposons b2 et e2 dans u. Alors les cinq facteurs de longueur 2 sont a2, b2, e2
, ab

et ae. Ainsi, le seul prolongement il droite de b est b; donc u s'écrit de la forme wbw et

ultimement périodique. Absurde, car 'U est un AR-mot.

Supposons b2dans 'U et pas e2
. Alors les cinq facteurs de longllelll' 2 saut. soit a2, b2, ab, (Le

et eb, soit a2, b2, ab, ae et ca.

Dans le premier cas le seul prolongement ci droite de b est b, donc. on conclut comme

dans la première supposition. Dans le deuxième cas on a (j-b = 2. Ce qui est impossible
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en vèrtu de la remarque 3.2.1. Les mêmes arguments rest.ent. valahles si c2 dans u et. pas

b2
.

Finalement u contient un seul carré de lettre. o

Cette proposition nous permet de scinder les mots d'Arnoux-Ilauzy en trois classes

. à travers la définition suivante.

Définition 3.2.2 Un mot d'Arnoux-Rauzy 'IL est un ARa-mot (resp. AR{,-rnot, ARc 

mot) si 0.2 (rfsp. b2, c2) fst fadt'.ur dt'. u.

Le mot de tribonacci est un ARa-mot.

Proposition 3.2.3 Soit u un mot d'Arnoux-Rauzy. Les cinq facteurs de longueur 2

sont du type
2

X , xy, xz, yx et zx

où {x,y,z} = {a,b,c}.

preuve: On peut prendre sans restreindre la généralité x = a, y = b et z = c. u

contient 0.2 et donc ne contient ni b2 ni c2, en vertu de la proposition 3.2.2. De plus

[)+ a = 3, [)+ b =:= 1 et [)+ c = 1. Donc ba ou bien bc (resp. ca ou bien cb) est dans u.

Si bc (resp. cb) est. dans u alors [)- c = 2 (resp. [)- b = 2). Ce qui est contradictoire c:ar

u est \ln AR:-mot. Par conséquent ba et ca sont facteurs de ·U. Donc 0.2, ab, (le, ba et ca

sont les cinq facteurs de longueur 2 de u. 0

La proposition suivante nous donne une forme générale des mots d'Arnoux-Rauzy.

. Proposition 3.2.4 Pour tout ARa-mot u, il existe un entier naturel non nul n tel que

u s'écr·it sous la fOT7ne

où D S no S n + 1, Xi E {b, c} ft lOi E {D, 1} pour i = 1,2,3, ...

Preuve: Soit u un ARa-mot. u tontient 0.2 et c:omrrw il (~st uniformément réc:urrent d

non ultimement périodique il admet une p\lissance maximale de a (laquelle puissance

étant supérieure ou égale à 2). Ainsi il existe un entier naturel non nul TI. tel que cette

puissance soit égale à n + 1. Alors xa ll+1y est dans Ln+3 (u) avec x i a et y -=1 a. Il s'en

suit que
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sont dans Ln+l(u) pour tout k E {1,2, ... ,n}. D'où

et par la remaque 3.2.1 on conclut que

u admet un facteur de la forme xamy avec m. < n + 1 et x, y E {b, e} . En effet dans le

cas contraire u s'écrit

où a :s no :s n + 1 et Xi E {b, e} pour i = 1,2,3, .... Or u étant un AR-mot, les lettres

b et e sont dans u et donc an+1b et an+l e sont dans L(u). Par conséquent 8+an+1 = 2

car an +2 tj L(u) puisque n + 1 est la puissance maximale de a dans u. Ce qui est

r.ontradictoire car u étant un AR-mot, nécessairement 8+an+1 = 1 ou 8+an+1 = 3 (cf.

Remarque 3.2.1 ).

Supposons m. < n. Alors m + 1 :s n et donc

d'après (*). Par conséquent xam+l est dans Lm+2 (u) et comme xamy est dans Lm+2 (u)

. il s'en suit que 8+xam
~ 2 d'où 8+xam = 3 (Remarque 3.2.1). Ce qui est impossible car

u étant IlIl AR-mot, arn+l est l'unique fadeur spécial à droite de 'U de 10ngue\lI' m + 1.

Par conséquent m = n.

En définitive u s'écrit sous la forme

où a :s no :s n + 1, Xi E {b, e} et lOi E {a, 1} pour i = 1,2,3, .... o

Proposition 3.2.5 Soit u un ARa-mot. Alors an+l où n + 1 est la puissance maximale

de a, admet la même lettTe comme pTolongement à gauche et à dToite do:ns u.

Preuve: Comme ri + 1 est la puissance maximale de a dans 'u on a:
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Par eonséquent il existe une et une seule lettre clans {b, c} préeéclant (resp. suivant) an+1

dans u. Il en résulte que

où x,yE {b,c} .

. Supposons x =1 y. Alors yan+1 et an+1x ne sont pas dans Ln+2 (u). Cependant yan et anx

sont dans Ln+1(u) puisque éJ-an = éJ+an = 3. Par suite,

car l'unique facteur spécial à droite (resp. à gauche) de longueur Tl. + 1 de 'il finit (resp.

commence) par an alors qlle éJ+an+1 = éJ-a7!+l = 1. Il en résulte que l(~s mots

appartiennent à Ln +2 (u).

D'autre part, éJ+xan = 3 implique éJ+yan = 1. Par suite y est l'unique prolongement de

yan dans u et donc yanx tt. Ln+2 (u). Par conséquent yan est nécessairement suivi de yan

et alors u est ultimement périodique. Absurde, car u est un AR-mot. 0

3.3 Morphismes d'Arnoux-Rauzy

Définition 3.3.1 Un morphisme f sur A* est dit d'Arnoux-Rauzy, si pour tout mot

d'ArnolLx-Ra.7/,zy u, f(u) est un mot d'ArnolL.7:-Rauzy. Plus simplement on dira. qlLe f est

un AR-morphisme.

Les six morphismes ci-dessous définis sont évidemment des AR-morphismes.
Id: A * ~ A* E: A * ~ A* E': A * ~ A*

a f----} a a f----} c af----}b

b f----} b bf----}a b f----} C

C f----} C C f----} b Cf----} a

Ea : A* --t A* Eb : A* --t A* Ec : A* ~A*

a~a a f----} C af----}b

b~c b f----} b bf----}a

C f----} b Cf----} a C f----} C
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Pour la slIitp nOliS dPsignerons par AR-morphisnw trivial sm /1* tOllt (d~llwllt de l\~ti

semble {Id, E, E', Ea , Eh, Er}.

Lemme 3.3.1 L~s 7'I",latùm,,'i s'/Livo,'ntes sont vérifiées:

Id=EoEoE,

E' = Eo E,

Preuve:

E: 0 E 0 E(a) = E 0 E(c) = E(b) = a,

EoEoE(b) = EoE(a)=E(c)=b,

EoEoE(c) = EoE(b)=E(a)=c.

(3.1), (3.2) pt (3.3) ===> Id = E 0 E 0 E.

E 0 E(a) = b = E'(a),

E 0 E(b) = c = E'(b),

E 0 E(c) = a = E'(c).

(3.4), (3.5) et (3.6) ===> E' = E 0 E.

E 0 E,,(a) = E (a) = c = Eh (a) ,

E 0 Ea(b) = E(c) = b = Eh(b),

E 0 Ea(c) = E(b) = a = Eh(c).

(3.7), (3.8) et (3.9) ===> Eh = E 0 Ea.

Ea 0 E(a) = Ea(c) = b = Ec(a),

Ea 0 E(b) = Ea(a) = a = Ec(b),

Eu 0 E(c) = E,,(b) = c = Ec(c).
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(3.10), (3.11) et (3.12) ===> Ec = Ea 0 E.

T! en résulte que l'ensemble des AR-morphismes triviaux est engendré par {B, B,.}. 0

Remarque 3.3.1 L'ensemble des AR-morphismes triviaw: étant isomo'rphe à 8:), nous

retrouvons ir:i une propriété hien r:onnue sur œ groupe de penn:lI.tations; il est engp.nrin)

par une permutation r:irr:ulaire et v:n.e transposition.

Proposition 3.3.1 Pour tout AR-morphisme non trivial f, un et un seul des mots

a2 , b2 et c2 est fadeur de f(abcacba).

Preuve:

- f (abcacba) contient a2 ou b2 ou c2
.

Supposons qu'aucun des mots a2 , b2 et c2 ne soit facteur de f(abcacba).

Soit 'U un ARa-mot. Les cinq factellfs de longuellf 2 de u sont

a2
, ab, ac, ba et ca.

Comme le mot

f( abcacba) = f( a)f(bc) f( ac)f(ba) = f( ab) f( ca) f( cb )f(a)

ne contient aucun carré de lettre alors il en est de même pour les mots

f(ab), f(ac), f(ba) et f(ca).

Or f étant un AR-morphisme, alors f( u) est un AR-mot et contient par conséquent

un carré de lettre. Un tel carré est donc dans f(a 2 ) car tout facteur de longueur 2 de

f(u) est nécessairement dans l'image d'un facteur de longueur 2 de ·U. Par suite f(a)

commence et finit par la même lettre puisque f(a) ne contient pas de carré de lettre.

En considérant un ARb-mot (resp. ARc-mot) on montre de même que f(b) (resp. f(c))

commenœ et finit par la même lettre.

f(a) = x ou f(a) = XT.1:, f(b) = Y ou f(b) = ysy et f(c) = z ou f(c) = zf.z

où T,S et t sont des mots finis et :7.:, y et z sont des lettres différentes.

Comme f est non trivial nous avons, à une permutation près d'images, l'un des trois

cas suivants:
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Cas 1: f(a) = XTX, f(b) = ysy et f(c) = ztz

Cas 2: f(a) = x, f(b) = ysy et f(c) = ztz

Cas 3: f(a) = x, f(b) = Y et f(c) = ztz

Chacun des trois cas conduit à une contradiction

En effet:

Cas 1: f(a) = XTX, f(b) = ysy ct f(c) = ztz

Considérons un AR-mot u dont les facteurs de longueur 2 sont a2
, ab, ba, ac et ca. Il

s'en suit que

XTX2TX, XTXYSY, YSYXTX, XTXZtZ et ZtZXTX

sont facteurs de f(u) qui est un AR-mot. f(u) contient x 2 et donc ne contient ni yz ni

zy (cf. Proposition 3.2.3). Par conséquent

t = x ou t = xt'x (*)

où t'est dans A·

Considérons maintenant un AR-mot u' dont les facteurs de longueur 2 sont b2 , ba, ab, bc

et cb. Alors les mots

ysy2 sy , YSYXTX, .'CTXYSY, ysyztz et ztzysy

sont présents dans f(u') qui f-st du reste un AR-mot.. Comme y2 est dans feu') alors les

mots xz et zx ne sont pas dans f( u'). Il en résulte que

t =y ou t = Yt'y (**)

où t'est dans A·

(*) et (**) impliquent que t commence (ou finit) par deux lettres différentes en l'occur

rence x et y. Absurde.

Cas 2: f(a) = x, f(b) = ysy et f(c) = ztz Considérons un AR-mot u dont les facteurs

de longueur 2 sont a2 , ab, ba, ac et ca.. Alors les mots

X2, xysy, ysyx, xztz et ztzx

sont facteurs du AIl-mot f(u) . Les mots yz et zy ne sont pas facteurs de f(u) puisque

.x 2 est dans f(u). Donc

t = x ou t = xt'x (* * *)
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où t'est dans A*

De ~ême en prenant un AR-mot u' contenant b2 on obtient

t = Y ou t = Yt'y. (* * **)

(* * *) et (* * **) impliquent que t commence (ou finit) par par deux lettres différentes

en Iloccurrence x et y. Absurde.

Cas 3: f(a) = x, f(b) = y ct f(c) = ztz

De manière analogue aux ca'> précédents on montre que t commence ou finit par deux

lettres différentes qui sont x et y. Absurde.

Dam; tous les ca..'i f(abcacba) eontient a2 ou b2 ou c2 en facteur.

- f (abcacba) contient un et un seul des trois mots a2 , b2 et c2
.

Supposons a2 et b2 facteurs de f(abcacba). Comme

j(abcacba) = f(a)f(bc)f(ac)f(ba) = f(ab)f(ca)f(cb)f(a),

alors il existe deux paires de lettres {x, y} et {x', y'} telles que f(xy) contienne a2

et f(x'y') contienne b2
. Ces deux paires étant issues de {al b, c} elles comportent ail

.moins une lettre commune. Donc les mots xy et x'y' vont appartenir à un même mot

. d'Arnoux-Rauzy (cf. Proposition 3.2.3). Considérons un AR-mot u contenant xy et x'y'.

n en résulte que a2 et b2 sont facteurs de f(u). Par suite f(u) n'est pa'> un AR-mot en

vertu de la proposition 3.2.3. Absurde, car f est un AR-morphisme.

Doue f(abcacba) contient un'et un seul des IllOts a2 , b2 et c2 . 0

La proposition ci-dessus nous fournit donc une condition nécessaire pour qu'un mor

phisme non trivial soit un AR-morphisme.

Définition 3.3.2 Un morphisme d'Arnou.7:-Rauzy f est un ARa-morphisme (resp. ARb

morphisme, ARc-morphisme) si f(u) est un ARa-mot (resp. ARb-mot, ARc-mot) pour

tout AR-motu.

Proposition 3.3.2 (i) Tout AR-morphisme non trivial f est un ARa-morphisme (resp.

ARb-morphisme, ARc-morphisme) .'li f( abcacba) contient a2 (re.'lp. b2
, c2 ).

(ii) Tout AR-morphisme non trivial est soit un ARa-morphisme, soit un ARb-morphisme,

soit un ARc -rruJ7phisme.

'Preuve: (i) Soit f un AR-morphisme non trivial. Sans perdre la généralité on peut

supposer b2 facteur de f(abcacba). Alors f(a), f(b) et f(c) ne contiennent ni a2 ni c2
.
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Soit u un ARa-mot t.el que f(u) ne soit pas lm ARb-mot. On a:

et

où x,y E {a,e}.

D'une part les mots f(a2), f(ab), f(ba), f(ae) et f(ea) ne contiennent pas b2 car sinon

b2 serait dans L2(J(u)). Par conséquent b2 est dans f(be) ou f(eb) puisque b2 est dans

f (abeaeba).

D'autre part f(a), f(ab), f(ba), f(ae) et f(ea) ne contiennent pas x2 puisque x2 n'est pas

dans f(abeaeba) qui contient déjà b2 (cf. Proposition 3.3.1 ). Parsuit.(' f(o.) mmm('nc('

et finit par x i.e f(a) = x ou f(a) = xrx car x2 est néœssairement clans f(a2).

Consiclérons u' un ARz-mot où z est quelconque clans {b,e} On a:

L 2(u') = {z2,az,za,zy,yz} avec y E {b,e},

et

Il en résulte que les Illots f(a), f(az) et f(za) (où z est quelconque dans {b,e}) ne

contiennent pas ae. Par ailleurs

car

f(a) = x ou f(a) = xrx

où x E {a, e}. Par conséquent ae n'est pas clans f(a2) puisque x2 '=1- ae.

En somme f(a2), f(ab), f(ba), f(ae) et f(ea) ne contiennent pas ae; ce qui est contra-'

dictoirc car ae est dans f(u) par supposition. Donc f(u) est un ARb-mot pour tout

ARa-mot u.

De même pour tout ARb-mot ou ARc-mot u', f(u') est un ARb-mot. On obtient ainsi

]'a..<;sertion (i) ..

(ii) Soit f un AR.-morphisme non trivial. Alors f(abeaeba) contient un et lm seul des
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carrés a2 , b2 et c2 (Proposition 3.3.1 ). Par sl1ite d'après (i) f <~st soit I1n AR,,-morphisT1l<\

soit I1n ARb-morphisme, soit I1n ARc-morphisme. 0

Considérons les six morphismes ci-dessous qui ont été introduits par G. R.auz)' dans

[291·
a: A -----> A* a: A -----> A* (3: A -----> A*

a~a a~a a~ba

b~ab b~ba b~b

c~ac c~ca c~bc

(3: A -----> A* ,: A -----> A* '1: A -----> A*

a f----+ ab a f----+ ca a~ac

b f----+ l;i b f----+ cb b f----+ bc

c~cb c f----+ C c~c

Comme nous aHons le montrer les six morphismes ci-dessus sont des AR.-morphismes..

Lemme 3.3.2 Soient i.p E {a,a,,U,/3,,,'1} rt 'lJ, un AR-mot. Alan, pour tout cntic7'

naturel n, i.p(u) admet un facteur de longueur n triprolongeahle à droite et un facteur de

longueur ntriprolongeable à gauche.

Preuve: La démonstration étant similaire pOli[ chacun des six morphismes nous faisons

la preuve pour i.p = a.

Comme u est un AR.-mot il existe un I1nique factelll' Dn dans Ln(u) tel que à+ Dn = 3.

Ainsi Dna, Dllb et Dnc sont dans Ln+1Cu). Il en résulte que les mots

sont dans a(u).

Par ailleurs il existe une lettre :1: clans A telle que:

Donc

a(Dnax) = a(Dn)aay E L(a(u))

avec y E {c, b, c}. D'où

a(Dn)aa E L(aCu)).
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Ce C}ui prouve que

R.emarquant que la(Dn)al > 17. OIl Mduit que h~ suffixe D:, d(~ \onguem n du mot a(D,,)a

vérifie [)+ D:, = 3 dans a ('Il).

De la même manière on montre que a(u) admet un facteur C;:, de longueur 'II t.el que

a-c;;, = 3. 0

Lemme 3.3.3 Soient cp E {a, a,,6,:e, /,;:Y} et 'Il un AR-mot. Alors, pour tout entier

naturel n, cp( 'Il) admet un unique facteur de longueur 17. triprolongeable à droite et un

unique facteur de longueur 17. tripmlongeable à gauche.

Preuve: Sans perdre de vue la généralité nous faisons la preuve avec cp = cv cornIllC an

lemme 3.3.2.

Soit Fn E Ln(a(u)), ( n assez grand) avec [)+ Fn = 3 tel que Fn non suffixe de a(Dn)a

où Dn E Ln(u) et [)+ Dn = 3. Alors on peut écrire

où D,F,Fo E L(a(u)) et :c,y E {a,b,c} avec:/; i- y.

- Supposons x,y E {b,c}. On peut prendre x = b et y = c. Ainsi:

et

avec Do suffixe de Dn, Dl préfixe de a(Dn ) et FI préfixe de Fn.

D'uIle part Fna, P"b et P"c sont dans Ln+l(a(u)) car [)+a(Fn) = 3. D'où:

Fna = Fla(bDo)aa = Fia(bDo)a(a)a = Fla(bDoa)a,

Fnb = Fla(bDo)ab = Fla(bDo)a(b) = Fia(bDob),

F71c = Fla(bDo)ac = Fla(bDo)a(c) = Fla(bDoc).
Ainsi bDoa, bDob et bDoc sont dans L(u) et donc [)+bDo = 3. D'autre part a(Dn)aa, a(Dn)ab

ct a(Dn)ac sont dans LIl+1(Cî'(u)) car [)+a(Dn)a = 3. D'où:

a(Dn)aa = Da(cDo)aa = Dla(cDo)a(a)a = Dja(cDoa)a,

a(Dn)ab = Da(cDo)ab = Dla(cDo)a(b) = D1a(cDob),

a(Dn)ac = Da(cDo)ac = D1a(cDo)a(c) = D1a(cDoc).
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Ainsi cDoa, cDob etcDoc sont dans L(u) et donc f)+cDo = 3.

Il ressort que le AR.-mot u contient deux facteurs spéciaux à droite de même longue1ll',

en l'occurrence bDo et cDo. Absurde, donc Fn est suffixe de a(Dn)a.

Supposons x = a et y = b ou c. On peut prendre x = a et y = b sans perdre la

généralité et on obtiendra les égalités:

a(Dn)a = DabFoa = D(ab)(Fo)a = Daba(Do)a = Da(bDo)a

et

De la même manière que dans la supposition précédente on montre que les facteurs aDo
et bDo vérifient

dans u. En d'autres termes le AR.-mot u admet deux facteurs spéciaux à droite de même

longueur. Absurde.

Finalement a(u) admet un et un seul facteur de longueur n triprolongeable à droite

pour tout entier naturel n.

De même on vérifie que a(u) contient un et un seul facteur de longueur n triprolongeable

à gauche. 0

Lemme 3.3.4 Soient 'P E {a, a, /3, 73, " "Y} et u un AR-mot. Alor's, 'PCu) n'admet pas

de facteur biprolongeable.

Preuve: Pour les mêmes raisons qu'au lemme 3.3.2 nous faisons la preuve pour 'P = a.

Soit Fn E Ln(a(u)) avec f)+a(Fn) = 2. Alors il existe x,y E {a,b,c} avec x of y tels

que:

- Supposons x = a et y = b i.e Fna,Fnb E Ln+1(a(u)). D'une part Fn finit par a car b

ne succède qu'à la lettre a dans a(u). D'autre part on peut prendre Fn de sorte qu'il

commence par a. Par suite

Fna = aFaa = a(Da)a ct Fnb = aFab = a(Db)
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où aF = a(D) avec Da, Db E L(u).

D'où ()+a(D) ~ 2 et comme u est un AR-mot alors ()+a(D) = 3 et donc Dc E L(u).

Ainsi:

a(Dc) = a(D)ac = Fnc E Ln+1(a(u)).

Ce qui prouve que

Ce qui est contradictoire car par supposition ()+a(Fn) = 2.

Supposons Fnb, Fnc E Ln+1(a(u)). Comme précédemment. on peut. prendre Fn tel que

sa première lettre soit a. De plus Fn finit par a ponr des raisons évoquées ci-dessus. D'où

Fnb = aFab = a(Db) et Fnc = aFac = a(Dc)

où aF = a(D) avec Db, Dc E L(u). D'où ()+ D ~ 2 et comme u est 1111 AR-mot alor~

()+ D = 3 et donc Da E L(u). Par suite il existe une lettre x telle que Dax E L(u). Ainsi:

a(Dax) = a(Da)ay E L(a(u))

avec y E {c,b,c}. Or

a(Da)ay = Fnay E Ln+1(a(u)).

Donc Fna E L(a(u)) ct par conséquent

contradiction avec ()+a(Fn) = 2.

Finalement a(u) n'admet pas de factenr biprolongeable à droite. De même a(u) n'admet

pas de facteur biprolongeable à gauche. 0

Théorème 3.3.3 Les morphismes a, a, {3, 73, { et '1 sont des AR-morphismes.

Preuve: Soient r.p E {a, a, {3, 73, {, '1} et u un AR-mot. Les lemmes 3.3.2, 3.3.3 et 3.3.4

nous a.c;surent que r.p(u) est un AR-mot. D,

Pour le AR-morphisme a nous avons a(abcacba) = aabacaacaba. Ainsi, d'après la pro-

position 3.3.2, a est un ARa-morphisme. En faisant de même pour r.p E {a,,6,:e, {, '1}
nous avons la remarque suivante:

Remarque 3.3.2 Les morphismes a et a (resp. {3 et 73, ( et '1) sont des ARa-morphismes

(resp. ARb-morphismes, ARc-morphismes).
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.proposition 3.3.4 (i) Tout facteur d'un ARa-mot débutant (resp. finissant) par b ou

c et finissant (resp. débutant) par a est image par a (resp. o.) d'un mot fini sur A.

(ii) Tout facteur d'un ARa -mot commençant et finissant par a est une image par a
(Tesp. o.) d'un mot .fini SUT A.

Preuve: (i) Soit u un ARa-mot, Xlt I et X2tk deux facteurs finis de 'U avec :[,\ et Xk dans

{b, cl. En vertu de la proposition 3.2.4 on a:

où Xi E {b,c} et Ei E {D,l} pour i = 1,2, ... ,k -1 et 1::; no::; n+ 1.

Ainsi:

Xlt I = (xla)am+~l (x2a)am+~2 (xka)amo, avec m = n - 1 et mo = no - 1

_ a(xI)am+~la(x2)am+f2 a(xk)amo

. _ a(xI)a(am+~l )a(x2)a(am+f2 ) ... a(xk)a(amo )

De la même façon on montre que t2Xk s'écrit sous la forme o.(t"Xk)'

(ii) Soit anlxltx2an2 un facteur de u, avec 1 ::; nI ::; n + l, 1 ::; n2 ::; n + 1 et Xl, X2 E

{b, c}. Les égalités obtenues dans la preuve de l'assertion (i) ci-dessus nous permettent

d'écrire:

D'où:

o

Remarque 3.3.3 Tout facteur d'un ARa-mot délmtant (n~sp ..finissant) par' a est image

par a. (resp. a ) d'un mot fini sur A.

Proposition 3.3.5 Soit f un ARa-morphisme et X, y E A. Les assertions suivantes

sont vraies:

(i) f(x) E aA· u A·a, pour tout X E A.
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(ii) Si f(x) E bA* u cAo alors f(y) E A*a , pour tout y E A.

(iii) Si f(x) E A*b u A*c alors f(y) E aA* , pour tout y E A.

Preuve: (i) Si f(x) E yA*z ou si f(:r) = y avec y,z E {b,c} alors l'un au moins des

mots b2 , c2
, bc et cb est dans f(x 2

). Or allcun de ces cinq mots n'est dans lin ARa-mot.

Contradiction car f transforme les AR-mots en des ARa-mots.

(ii) Soient :r, y, Z E A tels que f(:r) E bA* U cAo et f(y) E A*z. Il s'en suit que f(y:c)

contient zb ou zc. Si z = b ou c on obtient une contradiction comme en (i). Donc;:; = a.

(iii) Même raisonnement qu'en (ii) en considérantf(xy). o

Proposition 3.3.6 Soit f un ARa -morphisme. Alors f se décompose sous la forme

f = 'P 0 9 où 'P E {a, a} et 9 est un morphisme sur A*.

Preuve: Les mots f(a), f(b) et f(c) sont présents dans un ARa-mot puisque l'image

par f de tout AR-mot est un ARa-mot. Par conséquent nous avons l'un des trois cas

suivants:

(1) f(a), f(b) et f(c) commencent et finissent par a.

(2) L'un au moins des mots f(o.), f(b) et f(c) commence par b ou c,

(3) L'un au moins des mots f(a), f(b) et f(c) finit par b ou c.

Ca.s 1: f(o.), f(b) et f(c) commencent et finissent par o.. En vertu de l'assertion (ii) de

la proposition 3.3.4 il existe YI, Y2 et Y3 dans A* et 'P dans {a, a} tels que

Cas 2: L'un au moins des mots f(o.), f(b) et f(c) commence par b ou c. Alors f(o.), f(b)

et f(c) finissent par a d'après la proposition 3.3.5 (ii). Par conséquent, selon la remarque

3.3:2, il existe des mots YI, Y2 et Y3 dans A* tels que

Ca.s :1: L'un au moins des mots f(a), f(b) et f(c) finit par b 011 c. Alors I(o.), f(b) et f(c)

commencent par a d'après la proposition 3.3.5 (iii). Par conséquent, selon la remarque

3.3.2, il existe des mots YI, Y2 et 93 dans A* tels que
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Dans tous les cas, il exist.e rp E {a, a} et. des mots YI, Y2 et Y3 dans A * tels que f (a) =

rp(yd, f(b) = rp(Y2) et f(c) = rp(Y3)' Posons g(a) = YI, g(b) = Y2 et g(c) = Y3' 9 est une

substitution sur A qui, par prolongement naturel, définit un morphisme sur A* tel que

f = rp 0 g. o

Remarque 3.3.4 Cette proposition s'adapte aux ARb-morphismes et aux ARc-mor

phismes en r;rJnsidémnt les paires {{3, 73} et {r, ,?} .

Théorème 3.3.7 Soient u un mot récurrent sur A et rp E {a, a, {3, 73, r, ,?}. Le mot

rp(u) est un AR-mot si d seulement si u l'est.

Preuve: Sans restreindre la gp.np.ralit{~ on peut. prendre rp = a.

Nécessité: Soit 'U un mot récurrent tel que a(u) est UII ARa-mot avec 'Il nOIl d'Arnoux

Rauzy. Alors u admet, soit deux facteurs de même longueur triprolongeables à droite ou

à gauche, soit UII facteur biprolollgeable à droite ou à gauche, soit aucun facteur spécial.

Supposons u sans facteur spécial pour une longueur n donnée. u est donc nécessaire

ment ultimement périodique et par conséquent a(u) ne peut être lm ARa-mot. Absurde.

- Supposons que u admette pour un entier n donné un facteur F1l.,de longueur n, bipro

longeable à droite i.e ô+ Fn = 2.

Cas 1: Fnb, Fnc E Ln+1(u). Alors les mots

sont deux facteurs de même longuelll' de a(u). On .en déduit CjU8 ()+ n( Pn)a = :3 puisque

a(u) est un ARa-mot. D'où a(Fn)aa = a(Fna)a E L (o{u)) et donc Fna E Lll+1Cu).

Ce qui prouve que F" est triprolongeable; absurde puisque Fn est biprolollgeable pal'

supposi tion.

Cas 2: Fll a, Fnb E Ln+1(u). On a ô+ Fna ~ 1. Il existe donc :(; E A tel que Fna:r E

Ln+2 (u). Alors a(Fnax) = a(Fn)aay (où y E {E,b,c}) et a(F"b) = a(Fn)ab sont des

facteurs de a(u). On en déduit que ô+a(Fn)a = 3 puisque a('u) est un AR-mot. D'où

n(F,,)ac = a(F"c) E L (a(u)) et donc Fnc E Ln+1(u). Absurde.

Cas 3: Fll a, Fnc E L"+I Cu). Il suffit d'interchanger les rôles de b et c dans le cas précédent

pour aboutir à la même conclusion.

Ainsi u n'admet pas de facteur hiprolongeable à droite. De même on montre que u
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n'admet pas de facteur hiprolongeahle il gauche.

Supposons que 'Il admette deux facteurs de même longueur triprolongeables à droite.

Soit DI et D2 de tels facteurs i.e

On sait que

dans a(u).

Comme DI =/: D2 on peut trouver x, y E A avec :7:: =/: y et des mots Do, D'et D" dans

A* tels que DI = D'xDo et D2 = D"yDo. On a alors lps implications suivant(·~s:

x=/: y ===? a(:t) =/: o:(y)

===? a(;7:Do) =/: a(yDo)

===? a(Dd =/: a(D2 )

===? a(Dda =/: a(D2 )a.

Mais dans 'Il xDo yDo sont triprolongeables à droite, donc a(DI)a et a(D2 )a le sont

dans a(u). Absllfde, car a(u) est un AR-mot. De même On montre que 'Il n'admet pas

deux facteurs de même longueur triprolongeables à gauche.

Sllffisance: cf. théorème 3.3.3. o

Théorème 3.3.8 Pour tout AR-morphisme non trivial f il existe cp E {a,a,t),,B,,,;Y}
et un AR-morphù;me 9 tels que f = cp 0 g.

Preuve: Soit f un AR-morphisme non trivial. D'après la proposition 3.3.6, il existe

cp E {a,a,t),,B,',1} et 9 un morphisme sur A* tels que f = cpog. Le morphisme 9 est

un AR-morphisme. En effet, soit 'u un AR-mot; alors feu) = (cp 0 g)(-u) = cp[g(u)] est

un AR-mot. Par application du théorème 3.3.7, g(u) es~ un AR-mot et par conséquent

9 est un AR-morphisme. 0

Notation: Si H est un ensemble de morphismes sur A*, on désignera par H* l'ensen:ble

dp tons ks morphismps dp A* pngpndrés par ks élémpnts dp H.

Lemme 3.3.5 Les égalités suivantes sont vérifiées.
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Preuve: (1)

EaEo:EaE(a) = EaEaEa(c) = EaEa(b) = EaE(ab) = Ea(ca) = ba = (3(a),

EaEaEaE(b) = EaEaEa(a) = EaEa(a) = EaE(a) = Ea(c) = b = (3(b),

EaEaEaE(c) - EaEaEa(b) = EaEa(c) = EaE(ac) = Ea(cb) = bc = (3(c).

D'où, (3 = EaEaEaE. De même, on vérifie que ï] = EaEaE"E

(2)

EEaaEEa(a)

EEaaEE,,(b)

EEaaEEa(c)

= EEaaE(a) = EEaa(c) = EEa(ac) = E(bc) = ca = Î(a),

EEaaE(c) = EEaa(b) = EE,,(ab) = E(ac) = cb = Î(b),

EEaaE(b) = EEacc(a) = EEa(a) = E(a) = C = Î(c),

D'où, Î = EEaccEEn · De même on vérifie que ;:y = EE,JiEE(J' o

Théorème 3.3.9 Un rrto7'phi8'fne 1 8'1lT A* e8t un AR-'Tr/,mphi.mte 8'i. et seulement 8'i

1 E {E,Ea,a,a}*.

Preuve: Suffisance: Si 1 E {E, Ea , a, a} * alors 1 est un AR-morphisme puisque la

composition <le morphismes préserve les AR-morphismes.

Nécessité: Montrons que si 1 est un AR-morphisme alors 1 E {E,Ea,a,a,(3,:O'Î,;:yr·

Pour ce faire nous menons une récurrence sur 11111 la longueur de 1,

IIJII = L 11(x)1 = lJ(abc)l·
xEA

Si 11111 = 3 alors 1 E {E,Ea }+ C {E,Ea,cc,a"L3,ï}'Î,1'r·

Supposons que tout AR-morphisme de longueur strictement inférieure à n (n 2: 4) soit

dans {E, En, a, 0, (3, ï], Î, l'r·
Considérons un AR.-morphisme 1 tel que 11111 = n. D'après le théorème 3.3.8 il existe

<p E {a,a,(3,j3'Î';:Y} et un AR-morphisme g tels que 1 = <pog.

Nons avons: Iigii < n. En effet, prenons arbitrairement <p = a. Comme la(a)1 = l,
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/a(b)1 = 2 p.t Icp(c)! = 2, nous avons:

Ilfll = la [g(abc)l!

Ig(abc)l a + 2Ig(abc)l b + 2jg(abc)lc

= /lgii + (lg(abc)lb + Ig(abc)lc)

Comme 9 est AR-morphisme, les lettres bet c sont nécessairement dans g(abc) car sinon

9 transformerait les mots ternaires en mots unaires ou binaires et ne préservera pas dans

ce cas les AR-mots. Ainsi, Ig(abc)lb + Ig(abc)l c > 1 et par conséquent Iigii < n. Ainsi,

par hypothèse de récurrence, 9 E {E,Ea ,a,Zi,{3,73,'Y,;:Y}* . D'où

Par ailleurs, en vertu du lemme 3.3.5, nous savons que les morphismes {3, 73, 'Y et ;:y sont

dans {E, Ea , a, Zir. D'où l'inclusion:

L'inclusion

est évidente.

D'où l'égalité:

o
Ce théorème nous permet de construire à souhait des morphismes d'Arnoux-Rauh)'.

Pour la suite nous noterons <I>(AR) le monoïde des AR-morphismes:

Corollaire 3.3.1 Soient u nn mot récnrrent, f et 9 denx m.orphismes snr A*.

(1) Si f E ep(AR) alors f(u) est un AR-mot si et seulement si u est un AR-mot.

(2) Si f E <I>(AR) et Jo 9 E <I>(AR) aloTs 9 E <I>(AR). On dit alr)"rs 'l'Ile le "'UJrwùü~

des AR-morphismes est unitaire à ga.uche.
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Preuve: Soit f un AR-morphisme, selon le théorème 3.3.9 f s'écrit

f = 'P 1'P2 ... 'Pr

où 'Pi E {E,Ea,a,a} pour i = 1,2, ... ,1'. Le mot

est un AR-mot si et seulement si le mot

l'est (Théorème 3.3.7). On réitère ce procédé l' - 1 fois à partir de 'P2'P3'" 'Pr(u) et on

obtient l'assertion (1).

Soient u un AR-mot, f un AR-morphisme et g un morphisme sur A* tel que f 0 g E

<I>(AR). Alors f(g(u)) = f 0 g(u) est un AR-mot. Par conséquent, d'après l'assertion (1)

g(u) est un AR-mot puisque f est un AR-morphisme et u est récurrent. Ainsi g est un

AR-morphisme. 0

Remarque 3.3.5 Si nous avons montré que <I>(AR) est unitaire à gauche il faut noter

que les arguments utilisés ne nous pcrmettent pas dc prouver que <I>(AR) est unitair'c à

droite. Il nous paraît donc intéressant d'étudier cette q1lestion.

Avant d'énoncer un dernier corollaire, montrons d'abord deux propriétés gén(~rales sur

l'opération "miroir de morphismes". R.appelons que le morphisme miroir d'un morphisme

f est noté] et est défini par ](a) = f(a) pour tout a E A.

Proposition 3.3.10 Soient v un mot fini, f. et g deux morphismes sur A*. Alors:

(1) ](v) = f(v);

(2) f 0 g = ] 0 g.

Preuve: Soit v un mot fini, f et g deux morphismes sur A*.

(1) Si v EAu {E} il est évident que ](v) = f(v). Si v est de longueur n, supérieure ou

égale à 2 alors v s'écrit v = V1V2' .. Vn avec Vi E A, i = 1,2, ... ,71..
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Ainsi:

f(v) 7(vl)f(V2)'" f(vn )

j(;J70J ... T0J
1(Vn )J(Vn -l)' .. 1(Vl)

1(Vn Vn -l" 'VI)

1(v).

(2) Soit a une lettre quelconque de A. Alors:

fog(a) fog(a)

1(g(a))

f (g(a))

f (g(a))

= 1 0 g(a).

o
D'où le corollaire suivant.

Corollaire 3.3.2 Soit 1 un morphisme sur A*. f est un AR-morphisme si et seulement

si 1 l'est.

Preuve: Soit f un AR-morphisme. Alors d'après le théorème 3.3.8 f s'écrit sous la

forme 1 = rplrp2' .. cp,. où rpi E {E, E", a, a} pour -i = 1,2 ... ,"'. Par passage nu miroir

on obtient, en utilisant la proposition 3.3.10, les égalités suivantes:

1 rp 1rp2 ... rpr

rp 1 rp2 .. . rp,..

Or pour tout élément rp dans {E,Ea,a,ci}, ïp reste dans {E,Eaa,a}. Donc

Ainsi f est un AR-morphisme d'après le théorème 3.3.9.

La réciproque est immédiate puisque l'opération "miroir" est involutive sur les mor

phismes. 0
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Chapitre 4

Combinatoire des mots de complexitÉ

n+2

4.1 Introduction

La fonction de complexité P, qui calcule le nombre de facteurs de longueur donnée

dans un mot, est souvent utilisée pour caractériser certaines familles de mots. Ainsi on

sait qu'un mot dont la fonction de complexité vérifie p(n) :::; n pour un certain entier

n, est ultimement périodique [291 et que les mots sturmiens sont les mots de complexité

minimale parmi les mots infinis non ultimement périodiques. De nombreuses études me

nées sur les mots sturmiens ont conduit à de nombreuses généralisations parmi lesquelles

les mots quasi-sturmiens.

La notion de mot quasi-sturmien a été introduite au milieu des années 1990 pour carac

tériser les mots infinis dont les propriétés se rapprochent des mots sturmiens.

Un mot infini est dit quasi-sturmien s'il existe des entiers no et k tels que p(n) = n + k

pour tout n ~ no- Les mots quasi-sturmiens ont une combinatoire a..<;sez proche des mots

sturmiens et leurs caractérisations font intervenir ces derniers([13], [20], [22]). Dans ce

chapitre nous classifions tous les mots qui possèdent, pour tout entier n non nul, exacte

ment n +2 facteurs de longueur n. Ensuite, nous étudions précisément une sous classe de

ces mots que nous appelons mots quasi-sturmiens par insertion. Nous montrons d'abord

un résultat permettant de construire ces mots à partir des mots sturmiens puis nons
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~tudions e~rtain~s d~ lems propriétés combinatoires.

Les principaux résultats de ce chapitre sont clans 1261.

4.2 Une sous classe de mots de complexité n + 2

Soit A = {a, b, c} un alphabet fixé.

Théorème 4.2.1 Soit u = anoban+fJban+f2ban+f3b··· un mot sturmien sur {a,b} et

soit v le mot sur {a,b,c} défini par v = bx)bx2bx3'" où pour tout entier non nul i,

Xi = a si Ei = 0 et Xi = c si Ei = 1. Alors v est de complexité n + 2 pour tout n 2:: 1.

Preuve: La suite (Eik::l est sturmienne d'après le théorème 2.2.7. Par conséquent le

mot x = Xl X2X3 . .. est sturmien sur {a, c} car a et c s'identifient respectivement à 0 et

1 dans la suite (Eik::~l'

COIllIlle v Ile contient pao:; de carré de lettre alors tout facteur lion vide de v est nOll

triprolongeable à droite. Il nous suffit donc de montrer que v admet un et un seul factem

biprolongeable à droite de longueur n, pour tout n ~ 1.

Pour n = l, b est le seul facteur biprolongeable à droite. Supposons la propriété vérifiée

jusqu'au rang n (n 2:: 1). Comme x est sturmien alors v est récurrent et non ultimement

périodiqu~. Par conséqu~nt

# {D E Ln+1( v) : a+ D = 2} 2:: 1.

Supposons que v admette deux facteurs biprolongeables à droite de longueur n+ 1. Soient

Dl et D 2 les dits facteurs. D'après l'hypothèse de récurrence, v n'admet qu'un unique

facteur biprolongeable à droite D de longueur n. Par suite, on peut écrire Dl = aD et

D2 = cD. Il en résulte que les mots

aDa, aDc, cDa et cDc

sont dans Ln+2 (v). En effaçant les lettres b dans ces quatre facteurs de v, on obtient

quatre facteurs de x de la forme

ata, atc, eta et etc.

Par suite x n'est pas équilibré puisqu'il contient deux facteurs de la forme ata et ctc.

Absurde, car x est sturmien. Ainsi, v admet un unique factem biprolongeable à droite
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de longllenr n + 1.

Finalement, pour tout n 2: 1 v admet un unique factenr biprolongeable à droite de

longueur n. D'où p(n + 1) = p(n) + 1 et comme p(l) = 3 il en résulte que p(n) = n + 2

pour tout n 2: 1. 0

Corollaire 4.2.1 Soit v un mot infini sur A dp. la. jormp.

où Xa E {E, X, y} et Xi E {x, y} pour i = 1,2,3, ... avec {x, y, z} = {a, b, c}.

v est un mot de comple.'Eité n + 2 (n 2: 1) si et seulement si lp. mot e.'Etra.it

est un mot sturmien sur {x, y}.

Preuve: D'après la preuve du théorème 4.2.1 ci-dessus la condition est suffisante. Mon

trons qu'elle est nécessaire. Pour ce faire supposons Vi = XaX\X2X3' ., non sturmien.

Alors Vi est ultimement périodique ou non équilibré. Si Vi est non ultimement pério

dique, alors v, qui est image morphique de Vi, l'est aussi. Ainsi, v est non ultimement

périodique. Donc Vi est non équilibré ct possède de cc fait deux factelus spéciaux à

droite de longueur n de la forme

Par conséquent les mots

xtx, xty, ytx et yty

sont des facteurs de Vi. Par suite les mots

sout des fadeurs de même longueur de v. Ainsi xr et yr sont deux facteurs spéciaux

à droite de v de même longueur. Absurde, car v étant de complexité n + 2 (n 2: 1), il

admet un et un seul facteur biprolongeable à droite pour toute longueur n donnée. Donc

Vi est stnrmien. 0

Définition 4.2.1 Suit U U7I. mut réctt1"1'e1tt SUT A. On diT(J, que u est un mut qU!l.'i1,

sturmien pa.r insertion s'il est de comple.'E?:té n + 2 et de la jorme
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où Xa E {E,x,y} et Xi E {x,y} pouri = 1,2,3, ... avec {x,y,z} = {a,b,c}.

Exemple: Considérons le mot de Fibonacci

F= abaababaabaababaababaabaababaaba···

Le mot quasi-stnrmien par insertion issu cie F et commençant par a est

CJ = acbcacacbcacbcacacbcacacbcacbcacacbcacbcacacbcacacbcacbcacacbca···

Remarque 4.2.1 Soit u un mot quasi-sturmien par insertion. u ne comporte aucun

carré de lettre i.e toute lettre de alph(u) est isolée dans u.

Théorème 4.2.2 Soit u un mot quasi-sturmien par insertion.

Preuve: u quasi-sturmien par insertion ===::;. (\:In E N*, p( n) = n + 2)

===::;. (\:In E N*, p(n + 1) - p(n) = 1)

===::;. (\:In E N*, p(n + 1) -.p(n) = LWELn(u)(a+w - 1) = LWELn(u)(a-w - 1) = 1)

===::;. (\:In E N*:3! (Dn,Gn) E L;,(u): a+Dll = a-Gn = 2). D

Dans tonte la suite on dira qu'un factenr est bispéciallorsqu'il est biprolongeable à

la fois à gauche et à droite dans le mot donné.

Définition 4.2.2 Un mot u, quasi-sturmien par insertion est dit a-spécial (resp. b

spécial, c-spécial) si la lettre a (resp. b, c) est biprolongeable dans u.

Par unicité de la lettre biprolollgeable tout mot u quasi-sturmien par insertion est soit

a-spécial, soit b-spécial, soit c-spécial.

Définition 4.2.3 Soit u un mot quasi-sturmien par insertion. On appelle mot extrait

de u et on note u' le mot sturmien obtenu de u en e.fj'açant la lettre biprolongeable.

Proposition 4.2.3 Soit u un mot quasi-sturmien pàr insertion a-spécial et w un fadeur

non vide de u de longueur paire. Alors w se termine par la lettre a si et seulement si il

ne commence pas paT a. De plus:
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Preuve: Soit w = WI W2 ... W2p-1 W2p un facteur non vide de u de longueur paire. Si W

commence par a i.e WI = a comme u est a-spécial alors tous les termes de W d'indices

impairs correspondent à la lettre a. Ainsi W2p est différente de a car u ne contient pas 0.0..

En d'autres termes W ne finit pas par a. De même on montre que W finit par a lorsqu'il

ne débute pas par a. Plus précisément on a

WI = W3 = ... = W2p-1 = a

ou bien

D'où

rwla = ';'

et comme Iwla + Iwl b + Iwlc = Iwl il en résulte que

o

Proposition 4.2.4 Soit u un mot quasi-sturmien par insertion a-spécial et v un facteur"

de u de longueur impaire. Alors on a l'une des assertions suivantes:

(i) v débute et finit par a,

(ii) v ne débute pas par a et ne .finit pas par a.

Preuve: .(i) Supposons que v débute par a." v peut s'écrire v = wx avec w un facteur

de longueur paire de u et x une lettre de A. Ainsi w finit par b ou c puisqu'il commence

par a (Proposition 4.2.3). Par suite la lettre x suivant west nécessairement a car dans

11 les lettres b et c sont toujours suivies de a. Donc v finit par a.

(ii) Supposom; que v débute par b ou c. v pellt s'écrire v = wx avec w Illl facteur de

longueur paire de u commençant par b ou c et x une lettre de A. Ainsi w finit par a

puisqu'il commence par b ou c (Proposition 4.2.3). Par conséquent la lettre x suivant w

est nécessairement distincte de a puisque u ne contient pas 0.0.. Ainsi, v finit par b 011 C.

Q
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4.3 Classification des mots de complexité n + 2

La classification des mots de complexité n + 2 a été établie par P. Alessandri dans

un rapport de recherche ([ID. Nous en donnons une formulation légèrement différente.

Lemme 4.3.1 Soit u un mot de l'une des formes suivantes, à une permutation de lettres

près:

(1) CV avec v sturmien sur {a, b}.
(2) Tko (ak+E1 bcak+E2bcak+E3bc· .. )

(3) Tko ( (abl+ E1 e (ab)k+E2 e (ab)k+E3 e· .. )

où T est le décalage, ka ~ 0, k > a et (€ik::l' une suite stur"rnienne sur' {a, 1}. Alor's, u

est de comple.r-ité n + 2.

Preuve: (1) Pour tout n ~ 1, tout préfixe de longueur n n'apparaît qu'une seule fois

dans u. Donc pu(n) = 1+pv(n) = 1+ (n+ 1) puisque v est sturmien. D'où Pu(u) = n+2.

(2) u n'est pas ultimement périodique car il est image du mot sturmien

par le morphisme non périodique: (a~ a, b~ be). Donc u possède au moins un

facteur spécial pour toute longueur donnée n . Nous observons que a est la seule lettre

spéciale dans u:la lettre a se prolonge par a et e à gauche et par a et b à droite. Donc

tout facteur spécial de u est biprolongeable. Supposons que u possède deux facteurs Tl

et T2 spéciaux à droite pour une certaine longueur n. On peut prendre n minimal et

nous aurons (Tl = aT et T2 = bT) ou (Tl = bT et T2 = cT) ou (Tl = aT et T2 = cT)

avec T E A+. Si bT est dans u alors T commence nécessairement par e puisque b ne

précède que e dans u. Par suite, comme a ne précède pas e dans u, le premier cas ne·

peut se produire. Il en est de même pour le second cas puisque cc n'est pas dans u.

Ainsi, le seul cas possible est Tl = aT et T2 = cT. Il en résulte que aTa, eTb E L(u)

et donc aTa, beTb E L(u). En effaçant e dans aTa et beTb On retrouve deux facteurs

ata et btb du mot v. Donc v n'est pas équilibré. Absurde, car v est sturmien. Donc

pu(n + 1) - pu(n) = 1, pour tout n ~ 1 et comme purI) = 3 on déduit que pu(n) = n +2.

La forme (3) se montre de la même manière qu'en (2). 0

Théorème 4.3.1. Soit u un mot infini sur l'alphabet {a, b, e}. Le mot u est de comple.r-ité
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n + 2 si et seulement si il a l'une des formes suivantes à une permutation de lettres près:

(1) cv avec v sturmien sur {a, b}.

(2) Tko(ak+lJbcak+l2bcak+l3bc···)

(.1) Tko ( (ab )k+l1 ac (ab )k+l2ac (ab)k+l3ac· .. )

(4) Tko ( (ab)k+l 1 c (ab)k+l2c (ab )k+l3c· .. )

où T est le décalage, ko 2: 0, k > 0 et (éi)i>l, une suite sturmienne sur {O, I}.
1 -

Preuve:Nécessité: Soit u un mot de complexité n + 2 sur {a, b, c}. Alors, u est soit

récurrent, soit non récurrent.

- Supposons u non récurrent. Il existe un entier no non nul tel que le préfixe de longueur

no n'apparaisse qu'une seule fois dans u. En prenant v = T (u), nous avons Pv (n) =
Pu (n) - 1 = n + 1 pour tout n 2: no. Ainsi, la complexité de v est lIon bornée. Par

conséquent v est non ultimement périodique et donc sa fonction de complexité pest

strictement croissante et vérifie Pv (n) > n, pour tout n. Il en résulte que Pv (n) = n + 1

pour tout n.Ce qui prouve que v est sturmien. Donc, v est binaire et s'écrit par exemple

avec a et b. Par suite, comme u est ternaire, nous avons u = cv .

-- Supposons u récurrent. Alors pour tout n, le mot u possède un unique facteur spécial

à droite et un unique facteur spécial à gauche de longueur n. Par suite, u possède soit

une lettre bispéciale dont son carré, soit une lettre bispéciale sans son carré, soit enfin

une lettre spéciale à gauche et une autre lettre spéciale à droite:

Cas 1: Prenons a la lettre bispéciale avec aa dans u. Par suite, comme u est récurrent

nous avons:

L2 (u) = {aa, ab, ca,bc} ou Ldu) = {aa,ac,ba,cb}

On peut supposer pour continuer que L 2 (u) = {aa,ab, ca, bc}. Définissons les mor

phismes suivants:

fI: {a, b}~ {a, b, c} et gl: {a, b, c} ~ {a, b}

a t---t a a t---t. a

b t---t bc b t---t b

Remarquons que go f = Id{a,b}' Posons v = g(u). Nous avons u = f(v) ou u = cf(v).

Montrons que v est un mot a-sturmien. bb n'est pas dans v puisque bcb n'est pas dans u.

Le mot v est non ultimement périodique puisque f(v) est non ultimement périodique.
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Donc v possède au moins lin facteur spécial pour t.out.e longueur donnée. Considérons w

un facteur spécial à droite de v. Nous avons wa, wb E L (v). Donc f (wa), f (wb) E L (u)

i.e f (w) a, f (w) bc EL (u). Ainsi f(w) est spécial à droite dans u.

Soit w et w' deux facteurs spéciaux à droite de même longueur dans v. Alors f(w) et

f(w') sont spéciaux à droite dans u. Soit N un entier tel que N 2: max (lf(w)1 , If(w')I).

u possède un unique facteur spécial z de longueur N. Le suffixe de longueur If(w)1 de
j

z est spécial à droite donc égal à f(w). De même le suffixe de longueur If(w')1 de z est

égal f(w'). Par suite f(w) et f(w') sont suffixes de z. Donc les mots go f(w) = w et

go f(w') = w' sont suffixes de g(z). Par conséquent w = w' puisqu'ils sont de même lon

gueur. Finalement v possède un et un seul facteur spécial pour toute longueur donnée.

Ainsi, v est sturmien. Comme bb n'est pas dans v alors v est a-sturmien. Donc, il existe

un entier naturel non nul k tel que u s'écrit

avec ka :s; k + 1 et (Eik:~l une suite sturmienne sur l'alphabet {D,l}. En définitive u

vérifie (2).

Cas 2: Prenons a la lettre bispéciale. Comme aa n'est pas dans 'U nous avons:

L2 (u) = {ab, ba, ac, ca} .

Dans ce cas en posant

h: {a,b} --+ {a,b,c} et g2: {a,b,c} --+ {a,b}

a t-----t ac

b t-----t ab

puis en raisonnant comme au cas 1 on obtient que u a la forme (3) du théorème.

Cas 3: Prenons a la lettre spéciale à gauche et b la lettre spéciale à droite. Nous avons

L2 (u) = {ab,ac,ba,bc}.

Dans ce cas aussi en posant

13: {a,b}--+{a,b,c} et g3: {a,b,c}--+{a,b}
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puis en suivant une démarche analogue au cas 1 on vérifie que u est de la forme (4).

Suffisance: On applique le lemme 4.3.1 pour les formes (1), (2) et (4) puis le corollaire

4.2.1 pour la forme (3)

4.4 Combinatoire des mots quasi-sturmiens par inser

tion

Dans ce paragraphe nous généralisons la notion d'équilibre vue au chapitre 2 puis

nous étudions la palindromie.

Définition 4.4.1 Un mot u est dit k-équilibré si k est le plus petit entier tel que pour

tout couple (v, w) de facteurs de u de même longueur et toute lettre a de A on a:

/Ivl a - Iwla 1 ~ k.

Théorème 4.4.1 Tout mot u quasi-sturmien par insertion est 2-équilibré.

Preuve: Soit u un mot quasi-sturmien par insertion. On peut supposer sans perdre la

généralité que u est a-spécial.

1ère étape: Soient v et w deux facteurs de longueur égale et paire. De v et w on peut

extraire deux mots v' et w' de longueur commune ~ ne contenant pas a, la lettre spéciale

de u. Les mots v' et w' sont en réalité deux facteurs du mot sturmien u' extrait de u.

Par conséquent

Ilv'lx - Iw'lx 1 ~ 1

pour tout x E {b, c}. De plus, remarquons que:

Iv'lx = Ivlx et Iw'lx = Iwlx'

Par ailleurs nous avons aussi:

Ilv'la - Iw'la 1 = II~I - I~j 1 = a ~ 1.

Il en résulte que:

Ilvlx- Iwlx1 ~ 1
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pour tout x E {a,b,c}.

2ème étape: Soient r et s deux facteurs de longueur égale et impaire. On peut écrire

r = vx et s = wy où (x, y) est un couple de lettres et (v, w) un couple de facteurs de

longueur égale et paire de u. On a:

Ilrlz-Islz 1 = 1 ( Ivlz+ Ixlz) - ( Iwlz+ Iylz ) 1

1 ( Ivlz- Iwlz) + ( Ixlz- Iylz ) 1

< 1 ( Ivlz- Iwlz) 1 + 1 ( Ixlz- IYlz) 1

< 1+1=2

(la dernière majoration est obtenue à partir du résultat de la 1ère étape).

3ème étape: Le majorant 2 est atteint puisque u contient l'un des mots bab et cac. En

effet l'unique facteur biprolongeable de longueur 2 de u est l'un des mots ba et ca. Alors

bab est dans u si ba est biprolongeable; dans le cas contraire cac serait dans u puisque

ca serait le facteur biprolongeable.

Supposons pour continuer que u contienne bab. On sait que aca est dans u. D'où

Ilbabi b - lacal b 1 = 2.

En définitive u est 2-équilibré. o

Soit v E A+, On appelle vecteur des occurrences des lettres dans v et on note c(v)

le triplet (Ivla, Ivlb , Ivlc)'
Soit u un mot infini sur A et n un entier naturel non nul. On désigne par Vn(u) l'en

semble {c(v) : v E Ln(u)}.

Pour tout mot sturmien u, E. Coven et G. A. Hedlund ont montré dans [16] que

# Vn(u) = 2 pour tout n ~ l.

Théorème 4.4.2 Un mot récurrent u est quasi-sturmien par insertion si et seulement

si les conditions suivantes sont satisfaites:

(i) #V1(u) = 3,

(ii) #Vn(u) = 2 pour tout n pair non nul,

(iii) # Vn (u) = 4 pour tout n impair et différent de 1.
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Preuve: Soit U un mot récurrent.

Supposons U quasi-sturmien par insertion sur A. On peut supposer u a-spécial sans

perdre la généralité.

(i) Nous avons Vi(u) = {(1,0,0); (0,1,0); (0,0, 1)} et donc #Vi(u) = 3.

(ii) Soit n un entier pair non nul et soit u' le mot sturmien extrait de u. Soit Br"

rapplication de Ln(u) dans L ~ (u' ) telle que pour tout v E Ln(u), Bn(v) = Vi est le

mot obtenu en effaçant la lettre spéciale a dans v. Cette application est trivialement

surjective mais non injective. En effet, soit Vi = XiX2'" x!! un élément de L!!(u'). Alors
2 2

les mots

sont deux éléments distincts de Ln(u) tels que Bn(vd = Bn(V2) = v'.

Pour tout élément v de Ln(u) on a:

c(v) = (~, Iv'lb' Iv'le) où v' = Bn(v).

Comme B est surjectif on en déduit:

{c(v) : v E Ln(u)} = { (~, Iv'lb , Iv'le) : v' E L~(U')}.

D'où

car u' est sturmien.

(iii) Soit n un entier impair différent de 1 et v E Ln(u). On peut écrire v = wx où x

est une lettre et w un facteur de longueur n - 1 de u. Soit Fi (resp. F2 ) l'ensemble des

éléments de Ln(u) vérifiant l'assertion (i) (resp.(ii)) de la proposition 4.2.4. D'après la

même proposition nous avons

Soit <p l'application de Fi dans L=.l (u') consistant à effacer la lettre spéciale a. Ori a
2

l'égalité vectorielle

c(v) = (n; l, Iv'l b , Iv'le) où v' = Bn(v).
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A tout élément v' = XIX2'" :1:=.! oe L=.! (11.') correspono l'unique {~lément
2 2

V = a:r]a:1:2'" ax=.!a de F]. Il en résulte que cp est bijective. D'où
2

{c(v) : v E Fd = {(n + 1, Iv'l i ,lv'I,) :v' E L=.!(U')},2 } C 2

·Ainsi

car 11.' est sturmien. De même soit 'I/J l'application de F2 dans L!.dl ('(1.') qui consiste à
2

effacer la lettre spéciale a. On a

c(v) = (n; 1, Iv'l b , Iv1)

où v' = 'l/Jn(v). A tout élémeut v' = XIX2'" :r!.dl de L!.dl (11.') correspolJ(ll'uIIique élément
2 2

li = aXlax2'" a:r!!±!a de F2. Il en résulte quelj) est bijective. D'où
2

{c(v) : v E F2} = { (n; 1, Iv'lb, Iv'lc) : v' E Lni1 (U')}'

Ainsi

car 11.' est sturmien. D'autre part, comme FI et F2 forment une partition cie Ln(u): on a:

~.cu) = {c(v) : v E Fd u {c(v) : v E Fd·

De plus la réunion est disjointe car

{ e~l ,Iv'lb' Iv'le) : v' E Ln;l (11.') } n { (n;1 , Iv' lb , Iv'le) : v' E L"t1 (u') } = 0.

Pa,r suite

# K{u) = # {c(v) : v E Fd + # {c (v) : 'Li E Fd .

Ainsi,

# ~.cu) = 2 + 2 = 4.
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Réciproquement supposons les conditions (i), (ii) et (iii) satisfaites par u. On déduit d~

(i) que les trois lettres sont présentes dans u.

De la condition (ii) on a #V2(u) = 2. Si.(2, a, 0) est dans V2 (u) alors le deuxième vecteur

est soit (l,l, 0), soit (10,1). En prenant 1i2(u) = {(2, 0, 0); (1, l, a)}, on déduit qu'aucull

facteur de longuenr 2 de u ne contient la lettre c. En d'autres termes, c n'est pas dans u;

contradiction. En prenant V2 (u) = {(2, 0, 0); (1, O,l)} on aboutit à la même conclusion.

Donc (2, 0, 0) n'est pas dans V2 (-u). De même on montre que (0,2, 0) et (0,2, 0) ne sont

pas dans V2 (u). Ainsi, les mots aa, bb et cc ne sont pas facteurs de u. Par conséquent

V2 (u) 0.st l'un0. d0.s trois pair0.s:

{(l,l,a); (l,o,1)}, {(l,l,a); (O,l,l)} et {(l,O,l); (O,L1)}

On peut supposer pour continuer la preuve que

1i2(u) = {(l,l, 0); (1, 0,1)}

Par suite, les facteurs de longueur 2 de u, formés chacun de lettres distinctf's contiemwnt

toujours la lettre a. Donc, les facteurs de longueur 2 de u sont ab, ac, ba et ca. Plus

précisément les lettres b et c n'admettent qu'un seul prolongement à droite et à gauche.

Par conséquent u est de la forme

où Xo E {E,b,c} et Xi E {b,c} pour i = 1,2,3, ....

Le mot u est non ultimement périodique. En effet, en supposant le contraire, 'U est alors

pério.dique puisqu'il est récurrent. Par suite, #Vm(-u) = 1 où m est la période de u. Ce

qui est impossible car scion les conditions (i), (ii) et (iii) # Vn(u) =1 1 pour tout entier

naturel n non nul.

~\'Iontrons à présent.que u est de complexité n + 2, (n 2': 1). Pour cela nous allons établir

que pour tout naturel non nul n, u admet un unique facteur biprolongeable de longueur

r1. Par l'absnrde, supposons que 'IL admette deux facteurs biprolongeables à droite. Alors

IL contient deux facteurs biprolongeables à droite de la forme xr et yr' où x, y E {b, c}
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d. r E L(u). Par sllit.(~, l(~s mot.s:

xn:, ;rry, yrx et vry

sont des facteurs de u.

Posons:

F = {xrx, xry, yrx, yry} .

On remarque aisément que:

# {c(w) : W E F} = 3.

Par ailleurs

F' = {axr, rxa. ayr, rya}

est lIn ensemble de facteurs de u de même longueur que les éléments de F.

De plus

#{c(w): w E F'} = 2.

Les éléments de F' contiennent un a de plus que ceux de F. Donc

{c(W): W E F} n {c(w): W E F'} = 0

Considérons rn·la longueur commune des éléments de F et F'. Nous avons:

(F u F') c Lm(u).

Par conséquent

# Vm (u) > # {c(UJ) : W E F u F'}

# {c (w) : W E F} + # {c(w) : 'tu E F'}

3+2=5

Absurde, car selon (i), (ii) et (iii) on a:
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Exemple: Dn~ss()ns les ~ms(~lllbles Lk('u) pmll' k = 1,2, .... G.....

L,(Q)

L2 (Q)

L3 (Q)

L4 (Q)

L 5 (Q)

L6(Q)

= {a, b, e}

{ae, be, ca, cb}

{aca, acb,bca,cac, cbc}

{acac,acbc,bcac,caca,cacb,cbca}

{acacb,acbca,bcaca,bcacb,cacac,cacbc,cbcac}

{acacbc,acbcac,bcacac,bcacbc,cacacb,cacbca,cbcaca,cbcacb}

On en déduit les ensembles Vk(Q), k = 1,2, ., . ,6 ... :

V1(Q)={(l,O,0): (0,1,0); (O,O,l)}

VdQ) = {(1. 0.1): (0, l, l)}

V3 (Q) = {(2, 0,1); (1. 0, 2); (l, l, 1); (0, l, 2)}

V4 (Q) = {(2, 0, 2); (1, l, 2)}

V5 (Q)={(2,1,2); (1,2,2); (2,0,3); (1,l,3)}

VdQ)={(2,1,3); (l,2,3)}

Par dénombrement direct on obtient:

Lemme 4.4.1 L '1-;'{(,,'wln!Jle cJl-;.') fW;[l-;v:r.') cJ'U'l(, 'lfwt, qU(J,si-.')[v:nll.il-;'{I, fJU,'!' ùl..'wrtùm, I-;.')t .')[(J,ble

paT 'lmage m1.T01.T.

Preuve: Soit 'U nn mot qnasi-stnrmien par insertion et 'IL' son mot stlll'lnien r:xtrait. Soit

TT/. un entier non nul et v E L 2m ('u). On peut supposer sans perdre la généralité que 'IL

est a-spl'cial. Par snitc:, cl 'aprrs la proposition 4.2.3 on a:
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Ainsi le mot. v' = XjX2' .. XI/l est. un facteur d(~ 'li' et. plllsCJ.ue '/1,' est 1111 mot st.urmiPIl

alors v' = :tm.1:1Il -1 :1:1 est dans 'u' (Théorème 2.2.6) . Pour tout '!)IY2· .. Yn clans 'li', les

deux mots a:lJj aY2a a:l)1l et YI aY2a ... aYna sont clans 'li car le mot aYj aY2(l .. , aYIl (1. est

dans 'U. Par conséquent les mots

SOlit dans 'il. D'où 'il E L2m (u) et le miroir préserve les facteurs de longueur paire de u.

Par ailleurs comme tout facteur de 'U de longueur impaire de 'U est préfixe d'un facteur

de longueur paire plus grande on déduit que les facteurs de 'il de longueur impaire sont

aussi préservés par le Iniroir. C'

Comme l'ensemble des facteurs de longueur 2 d'un mot de complexité 11 + 2 cie la

forme (1), (2) ou (4) n'est pas préservé par le miroir on fait la remarque Slli\'ante:

Remarque 4.4.1 L'ensemble des facteurs d'un mot de complexité n + 2 de la fonne

(1), (2) ou (4) du théorème 4,.1.1 n'est pas stable par le miroir.

Lemme 4.4.2 Soit 'li un m.ot qlJ.Œsi-stlJ.rmien par insertion. Le mot u np. contient pŒ.';

de palindrome de longueur paire.

Preuve: D'après la proposition 4.2 ..3 tout. facteur cI(~ 'li de longueur paire COmlTlp.llœ par

une lettre par laquelle il ne finit pas et ne peut donc être un palindrome. "

Proposition 4.4.3 Soit 'U un mot quasi-sturmien par insertion. u ne contient pas de

far.tP.ur bispér.ial dp. longueur pairp..

Preuve: Soit u 11n mot quasi-stnrmien par insertion. On peut supposer qlle 'li est ([-

. spécial sans perte de généralité. Alors tout facteur de 'U débutant (resp. finissant) par iJ

oU c ne. peut. être hiprolongeahle à gauche (resp. à clroit.e). Ainsi, cI'apn's la proposition

4.2.3, aucuil facteur cie longueur paire ne peut être biprolongeable à la fois à gauche et

à droite.

En vertu de cette proposition il convient de faire la remarque sui\'<lllte,

Remarque 4.4.2 Les facteurs bispécia-u,/: des mots quasi-sturrniens par insl'!'tùm Mml

de longu(',v,',.s ùnpo,'ires.
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Proposition 4.4.4 Le miroir d'un fadeur h1:prolongeahle à droite est hiTlrolongm.ble à

gauche et inversement.

preuve: Soit 'U un mot quasi-sturmien par insertion que l'on peut supposer a-spécial

sans perte de généralité. Soient n un entier non nul et Dn,Gn E LnCu) tels que

Alors nous avons:

Par suite, en vertu du lemme 4.2.1, nons avons:

et donc a- D n = 2. Ainsi Dn est biprolongeable à gauche.

De même on montre que an est biprolongeable à droite. n

Remarque 4.4.3 Soientu un mot quasi-sturmien par insertion et P un palindrome de

u. Si Pest biprolongeable à droite alors Pest biprolongeable à gauche et 1;nversement.

Proposition 4.4.5 Soient u un mot quasi-sturmien par insertion. Tout fadeur bispér:ial

de u commence et finit par la lettre spéciale de u.

Preuve: Soit s un facteur bispécial de 'U. Par la remarque 4.4.3 on sait que s est cie

longlleur impaire. Par sllite, le résultat découle de la proposition 4.2.4 puisque tout

facteur de u ne finissant ou ne commençant pas par la lettre spéciale de u ne peut être

bispécial. 0

Lemme 4.4.3 Soit 'U un mot quasi-sturmien par insertion. Alors, 'U possède, pour tout

entier n impair, exactement trois palindromes de longueur n.

Preuve: Soit u un mot quasi-sturmien par insertion.

Pour n = 1 la propriété est vraie car les trois lettres a. b et c présentes dans 'U sont

des pàlindromes. Supposons la propriété vraie pour 11 = 2m - 1 supérieur à 1: Il existe

exactement ~rois palindromes Pl: P2 et P3 de longueur 2m - 1 clans u . Verifions que la

propriété f8ste vraie pour la longueur 2m + 1. Deux é\'entllalités se prés('nt("nt: soit l'lin
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df' cps trois palindromps pst spp.cial, soit alH:un d'pux np l'pst.

Cas 1: Les palindromes Pl, P2 et P3 ne sont pas spéciaux. Montrons qu'il existe des

lettres Xl, X2 et X3 dans {a,b,c} telles que :1:iPiXi E L2m+ l (U) pour i = 1,2,3.

Comme Pi (i = 1,2,3) est non spécial alors P; admet un unique prolongement à droite

(resp. à gauche) dans u. Soit .'Ci l'unique prolongement à droite de Pi. On a PiXi E L2m (u)

et d'après le lemme 4.4.1 XiPi = Pi.'Ci E L 2m (u). Ainsi Xi est l'unique prolongement à

gauche cle Pi dans u. Par conséquent XiPiXi E L 2m+ l (u) ponr i = 1,2 ou 3. Ainsi il existe

des lettres Xl, :r2 et X3 dans {a,b,c} telles que ;"Ci Pi:1:i E L2m+I ('U) pour i = 1,2,3. Ces

trois mots

(qui sont clistincts puisque Pl, P2 et P3 le sont) sont cles palindromes sur 'IL.

Cas 2: L'un des palindromes Pl, P2 et P3 est spécial. On peut supposer qu'il s'agit de

Pl pour continuer la preuve. Donc les palindromes P2 et P3 ne sont piLe; spéciaux. Ainsi

on montre comme dans le cas 1 qu'il existe des lettres X2 et X3 dans {a, b, c} telles que

X,P;Xi E L 2m+I (U) avec i = 2,3.

Consiclérons maintenant le palinclrome biprolongeable Pl' On a a- Pl = a+ Pl = 2 et il

existe donc deux lettres X et y telles que P I:r,PIy,:1:PI ,yPI E L2m (u). L'unique facteur

hiprolongeahle à gauche cle longuenr 2m pst soit Plx soit PlY' On PPllt. Sllppospr sans

perte de généralité que Plx est ce factenr biprolongeahle et clonc PlY et son miroir

yPI ne sont pas biprolollgeables dans 'IL. Par suite, ;rPlx. yPlx E L2m~1 ('LI) etygy tJ

L 2m+ I (U). Ce qui prouve qu'il existf' des lf'ttrf's .1:1, :1:2 et :1:3 dans {a,b,c} tf'lIf's qUf'

:1:iPi:ri E L 2m+ I(U) pour i = 1,2,3.

Finalement u possède au moins trois palindromes cie longueur 2m + l.

Soit R un palindrome de longueur 2m + 1 sur u. Alors R est de la forme xVr avec

P E L2m- 1(1L) et x E A. Comme R est un palindrome on a R = R'i.e xVr = xPx = xPx.

D'où P = P et comme P pst de longuellf 2m. - 1 (impaire) alors par hypoth~sp dp

récurrence P E {Pl, P2, P3}. Par conséquent R E {XIP1:1:I,:1:2P2X2,:1:3P3:1:3}. Ainsi u

admet exactement ~rois palindromes. 0

Définition 4.4.2 La fonction de complexité palindromique palu d'un mot u est l'appli

cation de N dans N qui compte le nombre de palindromes de longueur n contenus dans

u i.e palu(n) = # {v E Ln(u) ; v = v}.
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Proposition 4.4.6 Pour tmû mot infini pàiodù]1le Il. il e:r:istr 11'11 PTlti('I' III) tel (j'Ill'

palu (n) ::; 2 pour tout n 2: no·

Preuve: Soient U un mot périodique de longueur T et In, l'ensemble des palindromes

de longueur n de U avec n 2: T. Par la périodicité de 'U nous avons:

Supposons In non vide et posons i o = min(In).

Soit j E In' Nous avons alors:

Uio+h = Uio+n-l-h et Uj+h = Uj-'-n-l-h

pour tout hE {a, 1, ... ,n - 1}. D'où

Uio+n-l-h Uj+n-l-(h+j-io)

Uj+(h+j-ia) si h ::; n - 1 - (j - i o)

Uio+h+2(j -ia)

Pour n suffisamment grand on an - 1- (j - i o) 2: T car j - i o ::; T. Soit no le plus petit

entier vérifiant cette condition. Alors pour n 2: no on a Uia+h+2(j-ia) = Uia+h pour tout

h E {a, 1, ... , n - 1 - (j - io)} et donc pour tout h E {a, 1, "') T - 1}. Par conséquent

la période T divise? (j - i e). Ainsi 2 (j - ie) = a ou T puisque j - i o < T. Par suite,

j = i e ou j = i o + ~ et donc #1" ::; 2. 0

Théorème 4.4.7 Un mot 'récurrent U est quasi-stv.rmien par insertion si r..t seulement

si les assertions suivantes sont vérifiées:

(i) Le miroir préserve les facteurs de U i. e

'r/v E L(u): v E L(u).

(ii) palu(2) = a.
(iii) palu(n) = 3 pour tout entier n impair.

(iv) Une ct une seule des lettrcs présentes dans U est biprolongcable.
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Preuve: Soit 'U un mot récmrent.

Supposons "il quasi-stmmien par insertion. Les lemmes 4.4.L 4...L2 (~t 4.4.3 lIOUS assment

respectivement les assertions (i), (ii), (iii). Le mot Il vérifie (i\') comnIe tout mot qU<l.si

stmmien par insertion.

Réciproquement supposons les assertions (i), (ii), (iii) et (iv) vraies pom "il.

1ère étape: Montrons que u est de la forme

où Xo E {ê,x,y} et Xi E {x,y} pom i = 1,2,3, ... avec {.c,y . .::} = {a,b,c}. Les trois

palindromes de longueur 1 (conformément à l'assertion (iii)) de "il sont les lettres a, b

ct c. En vertu de l'assertion (ii), les mots aa, bb ct cc ne sont pas dans "il. En d:autres

termes, 'U ne contient pas de carré de lettre. Par conséquent 'U ne possède pas de lettre

triprolongeable et ainsi toute lettre spéciale dansu est biprolongeable à gauche ou à

droite. De l'assertioll Ci) ou déduit que toute lettre sp{~ciak dans 'U est bisp{~ciale. Douc:

par (iv) on conclut que u ne possède qu'une seule lettre sppC'Ïalp: soit z ('Pttp lettrf'. Alors ..

les deux autres lettres désignées par x et y sont non spéciales. Par suite, les facteurs de

longueur 2 de u sont nécessairement zx, zy, xz et yz. Par conséquent u est de la forme

où Xo E {E,x,y} et Xi E {x,y} pour i = 1,2,3, ... avec {x,y,z} = {a,b,c}.

2ème étape: :Ylontrons que u est de complexité n + 2 (n ~ 1). Le mot 'U est non

ultimement périodique car sinon il serait périodique puisqll 'il est récurrent et ainsi il

contiendrait au plus 2 palindromes pour toute long'ueur donnée à partir d'un certain

nmg (cf. proposition 4.4.6) et ceci contredirait l'assertion (iii). Par suite, "il possède ail .

moins IIll factem hiprolongeahle à droite de longuem n pom tout naturel non nu] n.

Ainsi il nous suffira de montrer que pour tout entier n non nul. 11 admpt nn pt lin SPIl!

factem de longuem n bipl'Olongeable à ·droite. En effet, par l'ahsmde, supposons que 'U

admette deux factems biprolongeables à droite de même longueur. Considérons R et Rf

de tels facteurs de longueur n minimale. Par minimalité de n nous aurons R = ;rD et

Rf = yD où x et y sont deux lettres différentes et D l'unique facteur hiprolongeahle à
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droite de longue1ll' TI. - 1. Par suite xDx, :r:Dy, yDx (~t yDy sont des factl-'llfS dp 1L. Par

l'assertion (i), il vient que les mots xDx, yD:r:, xDy et yDy sont aussi des facte1lrs de

u. Ainsi, les facteurs D et D sont bispéciaux et à fortiori biprolongeables à droite de

longue1ll' TI. - 1 dans 'U. Ce qui prouve que D = D puisque le factem hiprolongeable de

longueur TI. - 1 est unique. En d'autres termes D est un palindrome, Par suite, n - 1 est

impair ct selon (ii-i) on peut donc considérer Pl <'t P2 ks deux <Illtr<'s pi)lindrornl's dl'

longuenr TI. - 1. Les palindromes Pl et P2 sont non biprolongeables car par minimalité

de TI. , D est l'unique facteur biprolongeable de longueur TI. - 1 de 'U. Par Ci) on montre

que Pk (k = 1,2) se prolonge à gauche et à droite par la même lettre; il existe des lettres

YI et Y2 telles que YI Pl YI et Y2P2Y2 soient deux facteurs de u. En somme li contient au

total quatre palindromes de longueur TI. + 1 en l'occurence xDx, yDy, yIPIYI et Y2P2Y2

puisque D, Pl et P2 sont distincts. Ce qui est contradictoire avec (iii). D
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RÉSUMÉ: On appelle complexité d'un mot infini u, la fonction, habituellement
notée Pu ou simplement P, qui compte le nombre de facteurs distincts de longueur
donnée dans u. Nous étudions dans ce mémoire certaines classes de mots de basse
complexité. Il s'agit notamment des mots de complexité n+ 1 appelés mots sturmiens,
les mots d'Arnoux-Rauzy qui sont de complexité 2n+ 1 et les mots de complexité n+2.
Dans le chapitre 1 nous rappelons les concepts de base en combinatoire de mots. Le
chapitre 2 est consacré aux mots sturmiens et les morphismes qui les préservent.
Dans le chapitre 3 nous étudions les morphismes d'Amoux-Rauzy i.e les morphismes
qui préservent la classe des mots d'Arnoux-Rauzy. Nous y énonçons quelques pro
priétés combinatoires des mots d'Arnoux-Rauzy puis nous montrons que l'ensemble
des morphismes d'Arnoux-Rauzy est un monoïde engendré par quatre morphismes
particuliers. Nous montrons ensuite que ce monoïde est stable par l'opération "miroir"
et unitaire à gauche. Dans le dernier chapitre nous classifions les mots ternaires de
complexité n + 2. Ensuite, nous étudions singulièrement une sous classe de ces mots
que nous appelons mots quasi-sturmiens par insertion. Nous montrons que les mots
de cette classe sont 2-équilibrés puis nous déterminons la fonction de complexité palin
dromique: ces mots possèdent 3 palindromes pour toute longueur impaire donnée mais
ne contiennent pas de palindrome non trivial de longueur paire.

ABSTRACT: We call complexity function of an infinite word u, the function, usu
ally denoted by Pu or simply p, which counts the number of distinct factors for given
length in u. In this thesis, we study sorne classes of infinite words of low complexty:
words with complexity n + 1 called sturmian words, Amoux-Rauzy sequences which
are words with complexity 2n + 1 and words with complexity n + 2. In the first chap
ter we recall sorne basic concepts in combinatorics on words. The second chapter is
devoted to sturmian words and morphisms which preserve the class of these words.
In the third chapter we study Arnoux-Rauzy moiphisms i.e morphisms which pre
serve the class of Arnoux-Rauzy sequences. We give sorne combinatorial properties
of Arnoux-Rauzy sequences and we show that the set of Arnoux-Rauzy morphisms
is a monoid generated by a familly of four particular morphisms. We next show
that this monoid is preserved by morphisms miraI' operator and is left unitary. In
the last chapter we classify the words with complexity n + 2, for n non-zero integer.
Next, we particulary study one sub class of these words that we call quasi-sturmian
words by inserting. We show that these words are 2-balanced and we determine their
palindromic complexity function: These words have 3 palindromes for any given odd
length but no empty palindrome for even length.

Mots clés: mots infinis, facteur de mots, complexité, facteurs spéciaux, équilibre,
palindrome, morphismes.


