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Introduction

. Un mot est une suite de symholes pris dans un ensemble fini A appelé alphabet.
On définit une structure de monoide sur A", 'ensemble des mots finis de A, a laide de

Popération concaténation (ou juxtaposition): on parle de monoide libre engendré par A.

L’étude des mots infinis remonte au moins aux travaux de Thue ([36], {37]) ot il abor-
dait-le probleme de répétition dans les mots. Par Ja suite la notion de complexité a
été introduite pour mesurer Ja diversité des motifs appamisshnt dans les mots. Ainsi on
ap'plellle complexité d’un mot u, la fonction p, qui compte le nombre de facteurs distincts
de longueur donnée dans .
Le plus souvent on étudie les mots en les regroupant par classe. Une classe pent étre
-définie comme 1in ensemble de mots possédant en commin une certaine propriété com-
binatoire. La complexité est 'une des principales propriétés combinatoires dans la clas-
sification des mots. Par exemple, les mots ultimement périodiques sont les mots infinis
dont la complexité est bornée.
Dans ce travail nous étudions des classes de mots ayant une certaine complexité. Il s’agit
notamment des mots sturmiens qui sont de complexité n 4 1; des mots d’Arnoux-Rauzy
qni sont de complexité 2n+1 et certains mots quasi-sturmiens de-complexité n+ 2. Nons
nous intéressons aussi a I’étude des morphismes préservant respectivement les mots stur-
miens et les mots d'Arnoux-Rauzy. On appelle morphisme toute application f de A~

dans lni-méme telle que f(uv) = f(u)f{v) pour tous u et v de A”. . .

Cette those est structurée en quatre chapitres.

Dans le chapitre 1 nous rappelons des concepts de base en combinatoire de mots ot
certains résultats utiles pour les cliapitres suivants.

Le chapitre 2 est consacré a 'étude des mots sturmiens et dec lenrs morphismes. Nous
reprenons certaines propriétés combinatoires connués sir ces mots et nons montrons
une nhouvelle propriété caractéristique de ces derniers (théoréme 2.2.7). Ensuite nous
rappclons unc caractérisation constructive des morphismes sturmicns die a F. Mignosi

et P. Séghold ((28]) puis nous montrons que pour tout morphisme sturmien f et tout



mot, récurrent, z, le mot f(x) est sturmien si et seulement si x Pest.

Le chapitre 3 est consacré principalement anx morphismes d’Arnonx-Ranzy. Aprés avoir
défini les mots d’Arnoux-Ranzy nons énongons quelquies propriétés combinatoires de ces
mots qui nous serviront daus I'étude de leurs morphisines. Ensuite, nous obtenons une
(:;_u'act;érisatioﬁ de ces morphigsies en montrant qu'ils sont engendrés par une famille de
quatre morphismes. '
Dans le dernier chapitre nous classifions tous les mots qui possédent, pour tout entier
n non nul, exactement n + 2 facteurs de longueur n. Ensuite, nous étudions singuliére-
nient une sous classe de ces niots que nous appelons mots quasi-sturimiens par insertion.
Nous montrons qu’elle constitue une classe de mots 2-équilibrés puis nous étudions la
palindromic ct nous obtenons que pour ces mots pal(n) = 0 si n cst pair et pal(n) = 3

“sinon on pal est la fonction calenlant le nombre de palindromes de longuewr n.



| Chapitre 1
Généralités

Dans ce chapitre nous rappelons des notions de base en combinatoire de mots, et
certains résultats utiles pour le reste du travail. La plupart des notations peuvent étre

retrouvées dans le livee de M. Lothaire |27].

1.1 Mots

On appelle alphabet, et on note A, tout ensemble fini de slymbr)les. Les éléments d’un
alphabet sont appelés des lettres.
Un niot sur A est une suite finie ou infinie de lettres de A. La suite vide se définit conime
le mot vide; on le note . | '
.Considérons A = {a,b} un alphabet & deux .lcttrcs;-aba-bba et ababbabbba - - - sont des
mots sur A respectivement fini et infini. On désigne par A* I'ensemble des mots finis sur
A
La concaténation ou le produit de deux mots finis 1 et v, noté u - v, est le mot. uw: ¢'est
'opération binaire sur A* qui consiste a écrire le deuxiéme mot & la suite du premier. La
concaténation est évidemiment associative et admet le mot vide comme élément neutre.
A* est ainst muni ’une structure de monoide et on Uappelle le monoide libre engendré
par A. Il convient de remarquer gue tout mot fini sur A, non vide, est une concaténation
finie de lettres de A On déhinit naturellemment les puissances de mots dans A® comme

dans tont monoide. L'ensemble des mots finis non vides se note A* ( AT = A"\ {€})



et celul des mots infinis A¥. Tout au long do travail on rencontrera diverses méthodes
de construction de mots infinis. L’ensefnble de tous les mots sur A est note A%, On a .
donc A® = A* Q'A“’. Pour tout mot u € A*® on note alph(u)'l’ensemb]e des lettres de
A présentes dans u.
Théoréme 1.1.1 Soit A un alphabet. Soient (M, ) un monoide d’élément neutre e et h
une applicalion de A dans M. Alors il existe un et un seul homomorphisme b A — IM
tel que: .

Ya € A, h{(a) = h{a).
Preuve: Existence: Posons h'(¢) = ¢ el h'(ayan - -a,) = h{a)h(as) -+~ h{a,). L appli-
cation A* définit un homomorphisme de monoides. \
Unicité: Soient g et g’ denx homomorplismes de A* dans A/ tels que Yo el'/L gla) =

9'(a). Alors, g(e) = g'(e) = e et pour tout u = a a3 - - @, nHOUS avons

g(u) = g(ar)g(az) - --g(an) = g'(a1)g'(a2) - 9'(an) = ¢'(w).
0.
C’est par ce théoréme que le monoide A est appelé monoide libre engendré par A.

Soit u un mot dans A" et a une lettre de A. La longueunr de u, notée |u], est le nombre de
termes de la suite u. Dar exemple la longueur du mot abbaaab est égale a 7. Par conven-
tion ]E| = 0. L’applicatidn L:(A*, -, g) — (N, +,0), ur— |u| cst un homomorphisme
de monoides. ' '
Le nombre d’occurrences de la lettre a dans le mot u , noté [u], est le nowbre d’appa-

ntions de a dans u. En considérant u = abbaaab nous avons |u], = 4.

1.2 Facteurs de mots

Définition 1.2.1 Soit u € A% et v € A*. On dit que v est un facteur de u s’il emiste
deuz mots uy et uy tels que v = uyvus. St uy = € alors v est appelé préfize de w. De
méme on dit que v est un suffire de u st uy = €. §i le focteur v n'est i préfive ni suffize

de u alors on l’-appélle facteur propre.

Un mot » est dit préfixe (resp. suffixe) strecd d’un mot w lorsue o est an préfixe (resp.

suffixe) de u tel que v # .



. Exemple: Sur Ialphabet binaire A = {a,b}, considérons le mot u = ababbaaad. Le mot
aba est un-préfixe de u tandis que baaab est un suffixe. Le bba est un facteur propre de
R Par convention le mot vide est facteur de tont mot.
".On appelle langage d’un mot u I’ensemble de tous les facteurs de u. On le note L(u).

L’ensemble des factcurs de longucur » d’un mot infini u se note L, (u). Nous avons:
L(u) = UnsoLn(u)

Soit v un facteur d’'un mot infini w = uguguz---. Un entier 2 est la position d’une
occurrence de v dans u S UgUyy) ** * Uigfy)-1 =V
. Déﬁnitionll.2.2 Sott u = uguquy - -+ un mot infini sur un alphabet A.

~ On dit que u est périodique s'il existe un entier non nul T tel que uj.r = u; pour
tout © > ng, la plus petite valeur pour T étant appelée longueur de lo périvde.

- u est dit ultimement périodique s’ existe un entier non nul T et un entier ng tels
que uipT = u; pour tout + > 0
En d’autres termes, u est dit périodique (resp. nltimement 'périoldiqne)l s’il existe deux
mots finis v. et w tels que u = ¥ (reps. u = wv*). |
On observe immédiatement dlle tout mot périodigque est ultimement pénodique.
~Soit u un mot infini sur A et v un facteur de u. On dira qu’une'lettre a est un prolon-
- gement A drloite (resp. & gauche) de v dans u si va (resp. av) est dans L(u).
On dit que v est spécial 4 droite (resp. a gauche) Iomqu’il' admet plusieurs prolongements
‘3 droite (reép. & gauche). Un facteur spécial & la fois & droite et & gauche est appelé
facteur bispécial.
Proposition 1.2.1 Soit u un mot infini périodique. Alors, il existe un entier naturel n
tel gue u ne posséde pos de focteur spécial de longueur n. '
Preuve: Soit u un mot infini périodique de période 7. Soit v un facteur de longuenr
n avec nl > T. Considérons ! la premiére position de v dans u et soit m une autre
oc'c.urrence de v dans u. Alors, pour tout h € {0, 1,' ooan—1}: u".**l"' = Upph -
Vérifions que les prolongements u, et Umsn de v respectivement a la position ! et m
sont identiques. |
Nous avons:

VheO,l,...,n~1: Unsn = Upha(m-1) = Uish

7



il en résnite que T divise m—1 et donc il existe un entier k tel que-m = [+ k7. Par Snit,él,

Ut = WakT+n = U(4n)+kT = Ui+n- Par conséquent v posseéde un unique prolongement

zi droite. De maniére analogue on obtient que v posséde un unique prolongement a

ganche. _ . 0
" Cette pf0priété s’é¢tend naturellent aux mots ultimement périodiques.

Mot miroir. On définit récursivement une opération unaire sur A*. notée (™) de la

. .maniére suivante: € = €, ua = au pour tout u € A" et a € A. Cette opération s'appelle

imége miroir.-L’image miroir Z d’'un mot w sera tout simplement appelée miroir de

u. L’image miroir est une opération involutive (resp. contravariante) i.e T = u (resp.

wv = vu) pour tous mots finis u et v.

En d’autres termes, le miroir de u est le mot obtenu en lisant u de la droite vers la

.gauche i.e ﬂ' = UpUp_y - Uy ST U= U Uy - - Up-

Définition 1.2.3 Soit u € A*. On dit que u est un palindrome si u = u.

Par exemple, les mots "elle, "été", "ici" et "tot" sont dés palindromes en frangais.

Suites-de mots et convergence. Soient (v,) une suite de mots et-u un mot infini.
Pour tout entier naturel k on note ul® le préfixe de u de longueur k. Qu dit que (v,)
converge vers le mot infini u et on pose limuv, = u lorsque que pour tount entier k, il
existe un entier ng tel que u* est préfixe de v, pour tout n > ng. Ceci est réalisé lorsque

le'mot vy, est préfixe propre de vny.

3 Complexité

- Intuitivéement on reconnait qu'un mot est d’autant plus “compliqué" qu’il posséde
"Heaucoup” de facteurs distincts. Ainsi on comptera le nombre de factenrs {de méme
lbngneur) qui apparaissent dans un mot pour mesurer sa complexité.

Définition 1.3.1 Soit u un mot infini. On appelle fonction de complezité de u que 'on
note p,, U'application de N dans N* définie par p,(n) = #L,(u), 0t #L,(u) désigne le
cardinal de Ln(u). '
Autrement dit la fonction de complexité de u est la fonction qui compte le nombre de

facteurs de u de longueur donnée. Notons que la fonction de cornplexité est. croissante



et vérifie de plus la double inégalité:
1 < pu(n) < (#A)™

~ Daﬁs tout ce gni suit la fonction de complexité sera simp]emeint désignée par p lors-
qu’aucune confusion n'est & craindre.

Exemple: Considérons le mot u = abbbaabbbaabbbaabbb - - - . Nous avons p(1) = 2, p(2) =
4, p(3)=5. ... '
Définition 1.3.2 On appelle mesure de la prédictibalaté ou fonction des foacteurs spé-
craur & droite d’un mot infinr u la fonction s définie de N dons N par s(n) = p(n+ 1) -
p(n) .

Définition 1.3.3 Soil u un mot infini et v un factevr de w. On appelle degré & droate

(resp. & gauche) de w el on note d*w (resp. d~w) le nombre de prolongements a droite

(resp. & gauche) de w dans u .

Remarquons que pour tout facteur fini d’un mot infini % nous avons toujours:
O"w>0et 0w > L.

‘ Pf’op,osition 1.3.1 Soitn € N et u € A“. Les propriétés suivantes sont toujours véri-
fiédes:

(i) p(n+1) = EweL,,(u) O w = Zwel”.(u) 7w,

(1) p(n + 1) = p(n) = 3 e w00 -1} =3 0 (07w = 1).
Preuve: A chaque facteur w de lovgueur n correspond d%w (resp. 9~ w) factenrs de
longucur n + 1 de %. Dol ’asscrtion (1)

Par aillenrs nous avons:

Z (0tw —1) = Z ot w — Z 1 =p{n+1)—pn).

wE Ly (u) we Ly, (u) wWE Ly (u)

De méme nous avons p(n + 1) — p(n) = ZwEL..(u) (0w —1).
L’égalité (i1) fonrnit un puissant outil pour le calend de la complexité ([12]).
Théoréme 1.3.2 (/29]) Soitw un mot infini. Les assertions suivantes sont équivalentes:

(1) w est ultimement périodique.



(i) Wl existe un entier o tel que p(n) = p(o 4 1),
(ii1) il existe un entier n tel que p(n) < n.
(iv) (p(n))n est bornée.

Preuve: Soit v un mot iufiui.

Supposons w ultimement périodique. D’apres 1y proposition 1.2.1 il existe un entier 7

tel gu’ancun factewr de longueur n»ode 2w ne soit spécial i1.e
In:VYu € Ly(u), 07 =1.

D'oit, 3 e, 00070 = 1) = 0 i p(+ 1) = p(n) = 0 (cf. proposition 1.3.1 (ii}). Ainsi
(1) = (i1).
Supposons gu’il existe un entier n tel que p(n 4+ 1) = p(n). Done
e+ 1) —p(n) = Z (070 —1)=0.
vE Ly (M)
Or comme u cst infini on a
Yo € L,(u): 8%t > 1 on encore OTv— 12> 0.
D’otl les implications
Z (@Fo—1)=0= (Vo€ L,(u):dTv-1=0)= Vo€ lL,(u) dv=1)
r€ Ly (n) '
Ainsi o w'admet pas de factenr spécial de longnuenr 2. De plus tont factew de w de

fongneur plus grande que n ne peut étre spécial car sinon tout suffixe de longueur n

dun tel facteny serait anssi spéaial. Donce
Yim > n, Vv € I, (1) 1 07u =1

Dou: Vm > n, p(m+ 1) = p(in) = 0.
Done (p(n)), est bhormée.

Dot (it) = (iv)

L’implication (7v) == (411) est évidente. '
(iti) = (4). Par Uabsurde supposons u non ultimeuent périodique. Alors pour tout

entier n. « admer an moins un facteur spécial & droite de longueur n i.e
Vn,dr € Ly{u): 07v > 2 onencore 9F 0 —1 >

10



Par conséquent

p(n+1)—p(n)= > (8v-1)>1.

V€ Ly, (u)
On en déduit que p(n) =2 n+ L 0
La fonction de complexité est nne notion trés utile pounr 'étude des mots infinis ¢t
des systémes symboliques ([2], [3], [12], [33], [35]). En effet, elle permet de caractériser en
particulier les mots ultimement périodiques (voir théoréme 1.3.2), aiusi que certains mots
de basse complexité, comme ceux de complexité n+1. Ces derniers sont appelés des mots
sturmiens et ont fait I'objet de nombreuses études tant du poiut de viie combinatoire.

qu'arithmétique et géométrique (voir a ce sujot [16]. {30], |32]).

1.4 Systémes dynamiques symboliques

L'ensemble A est muni de la topologie discréte (i.e toute partie de A est & la fois
ouverte et fermée), et I'ensemble A* de la topologie produit. L’application d : A* x

AY — R* définie par
d(u,v) = exp(—inf {i eEN: , # v; })

est une distance. A munie de cette distance est un espace meétrighe compact.
Définition 1.4.1 On appelle décalage sur A Uapplication T" de A¥ dans lui-méme dé-
finze par T((2 )nen) = (Uns) ) nen ' '

Plus précisément 'application T consiste a effacer la premicre lettre du mot. Le décalage
7' est une application uniformément continue, snrjective et non mjective.

Définition 1.4.2 Un systeme dynomique symbolupue est wn couple (,5), va O est un

fermé de A“ invariont par le décologe, et ot S est la restriction du décalaye 1™ ¢ §2.

Définition 1.4.3 Un systéme dynamique symboligue (Q,S) est dit minimal s’il ne contient
pas de fermé invariant non trivial, ou encore si pour loul point v €  -l’ensemble
{S™(v), n € N} est dense dans Q.

Définition 1.4.4 Soit u un mot infini sur un alphabet A. On appelle orbite de v Uen-
semble O(u) = {T(u), n € N} ou T désigne le décalage.

A1



Posons X, = O(u) ot O(u) est Vadlierence de O(u) dans A, Observons que X, est
nn fermé invariant par 7. Ainsi & tout mot infini % on associe le systéme dynamique
(X,,T). Notons que X, cst fini si et seulernent si u est ultimement périodique.

Proposition 1.4.1 Sou u un ot infing sur un alphabet fini A. Alors
)(u = {U (S Aw . }1('”) g I/(U)}‘ .

Preuve: Soit ¢ un mot intini swr A tel que L{v) € L{) et 2" le préfixe de longueny
node v Alors ¢ est un factenr de w et done il existe nu ndice 7, tel que ul apparait a
cet inclice dans 0. Ainsi 2 est un préfixe de 177 (1), Dot o = ling,~_y 77 (1) et done
r € N, Cegmi montre que {r € A¥: L(v) C L(u)} C X,,.

Raciproquement. soit o € X0 Alors) il existe nne suite d'entiers (7,,),, .o Lelle (e
0= D, —rs T (@), Soit w un factem de u; alors il existe mn entier n tel que w est
facteur du préfixe v de longueur n. du mot v. Comme v € X, il existe uu entier ny tel
que 70 (u) comntence par ol . Par conséquent w est facteur de Tt (u) et done de w.

Aiusi nous avons L{v) € L{). D’on Vinclusion X, € {v € A¥ : L{v) C L(u)}. 0

Définition 1.4.5 Soil w un mol infini sur un alphabet fini A.

w esl dit récurrent si tout facteur de u apparcit une infinité de fois duns w.

west dil wniformément récurrent si Lout fuclewr de uw apparuil avec des locunes
bornées ¢'est-a-dirve que pour toult n € N il existe un entier N tel que tont facteur de

fonguenr N-conbient Lous les facteurs de longuenr w o de .

On remargue imnédiatement gue tout wot petiodique-dans A% est réenrrent et wdme
nnifonnément récnrent.
Tout nmot imiformeénent récurrent est. véeurrent mais la véciproque est fausse.
On trouvera dans 23] ta preuve des résultats classiques suivants sur Jes mots récurrents
ot unmformément récnrvents.
Proposition 1.4.2 Soil v un mol infina sur un alphubet fini A. Les assertions suivantes
sont équivalentes:

(1) v st récurrent.

(ii) 1l creiste une swite strictement croissante (1) o0 d'enlicrs uaturels telle que:
=1, o 1 ().

(321) I application I est surjective sur X ,.

12



Proposition 1.4.3 Soul w un mot infing sur wn alphaobel fine Ao Les assertions suwanlbes
sond dquivalentes:

(i) « est mlm'.formément récurrent.

(ir) Vo € Xy X, = X,

(i1i) Vi € L), L{v) = L(u).

Théoréme 1.4.4 Svil v un mol infini sur un alphobet fini A, Le systémne dynanigque
(N Y estowinmned sioel seudemend stw esl uniforménent récurrend.
C'esten vertu de ce théoreme gu’nn ot infini wniformdémeyt. récurrent est. appelé mot

N

mininal,

1.5 Graphes de mots

1.5.1 Graphes de De Bruijn

On cousidere nn alphabet A de cardinal ¢ nou nul. Dans le but de construire les
mots finis circulaires de longueur ¢ tels que tout mot de longuenr 2 apparaisse nne et
une seule fois De Bruijn a utilisé, dans [18|, les graphes de mots. Ainsi nous appelous

graphe de De Brajjn le graphe dhm mol de complexité maximale.

- Définition 1.5.1 /e graphe de De Bruign d’ordre o sur Ualphabet A est le graphe orienté
de g" sounnels de longueur n ot dewy somaels v el v’ sont reliés par un ore de ¢ vers
st e suffine de longuenr v — | de v oest le préfive de longueur o= 1 de o

Exemples de graphes de De Bruijn sur un alphabet 3 deux lettres {«. b}: voir

la fignre 1.1 4 la page 1

1.5.2 Graphes de Rauzy

Introduits par G. Rauzy ils permettent une visualisation des enchainements des fac-

teurs d e mot ¢ donne.



aab —»  abb
p 4 |
53 / \4 / \ %
aaa aba bab bbd
=) B
\ / N ¥y

baa ‘ bba

FiG. 1.1 Les graphes de. De Bruin d’ordre 1, 2 et 3 sur {a,b}

Déﬁnitionll.5.2 Soit w un mot sur A. Pour tout n € N, on appelle graphe de Rouzy
d’ordre n de u le graphe orienté, noté I'y,, tel que:

-~ Ses sommets sont les éléments de L,(u)

- Pour tout v, v’ € L,(u) tl existe un arc de v vers v’ si el seulement 7l existe ¢ et
b, éléments de A, vérifianl w =ve = bv’" et w € L,y (u). la letire a est appelée éliquelic

N a
de Uarc de v a V', on nole v — V.

A tout arc de T, correspond un ct un seul facteur de longueur n + 1 de u. Ainsi le
graphe de Rauzy d'ordre n d'un mot u est. wne représentation pratique de ensemble
des facteurs de longueur n + 1 de uw. Deux sommets reliés par un arc sont dits successifs

car ils se suivent dauns ledit mot.

Exemnple: La figure 1.2 de la page 15 donne les graphes de Rauzy d’ordre 0, 1, 2 et 3

du mot de Thie-Morse défini dans la section 1.5 et dont les premiéres lettres sont:

M = abbabaabbaababbabaababbaabbabaabbaababba - - -
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<

O Il Cu—bO
ba » aab ) abd
}/ \ \4 /
aa 3b T3 /ag.a D — bayb\
\ ab / ba a‘ < bba

F1G. 1.2 Les quatre premiers graphes de Rauzy du mot de Morse

Théoréme 1.5.1 (/30]) Soit u un mot infni sur un alphabet fini A. Les propriétés
suiantes sont éguivalentes: '
(i) u est récurrent.
(i1) Tout facteur de u admet au moins dews occurrences dans .
(111} Pour tout entier n € N, le grophe de Rauzy d’ordre Ty est fortement conneze.

(iv) Tout facteur de u est prolongeable a gauche.

1.5.3 Graphes dérivés des graphes de Rauzy

Soit u un mot infini sur un alphabet fini A.
Définition 1.5.3 Soit T, le graphe de Rauzy d’ordre n de u. Le graphe dérivé de Iy,
noté D(T,.), est le graphe orienté tel que:

- Ses sommets sont les arcs de Ty, c’est-a-dire les facteurs de longueurs n+ 1 de u.

Il admet un arc de v vers V', lorsque dans T, le sommet d’arrivée de arc v est le

sommet de départ de Uarc v'; ¢’est-a -dire qu’il existe a et b de A’ tels que va = bv'.
Nous observons que les arcs de I'y, 1y correspondent a tous les éléments de L, o{u) tandis
que les arcs de D(T,,) représentent tous les mots possibles de ldngueur n + 2 construits
A partir des éléments L, (u). Ainsi tout arc de ['yy, est un arc de D(T,) et done Thyy
est un sous graphe de D(I',). Donc le graphe de Rauzy I',,) est obtenu & partir du

15



graphe D(T',) par retrait éventnel de certains arcs.

Proposition 1.5.2 Soil u un mot récurrent sur un alphabet fini A et n un entier ne
rel. S1 le mol u ne posséde pas de facteur bispécial de longueur n, alors T,y = D(I,).
Preuve: Soit ¥ nn mot récnrrent. sur un alphabet fini A et n un entier naturel tef que
u n'admette pas de factenr bispécial de longneur n. Supposons T,y # D(I',). Alors il
existe un arc ath (a,b € A) de longueur n + 2 qui n’appartient. pas & I',,_; L.e alh n'est
pas dans Lnio{u). Or, comme atb est un arc de D(T,,) alors al et b appartiennent &
Ly (u). Par suite, comme u est récurrent, le facteur 1o (resp. al) est prolongrable a
gauche (resp. & droite) par une lettre o’ (resp. ). Plus précisément o’tb et «td’ sout
dans L,.2(u). De plus @’ est distincte de a et b’ distinete de b puisque atdb n’est pas dans
L.y2(u). Par conséquent ¢ est bispécial car les mots at, 1b, @'t et {0’ sont tous facteurs

de longuenr n 4 1 de u. Absurde. ' O

1.6 Morphismes de mots

Les substitutions sont des applications définies sur A* qui générent de fagon naturelle
des mots infinis Ide basse complexité.
Définition 1.6.1 On appelle substitution sur un alphobet A tovte appbeation [+ A —
At Toute substilution f se prolonge de wmaniere noturelle en worphisine du monoide A*
daons lui-méme par concaténation (ie f(uv) = f(u)f(v), Vi, v €A et J(&) = ¢). puis
en une applicalion de A dans lui-méme.
Point fixe d’un morphisme. On appelle point fixe d’un morphisme f un ot infini
w vérifhant f{u) = wu. .
Définition 1.6.2 Un morphisme [ est dit:
untforme de wnodule p st pour tout a € A on a: |f(a)| = ps
- croissant st pour toul « € A on a: |f(a)] > 2;
non cffacant si pour tout a € A on a: [(a) # ¢,
- prolongeable en’a (une lelire de A) si f(a) = aw avec u € A~
Un morphisine de module 1 est appelé morphisme Littéral.
Définition 1.6.3 Soit [ un morphisme sur A*. Limage maroir de [ est le morphesme

noté [ et défini sur A* par T(a) = f(a) pour tout a € A.
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Proposition 1.6.1 Soit f un morphisme prolongeable en a € A, Alors pour tout k > 1
.on a:

f¥(@) = auf(u) f*(u)- - fFHu).

Preuve: Comme f(a) = au, on a f(a) = f(f(a)) = flaw) = f(a)f(uv) = auf(w).
Supposons que I'on ait fk(al) = awf(u) f2(u)--- f5~'(u); on obtient alors:

) = (M)

flawf(u) f* () £ ()

= [ S ) @) P S (W)
auf(u)f*(u)- - f¥(x)

Il

. a

La suite a, f(a), f2(a), ..., f*(@), ... converge vers un mot infini u. Ce mc;t est dit
engendré par f et est noté f¥(a). On écrit alors () = lim f*(a).

Exemple: Considérons, sur l’alphabet binaire {a,b}, le morphisme de Thue-Morse 4

- défini par p(a) = ab et w(b) = ba. p est prolongeable en a et engendre donc un mot

infini M appelé mot de Thue-Morse.

M = p“(a) = abbabaabbaababbabaababbaabbdbaabbaababba- o

Le mot de Thne-Morse a fait Pobjet de nombreuses études, tant aritlnnétignes que
combinatoires (voir par exemple |11], [19]).

Proposition 1.6.2 Soit f un morphisme prolongeable en a. Alors, pour tout & > 1, f*
est un morphisme prolongeable engendrant le mot infing fe(a).

Preuve: f étant prolongeable en a on 2 f(a) = au et f*(a) = auf(uw)f2(u) - f*(u)
o0 u est nn mot fini non vide. En posant v = uf(u)f2(u)--- f*1(u), on a f*) = av
ol v est un mot fini non vide car u 'est. Ainsi, f* est nn morphisme prolongeable en
a. Le mot infini qu'il engendre est la limite de la suite a, f*(a), f#*(a), ..., /™(a), ...
qui est une suite extraite de la suite (fk(a))k dont la limité est le mot engendré par f.

Par conséquent f et f* engéndrent le méme mot infini f“(a). ]
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Lorsque u est point fixe d’un morphisme prolongeable en a nous Avons un critére de
minimalité en fonction de f ([31]).
Théoréme 1.6.3 Soit u un poinl fire d'un morphisme [ sur un alphabel A. Si a est
préfize de u avec |f(a)| > 2 et st toutes les lettres de A sont dans u, alors les propriétés
. sutvantes sont équivalentes:

(i) u est minimal et lim | f(b)| = +oo pour toutes les lettres b de A.

(i1) il eziste | < # A tel que pour tout b€ A, a € L{J1(b)).

(123} pour tout b € A il existe k(b) € N tel que a € L(f*®)(b)).
Lorsque A = {a,b}, T. Tapsoba a donné dans [35] un critére de minimalité trés simple.
Théoréme 1.6.4 Soit u un mot infini point fire d’'un morphisme [ sur un alphabet
A = {ab} tel que a soit préfize de u et b € alph(u).

(i) Supposons [ crowssante, alors: w est minimale si et seulement si a € alph(f(b)).

(11) Supposons |f(a)] > 2 et f(b) = b, alors: u est minimale si et seulement si
f(a) € aA’a .
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Chapitre 2

Mots et morphismes sturmiens

2.1 Introduction

.Un mot sturmien est un mot infini binaire qui posséde exactement. n + 1 facteurs
* distincts de longuenr n. L'étude des mots sturmiens a été initiée par Hedlund et Morse a
la fin des années 1930 dans un développement sur les systémes dynamiques symboliques
([29], |30]). Depuis lors une importante littérature a été consacrée & ces mots, notamment
au cours des deux derniéres décennies ([5], [6]. |7]. [10], [21], [34]). On connait aujour-

d’hut de multiples caractérisations de ces mots et diverses méthodes pour les générer.

En particulier Morse et Hedlund ont montré que ces mots s’interprétent comue le codage
de I'orbite d’un point du cercle unité sous I'action d’nne rotation d’angle ¢ irrationnel
lorsqu’on partitionne le cercle en deux intervalles de longueurs respectives « et 1 — &
(130]). Une autre méthode de construction a été proposée par Arnoux et Rauzy qui ont
montré que les mots sturmiens s'obtiennent également en itérant infiniment deux mor-
phismes particuliers ([4], [32]).

Dans ce chapitre nous nous intéressons anx morphismes sturmicns 4.¢ ics morphismes
tels que 'image de tout mot sturmien est un mot sturmien. Ces morphismes ont été
largement étudiés ( |7|, (8], |9}, |26], |17], |28, [34]).

- Ce chapitre est organisé ainsi qu'il suit. Nous reprenons d’abord (section 2.2) certaines
propriétés connues sur ¢es mots ¢t nous montrons unc nouvelle propriété caractéristique

de ces derniers (théoréme 2.2.7). Dans la section 2.3 nous rappelons une caractérisation
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constmetive des morphismes stnrmiens dile a F. Mignosi et. P. Séébold ([28]). Puis nous
montrons que si 'image d’in mot par un morphisme sturniien est 1n mot sturmien alors

ce mot ’est aussi.

2.2 Mots sturmiens

Soit u un mot infini sur un alphabet fini A. On a vu au chapitre 1 que la fonction de
complexité p est croissante. De plus st u est ultimement périodigue alors p est bornée et
on peut trouver n tel que p(n + 1) = p(n). On en déduit que si « est non ultimement
périodique alors sa fonction de complexité p vérific p(n) > n+ 1 puisque p est strictement
croissante et que p(l) > 2. Dans ce paragraphe nous nous intéressons aux mots infinis
non ultimement périodiques de complexité minimale.

Définition. 2.2.1 Soit u un mot infini sur un alphabet A. On dit que u est sturmien s

sa fonclion de complerité p vérifie:
vneN:p(n)=n+1.

Tout mot sturmien u est défini sur un alphabet de cardinal 2 car d’aprés la définition
ci-dessus p(1) = 2. Pour cela dans ce chapitre, saof mention contraire, nous travaillerons

sur Palphabet {a,b}.

Exemple: Le mot sturmien le plus connu est le célébre mot de Fibonacei
F' = abaababaabaababacbabaabaababaaba - - -

engendré par le morphisme & défini par ®(a) = ab et &(d) = a. Ce mot a été profondé-
ment étudié et nombreuses de ses propriétés peuvent tre retrouvées dans 3| et [34].
La définition 2.2.1 conduit a:
‘Proposition 2.2.1 Soit u un mot sturmien. On a:

(i) u contient ab et ba.

(2i) u contient un et un seul des mots aa ef bb.
Preuve: (i) Si ab n'est pas dans wu, alors u = & ou u = d*a*- (k > 0)et « serait

ultinmement périodique; ce qui est contradictoire avec le caractére sturmien de . De
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méme on montre que ba est dans .
(ii) Nous avons p(2) = 3. Ainsi u posséde cxactement 3 factcurs de longucur 2. D’apreés
(1) ab et ba sont deux de ces trois factenrs de longneur 2 . Nécessairement le troisiéme

facteur de longueur 2 de u est soit aa, soit bb. a

Définition 2.2.2 Soit u un mot sur un alphabet fini A. On dit gu’une letire w est isolée

dans u lorsque a € alph(u) tandis que aa n’est pas dans u.

Par exemple, dans le mot de Fibonacci la lettre b est isolée.
Comme conséquence de la proposition 2.2.1, tout mot sturmien posséde une et ime seule
lettre isolée. ' |
Définition 2.2.3 Un mot sturmien u est dit a-sturmien (resp. b-sturmien) si a (resp.
b) n'est pas isolée dans wu.

La remarque suivante vient de la proposition 2.2.1.

Remarque 2.2.1 Tout mot sturmien u est s0it a-sturmien soit b-sturmien.

Théoréme 2.2.2 Soit u un mot récurrent sur Ualphabet A = {a,b}. Les assertions
sutvantes sont équivelentes:

(1) u est sturmien.

(i) Vn € N, 31 (Dn,Gn) € L2(u) : §* Dy = 8= G = 2.

Preuve: u sturmien <= (VR € N, p(n) =n + 1)

< (WrEN, p(n+1) - p(n) =1)

— (Vn €N, p(n+1) = p(n) = et (0w —1) = Soep, @ w —1) = 1)
< (VneN, 3(D,,G,) € L2(uv) : 0" D, = 8~G, = 2) car u est récurrent.

Proposition 2.2.3 ([24]) Tout mot sturmien est uniformément récurrent.

Définition 2.2.4. Soit w un mot défini sur A. On dit que u est équilibré si pour tous

facteurs v et w de méme longueur et toute lettre a de A on a:
lvl, = lwl.) <1

Proposition 2.2.4 Soit « un mot sur lalphabet A. u est non équalibré s'il cziste deus

lettres distinctes a et b et un mot fini v tels que ava el bvb appartiennent ¢ L(u).
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Preuve: Supposons u non équilibré. Alors on peut considérer deux facteurs w et w’

~ de longueur n minimale de u tels que ((Jw|, — [w'],)] > 2. Comme n est minimal tout
couple (¢, t') de facteurs de u de longueur m inférieure & n vérifie |[¢[, — |¢/|,| < 1. On
peut encore écrire w = zvy et w' = vy avec z,y2’'y € A. Comme |zv| = |7'V| < n,
par minimalité de n nous avons ||zv|, — [2’V/|,| < L. Par conséquent y # 3. De la méme
maniére on montre que z # . Supposons £ # y. Puisque y # ¢/, ﬁxons pour continuer

c=aetz =b Alorsy=bety =aet donc w = avbet w’ = n'a. D'ol:
lwl, = [w'|,| = llavb|, = [bval,| = |jv], = ||| <1

Ce qui est absurde, car par hypothése, ||lw|, — |w/|,| > 2. Donc w = ava et w' = bv'b.
Montrons pour terminer que v = v’. Si v # v’ alors nous aurons (v = tat’ ct v = tbt")
ou (v = tht" et v/ = tat”) avec ¢, et t” des mots non vides. Si v = tat’ et v’ = tbt” alors
~ata et btb sont dans u, ce qui est contradictoire avec la minimalité de n. Si v = tbt' et

v = tat” sont daus u alors nous avous:

- Eal, = 1£70],] = llatbt’al, — [btat”®],| = |lw|, — [w|,] > 2.

Ce qui est contradictoire avec la minimalité de n car |¢'a|l = |t"b| < n.

Conséquence: Tout mot u équilibré admet une lettre isolée.

‘Définition 2.2.5 On appelle cléture de mots équilibrés, tout ensemble C de mots sur
A vérifiant:
~VYoe C:Lwv)C C
Yo,w e C, Juf =l lol, = wl] <1

Lemme 2.2.1 Svit C une cloture de mots éguilibrés. On a:
p(n, C) <n+1
ot p(n,C) = #{ve C: |v|=n).

Preuve: Soit C une cléture de mots équilibrés. Supposons qu’il existe n un entier naturel
tel que p(n,C) > n + 2. Prenons n le plus petit des entiers vérifiant cette condition i.e

p(n —1,C) < n. Nous avons:
s(n,C)=p(n,C) =p(n-1,C) 2 (n+2)-p(n-1,C) > (n4+2)—n=2
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Ainsi C admet au moins deux éléments (de longneur n — 1) possédant chacun denx

prolongements dans C. Soit D) et D, deux de ces factenrs. Alors les mots
Dia, Dib, Daa et Dyb

sont dans C. Comme D, et D, sont distincts ils existe alors des mots D, D', D" tels que
D, = D'aD et D, = D”bD. Ainsi nous observons que aDa et bDb sont dans C. D’ol:

llaDal|, — |bDb},| =2 > 1.
Done C n'est pas une cloture de mots équilibrés, Absurde. 0

Corollaire 2.2.1 Soit u un mot infini sur A. Siu est édquilihré alors p(n) < n+ 1 pour

toul enlier n.

Preuve: Il suffit de remarquer que pour tout mot u infini et équilibré L(u) forme nne

cloéture de mots équilibrés puis d’appliquer le lemme 2.2.1 ci-dessus. D
La caractérisation suivante est fort utile ([30]).

Théoréme 2.2.5 (Morse & Hedlund ) w est un ol sturmaen si et seulement si 1l est

non ultimement périodique el équilabré.

Théoréme 2.2.6 L’ensemble des facteurs d'un mot sturmaen est stable par image mi-
TOtT, 1.6
Yv € L(u) : 7 € L{u)

Preuve: Soient n un entier’ naturel et u un mot sturmien donné. Désignons par L(u)

I'ensemble des images mivoir des éléments de L(u): L{u) = {T: v € L(u)}. Posons

C = L(u) UZ(u)

et montrons que C est une cloture de mots équilibrés. Soit v ¢t w deux ¢léments de C
de méme longueur.

Supposons v et w daus L{w). Alors
ol = hol,| 1
pmsque u est stormien (cf. théoreme 2.2.5).
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Supposons i des denx mots dans L(w) et Uautre dans L{w). On peat, arbitrairement,

J

considérer v dans L(u) et w dans L{u). Alors % est dans L(1) et comme ||, = |#], on

a:
l[vlo = [wl] = llvl, — [l < 1,

puisque u est équilibré,

Supposons v et w dans L(u). Alors T ¢t W sont dans L(u). D’on
o]y = Twla) = [I7l, - Jw],] <1

puisque u ost équilibré.

Aiusi v et w étant choisis quelconques daus C on en déduit que C est une clotine de

mots équilibrés. Donc p(n,C) = # (L,,(u) U L,.(u)) < n+ 1 d’aprés le lemme 2.2.1.

Par suite, L,(«) = L,(x) U L,{(u) puisque #L,(n) = n + 1 (car w est sturinien) et

Ly(u) C (Ln(u) U L,,(u))‘ Ainsi L, (u) C L, (u) et par consequent L{uw) C L(u). B

Théoréme 2.2.7 Soil u un mot a-sturmsen. Alors il existe un entier noturel non nul

n tel que u s’écrit

u = anobavl+£|ban+(2ban+(3b L

avee ng < 4+ 1 et (€:),5 une suite sturmienne sur alphabet {0,1}.
Preuve: Soit u un mot a-sturmien. I existe un entier non nul n tel que u est de la forme
u = a"ba 1 ba" T 2ha" T - - -

ot ny < n4 1 et (¢)eyy nuesnite sur Palphabet {0,1}. Bn effet, comme u a-stunnien,

alors b est isolé dans u. Donc v est de la forme
u=a"ba™ba"ha"b - - .

Supposons qu'il existe 2 > 1 et j > 1 tels que n; —n, > 2. Alors ba™b et 2™ 72 (factenr
de a™) sont dans L{u), ce qui contredit 'équilibre. Donc pour tous 7 > 1 et j > 1,
[n; —ni < 1. Sion prend n = min {(n);5,} et & = n; —n, alors (&) € {0,1} pour

+ > 1. Nous avons ng < n + 1 car sinon, a™*? (factenr de a™) et ba™b sont dans L(u),
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ce qui contredit encore équilibre. 1l reste done & prouver que la siite (e,),>) est stur-
mienne.

Supposons (€ );>1 nou sturimienne. Alors (¢,),>) est ultimement périodigue ou non éyni-
librée.

Si (€&)iz1 était ultimement périodique alors u le serait aussi, ce qui est impossible cay
u est sturmien. Par suite, (¢;)i>) est non équilibrée, et posséde de ce fait deux facteurs
de la forme 0t0 et 1¢1. Considérons les facteurs de (e,);>1; en les écrivant de telle sorte
que chaque lettre précéde et succéde un b puis en remplagant 0 par a” et 1 par o™*!
on retrouve certains facteurs de u. Ainsi w admet deux facteurs de Ja forme ba"Ta"b et
ba™ ' Ta™*'b. En posant w = a™Ta™ on remarque que les mots @wa ot bwd sont. dans w.

Donc w est non équilibré. Absurde, car « est nn mot sturmien. Par conséquent (¢;),>

est une suite sturmienne.

2.3 Morphismes sturmiens

Définition 2.3.1 Un morphisme f de A* dans tur-méme est sturmaen si [(x) est stwr-

mien pour tout mot sturmien z.

Le morphisme identité Jd et le morphisme E qui échange a et b sont évidemment des
morphisimes sturiniets. '

Proposition 2.3.1 Les morphismes a ¢t @ ci-dessous définis sont des morphismes stur-

miens.
o A — A a: A — A
b— ab b — bu

Preuve: Montrons e cette proposition est vraie pour a; la preuve se faisant de maniére

similaire pour @. .

Soit u nn mot sturmien.

Supposons () non sturmicn. Alors, c(u) est ultimement périodigque on non équilibré.
Si () est ultimement périodique alors il existe deux mots finis v et w et deux facteurs

rels tels que a(u) = vw®, v = o(r) el w = «(s). Par suite le ol «(u) s'¢erit a(rs?): et

comme ¢ est injectif il vient que u = rs¥. Donc u est ultimement périodique. Absurde.
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Si a(u) est. non équilibré alors a(u) admet denx facteurs de la forme aza et bzbd. Comme
les mots a(a?), afab), a(ba) et a(b?) ne contiennent pas b* alors a(u) ne peut contenir
b%. Donc le mot z s’écrit z = ata et a(u) admet comme facteurs les mots v; = aataa et
vy = abatab. Comme la premiére lettre et la troisiéme occurrence de @ ne peit provenir
que de la lettre a, on a a! = a(y) ot y est vn facteur de w. Il s’en suit que a(ayae) et
ce(byb) apparaissent dans «(n) et done aya ot byb sont des factenrs de w. Absurde, car

1 sturmien., a
Corollaire 2.3.1 Les morphismes Eoc el Eo& sonl sturmiens.

Preuve: Soit © un mot sturmien. o(w) est un mot sturmien puisque o est un morphisnie
sturmien (Proposition 2.3.1). Par suite F(a(w)) st sturmien car le morphisnie échange

est anssi sturinien. On wontre de méme pour £ o @. ]

Définition 2.3.2 Un morphisme sturmien [ est dit a-sturmien (resp. b-sturmien) si
f(ab) ou f(ba) contient a? (resp. b?).

En vertu de cette définition on fait la remarque suivante.
Remarque 2.3.1 Toul morphisme sturmuen, oulve gue fd el £, est sosl a-sturmen,
soit b-sturmaien.

Les morphismes et & sont a-sturmiens tandis que E o ¢« et /5 o @ sout b-slurmiens.

Lemme 2.3.1- Soient u un mot récurrent sur A et p € {o,a}. Le mot p(u) est sturmien
s1 et seulement s1u est sturmien.

Preuve: Soient v un mot récurrent sur A et ¢ € {c, @}. La démonstration étant similaire
pour « et @ nous faisons la prenve pour v = a.

Supposons u sturmien alors ¢(w) est sturmien d’aprés la proposition 2.3.1 .
Réciproguement supposons u non sturmien el montrons que a(u) ne peut étre sturmien.
Comme w est non sturmien alors il posséde deux facteurs de la forme ata et bib. Nous
avons:

a(ata) = ala)a()a(a) = aa(t)a = oTa

a(bth) = a(b)a(t)a(b) = aba(t)ab = abTab
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oit T = ot). u étant infini il existe une lettre x dans A telle que ataz soit un factenr de

. Par suite nous avons:
alatax) = alata)a(z) = aTaay

ony € {g,b}. Ainsi a(u) contient les deux mots awa et bwb avec w = Ta. Par conséquent

a(u) est non équilibré ct ne peut done étre sturmien. ' o

Lemme 2.3.2 Soit [ un morphsme sturmen. Alors, il existe g € {a. @, F o . L oG}

et un morphisme h sturmien lels que f = goh.

Preuve: Soit f un morphisme sturmien.

- Supposons [ a-sturmien. Alors f(a) et f(b) sont des facteurs d’un certain mot a-
sturmien. Par conséquent f(a) et f(b) apparticnnent a {¢,ab}” ou & {a,ba}’ puisque
Lot mot a-sturmien est dans {a,ad}” U {a,ba}".

Cas 1: f(a), f(b) € {a,ab}”. Comme a(a) = a et a(b) = ab on en déduit que f(a)et f())
sont dans {a(a),a(d)}". U existe = ct y dans A* tels que f(a) = a(z) et f(b) = aly).
Soit A la substitution telle que h(a) = z et h(b) = y. h se prolonge par concaténation
en un morphisme sur A*. Nous avons f = a o h.

Le wnorphisme h est sturutien. En eflet soit u un not sturmien. Alors f(u) = cvo h{u) =
a(h(u)) est sturmien puisque f est sturmien. On en déduit par application du lemme
2.3.1, que h{u) est sturmien. Par conséquent A est sturmien.

Cas 2: f(a), f(b) € {a,ba}’. Puisque &(a) = a et @(b) = ba, on montre comme daus le
cas précédent qu'il existe un morphisme h sturmien tel que f =@ o A.

- Supposons f b-sturmien. Alors £ o f est a-sturmien puisque le morphisme £ échange
les réles de a et b, Par suite it existe un élément g dans {a@, @} ct un morphisme A
sturmien tels que Fo f=goh. Or f = FEo(Eof). Dou f=FEo(goh)=g oh avec
g €{Loa Eor}. 0

Théoréme 2.3.2 Soit [ un morphismne sur A*. Alors, [ est sturmien si et seulement
si [ € {E,a,@)"

Preuve: Suffisance: Si [ € (I, o, &} alors [ est sturmien car la composition des

moyphismes préserve les morphisimes sturnuens.
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Nécessité: Soit. f nn morphisme sturmien. Montrons par récurrence sur || f], la longuenr

de f (|Ifll = Y pea |f(a)]), que nous avons:
f € {E’Q»a}‘

- Si /|l = 2 alors f € {Id, E}, puisque f est non effacant en tant que morphisme
srurmien. Donc f € {E, o, @}"

Supposons que || f]| > 3 et que tont morphisme sturinien de longueot striclement infé-
rieure a || /|| appartienne a { £, v, @)". D’apreés le lemme 2.3.2 il existe g € {o, @, Eo o, Eo @)
et b un norphisine sturmien tels que [ = goh. Vérifions que ||} < || f|l. Pour ce faire,

prenons arbitrairvement g = «. Comme jx(a)| = 1 et |a(b)| = 2, nous avons:

= (k@ +21h@l, ) + (1), + 21h0)),)
(18(@)1+ 1@, ) + (150)] + o), )

(1@l + 1)1 ) + (1h@)l, + 1h(o)], )
21| + [~(ab)l,

Comme A est sturmien, h{(ab) contient nécessairement un 6. Donc |h(ab)|, > 1 et par
conséquent (Al < || £]]- '
Donc, par hypothése de récurrence, i € {E, o, @}". Ainsi, f =goh e {E,a,a}".

O
.Théoréme 2.3.3 Sowent x un mot vécurrent el f un morphisme sturmien sur A™. Alors,
J{() est sturmien si et sevlement si x est sturmien.
Preuve: Ce théorgme est une conséquence inmédiate du lemme 2.3.1 et dn théoréme

2.3.2. W
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Chapitre 3

Mots et morphismes d’Arnoux-Rauzy

3.1 Introduction

Un mot d’Arﬁoux-Ranzy est un mot (sur un alphabet & trois leitres) uniformément
récurrent de complexité 2n+ 1 caractérisé par une certaine condition combinatoire (voir
définition plus loin). L'étude de ces mots a été introduite par G. Rduzy dans [32]. Plus
tard P. Arnoux et G. Rauzy ont donné une caractérisation géométrique de ces mots ([4]),
ce qui a vatu d'ailleurs leurs noms & P’appellation actuelle de cette classe de mots. Depuis
lors unc importante littérature a ¢t¢ publiée sur leurs propriétés (voir par exemple [14],
38). |

Les graphes des mots d’Arnoux-Ranzy sont souvent vus comme nne généralisation de
ceux des mots sturmiens. Ceci a permis de nombreuses généralisations des propriétés
combinatoircs des mots sturmicns & ccux d’Amoux-Rauiy.

F. Mignosi et P. Séébold {|28|) ont obtenu nne caractérisation des morphismes sturmtens.
Nous nous proposons dans ce chapitre de donner une caractérisation des morphismes
d’Arnoux-Rauzy qui sout des morphismes tels gue 'mage de tout mot d’Arnonx-Ranzy
est d’Arnoux-Ranzy.

Dans ce qui suit, aprés avoir défini et énoncé quelgnes propriétés des mots d’Arnoux-
Rauzy nous étudions les morphismes d'Arnoux-Rauzy et nous montrons qu’ils sont en-
gendreés par une famille de quatre morphisnes.

Les principaux résultats de ce chapitre sont dans [25].
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3.2 Mots d’Arnoux-Rauzy

Dans tout ce chapitre I'alphabet considéré est A = {a,b, ¢}.
Définition 3.2.1 Soit u un mot sur un alphabet & trois lettres de complexité p(n) =
2n+ 1. On dit que u est un mot d’Arnouz- Rouzy si pour tout nombre entier natureln, i
eziste un unique facteur de longueur n triprolongeable & droite D,,, et un unique focteur
de longueur n triprolongeable a gauche G, (i.e -G, = 8* D, ='3). On dire simplement
‘ que u est un AR-mot.
L’exemple le plus classique de mot d’Arnonx-Ranzy est le mot de Tribouacci (J15]), en-

gendré par le morphisme o défini sur 'alphabet A par o(a) = ab, a(b) = ac et o{c) = a.
Les mots d’Arnoux-Rauzy sont tous infinis et non ultimement périodiques car leur fonc-
tion de complexité est non bornée,

Remarque 3.2.1 Tout fucteur v d’un AR-mot u vérifie
O"v=10uletd*v=1o0ud.

En d’autres termes aucun facteur d’'un AR-mot ne peut étre biprolongeable. Dans [24]
P. Hubert a démontré le théoréme suivant.

Théoréme 3.2.1 Tout mot d’Arnouz- Rauzy est uniformément récurrent.

Proposition 3.2.2 Tout mot d’Arnouz-Rauzy admet exclusivement ['un des trois mots

a?, b% et c* en facteur.

Preuve: Soit © un mot d’Arnoux-Rauzy. Alors les trois lettres sont présentes dans u
“car p(1) = 3. Il existe douc une et une seule lettre z dans {a, b, ¢} telle que 8%z = 3. On
peut prendre sans restreindre la généralité z = a. Ainsi a?, ab, et ac sont facteurs de u.

Supposons b? ¢t ¢ dans uw. Alors les cing facteurs de longuecur 2 sont a2, b2, &2, ab
" et ac. Ainsi, le seul prolongement & droite de b est b; donc u s’écrit de la forme wb* et
ultimement périodique. Absurde, car u est un AR-mot .

Supposons b? dans u et pas . Alors les cing facteurs de longuenr 2 sout soit a2, b?, ab, ac
et cb, soit a2, b%, ab, ac et ca.

Dans le premier cas le seul prolongement 4 droite de b est b, donc¢ on conclut comme

dans la premiére supposition. Dans le deuxiéme cas on a 37b = 2. Ce qui est impossible
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en vertu de la remarque 3.2.1. Les mémes argnments restent. valables si ¢2 dans u et pas
b, ' |
Finalement u contient un seul carré de lettre. a
Cette proposition nons permet de scinder les mots d’Arnonx-Ranzy en trois classes

"4 travers la définition suivante.

" Définition 3.2.2 Un mot d’Arnouz-Rauzy v est un AR,-mot (resp. AR,-motl, AR,-
mot) si a? (resp. b2, ¢*) est facteur de u.
Le mot de tribonacci est un AR,-mot.

' Prbposition 3.2.3 Soit u un mot d'Arnouz-Rouzy. Les cing facteurs de longueur 2

sont du lype

72, 2y, x2, yz el 2z

ou {2,y,2} = {a,b,c}. .

preuve: On peut prendre sans restreindre la généralité z = a, y = bet z = ¢ u
contient a? et donc ne contient ni 52 ni ¢2, en vertu de la proposition 3.2.2. De plus
d%a=3,0%b =1et 37c= 1. Donc ba ou bien bc (resp. ca ou bien cb) est dans u.

Si bc (resp. cb) est dans u alors 97 ¢ = 2 (resp. 97b = 2). Ce qui est contradictoire car
u est un AR-mot. Par conséquent ba et ca sont facteurs de u. Donc a2, ab, ac, ba et ca
sont les cinq facteurs de longueur 2 de u. D

La'proposition suivantc nous donne unc forme générale des mots d’Arnoux-Rauzy.

" Proposition 3.2.4 Pour tout AR,-mot u, il existe un entier naturel non nul n lel que

u s’'éerit sous la forme

n+4¢y nteg |

u=a"za"" 700" 130

ot 0<ny<n+1,z; € {bc} ete € {01} pouri=1,2,3,....

Preuve: Soit u un ARg-mot. u contient a? et comme il est uniformément récurrent et
non ultimement périodique il admet une puissance maximale de a (laquelle puissance
étant supérieure ou égale & 2). Ainsi il existe un entier naturel non nul n tel que cette
puissance soit égale & n + 1. Alors za"*'y est dans L,y3(u) avec = # a et y # a. Il s’en
suit que ' ' ‘

a “, zaX ot aky
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sont dans Ly (1) poux tont k € {1,2,...,n}. D’on
| 97a* > 2et 8%a* > 2
et par la remaque 3.2.1 on conclut que
| O a*=9%"=3,k=12...,n (¥

u admet un facteur de la forme xa™y avec m <n+1 et 2,y € {b,c}. En effet dans le

cas contraire u §’écrit

u=a™ra" e ayett! -

o0 <ny<n+letz; €{bc}pouri=123,...0ruétant un AR-mot, les lettres
b et ¢ sont dans u et donc a”*'b et a™*'c sont dans L(u). Par conséquent 8*a"*! = 2
car a™*? ¢ L(u) puisque n + | est la puissance maximale de a dans u. Ce qui est
contradictoire car u étant un AR-mot, nécessairement 8% a™*! = 1 ou 8*a™*! = 3 (cf.

Remarque 3.2.1 ).

Supposons m < n. Alors m + 1 < n et donc
a—am+l — a+am+l — 3

d’aprés (). Par conséquent za™! est dans L,,2(u) et comme za™y est dans Ly, 2 (u)
.l s’en suit que d*za™ > 2 d’od 9*za™ = 3 (Remarque 3.2.1). Ce qui est impossible car
u étant un AR-mot, a™*! est Fimique facteur spécial & droite de u de longueur m 4+ 1.

Par conséqguent m = n.

En définitive u s’écrit sous la forme
u = anoxlan+c) I')an+€2$30.n+€3 L,

ou0<mng<n+1l z€{bchete e {01} pouri=123, .... o

Proposition 3.2.5 Soit u un AR,-mot. Alors a™*! o n+ 1 est la puissance mazimale

de a, admet lo méme lettre comme prolongement ¢ gauche el a droite dans u.
Preuve: Comme n + 1 est la punissance maximale de a dans u on a:
8—an+l — 8+a"+l — 1
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Par conséquent il existe une et une seule lettre dans {b, ¢} précédant. (resp. snivant) a™*!

dans w. Il en résulte que

2™y € Lnya(u)
o z,y € {b,c}.
- Supposons z # y. Alors ya™*! et a™*'z ne sont pas dans Ln.2(). Cependant ya™ et a"z
sont dans L, . (u) puisque 9~ a" = 0*a” = 3. Par suite, '

Otza® =98 a"y =3

car 'unique facteur spécial a droite (resp. a gauche) de longueur n + 1 de u finit (resp.

commence) par @™ alors que 9*a™*! = 97a"*! = 1. 1l en résulte que les mots
za"z, ray, xa™ ya'y ot ™ty

appartiennent & L, o(u).
D’autre part, ¥ za™ = 3 impligue 0 ye™ = 1. Par suite y est I'unique prolongement de
ya™ dans u et donc ya"z ¢ L,.2{u). Par conséquent ya® est nécessairement suivi de ya™

et afors u est ultimement périodique. Absurde, car u ¢st un AR-mot. O

3.3 Mbrphismes d’Arnoux-Rauzy

‘Définition 3.3.1 Un morphisme f sur A® est dit d’Arnouz-Rouzy, si pour tout mot
" d'Arnouz-Rovzy u, f(u) est un mot d’Arnouz-Rauzy. Plus simplement on dira que f est

un AR-morphisme.

Les six morphismes ci-dessous définis sont évidemment des AR-morphismes.
Id: A*— A" E: AA-— A" F:. A — A"

a— a a—cC a——b
b—b b—a b— ¢
c—C c— b c— a
E,: AA— A E,: AA— A* E.: A — A"
a—a a— ¢ a—— b
b— ¢ b— b b—a
c— b c—a c—¢
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Pour la snite nons désignerons par AR-morphisme trivial sur A" tont. élément. de Pen-

semble {Id, E, E' | E,, B, E.}.

Lemme 3.3.1 Les relations sutvantes sonl vérifiées:

Id=FoEoE,
E'=FEoE,
E[,=EOE‘“
E.=FE,oF.
Preuve:

FoEoFE(a) = FokFE(c)= E(b) =a,

EoLoE() = FEFolL(a)= £{c)=0b,

FoFEoFE(c) = EoFE(b)=E(a)=c¢

(3.1), (3.2) et (3.3) = Id=EoEoE,
Eo E(a)
Eo E(b)
E o E(c)

(3.4), (3.5) et (3.6) = E' = EoE.

FolL,a) =
Eo E,(b) =
EoE,c) =

(3.7), (3.8) et (3.9) => E, = E o E,.

E,oE{a) =
E.o E(b) =
E,ol(c) =

= b=E'(a),
= c= £,
= a=FE'(c).

IE(a) = ¢ = Ey(a),
E(c) = b= Ey),
E(b) = a = Ey(c).

Eo(c) = b= E(a),

Eu(a) = a = E.(b),

E,(b) =c= E(c).
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(3.10), (3.11) et (3.12) => E, = B, o E.

1l en résulte gque 'ensemble des AR-morphismes trivianx est ecngendré par {7, E,}. O

Remarque 3.3.1 L’ensemble des AR-morphismes trivieuz étant wsomorphe & Sy, nous
reirounons ici une propriélé bien connue sur ce groupe de permutolions; il est engendré

par une permutation circulaire et une transposition.

Proposition 3.3.1 Pour tout AR-morphisme non trivial f, un et un seul des mots

a?, b% et c? est foctenr de f(abcacba).

Preuve:

~- f(abcacha) contient a® ou b ou c*.

Supposons qu’auenn des mots a2, b? et ¢? ne soit factenr de f(abcacha).

Soit w un AR,-mot. Les cinq facteurs de longneur 2 de u sont
a?, ab, ac, ba et ca.
Comme le mot
f(abcacba) = [(a)f(bc)f(ac)f(ba) = [(ab)/(ca)f(cb) [ (a)
ne contient aucnn carré de lettre alors il en est de méme pour les mots

flab), f(ac), f(ba) et f(ca).

Or [ étant un AR-morphisme, alors f(u) est un AR-mot et contient par conséqient
un carré de lettre. Un tel carré est donc dans f(a?) car tout facteur de longueur 2 de
f(u) est nécessaivement, dans I'image d’un factenr de longueur 2 de w. Par suite f(a)
commence et finit par la méme lettre pnisque f(a) ne contient pas de carré de lettre.
En considérant un ARy-mot (resp. AR.-mot) on montre de méme que f(b) (resp. f(c))
commence et finit par la méme lettre.

f(a) =z ou f(a) =zrz, f(b) =you f(b) =ysyet f(c)=1zou f(c) = 2tz

on 7.5 et t sont des mots finis et x, ¥ et z sont des lettres différentes.

‘Comme f est non trivial nous avops, & une permutation prés d’images, Pun des trois

cas suivants:
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Cas 1: f(a) = zrz, f(b) = ysy et f(c) = ztz

Cas 2: f(a) =z, f(b) = ysy et f(c) = ztz

Cas §: f(a) =z, f(b) =y et f(c) = ztz
Chacun des trois cas conduit & une contradiction
En effet:
Cas 1: f(a) = zrz, f(b) = ysy ct f(c) = 2tz
Considérons un AR-mot u dont les facteurs de longueur 2 sont o2, ab, ba, ac et ca. 1l
s’en suit que '

:cr:era;, Zrrysy, ysyzre, zrrzlz et ztzzrz

sont facteurs de f(u) qui est un AR-mot. f(u) contient z2 et donc ne contient ni yz ni

zy (cf. Proposition 3.2.3). Par conséquent
t=zout=azt'z (x)

ou t' est dans A*
Considérons maintenant un AR-mot v’ dont les facteurs de longueur 2 sont 42, ba, ab, bc

et cb. Alors les mots
ysy231 , YSYITT, TTTYSY, YSyzlz et zizysy

sont présents dans f(u') qui est dn reste un AR-mot. Comme 32 est dans f(«') alors les

mots =z et zz ne sont pas dans f{u'). Il en résulte que
t="yout=yty (>%)

ob ¢ est dans A*

(%) et (»*) impliquent que ¢ commence (ou finit) par deux lettres différentes en 'occur-
rence z ct y. Absurde.

Cas 2: f(a) = z, f(b) = ysy et f(c) = ztz Considérons un AR-mot u dont les facteurs

de longueur 2 sont a2, ab, ba, ac et ca. Alors les mots

rc2, TYSY, ySyz, rziz et zizx

sont facteurs du AR-mot f(u) . Les mots yz et zy ne sont pas factenrs de f(w) puisque
z? est dans f(u). Donc

t=zout=zatz (x x *)
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“on ¢’ est. dans A

De méme en prenant un AR-mot ' contenant b on obtient

t=yout=yty (x* +%)

(% % %) et (* * *x %) impliquent que ¢ commence (on finit) par par denx lettres différentes
en Poccurrence z et y. Absurde.

Cas 3: f{a) ==z, f(b) =y ct f(c) = ztz

De maniére analogue aux cas précédents on montre que ¢ commence ou finit par deux
lettres différentes qui sont z et y. Absurde.

Dans tous les cas f(abcacha) contient a® ou 8% ou ¢? en facteur.

~ f(abcachba) contient un et un senl des trois mots a2, 62 et c2.

Supposons a? et b? facteurs de f(abcacba). Comme

'f(abcacba) = f(a)f(be)flac)f(ba) = flab)f(ca)f(cb)f{a),

alors il existe deux paires de lettres {z,y} et {z',y'} telles que f(zy) contienne a?
et f(z'y’) contienne b%. Ces deux paires étant issues de {a,b,c} elles comportent an
‘moins une lettre commune. Donc les mots zy et z'y’ vont appartenir & un méme mot
d’Arnoux-Rauzy (cf. Proposition 3.2.3). Considérons un AR-mot u contenant zy ct z'y'.
1l en résulte que a? et 6% sont facteurs de f(u). Par suite f(u) n’est pas un AR-mot en
vertu de la proposition 3.2.3. Absurde, car f est un AR-morphisme.
Donc f(abcacba) contient un et un seul des mots a2, b? et 2. a
La proposition ci-dessus nous fournit donc une condition nécessaire pour qu'un mor-
phisme non Lrivigl soit un AR-morphisme.
Définition 3.3.2 Un morphisme d’Arnouz-Rauzy f est un AR,-morphisme (tesp. ARy-
morphisme, AR .-morphisme) si f(u) est un AR,-mot (resp. ARy-mot, AR.-mot) pour
tout AR-mot u. ‘

Proposition 3.3.2 (i) Tout AR-morphisme non trivial f est un AR,-morphisme (resp.
ARy-morphisme, AR.-morphisme) si f{abcacba) contient o? (resp. b?, cé).
(i) Tout AR-morphisme non trivial est soit un AR,-morphisme, soit un A Ry-morphisme,

301t un AR.-tnorphisme.

Preuve: (i) Soit f un AR-morphisme non trivial. Sans perdre la généralité on peut

supposer b? facteur de f(abcacha). Alors f(a), f(b) et f(c) ne contiennent ni a? ni c2.
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Soit u un AR,-mot tel que f(u) ne soit pas un AR,-mot. On a:
Ly(u) = {a’ ab,ba,ac, ca)

et .
Loy(f(u)) = {Iz,xy,yx,a:b,ba:}

ou z,y € {a,c}.

D’une part les mots f(a?), f(ab), f(ba), f(ac) et f(ca) ne contieunent pas 4% car sinon
b? serait dans La(f(u)). Par conséquent % est dans f(bc) ou f(cb) puisque b est dans
f{abcacha).

D’autre part f(a), f(abd), f(ba), f(ac) et f(ca) ne contiennent pas z? puisque 22 n'est pas
dans f(abcacba) qui contient déja b? (cf. Proposition 3.3.1 ). Par suite f(a) commence
et finit par z t.e f(a) = z ou f(a) = z7z car 22 est nécessairement dans f(a?).

Considérons v’ un AR,-mot o z est quelconque dans {b,c} On a:
Ly(u) = {2 az, za, 2y,yz} avecy € {b,c},

et
Ly(f(2)) = {b* ba,ab,be,cb} .

Il en résulte que les mots f(a), f(az) et f{za) (ou z est quelconque dans {b,c}) ne

contiennent pas ac. Par ailleurs
f(@®) = 2% ou f(a®) = zrz’rz

car
f(a) =z ou f{a) =zrz

ou z € {a,c}. Par conséquent ac n’est pas dans f(a?) puisque z2 5 ac.

En somme f(a?), f(ab), f(bd), f(ac) et f(ca) ne contiennent pas ac; ce qui est contra-
dictoire car ac est dans f(u) par supposition. Donc f(u) est un AR,-mot pour tout
- ARg;-mot u.

De méme pour tout ARy-mot ou AR,mot v/, f(u') est un AR,-mot. On obtient ainsi
Tassertion (3).

(i1) Soit f un AR-morphisme non trivial. Alors f(abcacba) contient un et un seul des
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carrés a2, b2 et. ¢ (Proposition 3.3.1 ). Par suite d’aprés (i) [ est soit un A R,-morphisnie,

soit un ARg-morphisme, soit un AR.-morphisme. 0

Considérons les six morphismes ci-dessous qui ont été introduits par G. Rauzy dans

(29).

a: A— A" a: A— A [B:. A— A
a—a a— a a— ba
br— ab b+— ba br— b
¢+— ac c— ca c— be

B: A— A v A—A 7. A— A
ar— ab ar— ca ar— ac
b— b b+— cb br— bc
cr—cb cr— ¢ cr— ¢

Comme nous allons le montrer les six morphismes ci-dessus sont des AR-morphismes.
Lemme 3.3.2 Soient p € {a,ﬁ,[j,?,'y,*’y} et u un AR-mol. Alors, pour tout entier
naturel n, p(u) admet un facteur de longueur n triprolongeable & droite et un facteur de
longueur n lriprolongeable & gauche.

Preuve: La démonstration étant similaire pour chacun des six morphismes nous faisons

la preuve pour ¢ = a.
Comme u est un AR-mot il existe un unique factenr D, dans L,(u) tel que 0¥ D,, = 3.

Ainsi Dypa, D,b et Dyc sont dans L, (). Il en résulte que les mots

a(D,)a, a(D,)ab et ¢(D,)ac

sont dans (u).

Par aillecurs il existe unce lettre @ dans A telle que:

Dyaz € Li,.o(w).

Donc
a{Dpaz) = a(Dy)aay € L(a(u))

avec y € {g,b,¢c}. D'ou
a(Dp)aa € Lia(u)).
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Ce qui prouve que

8 a(Dyp)a = 3.
Remarquant que [ D,)a| > n on déduit que le suffixe D! de longueur n v mot o(D,,)a
vérifie 0% D, = 3 dans a(u).
De la méme maniére on montre que () admet un facteur (&), de longueur n tel que
0-G!, =3. a

Lemme 3.3.3 Soient ¢ € {a,&, JoR 3,7,7} et u un AR-mot. Alors, pour toul entier
naturel n, p(u) admet un unique facteur de longueur n triprolongeable & droite et un

unique facteur de longueur n triprolongeable & gauche.

Preuve: Sans perdre de vue la généralité nous faisons la preuve avee ¢ = « comme an
lemme 3.3.2.

Soit F,, € L.(a(u)), ( n assez grand) avec §° F,, = 3 tel que F,, non suffixe de a{D,)a
ou D, € L,(u) et 37D, = 3. Alors on peut écrire

Fy = FxFyaet a(Dy)a = Dylsa

ot D, I, Iy € L{e(u)) et z,y € {a,b,c} avec & # y.
- Supposons z,y € {b,c}. On peut prendre r = b et y = c. Ainsi:

Fﬂ = F,anga = Fl(ab)Foa = F]G(b)Q(Dg)a = FIQ(bD())O.

et
a(Dn)a = DyacFpa = Dy(ac)Fya = Dya(c)a(Dy)a = Dya{cDy)a

avec Dy suffixe de D,,, D) préfixe de a(D,) et F, préfixe de Fi,.
D'une part. Fha, F,b et Fye sont dans Loy (aw)) car 8% a(F,) = 3. D'on:
F.a = Fla(bDy)aa = Fla{bDy)a(a)a = Fya(bDpa)a,
Fub = Fia(bDg)ab = Fia(bDo)a(b) = Fya(bDqgb),
Fue = Fia(bDg)ac = Fia(bDg)a(c) = Fia(bDqc).
Ainsi bDga, bDgb et bDyc sont dans L(u) et done 9*bDy = 3. D’autre part a(D,,)aa, a(D,,)ab
ct a(D,)ac sont. dans L, (a{w)) car Ot a(D,)a = 3. I)'oi:
a(Dyp)aa = Da(cDy)aa = Dya(cDy)a(a)a = Dya(cDya)a,
a{Dy)ab = DalcDy)ab = Dya(eDy)a(b) = Dia(cDob),
a(Dy)ac = Da(cDqy)ac = Dya(eDy)a(c) = Dia{eDye).
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Ainsi cDga, cDpb et ¢Dyc sont dans L(u) et donc 8*cDy = 3.

Il ressort que le AR-mot u contient deux facteurs spécianx a droite de méme longueur,
en l'occurrence bDg et cDy. Absurde, donc F,, est suffixe de a(D,)a.

- Supposons z = a et y = b ou ¢. On peut prendre z = a et y = b sans perdre la

généralité et on obtiendra les égalités:
a(Dn)a = DabFya = D(ab)(Fp)a = Daba(Dg)e = Da(bDg)a

et
FiaFya = Fia{Fp)a = Flaa(Dy)a = Fya{aDy)a.
De la méme maniére que dans la supposition précédente on montre que les facteurs @ Dq

et bDy vérifient
0%aDg =3 et 87bDy =3
dans u. En d’autres termes le AR-mot u admet deux facteurs spéciaux a droite de méme
fongueur. Absurde.
Finalement a(u) admet un et un seul facteur de longueur n triprolongeable a droite

pour tout entier naturel n.

De méme on vérifie que a{u) contient un et un seul facteur de longueur n triprolongeable

a gauche. 0

Lemme 3.3.4 Soient ¢ € {a,&, B, B,'yﬁ} et u un AR-mot. Alors, p(u) nadmel pas

de facteur biprolongeable.

Preuve: Pour les mémes raisons qu’au lemme 3.3.2 nous faisons la preuve pour ¢ = a.
Soit £, € La(a(u)) avec d%a(F,) = 2. Alors il existe z,y € {a,bd,¢} avec z # y tels
que: -

Fox, Foy € Loy (a(uw)).
~ Supposons £ = a et y = b i.e Fna, Fub € Lpy(a(u)). D’une part F, finit par a car b
ne succéde qu’ a la lettre a daus a(u). D’antre part on peut prendre Fy, de sorte qu’il

commence par a. Par suite

Fha = aFaa = a(Da)a ct F,b = aFab = a(Db)
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" on aF = o(D) avec Da, Db € L(u).
D’ou 8*a(D) > 2 et comme u est un AR-mot alors 9*a(D) = 3 et donc Dc € L(u).
Ainsi:
a(Dc) = a(D)ac = Fuc € Ly (afu)).
Ce qui prouve que

o*a(F,) = 3.

Ce qui est contradictoire car par supposition 0%a(F,) = 2.
Supposons Fpb, F,,c € Loy (a(u)). Comme précédemment on peut prendre F, tel que

sa premiére lettre soit a. De plus F,, finit par a pour des raisons évoqnées ci-dessus. D’on
F.b=aFab = a(Db) et F,,c = aFac = a(Dc)

ot aF' = a(D) avec Db, Dc € L(u). D’od 8+*D > 2 et comme u est un AR-mot alors
0*D = 3 et donc Da € L(u). Par suite il existe une lettre z telle que Daz € L(u). Ainsi:

a(Daz) = a(Da)ay € L(a{u))
avec y € {e,b,¢}. Or

a(Da)ay = Faay € Ly (o(u)).
Donc F,a € L(a(u)) et par conséquent

o a(F,) = 3;

contradiction avec 0%t a{F,) = 2.
Finalement a(u) n’admet pas de factenr biprolongeable a droite. De méme o (x) n’admet
pas de facteur biprolongeable & gauche. ]
Théoréme 3.3.3 Les morphismes o, @, B3, B, v et 7 sont des AR-morphismes.

Preuve: Soient ¢ € {o,&,/,5,7,7} et u un AR-mot. Les lemmes 3.3.2, 3.3.3 et 3.3.4
nous assurent que ¢(u) est un AR-mot. , a.
Pour le AR-morphisme a nous avons a{abcacba) = aabacaacaba. Ainsi, d’aprés la pro-
position 3.3.2, « est un AR,-morphisme. En faisant de méme pour ¢ € {@, 5, B,’yﬁ}
nous avons la remarqgue suivante:

Remarque 3.3.2 Les morphismes a et @ (resp. et B3, v et 5 ) sont des AR,-morphismes
(resp: ARy-morphismes, AR.-morphismes).
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rroposition 3.3.4 (i) Tout facteur d’un AR,-mot débutant (resp. finissant) par b ou
¢ et finissant (resp. debutant) par a est image par @ (resp. a) d’un mot fint sur A.
(1) Tout facteur d'un AR,-mot commengant et finissant par a est une image par &

(resp. a) d'un mot fini sur A.

Preuve: (i) Soit u nn AR,-mot, z,t; et zot). deux facteurs finis de u avec z; et zy dans

{b,c}. En vertu de la proposition 3.2.4 on a:
thl = :l:la“""lea’”":z;;a“*“ . Ikano

ouz; € {bc}ete;€{0,1}pouri=1,2 ..., k-letl<ny<n+1.
Ainsi:
ity = (zya)a” " (z90)a™F? - (zr0)a™0, avee m=n — | ct 1ﬁ0 =ne—1
= a(z))a”a&(z)a™ - &z )™
= a(z)ale™ " )a(z)a(a™?) - @z )a@(e™)

m+e¢g

= a(z)a Toa™ L 20™)

= (_Y(Ilt/).

De ta mémc fagon on montre quc tyzy s'écrit sous la forme a(t”zy).
(13) Soit a™z izea™ un factenr de u, avec 1 <ny <n+1, 1<y <n+letz, 2, €
{b,c}. Les égalités obtenues dans la preuve de Passertion (%) ci-dessus nous permettent
d’écrire:
zitz2a™ = &z t) et a™ z1tzy = a(t"z,).
D’ou:
aMztzea™ = Gle™Mzt’) = a(t"z,a™).
O

Remarque 3.3.3 Tout facteur d'un AR,-mot débutent (resp. finissant) por a est image

par & (resp. @ ) d’un mot fini sur A.

Proposition 3.3.5 Soit f un AR,-morphisme et z,y € A. Les assertions suivantes
sont vrases:
(1) f(z) € aA* U A*a, pour tout z € A.
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(1) Si f(z) € bA* U cA” alors f(y) € A’a , pour tout y € A.
(iir) Si f(z) € A*bU A*c alors f(y) € aA™ , pour tout y € A.

Preuve: (1) Si f(z) € yA*z ou si f(z) = y avec y,z € {b,c} alors I'un av moins des
mots b?, 2, be et cb est dans f(z?). Or ancun de ces cinq mots n’est dans un A R,-mot.
Contradiction car f transforme les AR-mots en des AR,-mots.

(1) Soient r,y,z € A tels que f(x) € DA UCcA™ et f(y) € A z. 1l s’en suit que f(ya)

contient zb ou zc. Si z = b ou ¢ on obtient une contradiction comme en (i). Donc z = a.

(1) Méme raisonnement qu’en (ii) en considérant f{zy). 0

Proposition 3.3.6 Soit f un AR,-morphisme. Alors f se décompose sous lo forme

f=pogotp€ {aa} ety est un morphisme sur A"

Preuve: Les mots f(a), f(b) et f(c) sont présents dans un AR,-mot puisque I'image
par f de tout AR-mot est un AJi,-mot. Par conséquent nous avons l'un des trois cas
suivants:

(1) f(a), f(b) et f(c) commencent et finissent par a.

(2) L’'un au moins des mots f(a), f(b) et f(c) commence par b ou ¢,

(3) L'un an moins des mots f{a), f(b) et f(c) finit par b ou c.
Cas 1: f(a), f(b) et f(c) commencent et finissent par a. En vertu de l'assertion (it) de

la proposition 3.3.4 il existe y, ¥, et yy dans A” et v dans {a, &} tels que

fla) = wln), f(b) = o(1a) et f(c) = p(ys).

Cas 2: L’un au moins des mots f(a), f(b) et f(c) commence par b ou c. Alors f(a), f(b)
et f(c) finissent par a d’aprés la proposition 3.3.5 (ii). Par conséquent, selon la remarque

3.3.2, il existe des mots ¥y, ¥2 et y3 dans A" tels que

fla) = (1), f() = @(y2) et f(c) = p(ys) avec p =&

Cas 3: L'un au moins des mots f(a), /() et f(c) finit par b ou ¢. Alors f(a), f(b) et f(c)
commencent par a d’aprés la proposition 3.3.5 (iii). Par conséquent, selon la remarque

3.3.2, 1l existe des mots ¥y, y2 et y3 dans A” tels que

- f(a) = olyr), f(b) = @(1r) et f(c) = p(ys3) avec v = «.

44



Dans tous les cas, il existe ¢ € {a, @} et des mots y,, yp et y3 dans A” tels que f(a) =
p(y1), f(b) = w(y2) et f(c) = p(ys). Posons g(a) = yi, g(b) = y2 et g(c) = ys. g est une
substitution sur /A qui, par prolongement naturel, définit un morphisme sur A* tel que
f=vyog a
Remarque 3.3.4 Cette proposition s’adapte aur AR,-morphismes et auzr AR,-mor-

phismes en considérant les paires { ﬁ,ﬁ} et {v,7}.

Théoréme 3.3.7 Soient u un mot récurrent sur A et v € {a,&',ﬁ,[_i,vﬁ}. Le mot

¢(u) est un AR-mot si el seulement si w Uest.

Preuve: Sans restreindre la généralité on peut prendre ¢ = a.

Nécessité: Soit 1w nn mot récurrent tel que a{u) est un AHR,-mot avec u non d’Arnonx-

Rauzy. Alors u admet, soit deux facteurs de méme longueur triprolongeables & droite ou

a gauche, soit un facteur biprolongeable a droite ou a gatche, soit aucun factenr spécial.
Supposons u sans facteur spécial pour une longuewr n donnée. u est donc nécessaire-

ment nltimement périodique et par conséquent a(u) ne peut étre un AR,-mot. Absurde.

— Supposons que « admette pour un entier n donné un facteur F,,de longueur n, bipro-

longeable a droite i.e 8T F, = 2.

Cas 1: I3b, Frc € Lyyi(u). Alors les mots
o Fyb) = a(F,)ab et o Fyc) = o(F, )ac

sont deux facteurs de méme longucur de ae(u). On en déduit que d*ae(F)a = 3 puisque
afu) est un AR,-mot. D'ot a(F,)ee = a{Fra)a € L(a(u)) et donc Fra € L, 4i{(u).
Ce qui prouve gue F, est triprolongeable; absurde puisque F, est biprolongeable par
supposition.

Cas 2: Fpa,Fpb € Lo (u). On a 9% Fa > 1. 1l existe donc z € A tel que Fraz €
Loso(u). Alors o Faz) = a{F,)aay (ou y € {g,b,¢}) et o F.b) = a(F,)ab sont des
facteurs de a(u). On en déduit que 0% a(fy,)a = 3 puisque afu) est un AR-mot. D’ou
o(Fy)ac = o Fue) € L{a(u)) et done F¢ € Loy (u). Absurde.

Cas 3: F,a, Fc € L,,1(w). 1] suffit d’interchanger les roles de b et ¢ dans le cas précédent

pour aboutir & la méme conclusion.

Ainst u n’admet pas de facteur biprolongeable & droite. De méme on montre que u
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n'admet pas de facteur biprolongeable a gauche.

Supposons que v admette deux factenrs de méme longueur triprolongeables & droite.

Soit D, et D, de tels facteurs t.e
|Dy| = |Ds| et 8t Dy = 8*D, = 3.
On sait que
d*a(Dy)a=0%a(Dy)a =3

dans a(u).
Comme D, # D, on peut trouver z,y € A avec x # y et des mots Dy, D’ et D" dans

A* tels que Dy = D'zDg et Dy = D"yDy. On a alors les implications suivantes:

rEy = av) #aly)
= o(rDy) # a(yDy)
— a(Dy) # a(Dy)
= afD))a # o(Ds)a.

Mais dans u Do yDp sont triprolongeables a droite, donc a{D))a et a(Da)a le sont
dans a(u). Absurde, car a(u) est un AR-mot. De méme on montre que u n’admet pas

deux facteurs de méme longueur triprolongeables & gauche.

Snfisance: ¢f. théoréwe 3.3.3. 0

Théoréme 3.3.8 Pour tout AR-morphisme non trivial [ il existe ¢ € {&,E,,@‘ E,fyﬁ}
et un AR-morphisme g tels que f = pog.

Preuve: Soit f un AR-morphisme non trivial. D’aprés la proposition 3.3.6, il existe
wE {a,&,ﬁ,ﬁnﬁ} et g un morphisme sur A* tels que f = p o g. Le morphisme g est
un AR-morphisme. En effet, soit = un AR-mot; alors f(u) = {(p o g){(u) = ¢[g(u)] est
nun AR-mot. Par application du théoréme 3.3.7, g(u) est un AR-mot et par conséguent
g est un AR-morphisme. ' O
Notation: Si /7 cst un ensemble de morphismes sur A*, on désignera par A* Pcnsemble
de tous les morphismes de A* engendrés par les éléments de A.

Lemme 3.3.5 Les égalités sutvantes sont vérifiées.

(1) B = E,EaE.FE et § = E,EGE,E;
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(2) vy = EFE,aEE, et¥ = EE,&FFE,.
Preuve: (1)
E.EaFE,F(a) F.EaE,(c) = E,Ea(b) = E,E(ab) = E,(ce) = ba = B(a), .

E.FaFE,E(l) = E,EaFE,(a)= E,Ea(a)= E,E{a) = E.(c) = b= (b),
E,EaE,E(c) = E,EaFE,b)= E,Ea(c)= E,E(ac)= E,{cb) = bec = Bc).

D'ov, 8 = E,EaE,E. De méme, on vérifie qgue 8 = E,EaE,E
(2)

EE,aEFE,(a) = EE,aFE(a)= EFE,a(c) = EE,(ac) = E(bc) = ca = y(a),
EE,aEE,(b) = FE,aE(c) = EE,a(b) = EE,(ab) = E(ac) = cb = y(b),
EE.EEs(c) = EE.aE(}) = EE,a(a) = EE4(a) = E(a) = ¢ = (c).

D’on, v = EE,aEE,. De méme on vérifie que ¥ = LE,GFE,. ]

Théoréme 3.3.9 Un morplisme [ sur A* est un AR-morphisme si et seulement s

fe{E BT}

Preuve: Suffisance: Si f € {E,E,,a,a}" alors f est un AR-morphisme puisque la
composition de morphismes préserve les AR-morpbismes.
Nécessité: Montrons que si f cst un AR-morphisme alors f € {E, E,, o, & 6,6,7.7) -

Pour ce faire nous menons nne récurrence sur || f|| 1a longueur de f,

Al =31 (@)] = | (abe))
z€A

Si [|f[| = 3 alors f € {E,E}* € {E, Fu, @, 8,8, 7,7}
Supposons que tout AR-morphisme de longueur strictement inférieure & n (n > 4) soit
dans {E, E,,,a,&,ﬁ,[_},vﬁ}‘.
Considérons un AR-morphisme f tel que ||f|| = n. D’'aprés le théoréme 3.3.8 il existe
v € {&,a,8,3,7,7} et un AR-morphisme g tels que f =y og.
Nons avons: {|g{| < n. En effet, prenons arbitrairement ¢ = a. Comme |a(a)] = 1,
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la(b)| = 2 et |p(c)| = 2, nous avons:

1/

il

[alotabo)] |
.= |g(abo)l, + 2[g(adc)|, + 2(g(adc)|,

ol + (loebe)l, + lg(abo)i, )

Il

Comme g est AR-morphisme, les lettres b et ¢ sont nécessairement dans g(abc) car sinon
¢ transformerait les mots ternaires en mots unaires ou binaires et ne préservera pas dans
ce cas les AR-mots. Ainsi, |g(abc)|, + |9(abc)|, > 1 et par conséquent |lg|] < n. Ainsi,
par hypothése de récurrence, g € {E, E,, 0,6,6,3,7,7}‘ . D’ou

pog=f€{E E.05 88,77} .

Par ailleurs, en vertn du lemme 3.3.5, nous savons que les morphismes 3, 3, v et ¥ sont

dans {E, E,, @, @} . D'ou l'inclusion:

{El Ea)alayﬁaﬁa/)();?}‘ g {E,Eu,()’,a}* .
L’inclusion

{E,Ea,CY,C_Y}‘ g {E,EA,Q,G,B,E,’)’,’_Y}.

est évidente.
D’ou I'égalité:
{E Ea,@,8,8,%7%) ={E,E,a,a}".

Ce théoréme nous permet de construire & souhait des morphismes d’Arnoux-Rauzy.

Pour la suite nous noterons ®(AR) le monoide des AR-morphismes:
P(AR) = {E,E,,a,a)" .

Corollaire 3.3.1 Soient u un mot récurrent, f et g deux morphismes sur A*.
(1) St f € ®(AR) alors f(u) est un AR-mot si et seulement si u est un AR-mot.
(2) Si f € D(AR) et foy € O(AR) alors g € B(AR). On dit alors que le ynonoide

des AR-morphismes est unitaire & gouche.
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Preuve: Soit f un AR-morphisme, selon le théoréme 3.3.9 f s'écrit
f=p102-- ¢
ol ¢ € {E,E,,a,@} pouri=1,2,...,r. Le mot
fw) =12 @e(u) = pr(02- - 9r(v)

est un AR-mot si et sculement si le mot

@2 pr(u)

I'est (Théoréme 3.3.7). On réitére ce procédé r — 1 fois & partir de pop3 -+ - . (u) et on
obtient I'assertion (1).
Soient u un AR-mot, f un AR-morphisme et g un morphisme sur A* tel que fog €
O(AR). Alors f{g(u)) = fog(u) est. un AR-mot. Par conséquent, d’aprés 'assertion (1)
g(u) est un AR-mot puisque f est un AR-morphisme et u est récnrrent. Ainsi g est un
AR-morphisme. O
Remarque 3.3.5 Si nous avons montré que ®(AR) est unitaire & gauche il faul noter
que les arguments utilisés ne nous permettent pas de prouver que ®(AR) cst unileire &
droite. Il nous pareit donc intéressant d’éludier cetle question.
Avant. d’énoncer un deraier corollaire, montrons d’abord deux propriétés générales sur
I'opération “miroir de morphismes". Rappelons que le morphisme miroir d’un morphisme
f est noté [ et est défini par f(a) = f(a) pour tout a € A.
Proposition 3.3.10 Soient v un mot fini, f. et g dewx morphismes sur A*. Alors:

(1) J()=f@);

(2) fog=fou
Preuve: Soit v un mot fini, f et g deux morphismes sur A*.
(1) Siv € AU {e} il est évident que f(v) = f(T). Si v est de longueur n, supérieure ou

égale a 2 alors v s’écrit v =vyvy- v, avec v; € A i =1,2, ..., n.
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Ainsi:

7(“) = 7(”1)7(“2) v ‘T(Un)
= f(u) f(va) -+ flun)
= f(wa)f(vn-1)-- f(0)
= [f(vaUn—1---v1)

= J().

(2) Soit @ une lettre quelcongne de A. Alors:

fog(a) =

D’o0 le corollaire suivant.

Corollaire 3.3.2 Soit f un morphisme sur A*. | est un AR-morphisme si et seulement
st f lest.

Preuve: Soit f un AR-morphisme. Alors d'aprés Je théoréme 3.3.8 [ s'écrit sous la
forme f = @ypr- ¢, 00w, € {E,E,, 0, @) pourd = 1,2 ... ,7. Par passage au wiroir
on obtient, en utilisant la proposition 3.3.10, les égalités suivantes:

f =

PP

A

" Pr-

)
|
N

1
Or pour tout él¢ment ¢ dans {E, Ea,a,ﬁl}, ¥ reste dans {E, E, o, @}. Donc
fe{E E,aa).

Ainsi f est un AR-morphisme d’aprés le théoréme 3.3.9.
La réciproque est immédiate puisque 'opération "“miroir" est involutive sur les mor-

phismes. a
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Chapitre 4

Combinatoire des mots de complexité

n + 2

4.1 Introduction

La fonction de complexité p, qui calcule le nombre de facteurs de longueur donnée
dans un mot, est souvent utilisée pour caractériser certaines familles de mots. Ainsi on
sait qu’un mot dont la fonction de complexité vérifie p(n) < n pour un certain entier
n, est ultimement périodique [29] et que les mots sturmiens sont les mots de complexité
minimale parmi les mots infinis non ultimement périodiques. De nombreuses études me-
nées sur les mots sturmicns ont conduit & de nombreuses généralisations parmi lesquelles

les mots quasi-sturmiens.

La notion de mot quasi-sturmien a été introduite au milieu des années 1990 pour carac-
tériser les mots infinis dont les propriétés se rapprochent des mots sturmiens.

Un mot infini est dit quasi-sturmien §'il existe des entiers ng et & tels que p(n) =n+k
pour tout n > ng. Les mots quasi-sturmiens ont une combinatoire assez proche des mots
sturmiens et leurs caractérisations font intervenir ces derniers(|13|, [20], [22]). Dans ce
chapitre nous classifions tous les mots qui possédent, pour tout entier » non nul, exacte-
ment 7+ 2 facteurs de longueur n. Ensuite, nous étudions précisément une sous classe de
ces mots que nous appcelons mots quasi-sturmicens par insertion. Nous montrons d’abord

un résultat permettant de construire ces mots a partir des mots sturmiens puis nous
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étudions certaines de leurs propriétés combinatoires.

Les principaux résultats de ce chapitre sont dans |26].

4.2 Une sous classe de mots de complexité n + 2

Soit A = {a,b,c} un alphabet fixé.
Théoréme 4.2.1 Soit u = a™ba™**1ba™ 2ba" ) .- un mot sturmien sur {a,b} et
soit v le mot sur {a,b,c} défini par v = bz\bzobrz - ol pour tout entier non nul 2,
z;=aste=0etz;=csie; =1 Alorsv est de complexité n + 2 pour tout n > 1.
Preuve: La suite (¢);>) est sturmicnne d’aprés le théoréme 2.2.7. Par conséquent le
mot z = z,Z,Z3--- est sturmien sur {a,c} car a et ¢ s’identifient respectivement a 0 et
1 dans la suite {(¢;)i>1-
Commnie v ne contient pas de carré de lettre alors tout facteur non vide de v est non
triprolongeable a droite. 1l nous suffit donc de montrer que v admet un et un senl facteur
biplrolongeable a droite de longueur n, pour tout n > 1.
Pour n = 1, b est le seul facteur biprolongeable a droite. Supposons la propriété vérifiée
jusqu’au rang n (n > 1). Comme z est sturmien alors v est récurrent et non ultimement

périodique. Par conséquent.
# {D € Lpi(v):87D = 2} > 1.

Supposons que v admette deux facteurs biprolongeables 4 droite de longueur n+1. Soient
Dy et D, les dits facteurs. D’aprés 'hypothése de récurrence, v n’admet gu’un unique
facteur biprolongeable & droite D de longueur n. Par suite, on peut écrire Dy = aD et

D, = ¢D. T} en résulte que les mots
aDa, aDc, cDa et ¢cDe

sont dans L,.»2(v). En effacant les lettres b dans ces quatre facteurs de v, an obtient

quatre facteurs de z de la forme
ata, ate, cta et cte.

Par suite z n’est pas équilibré puisqu’il contient deux facteurs de la forme ata et cte.

Absurde, car ¢ est sturmien. Ainsi, v admet un unique facteur biprolongeable a droite
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de longueur n + 1.
Finalement, pour tout n > 1 v admet un unique factenr biprolongeable & droite de

longueur n. D’ou p(n + 1) = p(n) + | et comme p(1) = 3 il en résulte que p(n) =n + 2
pour tout n > 1. D

Corollaire 4.2.1 Soil v un mot infini sur A de la forme
= Io2T|2TpZT3 - -
ou zp € {e,1,y} et z; € {z,y} pouri1=1,2,3,... evec {z,y,2} = {a,b,c}.
v est un mot de complezité n+ 2 (n > 1) si et seulement si le mot extrait
vV =TT To%a -
est un mot sturmien sur {z,y}.

Preuve: D'aprés la preuve du théoréme 4.2.1 ci-dessus la condition est suffisante. Mon-
trons qu’elle est nécessaire. Pour ce faire supposons v’ = 72,2223 -+ non sturmien.
Alors v/ est ultimement périodique ou non équilibré. Si v’ est non ultimement pério-
dique, alors v, qui est image morphique de v’, I’est aussi. Ainsi, » est non ultimement
périodique. Donc v’ est non équilibré ot posséde de ce fait deux facteurs spéciaux A

droite de longuenr n de la forme
It =gty - - lpoy et yﬂ = ytth st

Par conséquent les mots
iz, zty, ylz et yly

sont des facteurs de v’. Par suite les mots
Trx, TTY, yrr et yry ol r = zhyzlpz - - 2y 2

sont des facteurs de méwe longueur de v. Ainsi xr et yr sont deux facteurs spéciaux
a droite de v de méme longueur. Absurde, car v étant de complexité n 4+ 2 {(n > 1), il
admet un et un seul facteur biprolongeable & droite pour toute longueur n donnée. Donc

v’ est sturmien. O

Définition 4.2.1 Soit u un wmot récurrent sur A. Ou dira yue w est un mot quasi-

sturmien par insertion s'il est de complerité n + 2 et de lo forme

V=TT 229223
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ot o € {e,z,y} et x; € {z,y} pouri=1,2,3, ... avec {z,y,z} = {a,b,c}.
Exemple: Considérons le mot de Fibonacci
I’ = gbaababaabaababaababaabaababaaba - - -
Le mot quasi-sturmien par insertion issu de F et commengant par @ est
Q@ = acbcacacbeacbeacachcacacbeacheacacbcacbeacacbeacachecacbeacachea - - -

Remarque 4.2.1 Soit u un mot quasi-sturmien par insertion. u ne comporte aucun

carré de lettre i.c toute lettre de alph(u) est wsolée dans u.

Théoréme 4.2.2 Soit u un mot quasi-sturmien por insertion.
Vn e N*, 3(D,,G,) € L2(u) : 87D, = 87G, = 2).

Preuve: u quasi-sturmicn par insertion = (Vn € N*, p(n) =n+ 2)

= (Vn € N*, p(n+1) —p(n) = 1)

— (Y0 €N, p(n+1) = p(n) = T, (070 = 1) = Tyep @ w = 1) = 1)

= (Vn € N* 3 (D,,G,) € L:(u): 87D, =87G, = 2). a
Dans tonte la suite on dira qu'un facteur est bispécial lorsqu’il est biprolongeable a

la fois & gauche et & droite dans le mot donné.

Définition 4.2.2 Un mot u, quasi-sturmien par insertion est dil a-spécial (resp. b-

spécial, c-spécial) si la letire a (resp. b, c) est biprolongeable dans w.

Par nnicité de la lettre biprolongeable tont mot » quasi-sturmien par insertion est soit

a-spécial, soit b-spécial, soit c-spécial.

Défipition 4.2.3 Soit u un mot quasi-sturmien par insertion. On appelle mot eztrait

de u et on note ¥’ le mot sturmicn obtenu de u en effagant lo lettre biprolongeable.

Proposition 4.2.3 Soil u un mot quasi-sturmien par insertion a-spécial et w un focteur
non wide de u de longueur paire. Alors w se termine par la lettre a si et seulement s il

ne commence pas par a. De plus:

|w] |
lwl, = =7 et Jwl, + v, = 5
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Preuve: Soit w = wyw, « - Wap_1Wap Un facteur non vide de u de longuenr paire. Si w
commence par a i.e w; = a comme u est a-spécial alors tous les termes de w d’indices
impairs correspondent & la lettre a. Ainsi wy, est différente de a car u ne contient pas aa.
En d’autres termes w ne finit pas par a. De méme on montre gue w finit par a lorsqu’il

ne débute pas par a. Plus précisément on a

W =Wy = - =Wyp-1 =0
ou bien
Wy = Wy = =Wy =
Dol
ful, = 4
o 2

et comme |w|, + |w|, + |w|, = |w| il en résulte que

w
ol + ul, = 2,

2
0

Proposition 4.2.4 Soit u un mot quasi-sturmien par inseriion a-spéctal et v un facteur
de u de longueur tmpaire. Alors on a l'une des assertions suivantes:
(i) v débute et finit par a,

(i1) v ne débute pas par a et ne finit pas por a.

Preuve: .(i) Supposons que v débute par a. v peut s’écrire v = wz avec w un facteur
de longueur pairc de u et z une lettre de A. Ainsi w finit par b ou ¢ puisqu’il commence
par a (Proposition 4.2.3). Par suite la lettre z suivant w est nécessairement a car dans
u les lettres b et ¢ sont toujours suivies de a. Donc v finit par a.

(ii) Supposons que v débute par b ou c. v peut s'écrire v = wz avec w un facteur de
longueur paire de v commengant par b ou ¢ et z une léttre de A. Ainsi w finit par a
puisqu’il commence par b ou ¢ (Proposition 4.2.3). Par conséquent la lettre z suivant w
est nécessairement distincte de a puisque u ne contient pas aa. Ainsi, v finit par b ou ¢
(]
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4.3 Classification des mots de complexité n + 2

La classification des mots de complexité n + 2 a été établie par . Alessandri dans
un rapport de recherche ([1]). Nous en donnons unc formulation légérement différente.
Lemme 4.3.1 Soit u un mot de l'une des formes suivantes, i une permutation de lettres
prés:

(1) cv avec v sturmien sur {a,b}.

(2) T*(akF+<tbeak+<2bea*+ebe- - )

(3) T*((ab)** c(ab)** c(ab) ¢ )
ot T est le décalage, ko > 0, k > 0 et (:)ix), une suite sturmienne sur {0,1}. Alors, u
est de complexité n + 2.

Preuve: (1) Pour tout n > 1, tout préfixe de longueur n n'apparait qu’une seule fois
dans u. Donc py(n) = 1+p,(n) = 1+ (n+1) puisque v est sthrnien. D’od p,(u) = n+2.

(2) u n’est pas ultimement périodique car il est image du mot sturmien
v = Tko (ak+qbak+cabak+cab L )

par le morphisme non périodique: (a+—- a, b+ bc). Donc u posséde au moins un
facteur spécial pour toute longueur donnée n . Nous observons que a est la seule lettre
spéciale dans u:la lettre o se prolonge par a et ¢ 4 gauche et par a et b a droite. Donc
tout facteur spécial de u est biprolongeable. Supposons que u posséde deux facteurs T
et. Ty spéciaux & droite pour une certaine longueur n. On peut prendre n minimal et
nous aurons () = aT et Tb = bT) ou (T}, = bT et Tp = ¢T) ou (T} = aT et T, = ¢T)
avec T € A*. Si bT est dans u alors T commence nécessairement par ¢ puisque b ne
précéde que ¢ dans u. Par suite, comme a ne précéde pas ¢ dans u, le premier cas ne
peut se produire. Il en est de méme pour le second cas puisque cc n’est pas dans u.
Ainst, le scul cas possible ¢st 77 = aT ¢t T, = ¢T. 1l c¢n résulte que aTa,cTh € L(u)
et donc aTa,bcTh € L(u). En eflacant ¢ dans aTa et beTh On retrouve deux facteurs
ata et btb du mot v. Donc v n’est pas équilibré. Absurde, car v est sturmien. Donc
pPu{n+1) —pu(n) = 1, pour tout n > 1 et comme p,(1) = 3 on déduit que p,(n) = n+2.
La forme (3) se montre de la méme maniére qu’en (2). D

Théoréme 4.3.1 Soit u un mot infini sur ’alphabet {a,b,c}. Le mot u est de complezité
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n+2 si et seulement si il a l'une des formes suivantes & une permutaiion de lettres prés:
(1) cv avec v sturmien sur {a,b}.
(2) T*(ak*erbeak1bca*+<be - )
(3) T ( (ab)***' ac(ab)** ac (ab)*“ ac---)
(4) T*((ab)"' ¢ (ab)*** c(ab)**c- )
jozl T est le décalage, ko > 0, k > 0 et {€;)i>1, une suite sturmienne sur {0,1}.

Preuve: Nécessité: Soit u un mot de complexité n + 2 sur {a,b,c}. Alors, u est soit
récurrent, soit non récurrent.
— Supposons u non récurrent. Il existe un entier ng non nul tel que le préfixe de longneur
ng n’apparaisse qu’une seule fois dans u. En prenant v = 7 (u), nous avons p, (n) =
P (n) —1 = n + 1 pour tout n > np. Aiusi, la complexité de v est non bornée. Par
conséquent v est non ultimement périodique et donc sa fonction de complexité p est
strictement croissante et vérifie p, (n) > n, pour tout n. Il en résulte que p, (n) =n+1
pour tout n.Ce qui prouve que v est sturmien. Donc,; v est binaire et s’écrit par exemple
avec a et b. Par suite, comme u est ternaire, nous avons v = ¢v .
- Supposons u récurrent. Alors pour tout n, le mot u posséde un unique facteur spécial
a droite et un unique facteur spécial & gauche de longueur n. Par suite, u posséde soit
une lettre bispéciale dont son carré, soit une lettre bispéciale sans son carré, soit enfin
une lettre spéciale & gauche et une autre lettre spéciale a droite:
Cas 1: Prenons a la lettre bispéciale avec aa dans u. Par suite, comme u est récurrent
nous avons:

Ly (u) = {aa, ab, ca,bc} ou L, (u) = {aa, ac, ba, cb}

On peut supposer pour continuer que L, (u) = {aa,ab,ca,bc}. Définissons les mor-

phismes snivants:
fi: {e,b} — {a,b,c} et g: {abc}— {a,b}

b — be b— b
CH— £

Remarquons que g o f = Idy, ). Posons v = g(u). Nous avons u = f(v) ou u = ¢f(v).
Montrons que v est un mot a-sturmien. bb n'est pas dans v puisque bcb n’est pas dans u.
. Le mot v est non ultimement périodique puisque f(v) est non ultimement périodique.
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Donc v posséde au moins un facteur spécial pour toute Jonguenr donnée. Considérons w
un facteur spécial a droite de v. Nous avons wa, wb € L (v). Donc f (wa), f (wb) € L (u)
ie f{w)a, f(w)bc € L{u). Ainsi f(w) est spécial 4 droite dans wu.

Soit w et w’ deux facteurs spéciaux i droite de méme longueur dans v. Alors f(w) et
f(w’) sont spéciaux & droite dans u. Soit N un entier tel que N > max (| f(w)], |f(w')])-
u posséde un unique facteur spécial z de longucur V. Le suffixe de longucur |f{w)| de
z est spécial a droite donc égal & f(w). De méme le suffixe de longueur |f{w')| de z est
égal f(w'). Par suite f(w) et f(w’) sont suffixes de z. Donc les mots go f(w) = w et
go f(w') = w’ sont suffixes de g(z). Par conséquent w = w’ puisqu’ils sont de méme lon-
gueur. Finalement v posséde un et un seul facteur spécial pour toute longueur donnée.
Ainsi, v est sturmien. Comme bb n’est pas dans v alors v est a-sturmien. Donc, il existe

un entier naturel non nul & tel que u s'écrit
v = ambak+<|bak+egbak+eab_ ..
avec ko < k + 1 et (€);»1 une suite sturmienne sur 'alphabet {0,1}. En définitive u
vérifie (2).
Cas 2: Prenons a la lettre bispéciale. Comme aa n’est pas dans u nons avons:

L, (u) = {ab, ba,ac,ca} .

Dans ce cas en posant
f2: {a,b} — {a,b,c} et g,: {a,b,c} — {e,b}

a+— ac ar— ¢
br— ab b—b
cC——C

puis en raisonnant comme au cas 1 on obtient que u a la forme (3) du théoréme.

Cas 3: Prenons a la lettre spéciale & gauche et b la lettre spéciale A droite . Nous avons
Ly (u) = {ab, ac,ba, be} .

Dans ce cas aussi en posant
f3: {a,b} — {a,b,c} et gz: {a,b,c} — {a,b)

a+—ab ar— b
b— ¢ b— e
c— b
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puis en suivant une démarche analogue au cas 1 on vérifie que u est de la forme (4).
Suffisance: On applique le lemme 4.3.1 pour les formes (1), (2) et (4) puis le corollaire
4.2.1 pour la forme (3)

4.4 Combinatoire des mots quasi-sturmiens par inser-
tion

Dans ce paragraphe nous généralisons la notion d’équilibre vue au chapitre 2 puis
nous étudions la palindromie.
Définition 4.4.1 Un mot u est dit k-équilibré si k est le plus petit entier tel que pour

tout couple (v,w) de facteurs de u de méme longueur et toute letire a de A on a:

<k

| o1, ~ ll,
Théoréme 4.4.1 Tout mot u gquasi-sturmien par insertion est 2-équslibré.

Preuve: Soit z un mot quasi-sturmien par insertion. On peut supposer sans perdre la
généralité que u est a-spécial.

1% étape: Soient v et w deux facteurs de longueur égale et paire. De v et w on pent
extraire deux mots v’ et w’ de longueur commune J—;J ne contenant pas a, la lettre spéciale
de u. Les mots v’ et w' sont en réalité deux facteurs du mot sturmien u’ extrait de w.

Par conséquent
<1

|11, = ',
pour tout z € {b,¢}. De plus, remarquons que:
= vl et jul, =l

Par ailleurs nous avons aussi:

o] _ wl
||v/’a_|wlln =5 -5 |=0=st
Il en résulte que:
[Tol, = lwl, | <1
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pour tout z € {a,b,c}.

2*me gtape: Soient r et s deux facteurs de longueur égale et impaire. On peut écrire
r = vx et s = wy ou (z,y) est un couple de lettres et (v,w) un couple de facteurs de

longueur égale et paire de ». On a:

(Tol, + 121, ) = (fol, + 181, )
(tol, = twl, ) + (12, - 141, )
(w1, =, )| + |1l = 1)

< 1+41=2

171, — s,

I

(la derniére majoration est obtenue & partir du résultat de la 1°™ étape).

3*me gtape: Le majorant 2 cst atteint puisque u contient 'un des mots bab et cac. En
effet 'unique facteur biprolongeable de longueur 2 de u est 'un des mots ba et ca. Alors
bab est dans u si ba est biprolongeable; dans le cas contraire cac serait dans u puisque
ca serait le facteur biprolongeable.

Supposons pour continuer que u contienne bab. On sait que aca est dans u. D’ou

|babl, — lacal, | = 2.

En définitive u est 2-équilibré. O
Soit v € A*, On appelle vecteur des occurrences des lettres dans v et on note c(v)
le triplet ([v],, [v],, |v].)-
Soit » un mot infini sur A et n un entier naturel non nul. On désigne par V,,(u) 'en-
semble {c(v) : v € L,(u)}.
Pour tout mot sturmien u, E. Coven et G. A. Hedlund ont montré dans [16] que
#V.(u) = 2 pour tout n > 1,
Théoréme 4.4.2 Un mot récurrent u est quasi-sturmien par insertion si et seulement
st les conditions susvantes sont satisfastes:
() #V(u) = 3,
(i) #V,.(u) = 2 pour tout n peir non nul,
(iii) #Vn(u) = 4 pour tout n impair et différent de 1.
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Preuve: Soit u un mot. récurrent.

Supposons u quasi-sturmien par insertion sur A. On peut supposer u a-spécial sans
perdre la généralité. ‘

(1) Nous avons Vj(u) = {(1,0,0); (0,1,0); (0,0,1)} et done #W (u) = 3.

(if) Soit n un entier pair non nul et soit «' le mot sturmien extrait de u. Soit 6y,
Vapplication de L,(u) dans Lz (') telle que pour tout v € La(u), 8a(v) = v cst le
mot obtenu en effacant la lettre spéciale a dans v. Cette application est trivialement
surjective mais non injective. En effet, soit v/ = 2325 - - - Tz un élément de Lg(u’). Alors
les mots

U1 =ar)aZy QT et v = z107T90- - - Iza

sont deux éléments distincts de L,(u) tels que 8,{v)) = 6,(v) = v’

Pour tout élément v de L, (z) on a:

n /! /! N 7
c(v) = (5, [v'],, Jv |C) ou v\ = 8p(v).

Comme 4 est surjectif on en déduit:

(c(e) v e Lo = { (G Who 1) <o € Ly )

wqm=#{gwwwwm%weng}=#@wv=z

car u’ est sturmien.

(iii) Soit n un entier impair différent de 1 et v € L,,(u) On peut écrire v = wz ou z
est une lettre et w un facteur de longueur n — I de u. Soit F\ (resp. I3) 'ensemble des
éléments de L,(u) vérifiant ’assertion (i) (resp.(ii)) de la proposition 4.2.4. D’aprés la

méme proposition nous avons
L.(uy=FiUF,avec NF,=0.

Soit ¢ 'application de F) dans L%(u’) consistant a effacer la lettre spéciale a. On a

légalité vectorielle

n+l , .
cv) = (T [Vl 1], ) 0B o = 0a(2).
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A rout élément v = z 5 - - Luzt de Lg_;_l_(u') correspond 'unique élément

U= aTjaxs - --arazaa de Fy. I en résulte que @ est bijective. 1D’ot
2

n+1

{c@):ve R} = {( . ,|v'[b,|u’[t,) v e L%(u')}.

-Ainsi

# {C(U) v E Fl} = #{(n—z‘- 1‘|1)’ib’|p/‘() e Lu_')l(!t.,)} = #V:v-?;l(u,/) =2

car ¥’ est sturmien, De méme soit ¥ l'application de F, dans L.+ (@) qui consiste a
2

effacer la lettre spéciale a. On a

cw) = (5=, bl v,

on v’ = 9, (v). A tont élément v’ = 2129 - - Zusr de Ly (') correspond 'unigue élément
2 2

U= ar,as - aTap @ de F». Il en résunlte que ¥ est bijective. D’on

(et) ve ) = { (5 ol ] ) o' € Loa ()}
Ainsi
#{cv) ve F) = #{ (”—;1 '], ]L"|,) e L%(u')} = #Vuri (1) = 2
car v’ est sturmicn. D’autre part, comme Fy ¢t F; forment une partition de L, (), on a:
Va(u) = {c(v):ve R} u{e(r):v e F}.
De plus la réunion est disjointe car
{(—;—1 '], |v'|c) o' € Ll;_u(u’)} A {(—;—’ '], M() e L#(u’)} = 0.

Pay suite
#V(u) =#{c(v) :ve I\} +#{cv) v e R},
Ainsi,

#Va(uw)=2+2=4.
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Réciproquement supposons les conditions (i), (i) et (iii) satisfaites par u. Ov déduit de
(1) que les trois Jettres sont présentes dans u.

De la condition (ii) on a #Va(u) = 2. Si (2,0, 0) est dans V,(u) alors le deuxiéme vecteur
est soit (1,1,0), soit (10,1). En presant Va(u) = {(2, 0,0); (1,1, 0)}, on déduit qu'ancun
factenr de longueur 2 de u ne contient la lettre ¢. En d’autres termes, ¢ n'est pas dans u;
contradiction. En prenant V,(u) = {(2,0,0); (1,0, 1)} on aboutit a la méme conclusion.
Donc (2,0,0) n'est pas dans Vo(u). De méme on montre que (0,2,0) et (0,2,0) ne sont
pas dans Vo(u). Ainsi, les mots aa, bb et cc ne sont pas facteurs de u. Par conséquent

Va(u) est 'une des trois paires:
{10 (1,01}, {0,105 01,1} et {1,015 (0,1.1)}
On pecut supposcr pour continuer la preuve que

Va(u) = {(1,1,0); (1,0,1)}

Par suite, les facteurs de longueur 2 de u, formés chacun de lettres distinctes contiennent
toujours la lettre a. Dong, les facteurs de longueur 2 de u sont ab, ac, ba et ca. Plus
précisément les lettres b et ¢ n'admettent qu'un seul prolongement a droite et a gauche,

Par conséquent u est de la forme
U= Toata.taly: -

ou zg € {eg,b,c} ct 2, € {b,c} pourt=1,2,3,....

Le mot u est non ultimement périodique. En effet, en supposant le contraire, u est alors
périadique puisqu’il est récurrent. Par suite, #V,,(u) = 1 ot m est la période de u. Ce

qui cst impossible car sclon les conditions (i), (ii) ot (iii) #V,(z) # 1 pour tout cnticr
naturel n non nul.

Montrons a présent que u est de complexité 42, (n. > 1). Pour cela nous allons établir
que pour tout naturel non nul », v admet un unique facteur biprolongeable de longueur
n. Par ’absurde, supposons que u admette deux facteurs biprolongeables & droite. Alors

« contient deux facteurs biprolongeables & droite de la forme a7 et yr o0 x.y € {h.c}
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et 7 € L(u). Par suite, les mots:
TrT, ATY, Yoy et yry

sont des facteurs de w.
Posons:

F = {zrz, ary, yra,yry} .

On remarque aisément que:

#{c(w):we F} =3

Par ailleurs

F' = {azr,raa. ayr, rya}

est un ensemble de facteurs de u de méme louguenr gue les éléments de F.
De plus
#{c(w):we F} =2

Les éléments de F' contiennent un a de plus que ceux de F'. Donc
{c(w) we FYN{c(w) weF}=0
Considérons m' la longueur commune des éléments de F et F'. Nous avons:
(FUF) C La(u).
Par conséquent

#Vn(u) > #{clw) we FUF)
= #{c(w) we F}+#{c(w):weF}

Absurdc, car selon (i), (ii) et (iii) on a:

#Vin(u) < 4.



Exemple: Dressous les ensembles Lg(u) pour A=1,2,....6. ...

Li(Q) = {a,b.c}
LA{Q) = {ac,be,ca,ch}
L3(Q) = {aca,ach,bea, cac, cbe}

L4(Q) = {acac, acbe, beac, caca, cach, chea}
Ls(Q) = {acach,acbea, beaca, beach. cacac, cacbe, cheac)
Ls(Q) = {acacbe, acbeac, beacac, beache, cacach, eachea, cbeaca, cheach}

On en déduit les ensembles Vi.(Q), k=1,2....,6 ...
Vi (Q) = {(1,0,0): (0,1,0); (0,0,1)}

Vo (Q) = {(1.0.1); (0,1,1))

V3 (Q) = {(2.0,1); (1.0,2); (1,1,1); (0.1.2)}
Va(Q) = {(2,0,2); (1,1,2)}

Vs (Q) ={(2,1,2); (1,2,2); (2,0,3); (1,1,3)}
CVe(Q) ={(2,1,3); (1,2,3))

Pay dénombrement direct on obtient:
#FV1(Q) =3, #V2(Q) =2, #V3(Q) =4, #V4(Q) =2, #V5(Q) =4 et #1(Q) =2, -

Lemme 4.4.1 L’eusemble des foctenrs d'un mot quesi-sturinien por msevlion esl stable
par image miroir.

Preuve: Soit « un mot quasi-sturmien par insertion et u’ son mot sturmien extrait. Soit
m un entier non nul et v € Lo, (). On peut supposer sans perdre la généralité que u

est a-spécial. Par suite, d’apres la proposition 4.2.3 on a:
U= Qriaty - Qlm OO U = 1 )0%2 - - - QU Q.
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Ainsi le mot v/ = x129 - T,, est nun factenr de 2/ et pnisque ¥’ est un mot sturmien
alors ¥/ = 2,,Tm-) -+ 2) est dans «’ (Théoréme 2.2.6) . Pour tout 442 ... y, dans 1. les
deux mots ayiaypa. .. ay, et yiayaa. .. ayya sont dans u car le mot ayyayqa ... @y, est

dans u. Par conséguent les mots
TnOLyp Q- L1 CL AL, (LY, —y - - - ATy

sont dans u. D’ol U € Lay(u) et le wmivoir préserve les facteurs de Jongueur paive de u.
Par ailleurs comme tout facteur de u de longneur impaire de u est préfixe d'un factenr
de longueur paire plus grande on déduit que les facteurs de u de longueur impaire sont
aussi préservés par le miroir. =
Comme l'ensemble des facteurs de longueur 2 d’un mot de complexité n + 2 de la
forme (1), (2) ou (4) n’est pas préservé par le miroir on fait la remarque siivante:
Remarque 4.4.1 L’ensemble des facteurs d’un mot de complezité n + 2 de la forme

(1), (2) ou (4) du théoréme {.8.1 n’est pas stable par le miroir.

Lemme 4.4.2 Soit u un mot guosi-sturmien par insertion. Le motl u ne contient paos

de palindrome de longueur puire.

Preuve: D’aprés la proposition 4.2.3 tout facteur de u de longueur paire commence par

I

une lettre par laquelle il ne finit pas et ne peut donc étre un palindrome.

Proposition 4.4.3 Soit u un mot quasi-sturmien par insertion. u ne contient pas de

focteur bispécial de longueur paire.

Preuve: Soit © un mot quasi-sturmien par insertion. On pent supposer que u est a-

. spécial sans perte de généralité. Alors tout facteur de u débutant (resp. finissant) par o

ou ¢ ne peut étre biprolongeable i gauche {resp. a droite). Ainsi, d’aprés la proposition

4.2.3, aucun facteur de longueuy paire ne peut étre biprolongeable a la fois & gauche et

a droite. =
En vertu de cette proposition il convient de fajre la remarque suivante.

Remarque 4.4.2 Les facteurs bispéciaur des mots quasi-sturmiens par insertion sonl

de longueurs tpasres,
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Proposition 4.4.4 Le miroir d'un facteur biprolongeahle o droite est biprolongeable

gauche et inversement.

preuve: Soit u un mot quasi-sturmien par insertion que l'on peut supposer a-spécial

sans perte de généralité. Soient » un enticr non nul ¢t D,,, G, € L,{(u) tels que
G, =0"D, =2.

Alors nous avons:

Dﬂb: DnC, bG'n) CGn € Ln+l(u)'

Par suite, en vertu du lemme 4.2.1, nous avons:
Dy, cDp € Ly (u)

et donc 9= D,, = 2. Ainsi D,, est biprolongeable a gauche.

De méme on montre que G, est biprolongeable a droite. ~

Remarque 4.4.3 Soient u un mot quasi-sturmien par insertion et P un palindrome de

u. Si P est hiprolongeable a droite alors P est biprolongeable & gauche et inversement.

Proposition 4.4.5 Soient u un mot quasi-sturmien par insertion. Tout facteur bispérial

de u commence et finit par la lettre spéciale de w.

Preuve: Soit s un facteur hispécial de u. Par la remarque 4.4.3 on sait que s est de
longueur impatre. Par suite, le résultat découle de la proposition 4.2.4 puisque tout
facteur de u ne finissant ou ne commencant pas par la lettre spéciale de u ne peut étre

bispécial. a

Lemme 4.4.3 Soit u un mot quasi-sturmeen par insertion. Alors, u posséde, pour tout

entier n impatr, exactement trois palindromes de longueur n.

Preuve: Soit u un mot quasi-sturmien par insertion.

Pour n = 1 la propriété est vraie car les trois lettres a. b et ¢ présentes dans v sont
des palindromes. Supposons Ja propriété vraie ponr n = 2m — 1 supérienr a 1: Il existe
exactement trois palindromes P, P, et £y de longueur 2m — 1 dans « . Verifions que la

propriété reste vraie pour la longneur 2m + 1. Denx éventnalités se présentent: soit 'un
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de ces trois palindromes est spécial, soit. aucun d’enx ne Pest.
Cas 1: Les palindromes P\, P, et P; ne sont pas Spéciaux. Montrons qu’il existe des
lettres T, T2 et x3 dans {a,b,c) telles que x;P,z, € Loy (u) pour v =1,2 3.
Comme P; (i =1,2,3) est uon spécial alors P, admet un unique prolongement & droite
(resp. a gauche) dans u. Soit z; 'unique prolongement a droite de P,. On a Pix; € Lom(u)
ct d’aprés le lemme 4.4.1 ¢, P, = Pux, € Loy{w). Ainsi z, ast I'unique prolongement a
gauche de P, dans u. Par conséquent z;P,x; € Loy (1) pour ¢ = 1,2 ou 3. Ainsi il existe
des lettres z), 25 et zy dans {a,b,c} telles que &;Px; € Lop+1(n) pour i = 1,2,3. Ces
trois mots

Ty P\xy, 2o Pyy et T3Py
{qui sont distincts puisque Py, Py et Py le sont) sont des palindromes swy .

Cas 2: L'un des palindromes Py, P, et P, est spécial. On peut supposer qu’il s'agit de
Py pour coutinuer la prenve. Donc les palindromes Py et P; pe sout pas spéciaux. Aiusi
on montre comme dans le cas 1 qu'il existe des lettres z, et z3 dans {a,b,c} telles que
T, Pz; € Lopn(u) avec ¢ = 2,3.

Considérons maintenant le palindrome biprolongeahle P, On a 0= Py = 97 P, = 2 et il
existe donc deux lettres z et y telles que Pz, Piy, tPy,yPy € Laqm(u). L’unique facteur
biprolongeable & gauche de longuenr 2m est soit Pz soit Pyy. On pent supposer sans
perte de généralité que Pyz est ce facteur biprolongeable et donc Py et son miroir
yP) ne sont pas biprolongeables dans u. Par suite, xPyx. yPix € Lop—1(u) et yPy ¢
L+ {1t). Ce qui prouve qu’il existe des lettres ;. v et xy dans {a, b, ¢} telles que
XiPx, € Lo (u) pour i =1,2,3. '

Finalement u posséde au moins trois palindromes de longueur 2n + 1.

Soit R un palindrome de longuenr 2m + 1 sur w. Alors R est de la forme zPz ave
P € Lyn_1(u)et z € A. Comme Rest un palindrome on a R = Ri.exPx = xPz = zPx.
D'on P = P et comme P est de longueur 2m — 1 (impaire) alors par hypothese de
récurrence P € { Py, P,, P3}. Par conséquent R € {2, Pyxy,x9Pazs, t3Py23). Ainsi u

admet exactement trois palindromes. 0

Définition 4.4.2 La fonction de complexité palindromique pal, d'un mot u est Uappli-
cation de N dans N qui compte le nombre de palindromes de longueur n contenus dens

wiepaly,(n)=#{vel,(uv):v=0)
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Proposition 4.4.6 Pour toul mol infini périodique v, il criste un enticr ny fel gue

pal, (n) < 2 pour tout n 2> ng.

Preuve: Soient z un mot périodique de longueur T et [, I’ensemble des palindromes

de longueur n de u avec n > 7. Par la périodicité de « nous avons:
I, = {2 <T i Uiy Ujgn) = Uimyoy 'ut-{—luc} .

Supposons /, non vide ¢t posons ig = min{/,).

Soit j € I,,. Nous avons alors:
1‘L‘10+h = uio-‘.—n-l—h et u}'+ll = u_)'+n—l——h
pour tout k€ {0,1, ...,n — 1}. D'ou

Uigin=-1=h = Ujin—1—(h+j-10)
= Uji(hejmio) SR S — 1= (5 — o)
= Uip+h+2(3-10)

= Ujyth

Pour n suffisamment grand on an—1—(j — i) > T car j—1 < 7T. Soit nqy le plus petit
entier vérifiant cette condition. Alors pour n > ng Ol & Ujgphy2(j-ip) = Uig+h POUT LOUL
he{01,....n—1—(j—10)} et donc pour tout h € {0,1, ..., 7 = 1}. Par conséquent
la période T divise 2(j — #). Ainsi 2(j — ig) = 0 ou T puisque j — 1o < 7. Par suite,
J =19 OU J = 1g + g et donc #7J, < 2. O

Théoréme 4.4.7 Un mot récurrent w est guasi-sturmaen par insertion si el seulement
st les assertions suivantes sont vémfiées:

(1) Le mirotr préserve les facteurs de u 1.e
Vo € L(u): v € L(u).

(%) pal.(2) = 0.
(ii1) pal,(n) = 3 pour tout entier n impair.

(iv) Une ct une seule des letires présentes dans u est biprolongeable.
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Preuve: Soit « un mot. récurrent.
Supposons u quasi-stnrmien par insersion. Les lemmes 4.4.1, 4.4.2 et 4.4.3 nouns assurent.
respectivement les assertions (i), (ii), (iii). Le mot u vérifie (iv) comnie tout mot quasi-

sturmien par insertiou.
Réciproquement supposons les assertions (i), (i1), (iii) et (iv) vraies ponr wu.

1% &tape: Montrons que u est de la forme
U = Tp2T)2Te2T3 "«

ou zo € {e,z,y} et z, € {z,y} pour i = 1,23, ... avec {x,y.z} = {a,b,c}. Les trois
palindromes de longueur 1 (conformément & I'assertion (i44)) de w sont les lettres a, b
et ¢. En vertu de Passertion (42), les mots aa, bb ¢t cc ne sont pas dans u. En d’autres
termes, u ne contient pas de carré de lettre. Par conséquent u ne posséde pas de lettre
triprolongeable et ainsi toute lettre spéciale dans u est biprolongeable a gauche ou &
droite. De 'assertion (2) on déduit. que toute lettre spéciale dans v est bispéciale. Done,
par (iv) on conclut que u ne posséde gi’nne seule lettre spéciale: soit z cette lettre. Alors.
les deux autres lettres désignées par x et y sont non spéciales. Par suite, les facteurs de

longueur 2 de u sont nécessairement zz, 2y, xz et yz. Par conséquent u est de la forme
U = 02T 2T92Tz " -

on zy € {e,z,y} et z; € {z,y} pour i =1,2,3, ... avec {z,y,:} = {a,b,c}.

2¥me gtape: Montrons que u est de complexité n + 2 (n > 1). Le mot u est non
ultimement périodique car sinon i} serait périodique puisqu’il est récurrent et ainsi il
contiendrait au plus 2 palindromes pour toute long'ueur donnée a partir d’un certain
rang (cf. proposition 4.4.6) et ceci contredirait Vassertion (iii). Par suite, u posséde au
moins un facteur biprolongeable & droite de longueur n pour tout natnrel non nul n.
Ainsi il nous suffira de montrer que pour tout entier n non nul. v adimet nn et un senl
facteur de longueur n biprolougeable a droite. En effet, par I'absurde, supposons que u
admette denx facteurs biprolongeables & droite de méme longueur. Considérons R et R’
de tels facteurs de longueur m minimale. Par minimalité de » nous aurons R = zD et

R' = yD ou z et y sont deux lettres différentes et D l'unique factenr biprolongeable a
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droite de longneur n. — 1. Par suite zDz, Dy, yDx et yDy sont des factenrs de w. Par
Passertion (4), il vient que les mots zDx, yDr, xDy et yDy sont aussi des facteurs de
u. Ainsi, les facteurs D et D sont bispéciaux et & fortiori biprolongeables a droite de
longnemr # — 1 dans u. Ce qui pronve que D = D puisque le facteur biprolongeable de
longueur n — 1 est unique. Bn d’autres termes D est un palindrome. Par suite, . — 1 est.
impair et sclon (i4i) on pcut donc¢ considérer Py et Py les deux antres palindromes de
longueur n — 1. Les palindromes P, et P, sont non biprolongeables car par minimalité
de n, D est I'unique facteur biprolongeable de longueur n — 1 de w. Par (z) on montre
que Py (k = 1,2) se prolouge a ganche et & droite par la méme lettre: il existe des lettres
¥ et yp telles que yy Py et y2 Py, solent deux facteurs de u. En somme u contient au
total quatre palindromes de longueur n + 1 en 'occurence zDzx, yDy. 1, Py et y2 Pays

puisque D, P; et P, sont distincts. Ce qui est contradictoire avec (#7i). 0
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RESUME: On appelle complezité d’'un mot infini u, la fonction, habituellement
notée p, ou simplement p, qui compte le nombre de facteurs distincts de longueur
donnée dans u. Nous étudions dans ce mémoire certaines classes de mots de basse
complexité. 1l s’agit notamment des mots de complexité n+ 1 appelés mots sturmiens,
les mots d’Arnouz-Rauzy qui sont de complexité 2n+ 1 et les mots de complezité n+2.
Dans le chapitre 1 nous rappelons les concepts de base en combinatoire de mots. Le
chapitre 2 est consacré aux mots sturmiens et les morphismes qui les préservent.
Dans le chapitre 3 nous étudions les morphismes d’Arnouz-Rauzy i.e les morphismes
qui préservent la classe des mots d’Arnoux-Rauzy. Nous y énoncgons quelques pro-
priétés combinatoires des mots d’Arnoux-Rauzy puis nous montrons que I’ensemble
des morphismes d’Arnoux-Rauzy est un monoide engendré par quatre morphismes
particuliers. Nous montrons ensuite que ce monoide est stable par I'opération ” miroir”
et unitaire & gauche. Dans le dernier chapitre nous classifions les mots ternaires de
complexité n + 2. Ensuite, nous étudions singulierement une sous classe de ces mots
que nous appelons mots quasi-sturmiens par insertion. Nous montrons que les mots
de cette classe sont 2-équilibrés puis nous déterminons la fonction de complezité palin-
dromigue: ces mots possedent 3 palindromes pour toute longueur impaire donnée mais
ne contiennent pas de palindrome non trivial de longueur paire.

ABSTRACT: We call complezity function of an infinite word u, the function, usu-
ally denoted by p, or simply p, which counts the number of distinct factors for given -
length in u. In this thesis, we study some classes of infinite words of low complexty:
words with complexity n + L called sturmian words, Arnouz-Rauzy sequences which
are words with complexity 2n + 1 and words with complezity n + 2. In the first chap-
ter we recall some basic concepts in combinatorics on words. The second chapter is
devoted to sturmian words and morphisms which preserve the class of these words.
In the third chapter we study Arnouz-Raeuzy morphisms i.e morphisms which pre-
serve the class of Arnoux-Rauzy sequences. We give some combinatorial properties
of Arnoux-Rauzy sequences and we show that the set of Arnoux-Rauzy morphisms
is & monoid generated by a familly of four particular morphisms. We next show
that this monoid is preserved by morphisms miror operator and is left unitary. In
the last chapter we classify the words with complexity n + 2, for n non-zero integer.
Next, we particulary study one sub class of these words that we call quasi-sturmian
words by inserting. We show that these words are 2-balanced and we determine their
palindromic complexity function: These words have 3 palindromes for any given odd
length but no empty palindrome for even length.

Mots clés: mots infinis, facteur de mots, complexité, facteurs spéciaux, équilibre,
palindrome, morphismes.



