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Chapitre 1

Introduction

La notion de sentinelles est un outil d’analyse ponr étndicr des systémes d’évolution
a données incomplétes. La théorie a ¢té mitice ¢t developpée par J.L.Lions pour des
problemes d’évolution & un femps. Le travail qui suit propose unc extension de la notion
a des problémesd‘évolution & deuz Lemps. La notion de sentinelles telle que décrite par
Lions repose sur trois considérations :

- une équation d’état 4 données incomplétes,

- un systéme d’observation

- une fonction d’analyse appelée sentinelle.

L’introduction générale qui suit est consaccrée a une présentation formelle de ces trois

points. Leur developpement est I'objet de cette theése.

1.1 Systémes & données incomplétes

On considére dans ce travail des systémes distribués qui sont déerits par des équitions
aux dérivées partielles d’évolution a deux temps; ¢’est & dire des systoines dont 'état du
systéme, qui sera noté y, est donné par la résolution d’un probléine aux limites pour une
fquation aux dérivées partielles, d'évolution 4 deux temps.

En précisant un peu, on suppose que la struciure générale de V'équation aux dérivées



partielles qui gouverne 1'état du systéme étudié est connue, soit forimellement

dy Oy

— + — + Ay = source dans l'ouvert (0,T) x (0. A) x (1.1)
ot Oa

ol 2 désigne un domaine de R*(n = 1,2,3 dans les applicatinus). ¢ ct. @ sont deux
variables de temps et A est an opérateur.

Pour que P’état puisse étre défini. il faut donce connaitre :
1 }

les cocfficients de Yopérateur A et la structurc des

/
non linéarités éventuelles 2
les Lermes sources qui apparaissent an 2™ membre de (1.1) (1.3)
les conditions initiales (1.4)
les conditions aux limites (1.3)
ct
['ouvert €2 (1.6)

Le systéne est dit & donnécs incomplates si ’une au moins des informations (1.2)...(1.6)

n'est que particllerneit connue.

1.2 Termes manquants et termes de pollution

Considérons la sitnation snivante. On suppose que opératenr A est cHiptique du 26

ordre. On suppose gue I'éyuation (1.1) s'écrit

Oy 0Oy ~ A
a+%+Ay—f+/\j (2.1)

ou f est. donnée dans un espace fonctionnel convenable, disons Y, ¢t oi Af n'est pas



connu. On suppose sculement que

fost dans la houle unité de Y (22)

A est ’petit” dans R
On note y = y(¢, a,x). On suppose que les cocfficients de A ct Pouvert §2 sont connus
mais que Jes données initiales en temps ¢ sont incomplétes. Si Pon désigne par y(0, .,.) la

fonction (a,z) — y{t = 0; ¢, ), la condition initiale en temps ¢ s’exprime sous la forme
‘ 0(, o ~0
y(0, a,2) = y(a,2) + 77" (e, 1) (2.3)

out 3° est donné et on

7° est dans la boule wnité d'un cspace de Hilbert ou de Banach (2.4)

convenable et avec T Vpetit”.

On suppose par ailleurs que les conditions aux limites sont connues, par excmple
y =0 pour (¢t,a,xz) € (0,T)x (0,A) x T (2.5)

Notre objet dans ce travai) est, pour 'exemple précédent, puis éventuellement pour
des familles d’autres exemples. de donner des méthodes permettant d’oblenir des infor-
mations sur /\f qus ne soit pas affectées par les variations de la donnée iniliale (en temps
t) au voisinage de y°(a, ).

On ¢établit ainst une distinction entre le terme /\f qui est dit “lerme de pollution” et

le terme 74° qui est dit ”terme manquant” et que Pon ne cherche pas a identifier.

Remarque 1.2.1 Pour le probléme précédent, cn plus de la condition iniliale (2.3), nous

avons besoin dune condilion iniliale en lemps a. Elle est donnée par

(1. 0.2) = y' (4, ) (2.6)



oty est donnée.

»

Naturctlement, pour espérer obtenir quelques informations il faut "observer y

1.3 Observation du systéme

On ” observe” 1'état du systéme sur un observatoirc O pendant un intervalle de temps

T. L’observatoire O est supposé distribué i.e :
0OcCQ (3.1)
On a donc
y(t,a,z;)\f, 73°) = my(t, @, z) dans (0.7) x (0, A) x O (3.2)

ol My est connue.

En fait, il y a un “bruit” dans 'obscrvation myg, et on a donc plutoe
y(t, ¢, A, 73°) = mo(t, a, ) + Bk(t, a.x) dans (0,T) x (0, A) x O (3.3)

ou k(t,a,z) = k € espace K, k demcurant dans la boule unité de K et on 5 est petit.

Moyennant une observation du systéine, le probléme maintenant est le suivant :

{ ~
pcut-on obtenir, & partir de la donnée de g, des informations sur Af (3.4)

qui soient indépendantes des variations de y(0. .. .) au voisinage de 3° ?



et, dans le cas ou il y a un bruit Sk dans Pobscrvation :

peut-on obtenir des informations sur Af qui soient indépendantes des variations
de »(0, .,.) au voisinage de y° et qui ne soient pas affectées par le broit A7

(3.5)

La notion de seutinelle tente de donner des éléments de réponses a ces ¢uestions.

1.4 Sentinelles

Soit y(L,u,2; A, 7) = y(\, 7) état correspondant a unc pollution Af et & un terme
manquant 77°, On écrit formellement y(\,7) pour simplifier V’écriture et on considére
pour le moment le cas o0 il 'y a pas de bruit additif dans P'observation sur (0, T) x

(0, A) x O. Les /\‘["\ et 77° correspondant & la situation réclle satisfont a :
y(A,7) =mg sur (0,T) x (0,A) x O (4.1}

Soit hg une fouction donnée sur (0,7°) x (0, A) x O, on considére la fonction S définie

par

SO 7) = /0 ’ /0 g /O hoy(A, 7)dtdadzz + /0 ’ /0 ’ A wy(A T)dtdadr  (4.2)

on w est un autre ouvert de £ et ot w = w(t,a. x) est une fonction a déterminer de

maniére Que

oS
57_.(0*0) =0, Vi, ||’y~0||L7((0§A)xQ) <1 (4.3)

et
[l L3OT)x(0, Ay xey = NN 27020711 (4.4)
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La condition (4.3) exprime I'inscnsibilité (desirée) de la fonctionnetie par rapport a 7
an premier ordre pres.
La fonctionnelle, supposée non nulle, définic par (4.3) ct (4.4) est appelée sentinelle,

plus préciséinent la sentinelle définic par i, w et 0.

1.5 Informations fournies par les sentinelles

Si Pon suppose que Pétat y(A, 7) dépend différentiablement de A ct de 7. ou peut

écrire, formellement

S{\, 1)~ S(0,0) + )\%;(0,0) (5.1)

(puisque, par hypothese, 22(0,0) = 0). Utilisant (4.1) on peut donc écrire

oS T (A T (A
A=—(0,0) ~ / / / ho(mo — vyp)dtdadx +/ / /w(mo — yo)didadr (5.2)
o2 o Jo Jo 0o Jo Ju

ol 7o est I’état calculé pour A =0. 7 = 0.

Par conséquent, on g une estimation de la quantité

(95 T A T A
—(0,0) =/ / /hoy,\dtda,da:-l-/ / /wy,\clfd(u}l' (5.3)
2 0 ] (o) 0 0 w

ol yx désigue la dérivée en A de Pétat pour A =0, 7 = 0. Cette dérivée yy ne dépend
plus que des quantités connues et de f Par conséquent 'estimation (5.2) de /\g—f((],())
contient des informations sur /\f. Plus précisément, en introduisant '¢tat adjoint ¢ de
Pétat y comme il sera indiqué au Chapitre 2, nous verrons que (5.3) est donné par une

forme linéaire sur A f :

05 T ~
A57(0,0) = / / / g\ Jdtdads (5.4)
0 4] Q

11



Finalement. on a 'estimation
T LA R T rA T A
/ / /q)\fdtdadx ':/ / / ho(tmg — yo)dtdadis: + / / /w(mg — yo)dtdadz
o Jo Jo 0o Jo Jo Jo Jo Jo
(5.5)

qui est une égalité dans le cas linéaire.
Telle est 'inforimation fournie par une sentinetle sor la pollution Af. Unc pollution

)\f est par conséquent non détectable (on dira : furtive pour la sentinclle définie par hg)

T A N
/ / / g\ fdidad.r = (). (5.6)
0 0 JAa

On a organisé la présentation du travail de la maniére suivante. On reprend au Cha-

si

pitre 2 de fagon précise la notion de sentinelles pour les systémes dissipatifs & deux temps
et & données incomplétes. Ce qui nous conduira & mettre en évidence des problémes de
contrdlabilité. Les problémes de contrélabilité ainsi mis en évidence nécessitent pour leurs
résolutions des outils mathématiques que nous présenterons au Chapitre 3. Le Cha-
pitre 4 cst consacré & la résolution effective des problémes de contrélabilité. Enfin au

Chapitre 5 on étudiera la furtivité pour un eusemble de sentinelles.

12



Chapitre 2

Sentinelles pour systémes dissipatifs
a deux temps et 4 données

incomplétes

2.1 Systémes distribués a4 deux temps et & données

incomplétes

2.1.1 Equation d’état & données incomplétes

Soit {2 un ouvert borné de R™ (2 = 1, 2,3 dans les applications) de fronti¢re I' variété

de classe C™. Soient T" et A deux réels strictement positifs. On pose :

13



U = (0,T)x (0, A)
QA = (O,A)XQ

Qr = (0,T)xQ
Q = UxQ
Y = UxT

et on considére le probléme d'évolution & deux temps suivant :

%% Ayty=f+Af dans Q;
=0 sur &;
) Y sur (1.1)

v(0,a,7) = y%a, z) + 75%(¢, z) dans Qa:
| v(t,0,2) = fo (¢,a,7)y(t,a,z)da dans Qr.

Les dounées de (1.1) sont incomplétes au sens suivant :
£ et 1 sout connues avec f € LA(Q) et y° € L2(Q,). Par contre les termes Af et 737

ne sont pas connus. On sait seulement que :

|7

o 7 “”(QA) 1
et (1.2)

A€ R, 7 € R sont supposés asscz petits.

L 2(Q)

Le systéme (1.1) est un modele linéaire de la dynamique des popnlations (cest a
dire I'étude de Vévolution des populations soumises 3 certaines contraintes). Ce genre de

problémes posés aux démographes et biologistes a attiré Pattention des mathématiciens

14



depuis fort longtemps : couférer entre autres Hoppenstead [12], Gurtin-MC Camy [11).
Dans le systéme (1.1), la dynamique de la popiilation est décrite an moyen d uue fonction
y dépendant des trois variables (¢, ¢,z) ou ¢ cst le temps, o cst I'dge ot « la position

géographique :
t€(0,7), ¢c€(0,4), € QcCcR"

A est un majorant de Page maximum que peut atteindre un individn qitelconque de
I'espéce considérée. La fonction y = y(£, ¢, x) représente la densit¢ d'individus d’age
a € (0,A), & Pinstant ¢t € (0,T) et & la position géographique & dans le domaine €2 de
R™. Ainsi 'intégralce j:lz Jo y(t, a, 2)dadx représente le nombre d’individus dont I'age est
cotnpris entre @, et az, qui & 'instant ¢, se trouvent dans la région 2.

Dans I'équation (1.1), les terines p et f s’interprétent de la maniére svivante :

- le terme g est le taux de mortalité, taux dépendant de 'age . et éventucllement du
temps t et de la position géographique z. Ainsi si V' est un volume contenu dans §2, la
quantité [, u(t,a,z)y(t, o, r)dz représente le nombre de décés d'individus d’age a dans
V a Pinstant 1. On supposcra g bomée mais ayant une trés grande valeur au voisinage
de A.

- le terme f = f(¢,a,) est une fonction en général nulle, clle tiemt compte d’éven-
tuelles modifications daus la population dues & d’autres causes que ta mort et les nais-
sances. Si par exemple on considérait une population de poissons dans un lac, f repré-
senterait le nombre de poissons prélevés dans le lac et le terme Afserajt une incertitude
associée a ce prélévement quant au comportement global de a source.

L’équation (1.1)e dique que la fronticre du domaine cst inhospitaliere. A P'instant
initial on a une densité y° qui est donnée par (1.1)3, le terme 74° st une incertirude
associée 4 11°. Enfin le processus de naissance est décrit par Péquation (1.1)4 on 8(t. a. 1)
est le tanx de natalité. Le tenne fOA B(t, a, c)y(t, o, x)da représente le nombre d'individus

qui paissent A Instant ¢, au Lieu géographique .

15



Remarque 2.1.1 Beaucoup d’auleurs se sonl inléressés a la résolution de problémes de
dynamique des populalions. Dans [10] les auteurs ont moniré Uexristence d’une solution
faible d’'un modeéle linéaire du lype (1.1). Dans [31, 26] Vauteur monire Uezistence d’une
solution faible powr un modéle non linéaire. D’antres ouleurs ond mené des études dans
le méme sens avec différentes méthodes. Dans [25] Vauteur a résolu un probléme non
linéaire par lo méthode des semi-groupe. Dans [24] les auteurs ulilisent une méthode de
réqularisation parabolique pour monltrer 'ezistence d’une solulion posibive au probléme

étudié dans [25/

2.1.2 Orientation

Pour le systemce (1.1), (1.2) le probleine posé est d’obtenir des informations sur le
terme /\f qui ne soient pas affectées par les variations de la donnée initiate y(0,a, x)
autour de y°(a, 7). Le terme ,\f est un terme de pollution et le terine 770 est un terme
manquant. On cherche 4 estimer la pollution. On ne clicrche pas les termes manquants. On
rencontre évidernment ce type de probldine pour les probigmes d’évolution & un temps, par
exemple 1'équation de la chaleur. Pour les problémes d'évolution & un temps, la théorie
des sentinelles de Lions (15| apporte des ¢léments de réponses. Comme annoncé dans
I'introduction, la notion de sentinelles, initiée et developpée par Lions dans les années
1980-1990 (16, 17, 18] pour des problemes d’évolution & un lemps, repose entre autres
sur la donnée d'une fonction “observation” my et la recherche d’une fouction “controle”
w ayant toutes deux leurs supports dans un méme ouvert.

La notion a été ensuite généralisée par Nakoulima [22] pour unc observation 7ng et un
contdle w ayant leurs supports dans deux ouwverls distincts et toujours pour un probigme
d’évolution a un temps. Dans ce qui suit nous considérons le point de vue de Nakoulima
pour définir et proposcr une notion de sentinelles pour des problémes d’évolution & deux

temps.
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2.2 Une notion de sentinelle pour les problémes d’évo-
lution a deux temps

2.2.1 Deéfinitions

Equation d’état : c¢’est le systéme (1.1) qni gonverne I'état y du systéme évolutif.

Pour le probléme (1.1}, on fait les hypotheses suivantes :

(Hy):B,pe L (Q);R 20,42 0;

(Hy) : 7° € LYQa); f € LYQ) et A.7 € R;

(Ha) O0<t< A, z€Q, fol e, —t 4 ¢, 2)d — +0oo quand & — A
3):
A<t<T, zeQ, [jult-a+a o z)do-— +ooquand a— A

Sous les hypothéses (Hy), (Hj) et (Hz) le probiéme (1.1) admet une solution unique
dans L2(Q) notée

y =yt a, ;A7) =y(\T1). (2.1)

Remarque 2.2.1 L’hypothése (Hy) assure que la solution de (1.1) s'annule pour a = A.
(voir{10, 18])

Systéme d’observation : il est defini par un ouvert O C 2 appelé observatoire ct

une observation de y sur O pendant I'intervalle de temps T. On dispose done de :

Y(t,a, T30, T) = yobs sUr U x O (2.2)



pour laquelle on distingue deux cas : le cas d’une observation sans bruit, i.e

Yobs = Mo (2.3)

olt g € L*(U x O) cst connue. On distingue ensuite le cas d’unc observation bruitée,

1.¢e

N
Yobs = Mo + Z B, (2.4)

=1
o1t les fonctions myg, 11y, ..., mp sont connues dans L2(U x O); mais les B, ne sont pas
connus. On sait sculement que les B; sont “petits”. On dit que les termes /3,m, sont les
terines de “bruils”. Dans ce cas on veut aussi obteniv des informations sur )\f gui soient

indépendantes de 77° ot des By, i=1,... N

Sentinelle S(\, 7) : C'est une fonctionnelle 4 construire a partir de Uouvert O, d'une
fonction hy donnée dans L2(U x O) et d’un autre ouvert non vide w de §). Plus précisément

pour une fonction contrdle w € L?(U x w) a déterminer on pose :

T A T A
S(A,T) =/ / /hw(A,ﬂdtdadx-l—/ / /wy()\,r)dtdad:c. (2.5)
0 0 0 40 0 w

Comune ¢’est & partir de I'observation que 1'on veut estimer A f, on cst amené A distingner
deux types de sentinelles correspondant chacun 3 un type d’observation. On explicite et

on précise maintenant tout cela en distinguant deux problémes moddcles.

2.2.2 Problémes modeéles

Probléme 1 : Sentinelles pour unc observation sans bruit

On cherche a obtenir des informations sur les termes de pollution )\jﬁ' qui soient in-
sensibles aux données manquantes 73°. Par définition on dira que S donnée par (2.5) est
une sentinelle définie par ho, w et O s'il existe une fonction contrdle w telle que le couple

(w, S) vérifie les deux conditions sutvantes :

18



)
E(O’O) =0,v 3% € L2(Qa) [|°l 20, ! (2.6)

lwll L2 xwy = Minirnum. (2.7)

Remarque 2.2.2 Jiy étant donnée, les conditions (2.6), (2.7) définissent auy plus un

unique w. On dira alors que S est la sentinelle définie par Iy.

Remarque 2.2.3 La condition (2.6) exprime linsensibilité de S par rapport 4 v ( au
premier ordre prés ); aulrement dil st Délal du sysiéme est connu pour X =0 el 7=10 (

i.e sans perlurbations ) alors pour une perturbation A # 0, 7 #0, on a :
S(A, 1) =~ 5(0,0) + ,\g—f(().,O)

Remarque 2.2.4 Si hy vértfie

}I.o 2 0, / / ho(itdadl' =1
UJo

alors

/ / hoy(t, a, z; A, 7)dldadz
uJo

esl une moyenne. La condilion (2.7) cxprime alors que S est “proche” d'unc moyenne (au
sens de L?). Dans les applications hg esl & notre disposition. La condilion (2.7) exprime

que 'on “s’éloigne le moins possible” (aw sens L?) de hy.

Probléme 2 : Sentinelles pour une observation avec bruit
On cherche dans ce cas a obtenir des informations sur les termes de¢ pollution A f qui

soient non seulement insensibles aux données manguantes 77° mais anssi aux bruits S, m1,.
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Par définition, on dira que S donnée par (2.5) est une sentinclle discriminante définie
par hg, w et O s'it existe mie fonction contréle w telle que le couple (2, S) vérifie les trois

conditions suivantes :

oS

T

T 1A TrA
/ / / hotn dtdady + / / / unndidadz = 0,1 <1< N (2.9)
o Jo Jo o Jo Ju

(0.0) =0, V§® e LXQa). [[7°]] 20,y S (2.8)

et
erl) L2y sy = iR IDIELIT (2.10)

Remarque 2.2.5 Le cas w = O correspondrait au point de vue de Liwons [15]. Dans ce
cas les fonctions Iy et w ont loules dewx leurs supports dans w = Q. La relation (2.5)

s’écrit alors

S(A 1) =/0 /0 [;(hn 1 w)y(A, 7)didadx (2.11)

el il est tmmeédial que w = —hg est un contréle tel que S(A, 1) = 0. Le seul probléme dans
ce cas est de montrer que le conlréle w de norme nunimale esl tel que w # —hy. Ce qui
est évidement essendiel. stnon S serail idenliquement nulle et ne pourrail donc fournir
dinformations sur Af. St w # O, on évite Vécueil précédent puisque w et hg ont leurs

supports dans les ouverls w el O dislincls

Remarque 2.2.6 Reprenons la condition (2.9) de la notion de senlinelle discriminanie.
Par hypolthése les fonctions my ont leurs supports dans Uowverl U x O el on cherche w
& supporl dans U x w. Si donc wNO = B, alors f:. _fOA f, wmdidadc =0,7=1,...,N.

La condition (2.9) sera réalisée dés que 'on prend lo fonction hy orthogonale & toutes les
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fonclions m,. En conséquence, il est naturel de considérer le cas wN O # B el on peul

alors, sans restreindre la généralité, supposer
wC O (2.12)

dans le cos d’une observalion bruitée. Celle hypothése esl évidemmend sans objel dans le
cas d’une observution sans bruil, oit on considére seulement le cas w # O,peu importe

qu’ils sotent disjoints ou non.

Nous allons maintenant voir que I'existence d’un contrdle w, c¢t donc d’une sentinelle
S, est en fait équivalente & un probléme de contrélabilité comme il apparaft dans ce qui

suit.

2.3 Equivalence a un probléme de contrélabilité

2.3.1 Controélabilité a zéro sans contraintes sur le contréle

On se place dans le cas d’une observation sans bruit. On commence par transformer
la condition d’insensibilit¢ (2.6). Pour ce faire on suppose que ’'on peut calculer % =yr

pour A = 0,7 = 0. La fonction y, est donnée par la résolution du probléine

%“f + %’; - Ay, - pyr =06 dans Q) ;
Y, =0 sur 2
(3.1)
y-(0,0,2) = Z° dans Qu ;
y-(t,0,2) = fOA Blt.a, x)y-(t, a,1)da dans Qr

\

Sous les hypothéses (M), (H2) et (Ha) le probldime (3.1) admet une sohition unique
y. telle que y.(¢, A,z) = 0. Pour la preuve de existence d’une sotution au probleme

(3.1), on peut se référer a (24, 31, 25, 27
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S'il en est ainst la condition d’insensibilité (2.6) est &puivalenie a

7oA p T rA p
/ / / hoy-dtdadc -{—/ / / wyrdidady =0, ¥ 7°, ”77)”/2((? ) <1 (3.2)
Jo Jo Jo 0 Jo Jw Ciea

On transforme alors 1’¢quation (3.2) par I'introduction classique de J'état adjoint. Plus

préciséinent, on définit la fonction ¢ = g{f, «, x) solution du probléeme :

—5‘f — Ay + g = B9(1,0,2) + hoxp +wx,, dans Q
g =0sur 2
q(T,a,z) = 0 dans Q4
q(t, A, z) =0 dans Qp

ol Yo Ct X, désignent respeetiveinent les fonctions caractéristiques de O ot w.

Le probleme (3.3) adinet une solution unique ¢ = (1, ¢. w5 1) dans L2(Q) ol w est la
fonction contrdle & déterminer. Pour la preuve de Pexistence et de Tunicité de la solation
de (3.3) on peut utiliser le Théordine du point fixe pour une application contractante

comme dans |2, 3]

Proposition 2.3.1 Considérons les deux systémes d'équations (3.1) el (3.3). Alors lu
condition d’insensibilité (2.6) est équivalente & ¢(0,a,x) = 0 presque pour tout (a..r) €
(0, 4) x Q

Preuve. En multipliant la premiére équation de (3.3) par ¥ ¢t en mtégrant sur (J

on obtient :

/ (9(_[ _p‘ Jq ):/,df(ia(i’r - Aqy.didadr -!-/

1qysdtdadsr =//3(1(!,0..(:)y,{[tdml.r
Q Q Q

T A T A
+ / / / hoyrdtdadx + / / / wyrdtdud.r: (3.4)
0 0 (o] 0 0 w
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En considérant. (2.6)(ou (3.2)),la relation (3.4) devient

3] 18]
- / (5% + Elé)y.r(ltda(l:n - Aqy,didads + / paydtdade =
Q .

Q Q

/ Baq(t. 0, 2)y,didade (3.5)
Q

En intégrant (3.5) par partics on obtient :

/ (O L ny s Ygdtdadi + / () (1, 0.2) — (yra)(t, A, 7)| didadz
Q ot da Oy

-l—/ ((y-0)(0,a,2) — (4.} (T, a2, 2)} dtdadx -—./ yr(1.0.2)g(t, 0, 2)didadx  (3.6)
Qa

Q4
Comine
dy,  Oys
o(T,ax) = q(t, Aw) = 0 ot =L+ 22 — Aye + g, =0

la relation (3.6) devient

/ (0, ¢, 2)7°(a, 2)dadz = 0 ¥ 3°, i
Qa

Pllign <t

d’on

(0, e, &) = 0 presque partont sur Q4

En résuing, le probleme de la recherche dwn contrdle w tel gque Je couple (w, §) soit

solution de {2.6),(2.7) est équivalent a la recherche de w tel que le couple (w, g) veérifie le

systéme
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*%zq - g% — Aq+ g = By(L,0, ) + hgxo + wy, dans Q
¢4=70 sur ¥
) (3.7)
¢(T,e,z) =0 dans Q4
q(t, A, z) =0 dans Qr

q(0, ¢, 2) =0 dans Q4 (3.8)
et
Newll 2wy = WM iIRUIR (3.9)

Le systéme (3.7),(3.8) et (3.9) est un probleme de controlabilité & zéro avec un controle
w de norme minimale dans L*(/ x w). On cherche w qui conduise J'état ¢ de O (A Pinstant
“initial“ ¢ = T) jusqu’a I'état g(0,a,r) = 0 a Pinstant “final“ t = (0 et ceci avee une

“dépense® minimum pour w, au sens (3.9).

2.3.2 Controlabilité a zéro avec contraintes sur le controéle

On se¢ place cette fois-ci dans le cas d’une observation avec bruit. Comme dans
le paragraphe 2.3.1, on montrc que la condition d’insensibilité (2.8) cst équivalente a
q(0.¢,z) = 0 dans Q4 o ¢ est Pétal adjoint de y défini par le systéeme (3.3). 1 reste
alors & trausformer les contraintes (2.9). Pour cela on cousidére le sous-espace vectoriel

K défini par

K = sous-espace vectariel engendré dans L2 (U x w) par les N fonctions m;x,,
que {’on peut supposcr linédairement indépendants.

(3.10)
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Proposition 2.3.2 Soit K+ lorthogonal de K dans L*(U x w). Considérons (2.9). Il

exisie un unique élément kg € K tel que -

o A a A
/ / / hom,dtdadz + / / / komydtdade = 0,1 <i< N (3.11)
0 (¢} (0] 0 0 w

el done
w—ky € Kt (3.12)
Preuve. Cousidérons application linéaire

T A
s K —RY, kr— (/ / /km,dtdadm)
o Jo Ju 1<i<N

Cette application ¢ est bijective. Pour le voir, il suffit de montrer que ¢ est injective car

dim K = dimRN = N. Soit k € K tel que p(k) = 0. Alors

T A
/ / /lcm,,-dtdad:v =0V, <i<N
0 0 Juw

Done & € K. Ainsi & € K et k € K. Donc k = 0 et y est injective. Donc 1 est une

T A
b= (—/ / /hgm.—dtdarix) :
o Jo Jo 1<iSN

On abe RN et comme ¢ est bijective, i} existe un Elément unique kg € K tel que

T LA T 1A
(ko) = b ie / / /I\fom,-didu.d.l‘ = — / / / horndtdadr Vi, ) <7 < N
0 0 w J0 0 Jo

Par suite

T A T pA
/ / / hom, didadx + / / /kom,dtdud.r =0,Vi,1 <i<N
o Jo Jo Jo Jo Ju
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Si maintenant on rapproche (3.11) de (2.9), on obtient

T A
/ / /(w — ko) didadr = 0,Vi, 1 <i< N
0 0 w

On en déduit que

w — ko € K.

Posons v = w — kg, alors le probleme de la recherche d’un controte w» tel que le couple
(w, S8} vérific (2.8) (2.9) (2.10) est ¢cquivalent & la recherche d’un controle v tel que le

couple (v, ¢) vérifie le systéme

ve Kt (3.13)

—80 - X Ag+ pg = Ba(t,0.x) + hoxo + kox,, + vX,, dans Q
=0 sur &
! e (3.14)
q(T,a,z) =0 dans Q4
g(t,A,z) =0 dans Q7
q(0,a.2) =0 dans Qa (3.15)
ct
102wy = Minirnun. (3.16)
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Ceci est un probleme de controlabilité & zéro avee des contraintes linéaire (en nombre

fini) sur le controle v de norme minimale dans L2 (U x w).

2.4 Informations fournies par une sentinelle

2.4.1 Usage d’une sentinelle

A quoi sert une sentinelle, ct la terminologic utilisée est-clle justifice ?
Pour répondre 4 cette question, on sc place dans le cadre d’unc observation sans bruit

(cf Probléme 1). On connait alors P’état observé :

Yobs = Mo (4.1)

on 1y est connue dans U x (.

On calcule ensuite gy solution du systéme
s

%o+ 22— Ao+ o = J dans Q:

=0 sur ¥;
Yo sur 2 (4'2)

¥0(0, a,z) = 3%(a,2) dans Qu;

0(£,0,7) = fo (t,a,7)yo(t, 0, z)da davs Qr

\

Alors si w est calculé, la sentinelle S cst donnée par

T A T oA
S\, T) =/ / /l).oy(/\,T)(ltd(l-(l{L‘ I—/ / /wy()\.'r)rlfdrz.d:x (4.3)
o Jo Jo o Jo Jo

¢t on connaft

T A T A
5(0,0) -—-/ / /1).[)j/g(lt(l(l.(lﬂ: --PA/ / /wyodi.(lmi.z: (4.4)
0 0 O 0 0 w



On a par ailleurs

(35

S(,7) = 5(0,0) + A

(0,0) (4.5)

( puisque par hypotheése c/’5(0 0) = 0).

Il vient que

/\—— 0,0) / / /ho g — yo )dbdada: l—/ / /w 1y —~ 1o )dtdadz. (4.6)

Cela étant, on a aussi

(f)S T (A T A
—(0,0) = / / / hoysdtdadz +/ / / wysdtdadz (4.7)
()A JO 0o JO 0o Jo w

ol ¥, est la solution de

~

a4+ I Ay + s = f dans Q;

yy=0 sur I;

yx(0,0,2) =0 dans Q4 ;

un(t,0,z) = fOA Bt a,2)ys(t,e,x)da dans Q-

(4.8)

Multiplions la premiére équation de (3.3) par y, et intégrons par partie, on obtient

T pa oA g .
/ / / hoysdtdadz: -I—/ / / wyrdtdad =/ Sqdtdady; (4.9)
0 0 (0] o Jo w Q

¢’est & dire que

03 +(0.0) = / fqdtdadz (4.10)
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et done

08 -
A55(0,0) = /Q (AP qdtdads. (4.11)

Finallement la sentinelle S définic par hg, O, w donne 'information

T A g ‘T A
/(/\f)qdldn.da; = / / / ho(me — yo)dtdadz + / / /w(mn - yo)didads
0 Jo 0 o 0 4] w

(4.12)

Remarque 2.4.1 La relation (4.12) est une équalion inlégrale dont Uinconnue est le

ferme Af. Une résolution numérique de cetle équation permetira d’eslimer la pollulion.

Ou considere maintenant la question de information fournie par (4.12) ¢n introcli-

sant ta furtivité

2.4.2 Furtivité

Au premier ordre prés, on peut dire que si

q = q(hg)

est la sentinelle définie par hg, O ct w. alors

T A T A
/ Mfq(ho)dtdada = / / / ha(mo — yo)dtdadr + / / /w('mo — yo)dtdadzx.
Q Jo Jo Jo o Jo Ju

(4.13)
La pollution Af est dite furtive pour la sentinelle définie par Iy, O ot o si
/ a(ho)\ fdtdadz = 0 (4.14)
Q
Les pollutions que 1a sentinelle définie par /ip, O et w ne pourra pas obscrver sont appclées
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pollutions furtives. Une question naturelle cst alors :

peut-on trouver une famille de sentinelles définies par
des fonctions hgy, hgo. ... & support dans I'observatoire

O tels qu'il n’y ait pas de pollutions furtives?

Ce probleme sera examiné au Chapitre 5

30
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Chapitre 3

Inégalités de Carleman

Dans ce Chapitre, nous présentons les outils mathématiques néeessaires a la résolu-
tion des problémes de controlabilité mis en ¢vidence au Chapitre 2. L'ensemble de ces
outils est constitué par des hiégalités de Carleman. Beaucoup d'autenrs ont utilisé des
inégalités de Carleman dans leurs travanx. Dans [29] Pauteur présente une application
de I"inégalité de Carleman globale aux probléines inverses et de controlabilite. Dans (23],
Fanteur utilise une inégalité de Carlenian pour résoudre le probléme de controlabilité
avee contraintes sur ¢ contédle pour le probleme & un temps. Dans |30], Vauteur utilise
une estimation de Carteman pour montrer 'existence d'm controle insensibilisant pour
I'équation de la chaleur sémi-lin¢aire. Dans les travanx cités les inégalit¢s de Carleman ont
¢ié établies pour des problémes d'évolution & e seule variable teimnps. Quant aux pro-
blemes d'évolution a deux variables temps, I'inégalité de Carleman globale a été établie
par Ainseba |1]. Nous revisitons la question dans Pintention de clarifier la présentation.
Nous procéderons comme dans J.P.Lucl [29] on les mégalités sont présentées pour des

problémes & un temyps.
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3.1 Inégalité de Carleman

Nous reprenons d’abord les grandes lignes de la définition d'une fonction poids 9
qite nous utiliscrons pour la svite. L'existence de la fonction 4 est due 4 A Tursikov ot

O.Imanuvilov(9, 8]

3.1.1 Fonctions poids

Lemme 3.1.1 [29] Soit wo un ouvert tel que o C w ( par exemple 2y est wne boulc

ouuerle ). Alors il existe une fonclion 1 € C*Q) lelle que

WYw) > 0.Ve e
Wz) = O.¥rel

IVo(z)] # 0,VeeQ—w

Preuve. Commnce ) est regulier, on chaisit d’abord ¢ € C*R™) tel que Q = {z ¢
R™ ¢(£) > 0} et [Vo(x)| # 0,Vx € . Ceci peut sc faire localement, puis globalement par
partition de Punité. D’apres le théoréine de densit¢ de Morse (3). il existe wne suite (&)
de fonctions de Morse (i.e telles que leur gradient ne s’annule qu’en un nombre fini de
poiuts) telles que ¢, — & dans C?(Q) si & — +0c (¢, 11c s’annule pas nécessairement sur
la frontiere). On peut prendre ¢y, > 0 comme ¢ > O sur . Soit C = {@ € R*. V() = 0}
I'ensemble des points critiques de ¢. Comme |Vé(x)| # 0,V € T il existe nn voisinage

ouvert V' de T dans R™ et 4 > 0 tel que
vre V. |Vo(x)| > 6
Soit ¢ € D{V) el que p(z) =1, Ve € T et 0 < p < 1. On pose

() = & (2) + () () — O ()
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Alors i () = 0,V € T, u (x) > 0,V € Q et de plus
vz € Q =V, Y (z) = Vo, ()
SizenV ona
Vi () = Vo (x) + o(x)(V(z) = Vi (x)) + V() (é(r) - orlx))

Aiusi pour & > Ay Ay asscz large, on a

(V)] 2 {Ve(z) -2 ”‘P”cl(ﬁ) ¢ — ”cl(ﬁ)
> = 2|lpllera 18 - dellevmy
> ¢
-2

Choisissons & > kg et posons u(z) = p(z). Alors p est une fonction de Morse car les
points qui annulent son gradient sont contenus dans 'enscmble des points qui annulent
V. De plus on a jt = 0 sur I'. Soient maintenant. 2 x5, ..., 2, les points critiques de p.
Alors z; € Q =V, i =1....,7. On peut trouver  chemins disjoints ct requliers Iy, ..., I, tel

que pour ¢z = 1,....r

L € C®([0,1;R™);
Lt) € Q-V, vteo1],
Lty) # L(t), Vit € [0, 1), 1y # ta,
L(1) = =z et [(0) € wp,

Vst € [0,1], L(s) # Lit), sii# ]

33



et on peut trouver v fonctions fy, ..., fr telles que pouri=1,....r

fi € CZR"R"), et

Uiy = fuw), veep

dt

Maintenant pour+ = L. ...+ on peut trouver des voisivages ouverts Wy de {4;(2), ¢ € [0, 1]}

tels que
W,cQ -V. aa WonW, =0sii#j

Ensuitc on construit les fonctions ¢; € D(W,) telles que e, (L(t)) = L. V¢t € [0,1] et on

pose

Considérons le systénwe différentic)

() = 4i(n(1))
2(0) = g

On note St : R™ — R™ l'opérateur qui & zg associc z(¢). On a
S1:(0) =25, 2= 1,7
Posons
S(x) =S| 0570 ...0 5 (z).
On voit que si z € ) — (U, W;), alors S(r) = . et done

veeV, S(x) =
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D’autre pari, chaque S} est un dificomorphisme de 2 sur lni-méme, done S est un dif-

feomorphisme de §2 sur Jui-méie ¢t VS est inversible. Posons
v(x) = p(S(x))

Alors ¥(z) = 0,V € T. De plus si Vi(z) = 0 alors puisque VS est inversible, cela veut

dire que §(z) € {zy,...,2,}. Mais on sait que S = [d sur ) — W, donc
S(L:(0)) = S51(L:(0)) = ..
Comme S cst un difféomorphisme, on voit que
S{z) € {a1,....z.} = £ € {L(0),...,1x(0)} = z € wy
Par suite
Vip(z) =0 = 2 € wo

et ¥ satisfait a toutes les conditions du Lemme. Ce qui achéve la preuve du Leimne =

Maintenant on utilise a fonction ¥ pour définir d’autres fonctions poids. On choisit.

(2 AB()

alt,a,z) = T A>0 (1.1)
() 9
ot ax) = (70 (1.2)

Alors aft.a, ) > 0, ¢(t,a,z) > 0 ct on a les propriétés suivantes

Va = —AVYp, Vi = AV (1.3)
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IN

\L‘Otl C‘1‘92! Igoal S C(p2s '(ytl S C‘P2a }O’ttl S C"/};:;

o] < Co? |aw| < CEP, | < C° (1.4)

3.1.2 Inégalité de Carleman globale

On considéere Yopérateur différentiel L défini par :

o 0
=4 ——A 1 1.5
L=o+o + (1.5)
et on tntroduit 'espace
V={peC®Q), p=0sur T} (1.6)

Théoréeme 3.1.2 Il cxiste A\, > 1 el s, > 1 et il exisle C' > 0 lels que pour tout A > X,

el pour loul s > s, on ait :

~2sa .
/ ¢ (I, + pal + |Ap|2) dtdadr + / A\ 2pe™22 |V’ dtdada
Q JQ

+/ $PAtple™2 | p)? didadz
Q

T A
< C (/ e~ |Lp)? dtdadz +/ / /53/\4930_2‘“ Ip]thdad:L'> (1.7)
Q 4] 0 w

pour loul p €'V .

Preuve. Pour s > 0 et A > 0 on posc

w(t, a,z) = e~ *EaD (4 4 1), Vp eV, (1.8)
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On vérifie que

w(t,0,2) = w(t, A,z)=0

w(0,a,x) = w(T a,x)=0. (1.9)
Calculons
Pw = ¢ 75 L(¢*w). (1.10)
On a
E((:sa'w) = s ®uw + ey
O—(L"C’w) = 80e*w + ¢*%1e,
()
d 19} 0
ZE(PMW) = Sﬁcww + ()8"0—2
My du
= —sA e sa 70
s ().’E,SDF W+ e 0.’5,
ow o
— Yo~ - /\ .
<0.r, s soc')m,v w)
o da ., 0w oy Pw d, Oy
- B = s—% (= — sAp— S s o
(')J:?(( w) b(').r,L (3:11,- ’ SDOI{?U) te Dt ’ O.r,-((’yé)l', w)]
\ ayy dw 22 2, O 4 0*w 2, 0%,
= e °[—5Ab'zgom + 5N\ (BZ) w + ()_.1? — 5 (0—7[) Y
cor 9%y Oy Qu:
+¢ [—SA(,DZTL_?'U) - S)\(,D;,)-I—x 0—1“]
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d’on

Ale®w) = e [—sApVi.Vw + 22202 |V w + Aw — sA%: | V| |

+{—s Ay — sApVh. V]

donc

L{e*w) = g 4 g — Aw + 2sA5 VY Vo — SN2 TP w4 5220 (V) w)

-0 [sAp Ao + pav L+ sogur + sagw).
Par suite

Pw = ¢ *L{¢™w) = w, + w, — Aw + 25ApVVw — $22%:2 (Vy|* w

+.s)\2<p]Vz/)|2 w + shpApw + pw + soqw 4 saw. (1.11)
Posons
P = —Naw — 222 ]V'g/’)]Q W+ saw + S
Pore = wy + wy + 250V + 280%p lV‘t/)]Qw
fo = Pw — pw - sAAPw — sA%z |VlP w
alors on a

P4 Pyw = |, {1.12)
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donc

| £+ "2 =5 w“2 + ||Pgw||2 + 2 (Pow, Pyw) . (1.13)

Calculons le terme principal (Pyw, Paw) .

(Pyw, Pyw) = — / Awaydtdada — 2\ / o !V?/)[z wwdtdadz
Q JQ
+ 5 / agwwdidada -+ s / o wwdldadr
Q Q
~/ A'I{)?l’adt(l(ul;l.’-4'5‘?/\2/ <p2|Vz,[)|2 ww,dtdad:r
Q Q
4 s/ ypwwgdidads + s/ cawwdtdadr
Q Q
—25,\/ VYV Nwdtduda - 253)\3/ ©* | Vh)? Vb Vwwdtdada
Q Q
+252X / 0, Vo Vwwdtdade + 252\ / wa, Vi Vuwwdidads
JQ Q
—25/\2/ o | VY| wAwdtdadz ~ 253)\4/ & |V widtdadz
Q Q

+252)\2 / Coy |V1,/=|2-m2rlt,dad:r + 252/\2/ O |V1/i]21v?dt<lodx(1.l4)
JQ Q
Dé¢signons par Ix; les 16 termes de (1.14), alors on a

(le. Pg'm) = 1|y; + 11‘2 + ]2‘1 + [2,2
+[3‘1 + 13‘2 -|- [4‘1 + 14“2
Flsy+ Isa + Iy + 162

g+ o+ 1g + Jaa- (1.15)
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Dans la suite C désigne des constantes variées indépendaites de s ¢t A, Pour organiser

les calculs nous donnerons une importance particulidre aux termes sujvants

a')\z/ © | Vw|? didadz
Q

Y / pCwidtdadz.
Q
On prend s > 1 et A > 1 ¢t on note A tous les termes qui peuvent étre bornés par

C(sA 4 /\2)/ o | V)’ dtdada
Q

et on note par I3 tous les termes qui peuvent étre bornés par

C(s*)* + .5'3/\3)/ p widtdudz.
Q

Ces termes seront absorbés, comme on le verra par la suile. Calculons maintenant les

termes Ji ;.

o
Ly = —/ Awwﬂtdad;r:—/ ,—u—)w,dtdado -l»/ Vw Vo dtdadr
x O
M Q
g 1 [ d
= - L %QUgdtdadU + 5/‘;-{5 lvw|2 dtdadr =0 d>ﬂl)lf§s (19)
Lo = —32A2/902|V1/)|2mwidz‘,da.d:c
Q

1 . .
= —532/\2/go?|V1/)|1diit-(w2)dtdad.1;
Q 0

= 52)\?/go<pl|V1/)|2u'2dtdad.1'
Q
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dom:

11‘2 - B

I, = s/(.nww,(itd(:(la:
Q
| d
— §sL(¥¢a(zl)2)dtdr1(l,;r

L
= ——S-/(mwgrll,dad:r
2 Jo
d'apros (1.4)

[Q.; = B4

Ly = s/aawwldtda.(lx
Q

1

_ 1, d, o |
= 2.S/Q()zadt(w Ydtdad.r

4

1
= _asfamw?(ltdud:u
Q

donc d’apres (1.4), oo a

IQ.Q - B

/3.1 = —/Awwadtdadx
Q

o 1 I
= - /z: -a%zuadtda(la +3 /‘; E((: (V) didads = 0 d'apros (1.9)

4)



faq = —32,\2/<p2|Vz/}|2w‘U)adtdudI
o)

= «2\? / o, [V widtdads
JQ
donc

I3 =B.

Isa = s/at-zuwadtdadw
Q

L
= ——s/atau'zdtdadz
2 Ja

donc

14‘1 - B

I = s/ Qg dtdeds
Q

{
= -—s/ azawidtdade
2 Jg
alors
14.Q = B

Avant de continuer les calculs. rappelons que conme ) et w sont nulles sur [, on a pour

tout z € T

Vi = (V) et Vo = (Vw.g)n (1.16)
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on 7 désigne le vecteur nnitaire normal extérieur a T

Iy, = ~23/\/@Vd)VmA*u)dt(iad;r
/g
duw|*

a

= —sA _—
”.[¢m on
+2507 / o |V V| dtdada:

%y dw dw
+28/\/ Z oy O.TJ ()Jq-azdtd adx

dtdado

_3,\2/ @ |VY[* |Vw)? dtdade
Q

-8\ / A \Vw|Q dtdadz
Q

Donc on a

8 | dw|?
I = —s)
" / e |5

J-Qs/\Q/ 0 | V. Vw|* didedz

dtdado

—sX"/ ¢ |V)? |Val|* didada
Q
+A.

Isg = —253/\3/‘,931Vw|2 VyVuwdidadz
Q
= 36‘3/\4/ (,9:(|V7J’|4’ll’2(1ﬁd(ull'
0

+5323 / O div(| V| Vap)wdidada
Jo
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donc

I, = 3'93A4/¢3[V1/)[4 wdtdadr
Q
+D.

Isy, = 23?)\/ o VYV wwdidud
Q
= ~52)\2/ cpa,(Vl,/)|2m2dtzla.d:[
Q
—52/\2/ 0, |V whdtdada:
Q

—52/\/ goa,A'J)wztlt(lad:r
o

donc
]6,1 = DB.
Isp = 252/\/ Yo, VYNV wrwdidad.s,
Q
= —.92,\2/gpozalvw|2lz)2dt(lazl:r:
Q
_32)\2/ 0, [Ve|* wldtdada
Q
—sI\ / Qe Apioddidad.c
Jo
donc

16"2 == B
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5
=
li

—25X° / @ | V(? wAwdtdads
Ja

= 2.5-)\2/ © |V |Vw|? didade

Q

—5)\4/ <p|V1/)|4w2(ltdadn:
Q

—sa? / odin(|V|* Vibhdidada
Q

—5)\3/ oV (V) Vel didads
Q

—s/\Q/ A1V ot dtdadz.
Q

On a done

Iy = 25/\2/Lp|Vz,b|2|Vw|2dt(lad:c
Q
+B.

I70 = —253,\4/ o |Vz/)|‘1 wldtdadz
Q

Iy = 287\ / ¢y | V| widtdada:
Q
= B.

Iy = 252/\2/gooza!Vi/)!%u?(ltdud:::
fa)
= B.



[En regroupant les différents terines Ty on a -

2

dtdedo

2(Piw, Pbw) = A+ D
Jw

a/‘ih
—2.«7\/ ——
o ¥ on | dn

126\ / © | V| | Vw|® dtdadz
JQ

p2s° 0 / o ]Vz/)|4 widtdads:
Q

+45)\? / @ | V. Vw|? didadz. (1.17)
JQ
Comme
—29/\/ % % 2(1!da(la> 0
o oy T =
on a

2{Pyw, Ppw) > A+ B+ 2:)\? / go\V‘q')|2 |Vu)\2 dtdadr
Jo

+245° 0 / & | V| w?dtdadz.
Q

Comme V| # 0 sur Q — wq, il existe 8§ > 0 tel que [Vap| > 6 sur Q ~ wq. Donc

T A T A
2 (Pyw, Pow) + 257262 / / / ) |V'm|2 dtdadz + 2s°246% / / / YPwidtdodr
0 0 Jwy 0 0 wy

> 252287 / o ]Vw[z dtdadr + 25°\148* / widtdads + A+ B. (1.18)
Q JQ
Ona

fo = Pw — pw — sheAidrur — 5/\290 IV?N? w
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d'on
2 5 2
/ | fs|” dbdady < = / | Pw|” dtdads: + B. (1.19)
Q 2Jq
Des relations (1.12),(1.17) et (1.18) il vient que

||P1w||2 + |{P2w||? + 25/\262/ > |V1U|Q dtdadz + 25°X*8* / Swtdtdads
Q .

Q
T A ‘
< /|Pw|?dldud:1:+25/\2(52/ / / ¢ | V|’ didade
Q Jo Jo o Juwg

T A
+2s00 8 / / / o wldtdads + A + B. (1.20)
JO 0 Juwy

On ¢élimine A ¢t B en choisissant. A ¢t « suffisament grands, Il existe alors Ay ¢t sq tel

que pour tout A > Ag et 5 > 59 on ait

| Py + || Paw))® + )26 / @ |Vaw|? didadc + $*X*6* / Gwldtdad
Jo

Q
T A
< / |Pwi® dtdadr + 25/\252/ / / ¢ |Vw|® didadz
Q 0 0 wo
oA
+25° 244 / / / Owididod: (1.21)
0 0 wp
On a aussi

—Aw = Pyio + X202 |V w = sagw — saqm (1.22)
W+ W = Pyw — 262V 6. T — 25022 [V w (1.23)

On déduit alors de (1.21), (1.22) et (1.23)que

1 .
— |Aw|* didada: <C P Ydidadr + | A QPwdtdads
: ¥
Q¥ Q Q
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/ L lw, + w,|* dtdadz < C (/ | Pyw|” didad.r -I-/ A2 | V) dtd,adx)
Q ¥ Q Q
Dot
/ (|u,¢ + w,|? + (A )dhladb%-/ .s)\2<,9|Vw|2(lrr[ndr |- / SN wtdtdada:

/le| dtdodx +/ / / Ao |Vul? (l(d(L(lz+/ / / G dE o)

On veut maintenant ¢liminer le gradient de w sur wy. pour cela soit p une fornction

telle que
vEDW), 0<p<L I, ofe)= 1. Vo g wy

On mualtiplic (1.12) par s\ ?pow ot on intégre par parties. Aprés quekques calenls on

obtient, :

_ T A
/ / / sA2p | V| didadr < C (/ [Pw|? dtdadz + / / /,<3,\4p3u»?(lkrla(l:u)
0 0 wo Q J0 0 Ju

(1.25)
Et par suite (1.24) ct (1.25) uous donne

1
/ — (Jwe + wal” + (Aw|?) dtdadz + / sA20 | Val? didada
Q5¢ Q

t / SN QP utdtdodr
Q

T A
C (/ | Pw|? didadz +/ / /33/\4@311'2(1,1.(&1(1.)-) (1.206)
Q 1] 0 Jw
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On vent donner I'imégalité {1.26) en terme de p au lien de w. En se rappetant que w =

™% p et en prenant A et s suffisunent large, inégalité (1.26) devient

,— 2850 . , . i
/ £ ([pt + pa|2 + |Ap[2) didadx -+ / A ze 2 D) didad
Q

sp

+ / A e o didad:c
Q

T A
< C (/ ¢~ Lp|? didads -i—/ / /.53/\4Qa(_e”’“,;'le/./lur[.y;> (1.27)
Q 6 ./0 w

D'ou l¢ résultat. m

3.1.3 Une inégalité d’observabilité

Dans cette sous section nous allons déduire du Théoréme précédent une inégalite
d’obscrvabilité qui sera utile pour la construction dune seurinelle dans le ¢as d'une ob-

servation sans bruit.

Lemine 3.1.3 1l existe une fonction poids” 0 vérifiant

8 est de closse C?* dans Q

% bornée sur

el il exisie une constunte positive C > 0 lelle que

/ blq |p|? dtdadz
Q

1 -1 ./t i
< C (/ = |Lp[2 dtdadz +/ / / 7 |p|2 dhlml:z:) (1.29)
Q 0 0 w

pour lonl p € V.
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Preuve. On déduil directement de Pinégalité (1.7) que

/ s S ‘p|2 dtdadr
Q

T A
< C (/ 073 Lol didadz -{—/ / /53/\49036'2““ ]plzzltdada') (1.30)
Q 0 0 Jw

Posons

6*(! l
alors = = p/pe™™

N 8

A =

on peut alors vérifer que 0 € C?(Q) et que 5 est bornée dans Q. L'inégalité (1.30) dévient

alors

1 . Tt
/ 9—12|p|2 dtdadr < C (/ W |Lp|? dtdads +/ / / 7 In|? dtdad:r) (1.31)
Q QU s 0 0 w

mais

m S cons tan te (132)
D’ov Je Lemnie =

Remarque 3.1.1 Elanl donné que 2—7 est bornée, Uinégalité (1.29) peul éire reduile &

/ % |p|* didadz
JQ

: A
< C (/ (Lp|® didadze + / / / In? dtdud.n) (1.33)
Q Jo Jo Juw

0u C est une conslanle positive el ot p € V.



3.2 Inégalité de Carleman adaptée

Nous avons vu au Chapitre 2 que la construction des sentinelles discriminantes est
aunssi ¢quivalente a la résolution de probléeme de controlabilité avec contraintes sur le
contdle. Pour résoudre ce type de probleme nous allons établir une inégalité de Carleman

dite “adaptée” anx contrabntes. Clest Pobjet de ce gui suit.

3.2.1 Enoncé du Théoréme

Soit w un ouvert non vide de §2 et soit X un sous espace vectoriel de LAH(U x w) de

dimension finic. On fait 'hypotliése suivante sur K :

[l n’existe pas d’éléments von nuls & de K tel que

ke L*(U; HYw)) avee %% + :%S - Ak + ptk =0 dans U x w.

(2.1)

Considérons maintenant I’ 'opérateur de projection orthogonale de LU x w) dans

K. On peut alors énonce le Théorénie suivant, :

Théoreérne 3.2.1 On suppose (2.1). Alors il erxiste une fonction “poids” 8 positive de

classe C? sur Q, ;7 bornée sur Q et il eviste une constante C > 0 lelle que

"1
/ = |pl® dtdadx
00

T A
< C (/ |Lp|? didady: +/ / /lp - Pp|? dfdadﬁ:) (2.2)
Jo 0o Jo Ju

pour loul p €Y

3.2.2 Preuve du Théoréme 3.2.1

La démonstration du Théoréme 3.2.1 est basée sur trois arguments : I'inégalité d’ob-
servabilicé (1.33), la compacité de 'opérateur de projection PP assurée par la ditnension

finic de 'espace vectoriel K et enfin la continuité de V'opérateur P,



Raisonnons par absurde comme daus |23]. Supposons qu’il wexiste pas de constante

C > 0 telle que (2.2), alors

Vye N, 3p; €V, fU fQ 5‘5 ]{)jIQ(If([(L(L7‘ =1,

. (2.3)
: ] 2 L) 2 o< )
Jo Ja 7 | Lo;| dtdadx < Fel fu [y = Pps|” didada < H
nous allons voir en trois étapes que cela conduit & unc contradiction.,
Etape 1 : Nous avons
1 2 L 2 B
7 |ijl didadr < 7 |pj‘ dtdadx +
JU Jw U Jw
= e
+ 7 ‘/)J -1 />7| didad.r.
U Jw
Comnie 2 est bornée, alors d’aprés (2.3). nous avons
' 1 2
L7 |ij| dtdade < C. (2.4)

On note par (R)g) le produit scalaire de L2 (U x w) défini par

()g) =//hgdtdadu:.
U Jw

Soit {ky. ks, ..., kx} une base de K. Corame (p, — Pp;x,,)x., € K alors on a
(p, = Pplk) =0 Vi1 <i < N. Vje N

Done

N

N .
ij = Z(P[)jv{;)k,‘ = Z(ﬂjlki)}"x

=1



d’on

: ] ‘ N |
/U /w i |ij’2df.dada: = Z, |(/)J-|AT,)|2/U/U 7 |k, |? didadz.

On déduit de (2.4) que

N

. 1 o
Z|(pj|k1-)|2 /U / ?|k,|2d(,dad:n < C. (2.5)

=1

Auntrement dit la suite ((p;]k,))jen- est bornée dans R. Done d'aprés (2.9) la suite

(’p;),en- st bornée dans L? (U x w) et le Théoréme de Pythagore nous donne

(PjXw)jen- est bornée dans LU x w). (2.6)

Etape 2 : D’aprés (2.6) et (2.4), on pewt extraire de la suite (pyx,,),en- une sous
suite notée encore (p;x,,)jen- et il existe une fonction p € L* (U x w) teble que d'ine part

on ait
PyXo — p faiblement dans L2 (U x w) (2.7)
ct d’autre part on ait
(P; — Ppixw)X, — 0 fortement dans L*(U x W) . (2.8)

Maintenant comme K est un espace vectoriel de dimension finie alors 'opérarcur J?

est compact. Ainsi, il existe une fonetion ¢ € K telle que
Ppix., — ¢ fortement dans L (U x w) . (2.9)

Ou déduic de (2.7) et (2.8) que pjx, — p = ( dans L2 (U x w) lore. Come P est
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continu, on obtieng
Pp;x,, — Pp dans L*(U x w) fort.

Il s’en suit que Pp = p et done p € K.

Etape 3 : En fait, on a p = 0. En effet, d’aprés (2.3), nous avons aussi Lp, — 0
fortement dans L2 (U x w) ¢t done Lp = 0. L’hypothese (2.1) impligue p = 0 dans U x .

En résmmné. p; — 0 fortement dans L2 (U x w).

Conclusion : Comine p; € V, alors 'inégalit¢ d’observabilité (2.2) nous donne

1 .
A_/()?lpjlzd“m(b;
< C(//lbpj‘zrltrlada: + / /.lpjfdtd(ul,t)
uJa v Jw

D’apres la troisiéme étape on déduit que [, f, 5 l,o_,|2 dtdada — 0 quand § — 4-00.

Ce qui contredit (2.3). D’ou lc Théoréme 3.2.1.

Remarque 3.2.1 Les inégalités de Carlemun sont élublics duns ce chapitre avec des
conditions de Dirichlel. On peul aussi les élablir avec des conditions de Neuman, pour

ce faire on peut se référer & Awnseba el Anitaff]

Remarque 3.2.2 Les inégalités de Carleman peuvent élre élablies dans le cas général

ot Uopérateur L est défini par

J 0
L= = + =+ A
ou A est un opérateur elliplique du second ordre & coefficients réguliers de classe C?. Les

calculs se font de In méme maniére.
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Chapitre 4

Controlabilité a zéro

4.1 Un probléme de contrdlabilité a zéro pour un
probléme a deux temps

4.1.1 Position du probléme

On considére le probléme : trouver un contdle v € L*(U x w) tel que si g = ¢(L, a,.x)

est la solution unique du systéme

—%% - g% — Ag+ pg = Bq(t,0,z) + h+ vy, dans Q
=0 sur X
¢ (1.1)
g(T,a,7) =0 dans Qg4
q(t. Ajx) =0 dans Qr
on ait
¢(0,a,2) =0 dans Qa4 (1.2)
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ct
il 2y xwy = Wwindmum. (1.3)

ot & est donnée dans L2(Q) et w est un ouvert non vide de Q. y,, désigne la fonction
caractéristique de w. Le probleme (1.1), (1.2) ¢t (1.3) est un probléme de controlabilité
A 26ro sans confraintes sur le controle. On cherche v qui conduise Pétat de 0 (a Pinstant
“initial ¢ = T) jusqu'a 'état ¢(0,a,2) = 0 A Dlinstant final 7 = 0 et ceai avee uue
“depense® mininium pour v au sens (1.3).

Le probléme de controlabilité 4 zéro sans contraintes sur le contrdle pour un problérue
a deux temps a été étudié dans (4] puis par Ainscebafl] dans le cas ’un probléme linéaire
en dynwnique des populations. La wéthode utilisée dans (1) repose sur une inégalité
d'observabilité de type Carleman. Dans le cas précis, pour le probleme (1.1) (1.2) (1.3)
nous utilisons une méthode variationnelle developpée dans [9] et revisitée dans [28]. La

méthode utilise elle aussi une inégalité de Carleman.

4.1.2 Un probléme variationnel

Au chapitre 2, nous avons montré qu'il existe une fonction poids 4 vérifiant ¢ > 0,9

de classc C? sur Q, % borné sur Q et 1l existe une constante C > 0 tel que

T A
/ / / — |pl’ dtdad::
o Jo Jab
T pA T rA . \
< C(/ / /|Lp|?df,da.d:z:+/ / /Ip]‘)dh}a.d.r) (1.4)
o Jo Ja o Jo Ju

pour tout p € V ={p € C*®(Q), p=0sur £}, ct on

J 0 . g 0
L~a+%“ﬁ+ﬂ[u.b = —— - — — A+ pul.



Le second membre de P'inégalité (1.4) conduit & munir V de la forine bilinéaire

A A T oA
ap(p, P) =/ / /Lp[,f)(ft(lad.'r: -I—/ / //)ﬁdtd(uiz. (1.5)
o Jo Jo o Jo Ju

Lemme 4.1.1 L’upplication (p,p) v—- ag{p,p) cst wn produil scalaire sur V.

Preuve. L’application (p,p) — ap(p,p) est bien définie car jup(p, )| < +o0o. Par

définition uy(.,.) est unc forme bilingaire ¢t symétricue et pour tout. p € V

T A ‘ T A
ag(p, p) = / / / |Lp)* dtdad: -AF/ / / |’ didodz > 0
o Jo Ja o Jo Ju

Il reste & montrer que V'égalité ap(p, p) = 0 implique p = 0. Or

T A T A
0 =uaelp,p) = / / / | Lp? dtdadar + / / / 1p\? dtdadz
o Jo Ja Jo Jo Ju

implique Lp =0 sur Q ct p =0 sur U x w ct Pinégalité (1.4) donne p =0 dans @ =

Soit Vj le completé de V pour la norime

pr—=1plly = Veaolp. ) (1.6)

Vs est un espace de Hilbert pour le produit scalaite ag(, ., ) ¢t la norine associée et V
est dense dans V.

On introduit ensuite 'espace Hp des fonctions b . @ — R mesurables défini par :

T oA
1 .
Hy=<h: / / / 5 [h.[zrlf,rlu,d.r < o0 (L.7)
o Jo Jal

Pour 1 € Hy. on pose

oA 3
iy, = ( / / / _211..|2(1r,<ma:,:) (1.8)
o Jo Jall



Hy est un cspace de Hilberl pour la nornine

|y, associée an produit scalaire (.,.)p,

T A
[
(9, )1, :/ / /—Qgh.dtda.dz (1.9)
o Jo Ja@

Lemme 4.1.2 On ¢ V) C Hy avee injection continuc.

défini par

Preuve. Pour p € V4, on a ag(p.p) = [, [ o 1Lpf dtdada + 110 1l didada <
+oc ot done (1.4) implique f:' fOA Jo |p)? dtdads < +c. Autrement dit p € Hp. De
plus d’apres (1.4) |pj,, < C

pll, ; autrement dit Pinjection est continue. w

Lemme 4.1.3 Soit h € L*(Q) el 0 la fonction poids définie précéderncal. Alors la fone-

T A
p— / / / hpdtdadz
0 Jo (9]

est une forme hinéaire conlinue sur Vjp.

lion

Preuve. Commc V est dense dans Vp, il nous suffit de vérifier le résultat sur V.

L’inégalité de Cauchy-Schwart2z donne

T A T A 3
/ / / hpdtdadz| < (/ / / 6% |k dtdad:::)
o Jo Jo o Jo Jo

T A 1 ;_
X ( / / / 7 |p|2(ltda(la:>
0 0 JQ

On déduit du lemine 4.1.2 que

T A
/ / / hpdtdod
o Jo Ja

D’on le résultat @

< ’02))|”0 |p|HO <C ‘92}1,‘”0 ol -

Le résultat qui suit est alors nuc application immeédiate du théoréme de Lax-Milgram|(6)
Proposition 4.1.4 Pour h ¢ L}Q) avec |, P ntdidady < +oo il exisle py unique dans
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Ve solulion du probléme variationnel

T g
ao{ppy ) =/ / /h/)(ltdadn: (1.10)
o Jo Ja

pour toul p € Vj

4.1.3 Résolution du probléme de controlélabilité
Théoréme 4.1.5 Soit h € L*(Q) avee JQ 8*h2dtdadr < +oo el py lu solution umque de

{1.10). On pose

T TP (111)

g0 = Lpy

Alors le couple (139, qg) est solulion du probleme (1.1)(1.2).

Preuve. Montrons que (vs, go) défini en (1.11) est solution de (1.1)(1.2).
En cffet, comme p, € V3 on a déja vp € L3(U x w) et gg € L2(U x §2). En reprenant
la définition de gp en (1.11) et en explicitant e produit scalaire défini en (1.5), I'équation

variationnelle (1.10) s’écrit

T A T (A T ;A
/ / /qoLpdtdada:+/ / /popdtdad:v:/ / /hp(/tdu.dx‘Vpe Vs.
o Jo Ja o Jo Ju o Jo Ja

I} vient :

T A “ropA T Ay
/ / / qo Lpdtdady = / / / hpdidady, — / / / popdtdadr Vp € 5.
o Jo Ja o Jo Ja 0 Jo Ju

Finallement. en considérant la définition de »p en (1.11), on obticir

T A T A
/ / / qoLpdtdadr = / / /(h + X, )pdtdadr Np € Vy (1.12)
o Jo Jao 0o Jo Ja
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On choisit dans (1.12) p € D(Q). 1l vient que
L7gp = h + wmx,, dans D'(Q). (1.13)

Comme h € LA(U, L3(Q)), alors L7gp € L*(U, L*(2)). Maintenant ¢ € L*(U, L*(€2)) et
Agy € H7Y(, LE($2)). Alors d’apres Jes théorémes de trace de Lions-Magenes [21] on
peut donmer un sens a la trace de gp sur £ et ou a g|C € H™Y U, H‘%(I“)). De wéme
g € LU, L3(52)) avec %2 + 82 ¢ [2(U, H~(Q)). Donce gp € C(U, 11 72(£2)) et on peut
donner 13 aussi un sens & g(0, . ), go(T, 0, 2), ¢o(2.0,2) et & qo(t. A, &) dans H72(Q).

Multiplions maintenant (1.13) par @ € V et intégrons par parties. On abtient alors

/ qoLgaflL(i(uix+/ O—qudﬂ+/ ((goe) (£, 0.2) = (gop)(t. A. 2)|dtdu+
Q y Qv Qr

+/ [{4e2)(0. @, ) — (gop)(T, ¢, 2))dtdz = /(h + vpx,, Wpdtdade, Vg € V. (1.14)
Qa Q

En considérant la relation (1.12), la relation (1.14) devient

d
/ Z)fqodz -I-/ [(gs0)(t,0, ) ~ (goip)(t, A, x)|dbtd+
T ¥ QT

¢ / (060)(0, @ 7) — (a00)(T) a, 2)]dtdz = 0, Vo € V. (1.15)
Qa
On en déduit alors que

go = 0sur X, go(0,a,2) =0 ct go(T.a,x) = 0 dans Qa:
go(t, 0,2} = 0 et go(t, A, x) = 0 dans Q.
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Remarquons que go(Z,0, ) = 0, par conséquent (1.13) est équivalent &

Ligp = P3gp{t.0.2) + I+ vpx . (1.16)

Il en résulte alors que le couple (v, qo) est solution du probicme (1.1) (1.2) m

Remarque 4.1.1 Lo structure (1.5) de ap(...) montre qu'il caisle une infinité de possi-
bilités pour le chotr dn produil scoloire sur V. Donc il exisle une infinilé de controles 1
qur vérifient (1.1) (1.2).

Il reste a selectionner un controle de norme minimale sur LU x w). Pour cela, on
définit Pensemble Uyy des controles ¢ € LA x w) tel que le couple (. ¢) soit solution
du probleme (1.1) (1.2).

Lemme 4.1.6 L ensemble Uyy cst un sous-ensemble non wvide convexe et fermé de L2(U x
w)

Preuve. D’aprés le Théoreme 4.1.5 Uyy est non vide. Soit vy € Uyg et vr € Uyq tel
que (1, ¢) ct (172, ¢9) soient solution de (1.1) (1.2) et soit A € [0, 1], posons

Vo= (1= Ny 4+ Advg et ¢’ = (1= X)q + Agp. Alors 7 € LU x w) et (v, ¢') vérifie
(1.1) et (1.2) done v" € Uyg ot par consequent Uy est un convexe. Il reste & montrer que

Uya est fermé. Pour cela soit (1,) C Uag tel que (0q, 4, ) verifie (1.1) (1.2) et tel que

Un - v dans LU x w)

0 -+ g dans LAHU x Q)
alors
L ¢, — L*y dans D'(Q).

On déduit alors des éguations (1.1), (1.2) veérifices par (v, ¢n) que le couple {v,q) est

solution de (1.1) (1.2) et done 7 € Ung. AS) Upg Cst ferimé m
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I résulte du Letnme 4.1.6 qu'il existe wn unique contrdle 7p € Uyq de norme minimale

dans L*(U x w); ¢'est-a-dire tel que

1 R R B
5 Poliasey = min 5 ol 721wy 7 € Usa} (1.17)

[l reste maintenait & caractériser le controle optimal Dy par un systéme d’optimalité.

4.1.4 Systéme d’optimalité singulier

Soit qp I'état optimal du systeme (1.1)(1.2)(1.3) correspondant, an contréle optimal
Dp. On utilise comme dans {2, 3| la méthode de pévalisation ( voir [14, 15, 20, 19])pour
obtenir le systéme d’optiinalite dn couple optinal (0. gp). Plus precisément pour € > 0

on introduit la fonction J, définie par

1
J.q) = 5l +
2
]
+— _QQ _Q‘i — Aq+ jup — By(t,0.2) = h - vy, (1.18)
2| O Oa L2(Q)

ol les couples (v.q) sont tels gue

ve LAU x w)
) 5 - % dat - pek0.0) € Q) (1.19)
g=0o0n%;¢{T,a,2) =0 Qr:q(t,A:xr) =01in Qr

q(0,a,7) =0in Q4

9

On considere alors le probléeme

mf{J.(r,q) | (r.q) vérifie (1.19)} (1.20)
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Proposition 4.1.7 Il existe un unique couple (v,. ¢.) 1el que
Je(ve,q) = inf{J{v,q) | (v,q) vérific (1.19)}. (1.21)

Preuve. Comine Pensemble des couples (v, ¢) verifiant (1.19) est non vide et que

J(v,q) 20,V (v, q) vérifiant (1.19) alors
de = inf{J(v,q) | (v,q) vérifie (1.19)}

existe, comme horne inférieure d’une partie minorée non vide de R. Soit (v, g, )n vérifiant

(1.19) wue suite minimisante telle que
1
de < J(tp, ) < e +-— < d, + 1.
1t
I} existe alors une constante C, > 0 telle que

lvn ”[ﬂ(u)(u) < C

(1.22)
Ogn 0gn . ; »
-5 — %o — Agy + pgn — Byn(t,0,2) — h — l’nxw”/‘g(o) < G

On peut done extraire de (v,) une suite, notée de la mame facon et i) existe v,. telle

que
v, — v, dans LQ(U X w) faible.

Cotnme (gy) vérifie (1.19) et (1.22), on déduit que (g, ) ost bornée dans L2H(Q). On peut

alors extraire une suite de (gn) votée de la méme lagon et il existe ¢, telle que
gn — ¢ dans L3(Q) faible.

On déduit que g, — g, faiblement dans D'(Q) ct par continuité faible de l'opérateur L”

dans D'(Q) on obtieut, L*q, — L*q, faiblement dans D'(Q). En outre de la continuité des
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applications traces,on déduit que (v, ¢) vérifie (1.19). Done limin€ J (v, gn) > Je(2c, ¢c)
avee (v, ¢e) vérifiant (1.19). On déduit de ta stricte convexité de J, que (. ¢) est I'inique
solution de (1.21). =

Etudions maintenant la convergence du procédé.

Proposition 4.1.8 Sous les hypothéses du Théoréme 4.1.5, on a quund € —s (0

v, — Dy faiblementi dans LU x w) (1.23)
1.23
G — o faiblement dans L?(Q)
Preuve. Le couple (v, gp) vérifie (1.19) donc on a Jo(ve, ¢.) < J(Dp, 7). De plus

J(To, ) = 3 Haﬂliz(ux‘d)\ Oun déduit de la structure (1.18) de J, que

“vé“ 12 (U xw) < C

(1.24)
“'_%gf - %%L - AQe + pge ~ ﬁQe(t,Oa ‘II'.) —h - ﬁ“qu“LQ(Q) < (j\/;

ou C est une constante indépendante de €. De la relation {1.24), on déduit que la suite
(gc). cst bornée dans L*(Q). On peut douc cxtraire de la suite (o,.¢.) une sous-sujte

encore notée (v, g.) et deux fouctions vg € L2(U x w) et ¢g € L*H(Q) tolle gue
ve — v faiblement dans L*(U x w), ¢ — qo faiblement dans L*(Q)

On déduit que g, — g faiblement dans D'(Q) ct par continuité faible de Vopérateur L*
dans D’(Q) on obtient L*g. — L g faiblement dans D{Q). De la relation (1.24). on
déduit aussi que (v, ¢.) vérific le systéme suivant

- %qf — %qj - Ag, +pg, = Bq.(4,0,2) 4+ h 41 x, +h, dus Q

g, =0sur &

4. (T a,2) =0 dans Q4 (1.25)
q.(t, A, z) =0 dans Q

4.(0,a,z) =0 dans Q4
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avet [[hell 20y £ C/e. Alors en passant & Ja limite dans (1.23) on obtient (v, ¢o) qui

vérifie

-%&[ - %? — Ago + jugy = Baoft, 0,2) + I+ vgx,, dans Q
go=0sur

(1.26)
go(T,a. ) = 0 dans Q4
go(t, A. 2) = 0 dans Q-
4o{0. 1, ) = 0 dans Q4. (1.27)

De l'estimation suivante

“7'( ”i,?(wa) < Je(ve. Qe)

on a
2 .
I ] 12Uy S tfiun inf J(ve, ¢.)

Comine le couple (U, gp) vérific (1.1)(1.2)(1.3), on a hminf J (v, gc) < ||i)\9||iQ(UXw). On
deéduit alors que [jvoll 2¢rwuy S 1000120 ww) - €8 done [[voll 2wy = [P0l 2wy - Ainsi
1o = Up. De Punicité de la sotution de (1.26) on obtient go = g5 =

Fcrivons maintenant les conditions d’optimalité pour Punique solution de (1.20)

Proposition 4.1.9 Sous les hypothéses du Théoréme 4.1.5, le couple (v.¢.) est lu so-

lution optimale du probléme (1.20) si el sculement si i existe unc fonclion p, lelle que



(Uey e, pe) SOIL solulion du systéme d’oplimalité suivant :

s

‘29' — Aqe + pye = Bac(t,0,2) + b+ vx,, 4 €p, duns Q

g =0 sur &

) (1.28)
4 (T a,z) =0 dans Q4

g.(t, A7) =0 dans Qy

(0, ,2) =0 dans Q4 (1.29)

?8&‘ + ap, . Apt_ 4- up, = 0 dans Q

p, =0 surL (1.30)
[ 0.0) = fo (t,a,z)p (L, e 2)da dans Oy

= = PeXw (131)

Preuve. La condition d'optimalité d'Euler-Lagrange est donnée par

/ / v vdtdads +-
U

e, dy,
/ / ___CZE — _4]_ — Age + g, — B, 0,2y — h — vxy)
124

—— — — Y = 32
ST A+ g~ Bp(1,0,2) — ey, )dtdady =0 (1.32)
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pour chaque couple(o, @) satisfaisant

v € LHU x w)
~%2 22 _ Ap4up— Bp(t,0,1) € L2
a 3 ~ A e —Be(t,0,7) € LYQ) (1.33)

@ = 0sur E;0(T,a,z) =0 dans @Qa
w(t, A, x) = 0 dans Q; (0, u,:x) = 0 dans Q4

Posons

-1 ( € £
=== (— (j; - (03(2 - Age + pg.—~ Bq(t,0,0) — b — ”.xw>

on déduit alors (1.28) et la relation (1.32) devient

/ / vevdtdady —
JU Jw

/ / pe(—a—qe — % ~ A + pp — Bp(t,0, 1) ~ vy, )dtdads =0
UvJa ot Oa

pour chaque couple (v, ¢) vérifiant (1.33). Alors, aprés intégration par parties. on obtient

d’une part

%l&_i_%lz‘_Ap(_i.’ch:OdanSQ

p,=0sur ¥
p(t,0,z) = fOA Blt, a, x)p (¢, a,z)da dans Q

ct d'autre part
/ / (v, + p,) vdtdadr = 0, Yo € LU x w)
JU Jw

Donc

ve=—p.X, dans U x w
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D’on la Proposition.4.1.9 =
Remarque 4.1.2 Toutefois on a aucune mnformation sur p (¢, A. x) et p (0,a,2), p(T,a.x)

Nous allons maintenant étudier le comportement de (p,)~0 quand ¢ = 0. D’aprés

(1.24) et (1.31), on a

lpexull 2wy £ C (1.34)

Des relations (1.4),(1.5),(1.6) et (1.34), il vieut que
oy, < (1.35)

On peut done extraire de la suite (p, ). une sous-suite, encore notée (p,), et il existe une

fonction py € Vp telle que
p. = po faiblement dans V, (1.36)

En résumeé nous avons démontrer le résultat suivant :

Théoréme 4.1.10 Supposons que les hypothéses du Thévreme 4.1.5 onl liew. Un couple
(Do. Qo) est solulion optitnale du probléme (1.1) (1.2) et (1.3) si ¢t seulement si il existe

une fonction py telle que (Va, G, Py) S0t solution du systéme doplimalité singulier suwant

Uy € L*(U x w), 0 € L*(Q). 7 € Vi (1.37)

% % AGy iy = BR(t,0,2) + I A Tux,, dams Q
e =0 sur &

q0(T,a,z) =0 dans Q4

qo(t, A, x) = 0 dans Qr

(1.38)




(0,1, 2) =0 dans Q4 (1.39)

_!J. + 22 aﬁ” — ADy - ppy =0 dans Q
Do =0 sur X (1.40)
(1,0, 1) fo B(t,u, x)py(L,a, x)da dans Qy

Do = —PoXe (1.41)

4,2 Contrélabilité A zéro avec contraintes sur le contréle

4.2.1 Position du probéme

On considére les notations du Chapitre 2 paragraphe 2.1. Soit w C €2 un ouvert non
vide et KL un sous-cspace vectoriel de L2(U x w). Svit h € L2(Q). On cherche un couple

(k,q) vérifiant

ke Kt (2.1)

—-%ﬁ} - %Z — Aq -t pq = Bq(t,0,z) + h+ kx, dans Q
qg=10 sur ¥
(2.2)
¢(T.a,x) =0 dans Q4
a(l, A, x) =0 dans Qp
q(0,a,2) =0 dans Q4 (2.3)
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ct
”k“b?(l}xw) = nun rnumn. (2.4)

Le probleme (2.1)-(2.4) est. un probleine de controlabilité & zéro avec contraintes sur
lc controle k. 1l sagit de trouver un contedle A (mads cette fois-ci & doit appartenir a 1)
qui conduise I'état de 0 (& Pinstant “initial® ¢ = T) jusqu’a I'état ¢(0, ¢. ) = 0 & Pinstaut.

final t = 0 ct cect avee une “dépense™ minimum pour & au sens de (2.4).

Remarque 4.2.1 La résolution du probléme (2.1)-(2.4) fera Uobjet de ce qui va sutvre
avec en vue une application & Uezistence de sentinelles discriminantcs dens le cas général

ot w C O.

Dans toute la suite on fera 'hypothése suivante

K est de dimension finie ot il n’existe pas d’éléments non nuls & € X

tels que k € L2 (U, H'(Q)) avec & + & — Ak +pk=0in U xw (2)
Ou fait également 'hypothese suivante :
he LAHQ) est telle que 6 € LH(Q) (2.8)
On note enfin
P = la projection orthogonale de L? (U x «) sur K (2.7)

En vue de résoudre notre probleme de controlabilité, nous définissons le probleme
variatiomie} suivant a partir de P'inégalité de Carleman adaptée aux contraintes(cfer Cha-

pitre 3)
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4.2.2 Un probléme variationnel

On rappelle qu’au Chapitre 3, on a encore wnontré Pexistence d’une fonction poids

8> 0,0 € C*(Q) et 3 bornée sur Q tet que

T rA 1
/ / / — |p|? didadz
o Jo Jab
T A TopA g
< C(/ / /|Lp|2(lt(iad:r:+/ / /[/}~1’p[2{ltdudz> (2.8)
0 0 Q 4 0 Jw

vpeV={pe C®(Q), p=0sur L} od C est une constante positive.

[.¢ sccond membre de (2.8) conduit & munir V de ta forme bilingaire défini par

o.p(p, D) = / / LoLpdtduds + / / (p — Pp)(7 - Ppydidadz (2.9)
UJQ UJo

Lemine 4.2.1 L’application (p,p} —— ag.p(p, 7)) esl un produal scolaire sur YV

La démonstration du Lemme 4.2.1 est analogue a celle du Lemme 4.1.1

Soit Vp p le complété de V pour la norme

pr— llollo.p = \/w0.r(p.p) (2.10)

Vi p cst un espace de Hilbert pour le produit scalaire ag p(p.75) ct la norme associée,

et V est dense dans Vp p.

Remarque 4.2.2 Soit L3(Q) lespace de Hilberi défing par
2 [T
Ly(Q) = {ﬂ|/55|/)| didadz: < 4-90}
Q

muni de la norme

1 7
olize) = (/leﬂlzdtdadx) < 400

Alors lc premier menbre de (2.8) montre que Vp pp C LE(Q) avec injectron condinu. Autrement,
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dat 1l existe une constante C > 0 telle que

< Cliplly p¥pr € Ly(Q)
12(Q)

1
BP
On revient & h pour laquelle on suppose (2.6). Alors Papplicatiou

pr— / hpdtdadz
Q

est une forme linéaire continie sur Vp p. Le théordine de Lax-Milgram|6] assure Pexistence

dwne solution unique p, € Vp p de P'équation variationnelle

ao.p(pg, ) = / hpdtdadr Np ¢ Vy p (2.11)
Q

4.2.3 Résolution du probléme de contrdlabilité avec contraintes
sur le contréle

Proposition 4.2.2 Considérons (2.5) (2.6). Soil py 'unique solulion de (2.11). On pose

ko = —{ps — Ppyy
0 (Ps — Pppxy)xw 2.12)

go = Lp,
Alors le couple (ks, 4p) est unc solution du probléeme (2.1)-(2.5)

LLa démonstration de cette proposition est analogue a celle du Théoréme 4.1.5
Remarque 4.2.3 La structure (2.9) de ap p(.,.) monlre gu'il existe une infinilé de choix
possible du produil scalaire sur V. Par conséquent il existe une infinilé de conlréles k
solution de (2.1)-(2.3)

Si nons définissons maintenant I'ensemble des controles k te] que (2.1)-(2.3). On veérifie
commice au Lemme 4.1.6 que cet ensemble est un sous-ensemnble non vide ferimé ct couvexe
de LU x w). Donc, il existe un contréie unique ko de norme minimale dans LU x w).

En résumé nous avons prouvé le résultat suivant
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Théoréme 4.2.3 Sous les hypothéscs de lo Proposition 4.2.2, pour chaque sous-ensemble
w de Q) il existe un contréle k lel que (2.1)-(2.3). De plus on peul oblenir un condréle Ky

de norre minimale dans LHU x w) c’esl a dive lel que (2.4).

On établit maintenant le systéne d’optimalité pour /l.;o

4.2.4 Systéme d’optimalité pour le contrdle optimal

Soit gp I'état optimal du systeme (2.1)-(2.3) eorrespondant au controle optimal ky. On
utilise également dans cc paragraphe la mcéthode de pénalisation pour obtenir le systeme
doprimalité pour le couple optimal (ke.gp). Plus précisément pour € > 0 on introduit {a

fonction J! définie par

7] ! 2
J(k.q) = §|V~'"1,‘2(Uw) K

1 Oy O« :
+— —7—1 - —l — A¢ + g ~ Bq(t,0,2) = h— kx,, (2.13)
2| 0L Da L2(Ux02)
on les couples (&, g) vérifient
ket
) —% % _ Ay +pg—~ Pq(t.0,7) € LHQ) (2.14)
q = 0sur ;4T a,r) =0 dans Qaiq(t, A, z) =0 dans Qr
¢(0,0,) = 0 dans Q4
Le probleme
inf{J/(k.q) | (. q) verifie (2.14)} (2.13)

admet une solution unique ui scra. caractérisé comme suit :

Théoréme 4.2.4 Sous les hypothéses du Théoréme 4.2.8, le couple (k. qe) est la solution

optimale du probléme (2.15) si et seulemend si, il existe une fonction p, telle que (K, qe. p,)
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soil solulion du systéme d oplimalité suivante :

-

_%‘I[_ - %9: - ch + jge = /j(/(({50) I) +h+ ,‘:(Xw 1 €P, dans Q
g =10 sur ¥
¢ ‘ (2.16)
g{T . a,z) =0 dans Q4
. q.(t.4,2) =0 dans Qy
qe(0.a,2) =0 dans Q (2.17)
o % Ap,+ pp, = 0 dans Q
%+ o P+ up =0 dans
po=0sur¥ (2.18)

pe(1,0,5) = [ B(t,a,2)p,(L,a,2)da dans Qr

}Ce = *(/7, - Pp(/\/u))x..; (219)

La preuve de ce Théoreme est analogue a celle de ta Proposition 4.1.9. Tci également
on a pas d'information sur p,(t, A, x), p,(0,a,x) ct p (T, 0.x).

Pour la convergence du systéme d’optimalite approché (2.16)-(2.19), nous avons le ré-
sultat de convergence suivant dont la déinonstration est analogue & celle de ta Proposition

4.18

Proposition 4.2.5 Sous les hypothéses du Théoréme3.2.83, on a quand ¢ — ()

k. — ko faiblemenl dans LHU x w)

g. = Go fatblement dans LQ(Q)

Nous allons maintenant étudier la convergence de la suite (p, ).so0 qnand e — 0. Comune

74



au Paragraphe 4.1.4,0n montre que

I(pe = Poex)xull £ C (2.20)

ct

"pc”l’o_p S ¢ (221)

On peut done extraire de (p,) une sous-suite notée encore (p,) ei il existe une fonction

Po € Vo.p telle que
p. = Pp dans V5 p faible (2.22)

Avec les méme techniques developpées dans la preuve du Theéorene 3.2.1(Chap 3), on
moutre que p, — po dans L2(U x w) faible. Ainsi Pp, ~ ko dans L*(U x w) fort {car
Popérateour de projection orthogonal I est compact sur le sous cspace vectoriel de di-
mension finic £ de LU x w)). Donc ko € K. De la relation (2.20) on déduit aussi que,

p.o— Pp, — Fy dans K* faible. Alors Do = o + Ky et done ko = Ppy et
pe — Pp, = Py — Ppy dans LA(U x w) faible

En résumé nous avons prouvé le résultat suivant :

Théoréme 4.2.6 Supposons que les hypothéses du Théoréme 4.2.3 onl licw. Le couple
(Fe.Ta) est la solution optimal (2. 1)-(2.4) st et seulement si il existe une fonchion py lelle

que (Eo,z]\o,ﬁo) soil solulion du sysiéme d’oplimalilé singulier sujvont :

ko€ K, o€ LU x Q), Jy € Vo (2.23)
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—ng - %q;ﬂ — Ago + 1qo = Bp(,0,2) 4+ I + ngw dans Q
G =0 sur ¥
¢ (2.24)
qo(T, a, 'L) = dans Q4
| qolt, A, x) =0 dans Q¢
{0, a,£) =0 dans Q 4 (2.25)

%—F%—Aﬁoﬂ-uﬁa:{) dans ()
D=0 sur 2 (2.26)
o(t.0,7) = [} B(t.a, 2)P,(t, 0, 2)da dans Qyp

k=—(3 - Phox)xe (2.27)

Orientation : L'enseinble des résultats de contrdlabilité obtenus dans ce chapitre
nous servira d’une part & définir des sentinelles puis d’autre part a étudier Ja furtivieé.

C’est ce qui constitue Pobjet du chapitre suivant.

76



Chapitre 5
Furtivité

On reprend Jes notations du Chapitre 2. Dans ce chapitre nous cxaminons la ques-
tion de 'information fournie par une sentinelle. Mais auparavant, nous revenons sur la

construction des sentinelles.

5.1 Construction de sentinelles

5.1.1 Sentinelle pour une observation sans bruit

Nous avons montré au Chapitre 2 que la construction d’une sentinelle dans le cas
d’une observation sans bruit était équivalente au probléme de controlabilité suivang :

Trouver le couple (w,¢) qui vérific l¢ systdéme

—%} - g% — D+ pg = 3yt 0.a) + hoxo + wy, dans Q
=) sur %
< ¢ (1.1
g(T,a,2)y =0 dans Q4
¢(t.A,z) =0 dans Qr
q(0,a.2) =0 dans Q4 (1.2)
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et
W20l 120 xwy = v drnum (1.3)

On reconnait alors le probléeme (1.1)-(1.3) du Chapitre 4, paragrahe 1.1 quand 22 = hyxp
ct o = w. Considérons donc les résultats obtenus au paragrphe 4.1 du chapitre 4. Soit

(Do o, Pp) defini ant Théoréme 4.1.10. Alors
50 = _ﬁOXw
Par couséquent ta sentinelle S(A, 7) est définie par

S 1) =///Loy(t,a,r;)\,r)dtda([:r-—/ /ﬁoy(f,,a..r:)\‘T)(l.i(la,(ln:
UJO U Jw

On dit que § cst la sentinelle définie par Ao, O ct w.

5.1.2 Sentinelles discriminantes

La construction d’une sentinelle dans le cas d’une observation bruitée était équivalente
a un probléme de controlabilité & zéro avec des contraintes sur le contrdle (¢f Chapitre

2). Plus précisément il s’agissait de trouver un couple (v, q) solution du systéme :

ve Kt (1.4)

—‘3—1; — g-g — Aq+ pg = Bq(t,0,1) + hoxo + hox, + vy, dans Q
g=0 sur o

¢ (1.3)
¢(T,n,1) = dans Q4

{ q(l, A, 2) =0 dans Q

~l
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q(0,a.7) =0 dans Qg (1.6)
et
0]l L2y ey = minimazm (1.7)

Alors le probleme (1.4)-(1.7) est le méme que le probleme (2.1)-(2.1) du Chapitre 4.
paragraphe 4.2 quand h = hoxg + kox,, ¢t v = k. Ce qui nous aincne a reconsidérer rons
les résultats obtenus au paragraphe 4.2 du Chapitre 4. Plus précistinent soit K défing en
(3.10) (Cf Chapitre 2, paragraphe 2.3) telle que (2.5) (Cfer Chapitre 1. paragraphe 4.2)
et hig et ko telle que (2.6) (Cf Chapitre 4, paragraphe 4.2). Alors soil (Ro. G0 Py) défini au
Théoréme 4.2.6. On a

ko = —(Pp — PPoXu)Xe
et la sentinelle S(\, 7) est définie par :

S(A.T) = / / hou(t, a.x; A, 7)dtdadz +/ /(ko — Do+ PpoxJu(t.a. x; M. T)dtdad:
JuJo vJw

On dit que S est a sentinelle discriminante définie par hg, O et w
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5.2 Ensemble de sentinelles pour une observation sans

bruit

5.2.1 Position du probléme

Soit e systénie & données imangnantes snivant

%?f 1 g% — Ay =+ A daus Q;
y=0 sur ¥,
(0, a,2) =g, 2) + 77%a,z) dans Q,;

y(6,0,2) = [ B(t, @, 2)y(t.a, 2)du dans Qr

N

On suppose que Pobservation est sans bruit. ¢'est-a-dire
Yobs = YX0 (2.2)

Remarque 5.2.1 On examine ensuile le ces ot il y a un bruit dans 'nbservation. (2.2)

A la section 3.1 ci-dessus, on a construit la sentinelle définie par /. ol hg est donnée
dans LU x O).

On considéere maintenant une suite de sentinelles construites a partir de hgy, hga, ... 011
toutes les fonctions hg; sont & support dans U x O. Autrement dit toutes Jes sentinelles

sont basées sur le méme observaloire.

On rappelle qu'ine pollution f est dite firtive pour towntes les sentinetles défimes par

h; si

/ (‘[\0(]){),,)_’?(“/(1(1(1(1; =0, Vhy € L*(U xO), i =1.2, ... (2.3)
Q
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La question a étudier est la. suivante :

existe-t-il des [ furtifs pour toutes tes sentinclles, (2.4)
4
ct si oni, quelle est leur structure?

5.2.2 Quelques formules

Pour un contrdle vy el que (2. gp) soit solution du probléme (1.1)-(1.3) la sentinelle

est definie par

S\, 1) =//h.oy(!,,u..r:)\,T)dldufl,y: A}-/ /ﬁoy(l,,n,:x:;/\,T)dtdadJ; (2.5)
vJO JU dw

ot rappelons-le v est défini & partir de Punigue sohition p, de J'équation variationnelle :

Y
Po = Y0 (2.6)

ag(pg. p) = (02”-0,\’(»/')/15 Vpc Vo

Plus précisément
o = —ppX., (2.7)

Conime Papplication p —— « ) estoune forme linéatre conrinue sur Vp, 1l existe
oo I :

Ag € L(V, V) tel que

o(pp. 1) = {( Aoy ) Vi Vp € V.

De plus Ag est un isomorphisine auto-adjoint. i.e. Ay = 45 ot (A4;')* = A7*. Rappelons

qu’on a l¢ schéma suivant :

VO — HO = Hz Ty ‘/01
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ot les injections canoniques respectives 7 et J de Vp dans Hy et de Hy dans V) sont

contimies. L'injection canouique 7 est définie comme suit ( voir [6]) @ ¢tant domé h € Hy.

Fapplication p € Vo — (h, p)y, est une forme lingaire continue sur Hy et a fortiori sur

Vo; on tanote j(h) € Vy de sorte que
(.j(h)tp)\/"l\/o = (”sﬁ)l’g Vi e HOs V/) € l0
Avee ces formles de représentation, Féquation (2.6) s'cerit :

Po C Vi
<A0p0\ p)l’o’(/o = <j(9271-0>:o)vp>‘/‘;% Vp S VI)

Par couséquent
.‘10p0 == J(H)}l()\’o) da.IlS 1/9’
et done

Py = (A" 0 j)(6%hoxo)

(2.8)

(2.9)

Avee ces notations, I'équation (2.6). explicitée a 'aide de {a définition de ap(.,.) au

Chapitre 4, paragraplie 1.1.2. dc g = - pyx,, et de (2.9) donne

By ,
/ LpoLpdtdady = / -9519?/,0 Xo — 6%(i 0 A5 0 ) (B hoxo)\olpdidads ip € V)
J§ JQ i

On pose

R=1ioA; o}



Alors 1t € L{H). On vérifie facilement que I est anto-adjoi. i.e 2* = R. Donc

/LpoL/)dtn.’(zd:n = (Phaxo — P RO hoxo)rw: it
Q

(92)Ln,\’();/) - ]‘)n.(62f)x-..)))”0

En conséquence et pour conclure la sentinelle S définie par hg est donnée aussi par :
SA.7) = (8 hox ey, T) = RO* (N, )N M1, (2.10)

5.2.3 Furtivité

On suppose maintenany que
hy paccourt une suite compléte de LU x O) (2.11)

On rappelle qu’une pollution Af est furtive pour toutes los sentinelles définie par hg

S|

oS / o~
—(0,0) = didad
o\ ( ! ) 0 QUf

/(hox() + g x, yyadtdady
Jo

= 0. Vhg
ou encore d’apres (2.10)
95 2 2 A
EX(O‘U) = (8"hoxoi v — R (0°ysx)m, = 0. Vhg (2.12)
On déduit de (2.11) que
ys — R(0%yax,) = 0sw U x O (2.13)
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on yx est la solution de

v

ch)_tx‘ + %% = Ayx + = f dans Q;

yx =0 sur X;

(2.14)
ya(0,0,2) =0 dans Qu;
L ya(4,002) = {(]A B, a, x)yx(t, a,z)de  dans Qy
Quant a R*(0%yxx,,). on pose R(0%yax.) = oy
Lemme 5.2.1 La fonction py est solulion du probléme
Ba 4% _ Ap ey =0 dans Q;
BN Ja /.,\ l/),\ ans (¢,
o =0 sur X
I (2.15)
m(0,a,2) = (A,;' o % yax)(0,0,2) dans Q, :
ml(t.0.3) = foA B{t.a.x)p\(t,«, 3)do dans Q
Preuve. Par définition de 2° = R. on a Agp, = j(6°yax,,): antrewment dit
1 € Vi
Pr= o (2.16)

ag(pa, p) = (023}/\)(;.;:/)))10- Vp € Vy

qui explicitée donne
/ LpyLpdtdada: = (0*(ys — R*(6*yax..)) Xui P)1tor VP € Vi
e
et done d'apros {2.13)
1
?LpALp(lf,(ln.(/:r =0, Vpe
7Q

Par suite Lp, = 0. D’ou le Lemme 5.2.1.

Théoreéme 5.2.2 Soil f une pollulion furtive pour loules les sentinelles définies por hg.

ot hg décril unc suite compléle hgy, hag. ... d'éléments de L*(U x O). Alors f est de la
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forme

= Jo 0 A
f= Y + Ja Ap+ g dans Q)

o p € Vy avee de plus ¢ =0 sur U x O el done f: 0 sur l/ x O.

Preuve. On posc

Oy = Yx — Py

Alors ¢, cst sohition du probléme

PN
da

60% + — Agy + oy =0 dans
v =0sur £

¢,(0.a.2) = —p,(0,a,z) dans Q4

avee d'apres (2.13) ¢, = 0 sur U x O ¢t done f= Csur U x 0. =

Ou fail tnaintenant 'hypothdse

f cst concentrée dans un ensemble U x S, ou S C Q.

6,(L.0, 1) = _[;)A Blt,a, z)pr(¢, a, x)do dans Qy

(2.17)

(2.18)

Remarque 5.2.2 S .8 C O. nlors d'aprés le Théorémne 5.2.2 r =0 el i n'y a aucune

pollution furtive.

On suppose done que :

S ouvert. de Q ct que SNO =0

(2.19)

Cette dernicre hypothase correspond a la situation on ’'on essaye d'observer une pollution

de “loin”. On déduil alors du théordme 5.2.2 le corollaire suivant :
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Corollaire 5.2.3 On suppose (2.18)},(2.19). On suppose que hg parcourl unc susle com-
plete hor hay, ... d’éléments de LU x O). Alors une pollulion f esl furtive pour loules

les senlinelles définies par gy, hop, ... st el seulement st  esl de lo forme

op I

=4 = ~Ag+pud surlix S (2.20}
M da

avec p € Vp el b =0 hors de S.

5.2.4 Orientation.

On va maintenant considérer les problémes analogues ou Fobservation est entachée

d'un bruit.

5.3 Ensemble de sentinelles discriminantes.
5.3.1 Position du probléme.

On se place dans le cadre du probleme 2, Chapitre 2 on Fobservation st bruitée :

A’
Yobs = Mo + Zﬁlm, (3.1)
=0

On rappelle que la coustruction de la sentinelie discriminante était équivalente a 1a ré-
solution du probléme de controlabilité (3.13)-(3.16), Chapitre 2 ¢t que ce nrobléwe est

résolu par l¢ Théoreme 4.2.3, Chapitre 4.

Remarque 5.3.1 Dans le cadre du Théoreme 4.2.3, Chapilre 4, on a pris
K = espace engendré par mnyx,,, MaXy, - N X, (3.2)

On va construire maintenant une fanille de seutinelles détiniex par des fonctions

hor- hog- ... et diseriminiiantes pour £C.
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Quelle est la structure des pollutions furtives pour toutes tos sentinelles ainsi construites ?
5.3.2 Quelques formules.
Soit gy la solution de Péquation (2.11) Chapitre 4, i.c

—
Po < Vo (3.3)

ao, (Do, P) = (th‘ /))l,g(Q)
avee b = hox + kox, est telle que (2.8), Chapitre 4. On a
ko = —(Po = PPoXu)rs

et la sentinelle discrininante est donnée par

S(AT) :/ hy()\,r)dt(la.da;+/ / !A;ny()\,r)dm:ul:::
Q . U Jw

Comme Papplication p +—— ag p(py, p) est une forme lin¢aire et continue sur ¥ p il

exisle Ag p € £(V0,p,‘/0’lp) tel que

Vp e Vi

P

a0,r(fg, P) = (Ao.rPe: P, _ v,

De plus Ag > est ui isoinorphisine auto-adjoint, i.e A; , = Ay, p ct (A;'P)' = Ao_‘,,. On a

le schéma suivant
T P
Vop = Lg(Q) = Vo ps
ou les injections 7 ¢t j* soul contimues. Alors Péquation (3.3) devient

o € Vor

v » (3.4)
<-A~0‘P/)0\ p)‘/o/-,),Volp = <7 (92/’,)5 /)>Vol I“‘

0.1
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Par conséquent
Ag.ppy = j(6°h) daus V, p
et done
py = (Agh o i')(87h) (3.5)

Avee ces notations Péquation (3.3) explicitée & Paide de la définition de agp p(.,.). de

Eo = ~(po — PPyx.) X, ct de (3.5) donne

/ LpgLpdtdads = ((i' o A7} 0 i) (0°1); P(8°pxy) — (07 px))rzoy + (0715 0) 120
Q

= (0°h:(T" 0 PYO*px,) - T*(8°px.) + )iz

ouT =10 A;}; o j' ostoun opérateur anto-adjoint, i.c T =T7.

En conséquence la sentinelle discrimminante est donnée par

S T) = (8°h: (T o PYE YA 7)) — T (0%0(A 7)x.) + (A 7))i2(0) (3.6)

5.3.3 Furtivité

Une pollution Af est furtive pour toutes les sentinelles discriminantes définies par /g,

si
C)S 2 A > 2 W #YA «
5N (0,0) = (81 (1" o PYO iaxy,) — T (07nx) + Ua) iz = 0 (3.7)
On suppose gue

hio parcourt un ensemble complet de L2(U x O) (3.8)
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On déduit alors de (3.7) que
(T o PY(6*yax.,) — T (0*ysx.) +ys = O sur U x O (3.9)
avec yy solution de (2.14), on pose
Py = T'm?UAXU) - (T o P)(0*yax.)

Lemme 5.3.1 La fonclion p, est solulion du probléme

Pt To — Apy 4 1Py =0 dans Q;

Py =0 sury;
' . (3.10)
{0ia,2) =py  dans Qa:

2t 0.0) = IOA Bt,a,)p\(t,a, x)do dons Qr

La prenve est analoguce a celie du lemme 5.2.1.

Théoréme 5.3.2 Soil f une polluiion furtive pour loules les sentinelles discriminantes

définies par hg,. Alors f esl de la forme

o | o
ot Oa

f: - Ay + pwp dans Q

ou ¥ € Vo p avec de plus ¢ =0 swr U X O el done _f——- 0 suwr U x O.

Preuve. On posc

¥y =yr — Py
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Alors i, est solution du probleme

oy 3 r
S % -8y, + gy = [ dans Q
Py =0sur &

Y, (() a,1) = — 7y dans Q4
£(8,0, ) fo B, a. 2), (1, a,x)da dans Qy

avec dapres (3.9) ¥, = 0 sur U x O ¢l done f=0swlUx0 =

On fait maintenant les hypotheéscs

fcst concentrée dans un ensemble U x S, on 5 ¢ €. (3.11)
S ouvert de Q et que SNO =0 (3.12)

On déduit alors du théoréme 5.3.2 le corollaire suivant -

Corollaire 5.3.3 On suppose (8.11),(3.12). On supposc gque hy parcourl une suile com-
plete hoy. gy, ... d’éléments de LA(U x Q). Alors une pollulion f est furtive pour loules

les sentinelles définies par hoy, hog, ... 81 el seulement st f est de lu forme

F i’

f= + B—w — A+ p surlJ x S (3.13)

avec v € Vpp el =0 hors de S.
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