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Chapitre 1

Introduction

La notion de sentinelles est un outil d'analyse pour étudier des systèmes d'évolution

à données incomplètes. La théorie a été initiée et developpée par .J.L. Lions pour des

problèmes d'évolution à un temps. Le travail qui suit propose une cxt(~nsion de la notion

à des problèmesd'évolution à dcux temps. La notion de sentinelles telle que décrite par

Lions repose sur trois considérations:

- une équation d'état à données incomplètes,

- un système d'observation

- une fonction d'analyse appelée sentinelle.

L'introduction générale qui suit est consaccrée ft une présentation formelle de ces trois

points. Leur developpement est l'objet de cette thèse.

1.1 Systèmes à données incomplètes

On considère dans ce travail des systèmes distribués qui sont décrits par des (~qllations

aux dérivées partielles d'évolution à demé temps; c'est à dire des systômes dont l'état du

système, qui sera noté y, est donné par la résolution d'un problème aux limiteB pour une

équation aux dérivées partielles, d'évolution à deux temps.

En précisant un peu, on suppose que la structm'c génémle de l'(~qllation aux dérivées

6



partielles qui gouverne l'état du système étudié est connue, soit formellement

Û7j D1j ,-' -+ -' -+ A11 = suv:rcc dans 1ouvert (0, T) x (O. A) x nDt Da ,J .
(1.1 )

où n désigne un domaine de Rn(n = 1,2,3 dans les applications), t ct a sont deux

variables de temps et A c.st un opérateur.

Pour que l'dat puisse être défini. il faut donc connaître:

les coefficients de l'opérateur A et la structure des

non linéarités éventuelles
(1.2)

les Lermes sources qui apparaissent au 2ème membre de (1.1) (1.:3)

les conditions initiales (1.4)

les conditions aux limites (1.5)

ct

l'ouvert n (l.G)

Le système est dit à données incomplètes si l'une au moins des informations (1.2) ... (1.6)

n'est que partiellement connue.

1.2 Termes manquants et termes de pollution

Considérons la situatiOlJ suivante. On suppose que l'opérateur A est elliptique du 2èmc

ordre. OH suppose que l'équation (1.1) s'écrit

(Jlj ay ~

B~ + Ba -+ Ay = 1 -+ ÀI (2.1 )

où 1 est dOIJnéc dans un espace fonctionnel convenable, disons Y', ct où ÀT n'est pas
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connu. On suppose seulement que

Î est dans la houle unité de Y

À e::;t "petit" dan::; R.
(2.2)

On note y = y(t, a, :r). On suppose que les coefficients de A ct l'ouvert 0 sont connus

mais que les données initiales en temps t sont incomplètes. Si l'on désigne par y(O, ., .) la

fonction (a, x) ~ y( t = 0; a, :/;), la coudition initiale en temps t s'exprime sous la forme

y(O, a, T) = J/(([, x) + Tjf(a, :1')

où yO est donné et où

f! est dans la boule uni té d'un espace de Hilbert ou de Banach

convenable et avec T "petit".

(2.3)

(2.4)

On suppose par ailleurs que les conditions alLX limites sont connU0.s, par exemple

y = 0 pour (t, a, :r:) E (0, T) x (0, A) x r (2.5)

Notre objet dans ce travail est, pour l'exemple précédent, puis éventuellement pour

des familles d'autres exemples, de donner des méthodes permettant d'obtenir des infor

mations sur ÀÎ qui ne soit pas affectées par les variations de la donnée initiale (en temps

t) au 7Joisinage de yO(a, :r).

On établit ainsi une distinction entre le terme Àf qui est dit "tenne de pollution" et

le terme Tf! qui est dit "terme manquant" et que l'on ne cherche pa.':> à identifier.

Remarque 1.2.1 Pour le problème préctdent, cn plus de la condition initiale (2.3), nous

avons besoin d'une condition initiale en temps Cl. Elle est donnée paT

(2.6)
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OÙ yI est donnée.

Naturellement, pour espérer obtenir quelques informations il faut "observer' y "

1.3 Observation du système

On "observe" l'état du système sur un observatoire 0 pendant un intervalle de temps

T. L'observatoire () est supposé distribué i.e:

Oeil

On a donc

~ ~ r

y(t, a, x; >'j, TY ) = moU, a, x) dans (O. T) x (0, A) x 0

où mo est connue.

En fait, il y a un "bruit" dans l'observation mo, et on a donc plutôt

(3.1 )

(3.2)

y(t, a, x; >'Î, Tf!) = mo(t, a, :1:) + f3k(t, a, :r:) dans (0, T) x (0, A) x 0 (3.3)

où k(t, a, x) = k E espace K, k demeurant dans la boule unité de K et où f3 est petit.

Moyennant une observation du système, le problème maintenant est le suivant:

peut-on obtenir, à partir de la donnée de '111,0, de::; iuformations sur >'Î

qui soient indépendantes des variatious de ,1)(0, ... ) au voisinage de yO?

9
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ct, dans le cas où il y a un bruit (31.: dans l'observation:

peut-on obtenir des informations sur À1 qui soient indépendantes des variations

de y(O, .,.) au voisinage de yO et qui ne soient pas affectées par le bruit j3k?

(3.5)

La notion de sentinelle tente de donner des éléments de réponses ,\ ces questions.

1.4 Sentinelles

Soit y(t, a, x; À, T) = y(À, T) l'état correspondant à une pollution Àf ct à un terme

manquant Tfl. On écrit formellement y(À, T) pour simplifier l'écriture ct on considère

pour le moment le cas où il n'y a pas de bruit additif dans l'observation sur (0, T) X

(0, A) x O. Les À.1 et Tf! correspondant à la situation réelle satisfont ù :

y(À, T) = mo sur (0, T) x (0, A) x () (4.1)

par

Soit ho une fonction donnée sur (0, T) x (0, A) x 0, on considère la fonction S' définie

{T {Al {T (A j'
S'(À, T) = Jo Jo 0 hoy(À, T)dtdad:c + Jo Jo w WY(À, T)dtdad;r (4.2)

où west un autre ouvert de [2 et où w = w(t, (1. x) est une fonction à déterminer de

manière que :

et

aS'
OT (0, 0) = 0, vf/, llYOIIL2((0,A)Xf!) ~ 1

Ilwllp«O,T)X(O,A)Xw) = min immn

10
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La condition (4.3) exprime l'insensibilité (désirée) de la fonctionnelle par rapport à T

an premier ordre près.

La fonctionnelle, supposée non nulle, définie par (4.3) ct (4.4) est appclé'C sentinelle,

pIns précisément la sentinelle définie par ho, w et O.

1.5 Informations fournies par les sentinelles

Si l'on suppose que l'état y()" T) dépeud différentiablement de ), ct de T, on peut

écrire, formellement

(puisque, par hypothèse, ~;(O,O) = 0). Utilisant (4.1) on peut dOllC écrire

as (' rA J rTrA1), a), (0, 0) ~ Jo Jo 0 ho(mo - Yo)dtdad~/; + Jo Jo w w(mo - Yo)dtdad~)'

où yo est l'état calculé pour ), = O. T = O.

Par conséquent, on a une estimation de la quantité

(5.1 )

(5.2)

~~ (0, 0) = r
T

rA1hoy>.dtdadx + rTrA rwy>.dtdadx (5.3)
Jo Jo 0 Jo Jo .fw

où Y>. désigne la dérivée en ), de l'état pour ), = 0, T = O. Cette dérivée lJ>. ne dépend

plus que des quantités connues ct de 1 Par conséquent l'estimation (S.2) de ),~f(O,O)

cont.ient des informatiolls sur ),f. Plus précisémcIlt, en introduisant l'Nat adjoint q de

l'état y comme il sera indiqué au Chapitre 2, nous verrons que (S.3) est donne' par une

forme linéaire sur ),[:

as 1'1' i A Ir.), a), (0,0) = q)'[dtdadx
o .0 . n

11
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Finalemcnt on a l'estimation

lTlA l' j'T i·Aj' l']' lA j'q)..jdtdadx ~ ho(mo - yo)dtclod:r: -+- w(rno - Yo)dtdadx
.0 o.n 0.0.0 .0 0 w

(5.5)

qui est une égalité dans le ca.') lin{~aire.

Telle est l'illfonnation fournie par une scntinelle sur la pollution '>"1. Une pollution

.>..J est par conséquent non détectablc (011 dira : furti vc pour la scntinelle définie par ho)

si

rTrA r(j/\{dtdad:r = O.
Jo Jo Jn

(5.6)

On a organisé la présentation du travail de la manière suivante. On reprend au Cha

pitre 2 de façon précise la notion de sentinelles pOil[ les systèmes dissipatifs à deux temps

et à donn[-es incomplètes. Ce qui nous conduira à mettre en évidence des problèmes de

contrôlabilité. Les problèmes de contrôlabilité ainsi mis en évidence nécessitent pour leurs

résolutions des outils mathématiques que nous présenterons au Chapitre 3. Le Cha

pitre 4 est consacré à la résolution effective des problèmes de contrôlabilité. Enfin au

Chapitre 5 on étudiera la furtivité pour un ensemble de sentinelles.
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Chapitre 2

Sentinelles pour systèmes dissipatifs

à deux temps et à données

incomplètes

2.1 Systèmes distribués à deux temps et à données

incomplètes

2.1.1 Equation d'état à données incomplètes

Soit n un ouvert borné de Rn ( n = 1, 2, 3 dans les applications) de frontière r variété

de classe C=. Soient T et A delLx réels strictement positifs. On pose:
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U (0, T) x (0, A)

QA (O,A) x n

Ql' (0, T) x n

Q U x n

L: U x r

et on considère le problème d'évolution à deux temps suivant:

~ + ~~ - 8.Y + JLY = .f + >-.Î dans Q ;

y = ° sur L:;

y(ü, a, x) = yO(a, x) + Tff(a, x) dans QA ;

y(t, 0, x) = .ft (3(t, a, .'r)y(t, a, x)da dans Qr.

(1.1 )

Les données de (1.1) sont incomplètes au sens suivant:

f et yO sont connues avec f E L2(Q) et yO E L2(QA)' Par contre les termes >-.Î et Tf!

ne sont pas connus. On sait seulement que:

!
11~IL2(Q) ::; 1; IlffllL2(QA) ::; 1

et

À E R, TER sont supposés assez petits.

(1.2)

Le système (1.1) est un modèle linéaire de la dynamique des poplllations (c'est ~t

dire l'étude de J'évolution des populations soumises à certaines contraintes). Ce genre de

problèmes posés aux démographes et biologistes a attiré l'attention des mathématiciens

14



depuis fort longt.emps : conférer entre autres Hoppenstead [12], Curtin-MC Camy [Il].

Dans le système (1.1), la dynamique de la population est décrite au moyen d'une [onction

y dépendant des trois vmiables (t, a, x) où t est le temps, (J, est l'âp;e ct ;r; la position

géographique :

t E (0, T), a E (0, A), x E n c RTL

A est un majorant de l'âge maximum que peut atteindre un individu quelconqne de

l'espèce considérôe. La fonction y = y(t, a, x) représente la densité d'individus d'âge

a E (0, A), à l'instant t E (0, T) et à la position géographique ;r; dans le domaine n de

Rn. Ainsi l'intégrale ./2 ./~2 y(t, a, 1:)dadx représente le nombre d'individus dont l'âge est

compris entre CL] et a'), qui à l'instant t, se trouvent dans la région n.

Dans l'équation (1.1) 1 les termes J.l et 1 s'interprètent de la manière suivante:

- le terme J.l est le taux de mortalité, taux dépendant de l'âge a. et. éventuellement. du

temps t et de la position géographique x. Ainsi si V est un volume contenu dans 0, la

quantité Iv J.l(t, a, x)y(t, a, x)dx représente le nombre de décès d'individus d'âge a dans

V à l'instant t. On supposera J.l bornée mais ayant une très grande valeur au voisinage

de A.

- le terme 1 = f(t, a, x) est une fonction en général nulle, elle tient compte d'éven

tuelles modifications dans la population dues à d'autres causes que la mort et les nais

sances. Si par exemple on considérait une population de poissons dans un lac, f repré

senterait le nombre de poissons prélevés dans le lac et le terme >'1 serait une incertitude

a..')soci{~e à ce prélèvement quant au comportement global de la sourœ.

L'équation (1.1h indique que la frontière du domaine est inhospitalière. A l'instant

initial on a une densité yO qui est donnée par (1.1h, le terme Til est une incertitude

associée à Il. Enfin le processus de naissance est décrit par l'équation (1.1)4 où (J(t a..1:)

est le talL'< de natalité. Le terme IoA (3(t, a, ;r;)y(t, a, x)da représente le nombre d'individus

qui naissent à l'instant t, au lieu géographique :1;.

15



Remarque 2.1.1 Beaucoup d'au/eur's sc sont intéressés à la résolution de pmblèmes de

dynamiq'ue des populations. Dans (JO) les auteuTS ont montré l'e:l:'istencc d'une solution

faible d'un modèle linéo,in; du type (1.1). Dans (31, 26) l'auteur montre l'existence d'une

solution faible p01L1' un modèle non linéaire, D'autres o,uteur's ont mené des études dans

le même sens avec différentes méthodes, Dans (25) l'auteur a résolu un pmblème non

linéaire par la méthode des semi-gr01qw. Dans (24) les auteurs utilisent une méthode de

rég'ularisation paraboliq'l1.e pour' montTer' l'existence d'une solution positive <l'Il pmblème

étudié dans (25)

2.1.2 Orientation

Pour le système (1.1), (1.2) le problème posé est d'obtenir des informations sur le

terme >] qui ne soient pas affectées par les variations de la donnée initiale y(O, a, x)

autour de yO(a, x). Le terme ).Î est un terme de pollution et le terme Tf! est un terme

manquant. On cherche à estimer la pollution. On ne cherche pas les termes manquants. On

rencontre évidemment ce type de problème pour les problèmes d'évolution à un temps, par

exemple l'équation de la chaleur. Pour les problèmes d'évolution à un temps, la théorie

des sentinelles de Lions [15] apporte des éléments de réponses. Comme annoncé dans

l'introduction, la notion de sentinelles, initiée et developpée par Lions dans les années

1980-1990 [16, 17, 18] pour des problèmes d'évolution à un temps, repose entre autres

sur la donnée d'une fonction "observation" rrJ'Û et la recherche d'une fonction "contrôle"

w ayant toutes deux leurs supports dans un même ouvert.

La notion a été ensuite généralisée par Nakoulima [22] pour une observation mo et un

contôle 10 ayant leurs supports dans deux 01lVeTts distincts et toujours pour un problème

d'évolution à un temps. Dans ce qui suit nous considérons le point de vue de Nakoulima

pour définir et proposer une notion de sentinelles pour des problèmes d'évolution à deux

temps.
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2.2 Une notion de sentinelle pour les problèmes d'évo

lution à deux temps

2.2.1 Définitions

Equation d'état: c'est le système (1.1) qui gOllvClïlC l'état y dll sytitèmc évolutif.

Pour le problème (1.1), on fait les hypothèses suivantes:

(Hd : (3, JL E Lloc(q); (1 ? 0, Ji.? 0:

(l13) , {
0< t < A, x E n, J~ J1,(i, a - t + i, :J:)d/. --> +00 qualld a --> A

A < t < T, x E n, Jo
a JL(t -- a +- Ct, 0:, x)do: ---t +00 quand a --> A

Sous les hypothèses (Hl), (H2 ) et (H3 ) le problèmc (LI) admet une solution unique

dans L2(Q) notée

y = y(t,a,x;~,T) = y(~,T), (2.1)

Remarque 2.2.1 L'hypothèse (H3 ) assure que la solution de (l.1) s'annule pour a = A.

(voir(lO, 13J)

Système d'observation: il est defini par un ouvert () c n appelé observatoire et

une observa.tion de y sur 0 pendant l'intervalle de temps T. On dispose donc de :

y(t, a, x;~, T) = Yobs sur U X 0

17
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pour laquelle on distingue deux ca.") : le cas d'ulle observation salls bruit, i.e

Yoùs = rno (2.3)

où mo E L'2(U x 0) est connue. ail distingue ensuite le ca') d'ullc observation bruitée,

Le

N

Yoùs = TlLo +~ 13i TTLi

i=l

(2.4)

où les fonctions TT/{}, ml, ... , mN sont connues dans L2
( U x 0); mais leA') Oi ne sont pas

COllnus. On sait seulement que les 13i sont "petits". On dit que les termcs fCJilni sont les

termes de "bruits". DarL,) ce cas on veut aussi obtenir des informations sur Àf qui soicnt

indépendantes de Tf? et des f3iTni, i = 1, ... , N

Sentinelle S(À, T) : C'est une fonctionnelle à construire à partir de l'ouvert 0, d'une

fonction ho donnée dans L2 (U x 0) et d'un autre ouvert non vide w de n. Plus précisément

pour une fonction contrôle 'UJ E L2 (U X w) à déterminer on pose:

S(À, T) = (' rA rhoY(À, T)dtdadx + rTrA rWY(À, T)dtdad:r. (2.5)
Jo Jo Jo .la Jo L

Comme c'est à partir de l'observation que l'on veut estimer Àf, on est amené à distinguer

deux types de sentinelles correspondant chacun à un type d'observation. On explicite et

on précise maintenant tout cela en distinguant deux problèmes modèles.

2.2.2 Problèmes modèles

Problème 1 : Sentinelles pour une observation sans bruit

On cherche à obtenir des informations sur les termes de pollution À1 qui soient in

sensibles aux données manquantes Tf!. Par définition on dira que S donnée par (2.5) est

uue sentinelle dNillie par ho, w et 0 s'il existe une fonction contrôle '/l' telle que le couple

(w, S) vérifie les deux conditions suivantes:

18



et

Il'WII L2(Uxw) = min imv.rn.

(2.6)

(2.7)

Remarque 2.2.2 ho étant donnéc, lcs conditions (2.6), (2.7) définisscnt au plus un

unique 1/J. On dira alor's que 5 est la scntinelle définie par ho.

Remarque 2.2.3 La condition (2.6) exprime l'inscnsibilité de 5 pm' rapport à. T ( au

prclII.ier ordre près ),. autrcment dit si l'état du système est connu p011r À = 0 ct T = 0 (

i. e sans perturbations) alors pour unc perturbation À i- 0, T i- 0, on IL :

à5
5(À, T) ~ 5(0,0) + Àà>. (0, 0)

Remarque 2.2.4 Si ho vérifie

ho ~ 0, LLhodtdadx = 1

alors

J1hoY( t , o., x; >., T )dtdad.'E
If 0

cst une moyenne. La. condition (2.7) exprime alors que 5 est ''proche'' d'une moyenne (au

sens dc L2
). Dans les applications ho est à no17'e disposition. La condition (2.7) exprime

que l'on "s'éloigne le moins possible"(au sens L2 ) de ho.

Problèlue 2 : Sentinelles pour une observation avec bruit

011 cherche dans ce cas à obtenir des informations sur les terme.."> de pollution >.[ qui

soient lion seulement insensibles aux données manquantes Tf! mais aussi aux bruits /3i1Hi.
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Par définition, on dira que S oonnôc par (2.5) (~st une sentinelle di8criminante définie

par ho, w et () s'il existe une fonct.ioll contrôle 'lU telle que le couple ('/li, S) vérifie les trois

condi tions sui vante::> :

et

TA· '/' ·A .r r 1 horn,dtdadx + r 1 l 'W'/TI'idtdwh: = 0, 1 :s i :s N
Jo Jo Jo ./0 ./0 L

(2.8)

(2.9)

(2.10)

Remarque 2.2.5 Le cas u': = ° correspondm'it aIL point de vue de Lions /15}. Dans ce

cas les fonctions ho ct w ont toutes deu:r: leurs supports dans w = O. La relation (2.5)

s'écrit alors

TA·

S(>', T) = r r 1(ho + w)y(>., T)r1tdadx
./0 ./0 ./0

(2.11)

ct il est immédiat que 1e = -ho est un controle tel que S(>', T) == O. Le seul p7'Oblème dans

ce cas est de montrer que le conlrôle 111 de norme minimale est tel que w i=- -ho. Ce qui

esl évidement essentiel. sinon S serait idenliquemcnl nulle ct ne pourmit donc f01wnir

d'informations sur >'f. Si w i=- 0, on évûe l'écueil précédenl puisque w et ho onl leurs

supports dans les 0 uverts w et () distinct.~

Remarque 2.2.6 Reprenons la condition (2.9) de la notion de sentinelle discriminante.

Par hypothèse les fonctions ni,; ont leurs supporLc; dans l'ouvert U x 0 et on cherche w

à support dans U x w. Si donc w n 0 = 0, alors f~r IoA L wrn;dtdar1;r, = 0, i = 1, ... , N.

La condition (2.9) sera réalisée dès que l'on prend la. fonction ho orthogonale à toutes les
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fonction8 mi. En con8équence, il est rlat'/iTl~l de considérer le cas w n 0 f:- V) et on peul

alor8, san8 restreindre la généralité, supposer

wcO (2.12)

da,rls le cas d'une observation brui/.ée. Cette hypothèse est évidemm('.nl sans ob,jet dans le

cas d'une observation sans bruit, où 01/ considèr'e seulement le cas w f:- O,peu importe

qu'ils soient disjoints (J'U non.

Nous allons maintenant voir que l'existence d'un contrôle 'W, et donc d'une sentinelle

S, est en fait équivalente à un problème de contrôlabilité comme il apparaît. dans ce qui

suit.

2.3 Equivalence à un problème de contrôlabilité

2.3.1 Contrôlabilité à zéro sans contraintes sur le contrôle

On se place dans le cas d'une obs(~rva1.i()n sanS bruit. On commence par transformer

la condition d'insensibilité (2.6). Pour cc faire on suppose que l'on peut calculer ~ = Yr

pour À = 0, T = O. La fonction Yr est donnée par la résolution du problème

Yr(O, a, 1:) = YO dans QA ;

Yr(t, 0,1:) = I;1 (3(t, a, :1:)Yr(t, a, ;r)da dans Ch

0Lr. + 0Lr. - ~'I'j + /l'Y = 0at aa ,r,..r

]fr = 0

dans Q;

sur E;
(3.1)

Sous les hypothèses (Hl)' (H2 ) et (H;{) le prohlème (3.1) admet une solution unique

Yr telle que Yr(t, A, x) = O. Pour la preuve de l'existence d'une solution au problème

(3.1), on peut se référer à [24, ~n, 25, 27]
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S'il en est ainsi la condition d'inscnsibilité (2.6) est équivalente cl

011 transformc alors l'équation (3.2) par l'introdueLion cla.ssiqlll~ de l'état adjoint.. Plus

pr{x:isémcnt, 011 définit la fonction q = q( t, CL,:C) solution du probh~Jlw :

- %'f -- ~ - t:-.q + 11q = fJq( t, 0, x) + hoXo + wxw dallS q

q = 0 sur E

q(T, a, x) = 0 dans QA

q(t, A, ,7:) = 0 dans QT

où XO et Xw désignent respectivement les fonctions caractéristiques de 0 et w.

Le problème (3.:3) admet une solution unique q = q(t, a, :r:; w) dans L2 (Q) où 'lU est la

i<mction contrôle à déterminer. Pour la preuve de l'existence ct de 1'1ltliciU~ de la solutiotl

de (3.3) 011 peut utiliser le Théorème du point fixe pour une application contractante

COlllme dans [2, 3]

Proposition 2.3.1 Considérons les deux systèmes d'équations (8.1) ei (3.3). Alor-s la

condition d'i'nsensibilité (2.6) est équivalente à q(Ü, a, x) = 0 pr-esquc pOUT tout ((/ ..1') E

(0, A) x n

Preuve. En multipliant la première équation de (3.3) par !/T ct en int(;granf sur CJ

on obticnt :
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En considérant (2.6)(ou (3.2)),la relation (3.4) devient

1·Dq Dq i /'- . Q( Dt + fla )yTdtdadx -- 6.cUMUdculJ; + fUIyTdtdad:r =
. q . Q

En intégrant (3.5) par parties on obtient:

(3.5)

r(DDYT + ~!T - tlYT + J-LYT )qdtdad:J: + l [(Jhq)(t, Ü, x) - (YTq)(t, A, x)] dtdadxJQ t ua JQT

+ r [(YTQ)(O,a,x)-(YTq)(T,a,x)]dtdad.1:=-= l l/T(t,O,:r;)q(t,O,.T:)dfdadx (3.6)JQA JQA

Comme

( )
()YT DYT

q(T, a, x) = q t, A,:r = Ü ct -D + --,- - 6.YT + Jl!h = 0
t da

la relation (3.6) devient

hA q(O, a, x)ff(a, x)dad:r = 0 y fi, Ilflllu(QA) ::; 1

d'où

q(O, o., :c) = 0 presque partout sur QA

•
En résumé, le problème dc la recherche d'Ull contrôle lU tcl que le couple (w, S) soit

solution de (2.6),(2.7) est équivalent à la wcherchc de /Ii tel que le couple (w, q) vérifie le

système
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-%'f - ~ - b,.q + l',q = (jq(t, 0, x) + haXa + WXw dam; Q

q=O sur E

q(T, a, ;r;) = 0
(3.7)

dans QA

q(t,A,x) =0 dans Ch

et

q(O, a, .7:) = 0 dans CJA (3.8)

(3.9)

Le système (3.7),(3.8) et (3.9) est un problème de contrôlabilité il 7,6ro avec un contrôle

w de norme minimale dans L 2 (U x w). On cherche 'UJ qui conduise J'état q de 0 (à l'instant

"initial" t = T) jusqu'à l'état q(O,a,.7:) = 0 à l'instant "final" t = 0 et ceci avec une

"dépense" minimum pour w, au sens (3.9).

2.3.2 Contrôlabilité à zéro avec contraintes sur le contrôle

On se place cette fois-ci dans le cas d'une observation avec bruit. Comme dans

le paragraphe 2.3.1, on montre que la condition d'insensibilité (2.R) est équivalente à

q(O, a, x) = 0 dans QA où q est l'état adjoint. de 'il défini par le système (3.~~). Il reste

alors à transformer les contraintes (2.9). Pour cela on cOllsidère le sous-espace vectoriel

Je défini par

{

Je = sous-espace vectoriel engendré dans L2 (U x w)

que l'on peut supposer linéairement indépendants.
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Proposition 2.3.2 Soif, Kl- l'ort.hogonal de K dans L 2(U x w). Considérons (2.9). n
exist.e un unique élément. ko E K tel que:

.']' .4 .']' A

1 r r hOTnidtdad:r; + 1 r r komidtdu.d:c = 0, l :s i :s NJo Jo .la Jo Jo L

et donc

Vi - ko E Kl-

Preuve. Comiidérons l'application linéaire

y : K ----tRN, k f----t (rT

lA rkTnidtdad.T)
Jo Jo .L l~i~N

(3.11)

(3.12)

Cette application cp est bijective. Pour le voir, il suffit de montrer que cp est injective car

climK = dimRN = N. Soit k E K tel que cp(k) = O. Alors

l
TrA rkmidtdadx = 0, Vi, 1 :s i :s; N

o Jo L

Doue k E K l-. Ainsi k E K et k E Kl-. Donc k = 0 et tp est injective. Donc y est unc

bijection. Soit

b = (- (' rA1hO'fnidtdadx) .
Jo Jo 0 l~i~N

Ou et b E RN ct COlllIllC :p cst bijectivc, il existc un élément unique ko E K tel qlH'

:p(1.'0) = b i.e (' rA1k01nidtdad:c = - [T rA [ h{j'Tnidtdo(!:r 1 Vi. 1 :s; i :s N
Jo Jo w Jo Jo .Jo

Par suite

.']' ·A .']' A .

1 1 rhO'Tnidtdad:c + / r / kOrrLidtdad:c = 0, Vi, 1 :s i :s N.k k )0 ~) k L
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Si maintenant on rapproche (3.11) de (2.9), on obtient

l' A •

( ( / (1IJ -- ko)midtdad:r = 0, Vi, 1 ~ i ~ N
.Jo .la L

On en déduit que

•
Posons 11 = 'UJ - ka, alors le problème de la recherche d'un contrô1c 111 tel que le couple

(w, S) vérifie (2.8) (2.9) (2.10) est équivalent à la recherl:he d'un coutrôle 11 tel que le

couple (11, q) vérifie le systôme

vE Kl-,

-'!if - ~ - 6.q + JLq = (3q(t, 0, :r) + haXo + koXw + vxw dans Q

(3.1:3)

et

q=O

q(T, a, x) = 0

q(t, A, :r) = 0

dans QA

dans QT

q(O, a, :r) = 0 dans QA

Ilvll L2(uxw) = min irnnm.
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Ceci est un problème de contrôlabilité l'l, zéro avec des contraintes linéaire (en nombre

fini) sur le contrôle v de norme minimale dans L2 (U x w) .

2.4 Informations fournies par une sentinelle

2.4.1 Usage d'une sentinelle

A quoi sert une sentinelle, et la terminologie utilisôe c'flt-el1e justifiôe?

Pour répondre à cette question, on se place dans le cadre d'une observation sans bruit

(cf Problème 1). On connaît alors l'état observé:

Yobs = '/no

où rno est connue dans U x ().

On calcule ensuite Yo solution du système

axt + 1: - b.yo + l"Yo = l dans Q;

Yo = °sur ~;

Yo(O,a,x) = yO(a,x) dans QA;

Yo( t, 0, x) = Io
A

f3( t, a, :r; )Yo(t, a, x )da dans QT

Alors si west calculé, la sentinelle 5 est donnée par

(4.1 )

(4.2)

et on connaît

T ·A . .1' A

5(0,0) = [j 1 hoyorltrl(/(b; -1- 1 r 1wYodtr/rul:r.Jo 0 .la Jo.Jo w
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On a par ailleurs

ôS
SC\, T) = S(O,O) + À ÔÀ (0, 0)

( puisque par hypothèse ~~ (0,0) = 0).

Il vicnt quc

oS 1''1' lA1 1''1' l,A i'ÀDÀ (0, 0) = ho(mo - ',I)o)ritdo.(l:1: + W('IIIo -- Yo)dtdadx.
o 0 0 0 ,0 .w

Cela étant, on a aussi

oS 1'7' j,A j' 1'1' l'A lDÀ (0, 0) = h{)',/),ritriari:r + . w:y),dldad:r
.0 0.0 0.0 .w

où y), est la solution de

W+~ - 6.y), + /.I.y), = 1 dans Q;

y), = ° sur E;

',/),(0, a, x) = 0 dans QA ;

y),(t,O,x) = J~A /3(t, a,:r)',/),(t, a,.1:)ria dans Q7'

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4,8)

Multiplions la première équation de (3.3) par y), et intégrons par partie, on obtient

11' LA j' i''1'l'A1 i'hoy),dtdad:r: + wy),dtdadx = ,Iqdt.dud:I:
0.00 0.0 w .,J

c'est à dire que

ôS . i ~
~(O, 0) = fqdtdad.1:
ClÀ .Q
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et donc

DS j' ~
,X o'x (0, 0) = Q('xJ)qdtdad:r.

Final1cment la sentillel1e S définie par 11.0 ,0, w donne l'information

(4.11)

l' (,XÎ)qdfdad:z; = (' l'A l' ho('/(/,o _ Yo)dtdad:r -1- (' l'A l' W('/lIo - Yo)dtdad:r:
.JQ .Jo .Jo .Jo .Jo .Jo L

(4.12)

Remarque 2.4.1 La relation (4.12) es/. une éq1Lation intégrale don/. l'inronn'ILe cs/. le

/.crrne 'xI. Une résolution numérique de œUe équation pennel.l.m d'estimer la pollut.'ion.

On consid(~re maintena.nt la question de l'information fournie pa.r (4.12) cn introdui

sant la furtiviré

2.4.2 ~rtivité

Au premier ordre prôs, on peut dire que si

q = q(ho)

est la sentinelle définie par ho, 0 ct w, alors

. T ·A T A

1'x.1q(ho)dtdad.T = l' 1 l' ho(mo - Yo)dtdad:r + l' l' l W(TIIO- yo)dtd(ulx ..JQ ./0 ./0 ./0 .Jo Jo w

(4.13)

La pollution 'x.1 est dite furtive pour la sentinelle définie par ho. 0 et :"..' si

10 q(ho)'xldtdadx = 0 (4.14)

Les pollutions que la sentinelle définie par ho, 0 et W ne pourra pas observer sont appelées

29



pollutions furtives. Une question naturelle est alors:

peut-on trouver une famille de sentinelles définies par

des fonctions hm, hü2 .... à support dans l'observatoire

o tels qu'il n'y ait pas de pollutions furtives?

Ce problème sera cxalllill(~ au Chapitre 5

30



Chapitre 3

Inégalités de Carleman

Dans ce Chapitre, nous présentons les outils lIlatlJ(~lIlatiques n(~c(~ssaires à la résolu

tion des problèmes de ('olltrülahilit(~ Illis en (~vidcnœ au Chapitn~ 2. L·cnselllbie de ces

outils est constitué par des illégalit(~ de Cademan. B(~allCOUp d'aut(~urs ont utilisé des

inégalités de Carleman dans leurs travaux. Dans 129] l'auteur présente une application

de l'inégalité de Carleman globale aux problèllles inverses et de contrülabilité. Dans [23],

l'auteur utilise U11C inégalité de CarJelllan pour résoudre le probl(~lllc de contrôlabilité

avec contraintes sur le COlltÔle pour lc problème à UI1 temps. Dans P(J], l'auteur utilise

une estimation de Carleman pour montrer l'existence d'nu contrôle insensibilisant pour

l'équation de la chaleur sémi-linéaire. Dans les travaux cités les inégalités de Carleman ont

été établies pour des problèmes d'évolution à lllle seule variable temps. Quant aux pro

blèmes d'évolution à deux variables temps, l'inégalit{~ de Carlcman globale a été établie

par Ainseba [1]. Nons revisitons la question dans l'iutention de clarifier la présentation.

Nons procéderons C'onmle dans .l.r.Puel [29] où les iJl(:~galités sont. présclltées pour des

problèmes à nn temps.
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3.1 Inégalité de Carleman

Nous reprenons d'abord les grandes lignes de la défini tion d 'UJl(~ fonction poids V)

quc lIOUS ut.iliseron.<; pour la suit.e. L'existcncc de la fonction '1/: est duc il A.Fursikov ct

O.Imanuvilov[9, 8]

3.1.1 Fonctions poids

Lemme 3.1.1 !29} Soit Wo un O1LVCTt tel quc Wo C w (pa:,. C.Tcnlplr -"'0 est une boule

OlWCTfC J. Alors il e.7:iste une fonction '1/) E C2 (0) telle que

'IjJ(:c) > 0, V:t E n

'IjJ(X) O. V:r E r

1'V'IjJ(x) 1 f D, V:r; E n -:..Jo

Preuve. Comme n cst regulier, on choisit d'abord 9 E C2(RTl) tel que n = {:r E

Rn,9)(:r) > O} ct 1'Vq\(x)1 f 0, V:r E r. Ceci peut se fairc localement, puis ii:lobalcmcnt par

partition de l'unité. D'après le théorème de densité de Morse [5], il existe une suite (Ok)

de fOllctions de Morse (i.e telles que leur gradient. ne s'annule qu'cn un nombre fini de

points) t.elles que 1Jk -+ 9 dans C 2 (0) si k -+ +00 (9k Ile ::l'annule pas nécessairement sur

la frontière). On peut prendre cjJk > 0 comme q\ > 0 sur n. Soit C = {:r: E Rn, \JcjJ(:r;) = O}

l'ensemble des points critiques de 9. Comme l\JqJ(:r:) 1 f 0, V:[ E r. il existe lm voisinage

Ollvcrt l' de r dans Rn et t5 > 0 tel que

V:[ E V 1'Vç6(x)1 2': 6

Soit:;; E 1)(11) tel que <p(:[) = 1, V1: E r et 0 :S 'P :S 1. On pose

32



Alors 11k(X) = 0, Vx E r, f.Lk(:r;) > 0, V1: E n et de plus

Si ;J; E n n V, on a

Aillsi pour k 2: ka, ka assez large, on a

1V'/J,k(1:) 1 > jV'cPk(X)/ ~ 2 Il'Pllcl(IT) IlcP - ç\lb(IT)

> 6- 2 Il'Pllcl(IT) Il cP - cPkllcl(IT)

> 
2

Choisissons k 2: ka et posons f.L(x) = JLk(X), Alors /1. est une fonction de J\'1orse car les

points qui annulent son gradient sont contenus dans l'ensemble des points qui annulent

'VcPk' De plus on a IL = 0 sur r. Soient maintenant 1:1,:r2, ... , Xr les points critiques de f.L.

Alors :ri E n - \1, i = L ... , T. On peut trouver 7' chemins disjoints et rq?;uliers li, ... , Ir tel

que pour i = 1, ... , T

li E C=([ü, 1]; Rn);

li (t) E n- V, Vt E [0,1],

li (t1) =1= li(t2), Vt l , t2 E [0,1], t l =1= t2,

li (1) = Xi, et l;(O) E wo,

Vs, t E [0,1], li(S) =1= lj(t), si i i= j.

33



et on peut trouver l' fonctions fi, ... , fr telles qne pour i = l, ... , l'

fi E coo(Rn
, Rn), et

(li i (t) ( ( )) []fi li t ,'dt E 0, 1
rit

i\1aintenant pour i = 1. .... l' 011 peut (.rollvcr des voisinages ouverts vVi de {li(t), t E [O,l])

tels que

lF; c n - V. ct Wi n Wj = 0 si i i= j

Ensuite on construit les [onctiolls Ci E V(Wi) telles que Ci(lj(t)) = 1. 'dt E [0,1] et on

pose

Considérons le système différentiel

{

'!:;(t) = 9i(:r:(t))

:1:(0) = :co

On Ilote S: :Rn --+ Rn l'opérateur qui à :co associe x(t). On a.

8~(li(O)) = :I:j, i = l, ... , T

Posons

8(:[;) = st 0 5~ 0 ... 05;"(:1:).

On voit que si :c E n - (Ui"=l Wi ), alors 5(:7") = :J: d donc

'd:c E V S(:r) = :J:
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D'autre part, chaque Sj est un difféomorphisme de n sur lui-même, donc S est un dif

féomorphisme de n sur lui-même et \J8 est inversible. Posons

IÙ (:r) = Il, ( .8(:r ) )

Alors 'lj;(x) = 0, 'th; E r. De plus si \J'~J(:r;) = 0 alors puisque \J.8 est inversible, cela veut

dire que .8(x) E {:C[l "'1 ;I;r}' Mais on sait que 8{ = Id sur n - TVj donc

8(l;(0)) = S~(l;(O)) = :r:;.

Comme S est un difféomorphisme, on voit que

Par suite

\J'ljJ{:r;) = 0 ==> ;r; E Wo

et 'Ii) satisfait à toutes les conditions du Lemme. Ce qui achève la preuve du Lemme _

Maintenant on utilise la fonction 'li; pour définir d'autres fonctions poids. On choisit

c).,l/'(X)

tp(t, a, .7:) = at(T _ t)

Alors o:(t. a, J:) > 0, tp(t, a, x) > 0 ct on a les propriétés suivantes

(1.1 )

(1.2)

(1.3)



leptl < Cep2, lepal ::; Cep2, IQtl ::; Cep2, IQul ::; Cy:!

laal < Cep2, laatl ::; Cep2, Inaal ::; Cep3

3.1.2 Inégalité de Carleman globale

On considère l'opérateur différentiel L défini par:

a a
L=-+--~+IJ..Iat aa

et on introduit l'C'-spacc

v = {p E C<X>(Q) , P = 0 sur E}.

(lA)

(1.5)

(1.6)

Théorème 3.1.2 Il existe >'0 > 1 et :)0 > 1 et -il existe C > 0 td8 (IIU' pOUT tout>' > >'0

el. pOUT tout s ~ So on ait:

/' c~2sa (Ipt + Pa 1
2 + l~pI2) dtdad:c + l 5>.2r.pe-280 \VpI 2 dtdodxJQ Sep .1Q

+h53 >.4ep3e-2sa Ip/2 dtdadl:

< C (i e-2sa ILPl2 dtdadx +lT lA1s3 >.4ep3c-2sn ipi 2 dtdaâ:c) (1.7)

pOUT Loui P EV.

Preuve. Pour s > 0 et >. > 0 on pose

w(t,a,:z:) = e-sa(t,a,x)p(t,a,x), Vp EV.
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On vérifie que

Calculons

w(t, 0, :1:)

w( 0, a, :r:)

w(t, A, :r) = 0

w(T, a, x) = o. (1.9)

On a

(1.10)
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d'où

donc

CS"[-sÀ~\7'l/).\7w -t .';2 À'l.~21\77/'12 W + 6.w - SÀ\:; 1\7'1/J[2 w]

+[-SÀ~6.'I,bw - SÀ<pV''l/J.V'W]

Par suite

Posons

(1.11)

alors on a

(1.12)



donc

(1.13)

Calculons le terme principal (Pl W, P2W) .

- l to..7./I'lI!t dtd(ub: - 8 2),.2 l' 'P21\7'1j;12W'UitdtdU(b;
.JQ .Jq

+ 8 l Ct(IU'Wtdldad:r + 8 1" Ctu7.IJ7.1!t(üdad:r
.JQ ./Q

1 2 21 2 2- to..w'wudtdad:r - 8 ). 'P 1\7'tPl wwadtdad:c
Q Q

+ " 1" O:(I/}1/)aritdad:r + 8 rCtuw'Uiadtdad:l:
.JQ ./Q

-28). 1" 'P\7'1j!\7wtlwdtdari.'l: - 283 ).3 r'P3 1\7'1jf \7li!\7wwdtdadx
.JQ ./Q

+282
). l 'P(};t \7'1j!\7w'lI!dtd(ul:r + 282

).1'PCtu\7'1jJ\7'11'wdtdad:c
.JQ Q

-28).2 10 'P 1\77/'1
2

wtlwdtdadx - 28
3).4 k'P31\7'~bI4 7.l?dtdadx

+282
).2 1" 'Pat 1\77/f w2dtdad:r + 282).21 'Pau 1\71/f w 2dtdadx(1.14)

.~ Q

Désignons par h,l les 16 termes de (1.14)! alors on a

+/;;,1 + 15,2 + 16,1 + h,2

+17,1 + 17 ,2 + 18,1 + 18 ,2.
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Dans la suite C désigne des constantes variée,') indépendantes de ,<; et >.. rour organiser

les calculs nous donnerons uue importance particulière aux termes suivants

'2 1 2s>' J
Q

'P l\7wl dtdad:r

.3 \ 4 1 3 2 l d d··
.~ /\ JQ 'P w et a:L

On prend s 2: 1 et >. 2: 1 et on note A tous les termes qui peuvent être born(~s par

et on note par B tous les termes qui peuvent être bornés par

Ces termes seront absorbés, comme on le verra par la suite. Calculons maintenant les

termes h./.

_r t:lwwtdtdad:r = _ r ~wwtdtdada + r \7w\7w,dtdad:rJQ JL. uq JQ

18w 11d 2- ---;;-wtdtdada + - -d l\7wl dtdadx = () d'aprc~s (1.9)
E uq 2 Q t
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donc

I l ,2 = D.

d'aprôs (1.4)

12,1 = B.

12,2 -- 8kŒa'UJ'UJtdtdarLr

1 1 d '2-8 Œa-(W )dtdad:r
2 Q dt

= -~8 rŒatW2r1tdad:r
2 .1Q

donc d'après (1.4), on a

h,1 - k!:lwwadtdadx

l ÔW Il' ri 2- -ôwadtdadCT + - - l\7v'l dtdad:J: = () d'apri's (1.9)
.E1] 2 Q da
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[:3,2 __ 8
2

).2hep2 1V'ljJ1 2
ww"ritdadx

,,2).2 rc.pep" IV'ljJI 2 u?dtdadx
.JQ

donc

h2= B.

donc

14,1 = B.

alors

14 ,2 = B.

Avant de continuer les calculs, rappelons que comme 'ljJ et w sont nulles sur r, on a pour

tont x E r
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où TJ désigne le vecteur llllitaire normal extérieur f1 r.

15,1 ··-28>' l cp'V4/v1lJ~'llJdtdadx
.JQ

/
' Ü't/J 1ow 1

2

-8>' CP-a ~ dtdad(j
, }~ 'f/ or/

21 2-+-2,<;>' '? i'V1/J,'Vwi dtdadx
,Q

/
' ""' ;Y1/; au! ow

+2s>' cp L 'J'o' 0' '. ~dtdad:r;, q .. (:L , xJ X,. uXJI,J

__ :;>.2 j cP 1'V4'1 2 1'VwI 2
dtdadx

Q

l 2
-8>' cp6.'lj; l'V 111 1 dtdadx

,Q

Donc on a

i' O)'/Iü' 1

2
U'~) 'Ill

-8>' 'Pa D dtdad(j
.~ TJ TI

+2,<;>.2 l cp l'V1/;. 'V1111 2 dtdadx
.Jq21 2 2-:;>. Q 'P 1'V1/'1 1'V101 dtdad:r

+A,

15,2
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dOllC

(lolle

dOlle

15,2 = 383
,\4 j~ ;p31\71/!1

4
1l?dtdor/:r:

+[J.

16,l = 2.<;2,\ j~ 'P()'t.\71/!\7wwdtdO(1J;

2 21 2 2-.'3 ,\ 'PClt 1\71/) 1 1/1 dtdOdT
q

_8
2,\2i /{J'Pt 1\71/J\2 1l?dtdO(b;

_8
2,\i 'PCl:t6.'t./17l?dtdad:r

h,\ = [J.

h,2 = 252
,\ j~ 'P();a \7'l/J\7wwdtd(/(/.i;

= _5
2

,\2i 'PCl:a 1\7'l/JI:2w2dtdad:E

2 2 r :2 2-8'\ J
Q

'P'Pa 1\71/;1 UJ dtdod:r:

_S2,\ r 'P(l,,6.1/nu2dtdad.l'
.JQ

16,2 = [J.
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On a done

h,1 -25,\2~ 'P 1V''l/JI2wtlwdtdad:r;

2S,\2 i 'P 1V"~!J121V'11I12 dtdacl:E

41 42-8'\ 'P 1V''l/JI 'IV dtdad,7;
q

'1 1· 2 2
-5.À' J

q
'Pcù:v (1 V''ljJ1 V''l/J)W dtdadJ'

_S,\3 i 'PV'(IV'?jJI 2 )V''l/;w2dtdacb;

-5,\2 r'Ptl (lv?jJI 2 )w2dtdad:c.
Jq

18,1 = 252
,\2 h'Pat 1V'?jJI2

w 2dtdadx

B.

2 :2 1 2 2Is,2 28 ,\ J
q

'PD:a 1V'?j)1 w dtdcul:c

B.
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En regroupant les différents termes h.l on ;;, :

2 (PI'/II, P2w) = A + H

i' ~ 1 1!1 1
2

u'4) ÙW

- 28>' E cp 01] U1] dtdadrJ

-\- 28>.2 1 cp j\7V)j 2 1\7wI2 dtdad:r;
JQ

+283 >.4 l' rp:lI\7V)1 4 w2dtdad:/:
JQ

+48>.2 l' rp 1\7'1/1. \7101 2 dtdad:r.
JQ

Comme

~' ') f lU 1

2
(1/) ·W

- 28>' cP~ ~ dtdadrJ 2: 0
.}:; U'T} UT}

on a

2 (p\w, P2w) > A + B + 28>.2 { rp 1\77/J121\7wI2 dtdad,c
JQ

+283
>.

4 l' cp:! 1\7V)1 4 w 2 dtdadx,
JQ

Comme 1\7 'lb1i= 0 sur n - wo, il existe J > 0 tel que I\7V)1 2: J sur n - wo. Donc

(1.17)

.7' .4 T '.4

2(P\W,P2W)+28>.252j { {rpl\7wI2r1tdad,7:+2s3>.4J4j 1 1cp3w 2dtdadx
a .la '/"'o 0 .la wo

> '28>,2521:.p l\7wl 2 dtdad:r + 283 >.454 l' rp:lw2dtdadx + A + B. (1.18)
Q ,~

On a
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d'où

( III dtrJad:r ::::; ~ ( IP1O(2 dtdad:r: + B.JQ 2.!Q

Des relations (1.12),(1.17) ct (1.18) il vient que

(1.19)

On élimine A et B en choisissant À ct s suffisament grands. Il existe alors Ào et So tel

que pour tout À > Ào et s > ,';0 OH ait

On a aussi

(1.22)

(1.23)

On déduit alors de (1.21), (1.22) ct (1.2:l)que

47



D'où

On veut maintenant ôliminer le gradient de 'l1J sur Wo. pour cela soit f.! une fonction

telle que

f} E V(w), 0:::; {!:::; l, {!(T) = 1.V.1 E :""'0

On multiplie (1.12) par s)..2{JYW et on intègre par parties. Après quelques calculs on

obtient:

.'[' A ·T A

/ { { S)..2<p 1\71111 2 dtdad:r. :::; C ( r IPwl 2 dtdad:r +! r ! .<;3,\4;;31/ 12(ltdrUi:t)
Jo Jo La JQ.Jo .Jo . ..J

(1.25)

Et par suite (1.24) et (1.25) nous donne

r~ (IWt + wa l
2 + 16Wndtdadx + { s)..2cp 1\711'1 2

dtd!ld:rJQ Si.p JQ

+hs3)..4i.p3 w2dtdad:r:

< C (h /Pw1 2
dtdad:r: +1T lA.L 8

3
)..4<p3 71'2dtd(UI.l')
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On vcuL donner l'inégalité (1.2ü) en terme de p au lieu de '({'. En sc rappelant que 'il' =

c-SQp ct. en prenant), ct s suffisalllent large, l'iné~galité (1.2G) de\'Ïeut

D'où le résultat. •

3.1.3 Une inégalité d'observabilité

Dans cette sous section nous allons déduire du ThôOlùlle prédxlcnt 11nc inégalité'

d'observabilité qui sera utile pour la construction d'une 8cnt.inellc daus le cas d'une 01>-

servation sans bruit.

Lemme 3.1.3 Il existe une fonction" poids" () vérifiant

{

() est de classe C 2 dans Cd

~ bornée sur Q

cl il c1:isle une constante positive C> 0 lelle que

pOUT Imll p EV.
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Preuve. On dôduit directement de l'inégalitô (1. 7) que

Posons

. e''ü 1 r,;:; -sa
() = 'PJCP alors (j = 'Pv'Pe

(1.30)

on peut alors vérité que e E C2(Q) et que best bornée dans Q. L'inégalité (1.30) dévient

alors

Il (/' 1 il' lA j' 1 )2222"lpl dtdad,T::; C 2 3.3 4 ILpl dtdrul:r + 2"lpl dtdad:r:
QB 'Qe'P.~À ,00 w O

mais

D'où le Lemme _

(1.31)

(1.32)

Remarque 3.1.1 Étant donné que ~ est bornée, l'inégalité (1.29) peut être rp-duile à

/

' 1 2
2"lpl dtdwh:

, Q (}

< C (J' ILPl2 df,dru1:l: + (1' 1"1 rIpl2 dtdad:r:)
Q .fa .fo L

où C est une emu·;[a:nle posüù;e el où p EV.
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3.2 Inégalité de Carleman adaptée

Nous avons vu au Chapitre 2 que la construction des sentinelles discriminantes est

aussi (~quivalente à la rôsolution de problème de contrôlabilité avec contraintes sur le

contôle. Pour résoudre ce type de problème nous allons établir une inégalité de Carleman

dite "adaptée" aux contraintes. C'est l'ohjet de ce qui suit.

3.2.1 Enoncé du Théorème

Soit w un ouvert non vidc de n et soit K un sous espace vectoriel de L2(U x w) de

dimension finic. On fait l'hypothèse suivante sm K :

{

Il n'existe pas d'élém.cnts non nuls k de K tel que
. . (2.1)

k E L2 (U; H 1(w)) avec ~7 + ~: -- 6.k + ILk = 0 dans U x w.

Considérons maintcnant P l'opératcur de projection orthogonale de L2( U x w) dans

K. On peut alors énOllcé le Théorème suivant:

Théorème 3.2.1 On suppose (2.1), J1lo7'.'< il c:z:isie une Jonction "poids" e positive de

classe C2
8UT" Q, ~ bonLée SUT" Q ct il e:C'Ïste une constante C > 0 lclle que

/

' 1 2
21pl dtdadx

. q e
< C ( rILPl2 dtdad:r + (' j'A 1" Ip _ ppl2 dtdacl:I:)

JQ Jo .0 L

pOUT tout P E V

3.2.2 Preuve du Théorème 3.2.1

(2.2)

La démonstration du Théorème :t2.1 est basée sur trois arguments: l'inégalité d'ob

servabilité (1.33), la compacité de l'opérateur de projectioll P assurée par la dimension

finie de l'espace vectoriel J( et enfill la continuité de l'opérateur P
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Raisonnons par l'absurde comme dans [23]. Supposons qu'il n'exist.e pas de constante

C > 0 telle que (2.2), alors

nons allons voir en trois étapes que cela conduit à une contradic:t.ion.

Étape 1 : Nous avons

CornIlle -b est bornée, alors d'après (2.3). nous avons

11 1 2
2" 1PPj 1 dtdad:r;::; C.

u w e

On note par (hlg) le produit scalaire Je L2 (U x w) défini par

(hlg) = j' l hgdtdad:J:.uL

Donc

N N

PPj = I)ppjlk;)k; = L(pjlk;)I,',
;=1 i=1
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d'où

On déduit de (2.4) que

(2.;') )

Autrement dit la suite ((Pjlki))jEN" est bornée dans R. Donc d'après (2.9) la suite

(PPj)jEN" est bornée dans U (U x w) et le Théorème de Pythagore nous dOllnc

(2.6)

Étape 2 : D'après (2.6) et (2.4), Oll peut extraire de la ~mite (P{X",)jEN" une sous

suite notée encore (PjXw)jEN" et il existe une fonction pEU (U x w) telle que d'une part

on ait

et d'autre part on ait

PjX", ---' P faiblement dans L2 (U x w) (2.7)

(2.8)

r-laintenHnt comme IC est un espace vectoriel de dimension finie alors l"op(rateur P

est compact. Ainsi, il existe une fonction ( E IC telle qlW

PPjXw -t ( fortement dans L2 (U x w) . (2.9)

On déduit de (2.7) et (2.8) que PjX", ----+ P = ( dans L2 (U x w) fort. Cumme Pest
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continu, on obtient

pp{X.w ---+ P(J dans L 2 (U x w) fort.

Il s'en suit que Pp = (J et donc p E K.

Étape 3 : En fait, on a (J = O. En effet, d'après (2.3), nous avons aussi Lpj ---+ 0

fortement dans L2 (U x w) ct donc Lp = O. L'hypothôse (2.1) implique p = 0 dans U x U).

En résumé. (Ji ---+ () fortement dans U (U x w) .

Conclusion: Comme (Jj E V, alors l'inégalité d'ohservabilité (2.2) nous donne

D'après la troisièmc étape on déduit que .f;;.f~ b Ipil 2
dtdad.1: -> 0 quand j ---+ +00.

Ce qui contredit. (2.3). D'où le Théorème 3.2.1.

Remarque 3.2.1 Les inégalités de Ca7"leman sonl élablics dans cc chapitre avec des

conditions de Dirichlet. On peut aussi les élablir avec des conditions de Neuman, pour

cc faire on peut se référer à Ainseba el Anita(4J

Remarque 3.2.2 Les inégalités de Carleman pr~u71ent are dablies dans le cas général

où l'opérateur L est défini par

ù f)
L=--:-+--t-A

Dt Da

où A est un opérateur elliptique du second ordre IL coc.lJicients réguliers de classe C 2 • Les

calculs se fonl de la même rnanib·e.
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Chapitre 4

Contrôlabilité à zéro

4.1 Un problème de contrôlabilité à zéro pour un

problème à deux temps

4.1.1 Position du problème

On considère le problème: trouver un contôle v E L2(U X w) tel que si (] = q(t, a, ;r)

est la solution unique du système

a a-- ai - a~ - b.q + /-Lq = (3q(t, 0, x) + h + vxw daus q

on ait

q=O

q(l', a, 1:) = 0

(](t, A, :r;) = 0

sur 'E

dans QA

dans QT

q(U, a, :r) = U dans QA
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ct

(1.3)

où li est dormèe dans L 2
( Q) et west un ouvert non vide de 0, \w d(;signe la fonction

caractéristique de w. Le probl(~llle (1.1), (1.2) ct (1.3) est un problônH' de contrôlabilité

à zéro sans contraintes sur le contrôle. On cherche v qui conduise l'N,al de 0 (à l'instant

"initial" t = T) jusqu'à, l'état q(O, a, :1:) = 0 à l'instant final 1. = () et ceci avec une

"dépense" minimum pour v au sens (1.3).

Le problème de contrôlabilité à zéro sans contraintes sur le contrôle pour un proiJlème

à deux t(~ll1pS a été étudié dans [4] puis par Ainseba[l] dans le ca.') d'un problème lin(~aire

en dynamique des populations. La méthode utilisée dans [1] rcpos(~ sur une inégalité

d'observabilité de type Carleman. Dans le cas précis, pour le probll~l1lc (1.1) (1.2) (1.3)

nous utilisons une méthode variationnelle developpée dans [9] et r('visitée dans [28]. La

méthode utilise elle aussi une inégalité de Carleman.

4.1.2 Un problème variationnel

Au chapitre 2, nous avons montré qu'il existe une fonction poids (J \'érifiant 0 > 0, ()

de classe C2 sur Q, ~ borné sur Q et il existe une constante C > 0 tel que

(] .4)

pour tout P E V = {p E C=(Q), P = 0 sur E} , et où

û D * a a
L = - + - -- L:i + Id ct L = -- - - - L:i + l',{.

Dt aa at aa
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Le second membre de l'inégalité (1.4) conduit à munir V de la forme bilinéaire

.'1' ·A l' A

ao(p,7)) = j j rLpLfirltdad:r: + r r1ppdtdadx.
o 0 Jo ./0 Jo w

Lemme 4.1.1 L'appl'ication (p, fi) 1--> ao(p, p) est un produit sC(J,la'in~ sur V.

(1.5)

Preuve. L'applicatioll (p, fi) f-----t ao(p, fi) ent bien définie car !uo(p, p)I < +00. Par

ctéfinition (J,o(" .) est une forme bilinéaire et symétrique et pour tout p E V

l
T l.4[ j~j'A1'ao(p, p) = ILPl2 rltdwl:r; .+- Ipl2 dtdwl:c ~ 0

o 0,0 0 0 w

Il reste à montrer que l'égalité ao(p, p) = () impliq1H~ (J = O. Or

/1'l'A

/' /1'1.41'0= ao(p, p) = ILpl2 rltdwh: +. Ipl2 dtdadx
.0 0.0 .0 0 w

implique Lp = 0 sur Q et p = 0 sur U x w ct. l'inégalité (1.4) donne p = 0 dans Q •

Soit VO le completé de V pour la nonne

(J f--> Ilpllo = Joo(p, p) (1.6)

lie est un espace de Hilbert pour le produit scalaire (LOC .,) et la norme associée et V

est dense dans Vo.

On introduit ensuite l'espace Ho des fonctiolls /i : Q ---t R mesurables défini par:

{ 1''1' l·A!. 1 }Ho = 11: 21h12 dl.do.ci:c < +00
o .0 . n 0

Pour 11 E Ho, on pose

07
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Ho est un espace de Hilbert pOllf la nonne 1,IHo associôe au produit scalaire (., ')llo

dôfini par

(1.9)

Lemme 4.1.2 On a Vo C Ho avec injccl.ioTl cardin'lLe .

.'[' ·A 2 T·A 2
Preuve. Pour p E Vo, on Cl ao(p, fi) = Jo Jo .~1 ILpl dtdad:r + Jo Jo L Ipl dtdad:r <

.'1' A 2+00 et donc (1.4) implique Jo Jo Jn b Ipl dtdadx < +00. Autrement dit P E Ho. De

plus d'après (1.4) IplHo -::; C lifill ù ; autremem dit l'injection cst continuc. -

Lemme 4.1.3 Soit li E L2
( Q) el 0 la fonction pO'ids définie [JTécédemenl. AlOTS la Jonc-

lion

est une forme linéaiTe continue SUT VA.

Preuve. Comme V est dense dans Vo, il nOlis suffit de vérifier le résultat sur V.

L'inégalité de Cauchy-Schwartz donne

Iff ln hpdtda<l"1'S (ff ln o21hl2 dtdad.")!

(J'7' l'Ail) ~
X 2'lpl2

dtdad:r
o .0 . ne

On déduit du lemme 4.1.2 que

D'où le résultat _

Le résultat qui suit est alors une applicat.ion immédiate du théorèmc de Lax-Milgram[6]

Proposition 4.1.4 POUT li E L '1 (Q) avec IQ 02h2dtdad:r < +00 il existe Po unique dans
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\10 solution du problème variationnel

l' A .

ao(po, p) = 1 r 1 Itpdtdad:r:
o .10 .ln

pour toui p E vo

4.1.3 Résolution du problème de controlôlabilité

(1.10)

Théorème 4.1.5 Soit li, E J}(Q) avec J~(Ph2dtdr),(I:D < +00 ei Po la solution unique de

(1.10). On pose

(1.11)

Alors le couple (vo,qo) est solution du problème (1.1)(1.2).

Preuve. Montrons que (vo, qo) défini en (1.11) est solution de (1.1)(1.2).

En effet, comme Po E VO on a déjà Vo E L 2(U X w) et qo E U(U x n). En reprenant

la définition de qo cn (1.11) et en explicitant le produit scalaire défini cn (1.5), l'('quation

variationnelle (1.10) s'écrit

T A T A T A111 qoLpdtdadx +111 popdtdadx = 111 hpdtdadx, Vp EVa.

Il vient;

.'/' A . TA, TA·

1 r r'JoLpdtrlarb; = 1 r 1hpdtdar1J; - r r 1Poprltdodor ,ip E \/0,
h h ~ 0 h .ln .10 .10 ~

FinallemenL en considérant la définition de Vo cn (1.11), on outicuf

1,'1' j'A j' 11' lA l'qoLpdtdadJ: = (II + 1JoXw)pdtdad:r. Vp E Va
o 0 n 0.0 n
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On choi::,;it dans (1.12) P E D(Q).ll vient que

L*{Jo = 11. + "110 Xw dans DI ( Q) . (1.1:3)

Comme li E [}(U, L2 (0)), alors L*qo E L2 (U, C(D)). Maintenant qo E U(U,1?(D)) et

D..(fO E fi-lUJ, L2(D)). Alors d'après les théorèmes de trace de Liolls-l\lagcncs [21] on

peut donner un sens à la trace de qo sur 1:: et on a CIO if E H- l (U, j-{- &(r)). D(~ lIlüme

(fo E L2(U. [}(O)) avec ~ +~ E 1?(U, H-2(O)). Donc (fo E C([}, 1f-2(O)) et on peut

donner lù aussi un sens à qo(O, a, :r), qo(T, a, :r), (jo(t, 0, :r) et à (jo(t. A, .r) claus H-2(n).

Multiplions maintenant (1.13) par cp E V et intégrons par parties. 011 obtiem alors

1· l'ü [qoLcpdtdad.T + ---.J!..qod1:: + [(qocp)(t, O. :r) - (qocp)(t. A ,r)Jdtrl.r·+-
q E av . QT

+ j' [(qorp)(O, a, :r) - (qocp)(T, a, x)]dtd:r = r(h + vOXw)'Pdtdrul:J:, V..p E V. (1.14)
QA JQ

En considérant la relation (1.12), la relation (1.14) devient

1ü j'-J!-qod1:: + [(qocp) (t, 0, x) - (qocp)(t, A, x)]dtd:r+
E av QT

+ r [(qocp)(O,a,.T) - (qocp)(T,a,:r)]dtd.?: = 0, Vrp E V.
JQA

On en déduit alors que

qo(t, 0, :c) = °et qo(t, A, :r) = 0 dans Ch·
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Ilemarqllolls que qo(i, 0, T) = 0, par COllS(~qllent (1.13) est équivalent ù

[':qO = /llJo(t. O. :r:) + 11 + voXw'

Il en résulte alors que le couple (vo, (jo) est solution du problème (1.1) (1.2) _

(1.16)

Remarque 4.1.1 La struct'll:rr: (1.5) rie (/0("') lIw'ntn: qu'il cn:ste une infinité de possi

bilités pOUT le dwi:r: du produü scolain: SUI' V. Donc il existe une infinité de contrôles 7'

qui vérifient (1,1) (1.2).

Il reste à selectionller Ull contrôle de norme minimale sur L'l (U x w). Pour cela, on

définit l'ensemble Uad des contrôles l' E [}(U x w) tel que le couple (l'. q) soit solutiou

du problème (1.1) (1.2).

Lemme 4.1.6 L'ensemble U"l est Ill! sous-cnscrn.blc non vide convel:e et fer-mé de L 'l(U X

w)

Preuve. D'après le Théo[(~lllc [1.1.5 Uad est non vide. Soit VI E U ad et V2 E U ad tel

que (VI, ql) et (?J'l, (2) soient solution de (1.1) (1.2) et soit À E [0,1], posons

v' = (1 - À)'I'I + ÀV'l ct </ = (1 - À)</l + À</2' Alors 1" E [}(U x w) et (7,',q') vérifie

(1.1) et (1.2) donc d E Uad el par conseqnent Uad est 11I1 convexe. Il reste à montrer que

Uad est fermé. Pour cela soit ('lin) C Uad tel qlle ('un, qn) vérifie (1.1) (1.2) et tel qlle

Un --+1' daus I}(U x w)

(jn ., (1 <taus [}(U x 0)

alors

L*<ln ---t L'(I dans V'(Q).

On déduit alors deti équations (1.1), (1.2) v(~rifiées par (l'n, qn) que le couple (v, q) est

tiolution de (1.1) (1.2) ct donc 7i E Und' Ainsi Uad est fermé _
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Il résulte du Lemme 4.1.6 qu'il existe \11\ uuiqlle cont.rôle Va E Uad de norme minimale

dans L2(U x w); c'est.-à-dire tel qlle

(1.17)

Il reste maintenant à caractériser le contrôle optimal vo par un systôme d'optimalité.

4.1.4 Système d'optimalité singulier

Soit éfo l'état optimal du syst(~me (1.1)(1.2)(1.3) correspondant an contrôle optimal

110. On utilise comme dans [2, ~3] la méthode de pénalisation ( voir [14, 15, 20, 19])pour

obtenir le systèmc d'optimalité du couple optimal (vo. (Jo). Plus prccisélllcnt pour t: > 0

on introduit la fonction JE définie par

1 2
= "2l1vllL2«(Jxw)·+

+~ 11- âq - Dq - tlq + fUI - (-iq(t, O. :1:) - IL - V Xw I1

2

21' Dt Da L2(Q)
(1.18)

où les couples CI', q) sont teb que

1'E L2 (U X w)

-~ - ~ - tlq + fUI _. (3q(t, O. :1:) E L2(Q)

q = 0 on E; q(l', a, :1:) = 0 in QA; q(t, A, :r) = 0 in QI'

q(ü, a, :r:) = 0 in QA

On cOllsidôre alors le problème

illf{JJI', q) 1 (l', q) v{~rifie (1.19)}
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Proposition 4.1. 7 Il existe un unique couple (v,. q,) td que

(1.21)

Preuve. Comme l'ensemble des couples Cu, q) v{~rifiant (1.19) est non vide et que

]Ju, q) ~ 0, y (v, q) vérifiant (1.19) alon:i

dE = illf{JE(v,q) 1 ('{I,q) ,ùifie (1.19)}

existe, comme borne inférieure d'une partie minor{~e non vide de lR. Soit (vn,qn)n vérifiant

(1.19) une suite minimisante telle que

Il existe alors une constante CE > 0 telle que

(1.22)

On peut donc extraire de (vn ) une suite, notùe de la même fa<;Oll et il existe '/J" telle

que

Comme (qn) vérifie (1.19) et (1.22), on d{~d\lit que (q,,) est b()rn{~c dans L2
( Q). On peut

alors extraire une suite de (qn) notée de la même façon ct il existe (J, telle que

On déciuit que qn ---'- qE faiblement dans V' (Q) et par continuité faible de l'opérateur L·

dans V'(Q) 011 obtient L*qn ---'- L*qE faiblement dans V'(Q). En outre de la continuité des



applications traccs,oIl déduit que ('Ue , (h) vérifie (1.19). Donc lim inf J,(I'", (j,,) ~ JJu" (je)

avec ('Ue, (h) vérifiant (1.19). On déduit de la stricte convexité de Jt que Cl'" qe) est l'unique

solution de (1.21).•

Etudions maintenant la convergence du procédé.

Proposition 4.1.8 Sous les hypothèses du Théorème 4.1. 5, on (J, quand E 1----+ 0

{

'U, --'" Vo faiblement dans U(U x w)

Cfe --'" Cio faiblement dans U (q)
(1. 2:3)

Preuve. Le couple (770, Cio) vérifie (1.19) donc on a J,(v" (Je) ::; .1,(770, (Jo). De plus

J,(77o, (Jo) = ~ Ilvol!;J2(uxw) . On déduit de la structme (1.18) de J, que

(1.24)

où C est une constante indépendante de E. De la relation (1.24), on d(~duit que la suite

(q,), est bornée dans L2 (Q). On peut donc extraire de la suite (u" q,) une sous-suite

encore notée ('U" (h) et deux fonctions Vo E U(U x w) et (Jo E U(Q) telle que

v, --'" Vo faiblement dans L2(U x w), Cf, --'" Cfa faiblement dans L2(Q)

On déduit que (l< --'" (JO faiblement dans 'O'(q) et par continuité faible de l'opératpur L*

dans 'O'(Q) on obtient L*(J, --'" L*qo faiblement dans 'O'(Q). De la l'dation (1.24). OH

déduit aussi que (ve ) (h) vérifie le système suivant

-~ - ~ - 6.{J, + P,{J, = f3q, (t, 0, .1:) + li + 11.Xw + 11" dans Q

q, = 0 sur 2:

q,(T, a, x) = 0 dans QA

q, (t, A, x) = 0 dans Ql'

(J,(O, a, x) = 0 dans QA

G.J

(1.25)



avec Ilhf Il L2 (Q) ::; C fi· Alors cn paSSê-mt à la limite dans (1.25) on obtient (vo, qo) qui

vérifie

-- 8;tO - ~ - tlqo + fUlll = (3qo(t, 0, .1::) + ft + voxw dans Q

qo = 0 sur L;

qo(T, a. :r:) = 0 dans q A

rJo(t, A. x) = 0 dans Ch

qo(O, a, :1:) = 0 dans QA.

De l'estimatioll suivante

on a

(1.26)

(1.27)

Connne le couple (VO, fia) vérifie (1.1)(1.2)(1.3), on a hm inf J((v€, q€) ::; Ilvol/~J2(uxw) . On

déduit alors que Il'/)oIIL2(Uxw) ::; Ilvolll.2(uxw) ' et donc Il voI/ L 2(Uxw) = IlvoI/L2(Uxw)' Ainsi

Vo = vo. De l'unicité de la solution de (1.26) on obtiellt qo = go •

Ecrivons maintenant les conditions d'optimalité~ pour l'unique solution de (1.20)

Proposition 4.1.9 Sous les hypot.hèses du Théorème 4.1.5, le couple ('1'(. qf) est lu 80

lu!.ion opt'irl7.ale du pmblème (1.20) si el seulement si il exist.e une fonction p( tcllc que
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(v~, Cfe, p~) soit solulion du système d'optimalité suivant:

-7ft - ~ - 6.q. + liq, = fJ(j,(t, 0, :r) + h + V~Xw + Ep, dans (J

(j, = 0 .sur ~

(jr(T, a, x) = () dans QA

(j,(t,A,:r) = 0 dans Ch

(j,(O, a, :/;) = 0 dans QA

!
âl:t. -+- ~fa' - 6.Pc +- lip, = 0 dans Q

Pt = () sur ~

p.(t,(Lr) = .r: jJ(t, a, x)Pc(t, a, :J:)da dans Ch

Preuve. La condition d'optilllalitr~ d'Euler-Lagrange est dünlH\~ par

f I' v. vdtdad:c -+
. uJw
1 Il Dq, Ülle- (-- -- - - 6(J +-liq -130 (t O:r) - 11 -11" )

Dt D E' l( 1 , c\.w
E.u n . a

a'P Dr;:
x (-- Dt- - ();; --- 6.;p + Il-;P - f3i.P(t, 0, :r)- uXw)dtdlld.I: = 0

GG

(1.28)

(1.29)

(1.30)

(1.31)

(1.32)



pour chaque couple(v, 'l') satisfaisant.

v E L2 (U X w)

-~ - ~ - 6.'1' -j ll'P - (3'P(t, 0, :1:) E L 2((J)

'1' = 0 sur 'L,; 'P(T, a, x) = 0 dans (JA

'P(t, A, :r) = 0 dans Ch; y(O, a, :r) = 0 dans CJA

Posons

on déduit alors (1.28) et la relation (1.32) devient

t t wvdtdadx 
./uL

11 aep aep
u n PE( - at - aa - 6.ep + prp - (3rp(t, 0, x) - vXw)dtdw!:r = 0

(1.33)

pour chaque couple (v, ep) vérifiant (1.33). Alors, après intégratioll par parties. Oll obtient

d'une part

1
o/Jt +~ - 6.p, + pp, = 0 dans Q

PE = 0 sur 'L,

PE(t, 0, x) = ft {3(t, a, :r)p,(t, a, x)da dans Q,1'

ct d'autre part.

Il (v( + p,) vdtdad:r = 0, "d'U E L2(U X w)
. u w

Donc
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D'où la Proposition.4.1.9 •

Remarque 4.1.2 Toutefois on a aucune Ï7~fomwfion sur p,(t, A..I:) d p,(O, a, :c), Pc(T, a,:c)

Nous allons maintenant étudier le comportement de (pJ<>o qnand (. --' O. D'après

(1.24) et (1.31), on a

(1.34)

Des relations (1.4),(1.5),(1.6) et (1.34), il vient que

(1.3.5)

On peut donc extraire de la suite (p,), une sous-suite, fmeorc not{·c (p,). et il existe unc

fonction Po E VO telle que

p, --' Po faiblement dans \10

En résumé nous avons démontrer le résultat suivant:

(1.36)

Théorème 4.1.10 Supposons que les hypothèses d'Il Théurème 4.1.5 0111 lieu. Un couple

(vo, (jO) csf solufion optimale du problème (1.1) (1.2) et (1.3) si cl .'lev/cment si 'il el:islc

une fonction Po felle que (VO, qe, Po) soit solution du sysfème d 'o]Jl.i"w.lü~ sing1tlier s1àvanf

-- if - ~ - /lqO + lûio = pqo(t, 0, :1") + ft. -1- voXw dans C2

q() = 0 sur ~

qo(T,a,x) = 0 dans QA

q()(t, A, :r) = 0 dans Q1'
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qo(O,u,:c) = 0 dans QA

1

&Po &Po 1\ ~ ~ () d Q
7ft + 7);; - uPo + /lPo = ans

Po = 0 sur' L:

Po(t,O,:r:) = IoA
j3(t,a,:r)po(i,a,:I:)da dans QT

(1.39)

(1.40)

(1.41)

4.2 Contrôlabilité à zéro avec contraintes sur le contrôle

4.2.1 Position du probème

On considère les notations du Chapitre 2 paragraphe 2,1. Soit w c n un ouvert non

vide et K un sous-espace vectoriel de L2 (U x w). Soit hE L2 (Q). On cherche un couple

(k, q) vérifiant

-'fJ7 - ~ - 6q + /lq = j3q(t, O,x) + h + kXw dans Q

Cf = [) sur L:

q(T a, :r) = 0

q(t, A, :c) = 0

k E K.L ,

dans QA

dans QT

q(O,a,x) =0 dansQA
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et

Ilkll L2(Uxw) = min im'll:m (2.4)

Le problème (2.1)-(2.4) est. Ull problème de contrôlabilité à zéro avec contraintes sur

le contrôle k. Il s'agit de trouver Ull contrôle k (mais cette fois-ci k doit appartenir à ;Cl-)

qui conduise l'état de 0 (à l'instant "initial" t = T) jusqu'à l'état q(O, a. :r:) = 0 à l'instant

final t = 0 et ccci avec une "dépellse" minimuDl pour k au sens de (2.4).

Remarque 4.2.1 La résolution du IJ1'ohlème (2.1)-(2.4) fem l'objet de ce qui va suivre

avec en vue une application à l'existence de sentinelles discriminantcs dans le cas général

oùw cO.

Dans toute la suite on fera l'hypothèse suivante

{

K est de dimension finie ct il n'existe pa."> d'éléments nO,n nuls k E K
(2.5)

tels que k E L 2 (U, HI(O)) avec ~~ + ~~ - 6.k + jlk = 0 Hl U x :..v'

011 fait également l'hypothèse suivante:

On note enfin

P = la projection ortltogona1e de L 2 (U X w) sur Je

(2.6)

(2.7)

En vue de résoudre notre problèlll(~ de contrôlabilité, nous définissons le prohlèllle

variatiollnel suivant à partir de l'ill(~galité de Carlernan adaptée aux contraintcs(der Cha-

pitre 3)
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4.2.2 Un problème variationnel

On rappelle qu'au Chapitre 3, on il encore l[lontré l'existence d'une fonction poids

() > 0, () E C2 (Q) et ~ bornée sur Q tel que

lT1A l 1
2"2 1pl ritdad:r

.0 0 nf)

< C ( [1' [A [ILPI2 dtdwl:[ + l'T j'A l' IfJ __ PpI 2dtr!lldX) (2.8)
Jo Jo Jn 0 0 L

'i() EV = {p E COO(Q), P = 0 sur E} où C 0$(, une constante positive.

Le second membre de (2.8) conduit. à. munir V de la forme bilinbüre défini par

ao,p(p, (j) = j' [ LpLpdtdad.7; + l l (p -- Pp)(p - Pj!)rUi/(ld;z; (2.9)
uJn JuJw

Lemme 4.2.1 L'application (p, p)~ ao'p(p, fi) esl un produit sClll():in~ sur V

La démonstration du Lemme 4.2.1 est analogue à celle du Lemme 1.1.1

Soit VO.P le complété de V pour la norme

P f--4 Ilpllo,p = ao,p(p, p) (2.10)

VO.P est un espace de Hilbert pour le produit scalaire (}o'p(p, (5) ct la norme associée,

ct V est dense dans Vo,p.

Remarque 4.2.2 Soif, L~(Q) l'espace de Hilbert dr.fini par

2 {l 1 2 }Lo(Q) = p 1.!Q f)2 Ipl dtdad.1: < +:>0

muni de la norme

(
[ 1 2 )~

IpIJ,~(Q) = .!Q f)2 Ipl dtdad:r: < +00

Alors lc prcmier' membr'c de (2.8) montre que Vo.J' C L~(Q) avec i71jeclùm continu. Autrement
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dit il existe une constante C > 0 telle que

On revient à IL pour laquelle on suppose (2.6). Alors l'applicatioll

P I----t hhpdtdadx

est une forme linéaire continue sur llo,p. Le théorème de Lax-11ilgnun[G] a~surc l'existeIlce

d'une solution unique Po E Vô,p de l'équation variationnelle

ao'p(po, p) = hhpdtdad:r \ip E Vo,P (2.11 )

4.2.3 Résolution du problème de contrôlabilité avec contraintes

sur le contrôle

Proposition 4.2.2 Considérons (2.5) (2.6). Soit Po l'unique solulion de (2.11). On pose

{

ko = -(Po - PpoXw)xw

qo = Lpo

/tlor8 le couple (ko, qo) est une solution du problème (2.1)-(2.:3)

La clémollstration de cette proposition e..st aualog,llü à celle du Théorème 4.1.5

(2.12)

Remarque 4.2.3 La slmc/,w'e (2.9) de ao,pC.) montn: IIU'Û e:risle une infinilé de dlO'i:r

possible du produit scalaire sur V. Par conséquent il existe une infinité dr conl7'ôles k

solution de (2.1)-(2.8)

Si nOlis définissons maintenant l'ensemble des contrôles k tel qU(' (2.1)-(2.3). Oll vérifie

comme au Lemme 4.1.6 que cet ensemble est un sous-ensemble non vide fermé ct convexe

de L2 (U x w). Donc, il existe un contrôle unique ko de IlOl"lne minimale claus L2 (U x w).

En résumé nous avons prouvé le résultat suivant
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Théorème 4.2.3 Sous les hypothèses de la Pmposilion 4.2.2, pour chaque sous-ensemble

w de n, il e:r:istc un contrôle li: lcl IfUC (2.1)- (2. 3). De plus on peul oblcnir un contrôlc ko
de norme minimale dans J}(U x w) c'csl il dir'c lcl que (2.4).

On établit maintenant le systbne d'optimalité pour ko

4.2.4 Système d'opthnalité pour le contrôle optirnal

Soit éio l'état optimal du système (2.1 )-(2.3) correspondant au contrôle optimal ko. On

utilise également dans cc paragraphe la méthode de pénalisation pour obtenir le syst(~mc

d'optimalité pour le couple optimal (ko. !fo). Plus précisément pour (. > 0 on introduit la

fonction J~ définie par

J~(k, q)
1 ')
:2 II k IIÏ,2(ux"J) -1

1 Il oq dq 11

2

+- --;- - - - 6.q + /U/- fJq(t,o,x) - h - kXw
2f ot Da L2(uxn)

(2.13)

où les couples (k, If) vérifient

k E Ki-

oq Bq 2- al -- ou --- 6.!j +- P!j - /311(t, 0, .r) E L (Q)

Cf = 0 sur I::; q(T, a,:1.") = 0 dans QA; q(t, A, x) = °dans Qr

q(O, (/, :r) = 0 dans Qit

Le prohlème,

inf{J:(k, Il) 1 (k, If) vérifie (2.14)}

admet une solution unique qui sera caractérlsé comme SUlt :

(2.14)

(2.15)

Théorème 4.2.4 Sous les hypothèses du Théor'èmc 4,2.3, le couple (k" q,) est la solution

optimale du pmblhne (2.15) si d seulemenL si, il e:riste une fonction Pc lelle que (k" Ih· pJ



soif solution du système rl'oplimaiû(; suivanle :

q, = 0

q,(T. a, :r;) = 0

(f,(t, A, T) = ()

dans C2A

dans (JT

dans QA

(2.16)

(2.17)

j
" â
'..!!.... + --'!..!.. -- Llf) + 'l(} = 0 dans ()ôt ôu t l, . t

fit = 0 sur' I:

(J(U, 0, T) = .f~4 (l(t., a, T)p((t, a, :r)da dan,<; CdT

(2,18)

(2.19)

La preuYe de ce Thôorôme est analogue à celle dc la Proposition 4.1.9, Ici également

on a p<lli d'information sur PEU, A, :r), p,(O, a, oc) ct pf(T, a, :1;).

Pour la convergence du système d'optimalité approché (2.16)-(2.19), nous avons le ré

sultat de cOll\'crgcncc suivant dont la démonstration cst analogue à celle de la Proposition

4.1.8

Proposition 4.2.5 Sov.s les hYJiolfu1scs dn Théor·è:rncS.2.3, on a I[/w.nd E ---4 0

{

kt ---'" ka faiblement. dans L2 (U X w)

q, ---'" qa faiblement dans L2
( (J)

Nous allons maintenant étudier la convergcnce de la suitc (pJ,>o quand E ---'" D. Cumme
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au Paragraphc 4.1.4,on montre que

(2.20)

ct

(2.21)

011 peut donc extraire de (p,) une sous-suite notée encorc (pJ ct il existe uue kmctioll

Po E Vo,!' tellc que

(JE -.-' Po dans VO,P faible (2.22)

Avec les même techniques developpées dans la preuve du Théorème :~.2.1(Chap :3), ou

montre que Pc -" Po dalls U(U x w) faible. Ainsi Pp, ---+ ka dans L2 (U x w) fort (car

l'opérateur dc projection orthogonal P est compact sur lc sous cspa.ce vectoriel de di

mcnsion finic iC de U(U x w)). Donl: ka E iC. De la relation (2.20) on déduit aussi quc,

Pc - Pp, .---'- kl dans iC 1- faible. Alors Po = ka +kl et dOlic ka = ?Po et

EH résumé nous avons prouvé le résultat suivant:

Théorènle 4.2.6 Supposons que les hypothèses du Théon~me 4.2.3 mil lieu. Le cmqJü'

(ke. (jo) est la solution optimal (2.1)-(2.4) si et seulement si il existe I/.1W fondion Po t,elle

que (k;o, (jO, Po) soil solution du système d'optimalité singulier suivant:

(2.23)
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a~ a~ ~

-~ - ~ - 6.qO+ J.léfO = (3qo(t, 0, ;r;) -+ ft + koXw dans Q

éfo = 0

éfo(T, a, 3;) = 0

éfo(t, A, 3;) = 0

sur E

dans Q.4

dans Ch

(2.24)

qo(O, a, ;1:) = 0 dans QA (2.25)

!
?!'& OPo J\ ~ ~ () d rJ81 + 7ia - upo + J.lPo = ans \c.

Po = 0 sur E

Po (t, 0, x) = IoA
fJ(t, fI, ;r)po(t, a, 3;)da dans Ch-

(2.26)

(2.27)

Orientation: L'ensemble des résultats de contrôlabilité obtenus dans œ chapitre

nous servira d'ulle part à définir des sentinelles puis d'autre part cl. étudier la fnrtivitè.

C'est cc qui constitue l'objet du chapitre suivant.
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Chapitre 5

Furtivité

On reprend les notations du Chapitre 2. Dans ce chapitre nOlis examinons la ques-

tion de l'information fournie par Ulle sentinelle. r..!Iais auparavant, nous revenons sur la

construction des sentinelh"J.

5.1 Construction de sentinelles

5.1.1 Sentinelle pour une observation sans bruit

Nous avons montré au Chapit,re 2 que la constrnction d'une sentinelle dans le cas

d'une observation sallS bruit était équiwtlente au problème de contrôlabilité suivant:

Trouver le couple (UJ, q) qui vérifie le s'yst(~me

a a- 'fi! - ~ - 6.q + jLq = pq(t, 0, :1:) + hoXo + 'li! Xw dans Ci

q=O snr L
(1.1 )

q(T, o., :r) = 0 dans Q.4

q(t, A, :r) = 0 dans Ch

q(O, a, :1:) = 0 dans QA
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et

IlwIIL2(Uxw) = JIlin imum (1.3)

On reconnaît alors le problème (1.1)-(1.3) du Chapitre 4, paragrahe 1.1 quand h = hoXo

ct "II = w. Considérons donc les résultats obtellus au paragrphc 4.1 du chapitre 4. Soit

(Vo, êioJJo) défini au Théorème 4.1.10. Alors

Par conséquent la sentinelle S(>.,T) est définie par

S(>', T) = j' r hoy(t, a, x; >., T)dtdad:c -il Poy(t, u..r: >., T)dtdwlJ;uJo u.L

On dit que S est la sentinelle définie par ho, 0 et w.

5.1.2 Sentinelles discriminantes

La construction d'une sentinelle dans le cas d'une observation bruit.{~e était (~quivalentc

à un problème de contrôlabilité à zéro avec des contraintes sur le cOlltrôle (cf Chapitre

2). Plus précisément il s'agissait de trouver un couple (11, q) solutioll du système:

a a-7ft - ~ -- 6.q + JUl = (3q(t, 0, :c:) + hoXo + koXw + 1'-\,:0; dans Q

(1.4)

q=O

q(T,a,x) =0

q(t, A, :c) = 0

sur z=

dans QA

dans QT
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et

q(Ü, a, :r:) = Ü dans QA

Ilvl/L2(UXW) = min imnm

(1.6)

(1.7)

Alor~ le problème (1.4)-(1.7) t>$t le même Clue le problèmc (2.1)-(2.1) dll Chapit.re 4.

paragraphe 4.2 quand h = hoXo + kOAw et v = k. Ce qui nons al!lt~IW cl n~('()llsidürer tO\lS

les résultats obtellus ail paragraphe 4.2 du Chapitre 4. Plus précisblwllt .'loit K défini en

(:1.10) (Cf Chapitre 2, paragraphe 2.3) t.elle que (2.5) (Cfer Chapif[(~ .1. parap;raphe 4.2)

et ho et ko t.elle qllc (2.6) (Cf Chapitre 4, pamgraphe 4.2). Alors soit (ko. (jo. (jo) défini au

Th(~orème 4.2.6. On a

et la sentinelle S' ()" T) est définie par ;

S(À. T) = j', l hoy(t, a, :r; À, T)dtdadx + 11(ko - Po + FPoxJy(t. n. .1'; À. T)dtdad:r
.G)o U W

On dit qlle 5 est la selltinelle discriminante définie par ho, 0 et. ",'
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5.2 Ensemble de sentinelles pour une observation sans

bruit

5.2.1 Position du problème

Soit le ~ystèIlle à dOIll16c~ manc]lI.antcs suivant:

~))J -+- ây - ~'lj + Il'/f = f' +.\1 dans Q "ât aa . . .

y = 0 sur L:;

y(O,a,l:) = :ll(0.,:1:) + rf/(a,x) dans QA;

y(t,O,:c) = .f~1r:J(t,(J,,:c)y(t,a,x)d(l dans Ch

On suppose que l'obHervat.ion est sans bruit. c'est-à-dire

.'Jolis = Y\:o

(2.1)

(2.2)

Remarque 5.2.1 On e.'Camine ensnile Ü~ cas où il y a nn bruit dans l'observation (2.2)

A la scctioll 5.1 ci-deHsus, on il cOllstruit. la sentinelle définie par ho. où ho est donnée

On considère maintenant IllIe suite de sentinelles coustruite~ à partir de 11.011 1"02, ... où

toutes les fonctions /i{)j sont. à support dans U x O. Autrement dit toutes les sentinelles

sont basées sur le même observatoire.

On rappelle qu'nlle pollut.ion .r est dit.e furti ve pour tontes les ~entiJlelles définic..s par

/t{); si

/ (jo(h.od.f,ltdadx = 0, Vito; E L2 (U x 0), i = 1. 2, ...
.!Q
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La question à étudier est la slIivante :

existe-t-il des .f furtifs pour toutes les sentinelles,

et si oui, quelle est leur structure '!

5.2.2 Quelques formules

(2.4)

Pour un contrôle Vo tel que (00. Zio) soit solut.ion du problème (1.1 )-(1.3) la sentinellc

est définie par

S(À, T) = j' f hoy(t, a. or: À, T)dtdor/:r + j' /' vOy(t., (1, :1:; À, T)dtdwLc (2.5)
U.() .(1.:..)

où rappelons-le Vo cst défini à. partir de l'unique sol1ltioll (Jo de l'équation variationnelh~ :

(2.6)

Plus précisément

(2.7)

Comme l'application p t-~ (lo(po,p) est llIle formc lilléain~ continue sur Vo, il existe

Ao E {(VO, V~) tel que

De plus Ao est un isomorphisme auto-adjoint. i.(:~. Aû -= Ao et (AoJ )* = ABl
. Rappelons

qu'on a le schéma suivan t :
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uù les injectiolls calloniqucs l'ctipectives 'i et ) de VO danti Ho ct de Ho dans Vd sont

contillllcs. L'injection canonique.i est définie comme suit ( voir [G]) : {~tant donné h E Ho.

l'application fJ E \/0 1-----+ (h, p)lfo est une forllle linéaire colltinue sur Ho ct ù fortiori sur

\/0; on la note )(11) E Vd de sorte que

(j(h), p)v1VO = (h, [»1/0 Vh E Ho, Vp E \iO
()

Avec ces forlllules de rcpr{~sclltation, l'équation (2.6) s'écrit:

Par conséquent

2 1Aopo = j(O hoXo) dans YB

et donc

(2.8 )

(2.9)

Avec C('~ notations, l'équation (2.G). explieitèe à l'aide de la dNinition de 110(.,.) au

Chapit rc 4, paragrapllc 4.1.2. de ve = - PoXw et de (2.9) donne

011 PO::;C

} J . 4-1 .
1 = 10, e 0 J.
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Alors RE L(Il). On vérifie facilement que Il est auto-adjoint. i.e H* = R. Donc

l LpoLpdtda(i:T:
.!Q

En conséquence et pour conclure la sentinelle S ddinie par ho esl donnée aussi par:

5.2.3 ~rtivité

On suppose maintenant que

ho parcourt une suite complôte de L?(U x 0)

(2.10)

(2.11)

On rappelle qu'une pollution ).1 est furtive pour [oules les scnt.inclles défi.nie par 110

si

l qo.fdtdw!.r.!q
l (hoXo + voX,)y>.dtdad:r

.!Q
(J. \/11 0

ou encore d'après (2.10)

On déduit de (2.11) que
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où y;.. est la solution de

') iJl ~

C.Y>. + --J!1;. -- 61'} + Il'I'} = f dans Q'al Da . ;.. . ;.. l

y;.. = 0 sur L: ;

y;.. (0, (l, :r:) = 0 dans QJ1;

y;..(t,O,:r;):::- .rc: (J(t,a,:r;):lj;..(t,a,1:)da dans (2-1'

2 2Quant. à R*(O Y>'xw) , 011 pose R*(O y;"X,J = (J;...

Lemme 5.2.1 La foncLion fJ)., est solution (l'IL p1'Oblème

éJp>. éJp>. A --l () d QaL + & .- U{J;.. T I/,(J;.. = ans . ;

fJ;.. = 0 sW' E;

fJ;..(O, u.,.1:) = (Aol
0 j)(fpy;..Xw)(O, a, 1:) dans Cd.,.:

fJ;..(t, 0, :r) = .f~J1 tJ(t, a, :r)(J;..(t, a, :I:)da dan8 (h

Preuve. Par définition de R* = Il, 011 a Aop;.. = j(02y;..Xw): autrement dit

qui explicitée donne

et donc <Ltplù,; (2.13)

Par suite Lp;.. = O. D'où le Lemme 5.2.1.

(2.14)

(2.15 )

(2.16)

Théorème 5.2.2 SoiL f une ])olluf:ion f7.l'l'live JH}1l1' Lo'Utes les sentinelles définies par ho.

où ho décrit une suite complèLe 11.01 , h02 , ... d'éléments de L 2(V x 0). Alors.r est de lu
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forme

-;- ûc/J üep
j = -, -1- -. - t3.ep --1- /Lep dans q

dt üa

où (p E Va avec de pins (;) = () SUT U X () et donc f = 0 sur U x (J .

•
Preuve. On pose

Alors 0\. est solution du probbuc

O'PA iJl/JA /\, 1 A. - () l' . (1iJt + --aa - D(j).. + I l '1-').. - (a.ns.:

ep).. = () sur r;

q).. (O.a,:r) = -fJ)..(O,a,.r) dans QA

ep)..(t. 0, :1:) = .f~A (3(t, a, x)ep)..(t, a, x)da dans Q1'

avc'c d'après (2.13) 9).. = 0 sur U x 0 ct donc f = 0 sur U x O.•

On fait maintenant l'hypothèse

f est concentrée dans un ensemble U x S, où SeO.

(2.17)

(2.18)

Remarque 5.2.2 Si S C (). aloTs ri 'aprrls lr Thé07Ùn.C 5.2.2 f == 0 el il n'y (] aucune

pollul'ion furl'ivc.

On suppose donc que:

S ouvert de n ct que Sri 0 = (:) (2.19)

Cette dernière hypothèse correspond à la situation où l'on essaye d 'olJserver une pollution

de "loin". On déduit alors du théorème 5.2.2 le corollaire suivant:
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Corollaire 5.2.3 On 8uppose (2.18),(2.1.9). On suppose que ho paTCOllT"l une suile CO17/,

plae hQl, h02 , ... d'éléments de L2 (U x 0). AlO1'S une pollution j csl furtive pOUT toute,';

lc,'; senlinelle8 définies par hO!, hm, '" 8'i el, seulr;ment si f est de la forme

~ arjJ ûq;
f = -r- + -,- - 6.(/) -+- fU/) sur U x 8

Dt ûa

(weI: Ci) E Va cl c6 = n hoT'.'; de S.

5.2.4 Orientation.

(2.20)

On va maintenant con::iidérer les problôllles analogues où l'observalion est entachée

d'un brnit.

5.3 Enseruble de sentinelles discriminantes.

5.3.1 Position du problème.

On se place dans le cadre du problème 2, Chapitre 2 où l'obsclTalion est bruitée:

N

Yobs = m{) +L (1i Tni

1=0

(3.1)

On rappelle que la construction de la sentinelle di::icriminante était équivalente à la ré

solution du problôllle de contrôlabilité (3.13)-(3.16), Chapitre 2 ct qUt~ ce problème est

rl'solu par le Théorème 4.2.3, Chapitre 4.

Remarque 5.3.1 Da.ns le cadre du Théorhnc 4.2.3, Chapitre 4, Oll 17 pTis

(3.2)

On va cOllstruire maintenant une famille de sentinelles définies pax des fonctions

/IQI. h{)2 . ... et discriminantes pour K.
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Quelle est la structure des pollutions furtives pour toutes les sentinelles ainsi construites?

5.3.2 Quelques formules.

Soit Po la solution de l'équation (2.11) Chapitre 4, i.e

avec IL = hoXo + koXw est telll: que (2.6), Chapitre 4. On a

et la sentinelle discriminante est donnée par

SC>.., T) = j~ hy(>\, T)dtdod:r +11 krn;(>", T)dtdad:D

(3.3)

Comme l'application p t------+ (Lo,pepo, p) est une forme linéaire et continue sur Vo,p il

existe Ao,I' E .c(Vo,I', V;,p) tel que

De plus Ao,? est un isomorphisme auto-adjoint, i.e AIi.p ,,~ Aoy ct. (A8.~)* = Ao,~. On a

le schéma suivant

où les injections i' ct j' sout continues. Alors l'équation (:Ln devient
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Par conséquent

- .'(:2 1Ao,pPo =.J 0 /1) dans Va,?

et donc

(3.3)

Avec ces notatiolls l'équation (3.~3) explicitb~ à l'aide de la d(~finition dl' ao,p(., .). de

ko = ~(Po - FPoXw)xw ct dt' (3.5) donlle

/' LpoLpritrlad:r
.JQ

:2 * :2 * :2(0 h; (T 0 P)(O fJ";(w)- T (0 PXw) + P)',Mm

où T = i' 0AO,~ 0./ est. Ull opérateur auto-adjoint, i.e T = T*.

En conséquencc la selltinelle discriminante est donnée par

5.3.3 ~rtivité

Une pollution )..f est furtive pour toutes les sentinelles discriminantes définies par hOj

si

On suppose que

ho parcourt 11lI ensemble compler de L2 (U x 0)
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On déduit alors de (3.7) que

avec y).. solution de (2.14), on pose

Lemme 5.3.1 La Ionclion (5).. esl solut'ion dn [J1'Oblèrne

8p>. éTp>. A ~ ~ - 0 d QaL -+- a;; - u.p).. + ILp).. - ans;

(5).. = () SUT' z=;
(5)..(O,I1,:C) = p~ dans QA;

(5).. (t, 0,:1:) = .J~: fJ(t,a,:r;)p)..(t,Œ,:r:)da dans QT

La preuve est analogue à celle du lemme 5.2.1.

(3.9)

(3.10)

Théorème 5.3.2 Sail f nne [Jollut.ion furlive pOUT lontes les sentinelles discrim'iTwnles

définies lm". hoj . AloTs f est. de la fOTlne

~ eN iN.f = -,- +- -r- - ~'l/) + IJ.'I/J dans Q
üt âa

OÙ t!] E \Io,p (wec de plus 4' = 0 sur U x () el donc f = 0 SUT U X o.

Preuve. On pose
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Alors 't/) À est solution du problème

8t/J ât/J ~al- + âa), ~ 6.'t/)À + Il't/'À = f dans Q

1/)À = °sur E

'l/JÀ(O, a, :1:) = -'l1l dans QA

'1/)À(t,O,:r) = J: fJ(t,a,;J:)'lj!À(t.,a,:c)da dans Ch

avec d'up[(~s (:~,9) 't/J À = 0 sur U x () ct donc Î = 0 sur U x o.•
On fait maintenant les hypothèses

J est concentrée dans un ensemble U x 8, où .)' C o.

8 ouvert de 0 et que 8 n () = 0

On déduit alors du théorème 5.3.2 le corollaire suivant:

(:3.11)

(3.12)

Corollaire 5.3.3 On suppose (3.11),(.'"1.12). 0'11 suppuse que 110 [Jo1"("oul"InTic suite com

plète 11 01 ,1102, ... d'éléments de U(U x 0). Alors une polhILiu7I.F cst furtive pour toutes

les sentinelles définies par h01 , hm, ... si ct sC'Illem.cnt si f est de llL forme

(WCC li' E VO,P et 1/) = () hors de S.
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