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OBSERVER LE PRÉSENT ;
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Koulibaly nous a quitté le jeudi 18 novembre 2010 pratiquement un
an avant la présentation de cette thèse. Il a été celui qui m’a donné
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dans mon travail. Qu’il en soit remercié.
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présent. Je remercie Harouna Bèlèm, Maire de la commune rurale de
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Introduction

Jusqu'aux années mille neuf cent trente, la théorie des anneaux s'est déve-
loppée surtout en tant que théorie des anneaux associatifs. Cependant, dès la
deuxième moitié du 19e siècle, il existait des systèmes algébriques répondant
à tous les axiomes d'un anneau à l'exception de l'associativité : par exemple
l'algèbre des nombres de Cayley, construite en 1845 par le mathématicien an-
glais Arthur Cayley (1821-1895). Dans l'étude des structures non associatives,
signalons les rôles proéminents des mathématiciens Joseph Henry Maclagan
Wedderburn (1882-1948) qui étudia les structures algèbriques et est auteur du
théorème : tout corps �ni est commutatif, Emil Artin (1898-1962) un des fon-
dateurs de la théorie des groupes de tresses, Marius Sophus Lie (1842-1899)
créateur des algèbres de Lie, Pascual Jordan (18 Octobre 1902-31 Juillet 1980)
créateur des algèbres de Jordan et Jean-Louis Loday découvreur des algèbres
de Leibniz. Les algèbres de Lie sont un important système algébrique non as-
sociatif qui embrassent des domaines variés tels que la Géométrie di�érentielle
et la Physique. Les algèbres de Leibniz, généralisation des algèbres de Lie, sont
introduites dans les années 1980 par Jean-Louis Loday.

Dans un article paru en 1881, après sa mort, portant sur la structure géné-
rale des algèbres associatives de dimension �nie, Benjamin Peirce (1809-1880)
introduit les notions d'idempotents et de nilpotents. Il démontre que dans une
algèbre associative, possédant un élément non nilpotent, il existe un idem-
potent non nul et en déduit l'identité

x = exe+ (ex− exe) + (xe− exe) + (x− ex− xe+ exe) ,

identité valable dans toute algèbre associative et pour tout idempotent e de
cette algèbre. Cette identité est encore vraie pour une algèbre �exible où l'on
pose e(xe) = (ex)e = exe.

La notion de dupliquée d'une algèbre apparait pour la première fois en 1939
dans un article ([21]) d'Etherington à propos du symbolisme de la Génétique.
Gonshor (1960) ([25]) et Boers (1982) ([10]) ont repris l'étude de la dupliquée
d'un point de vue essentiellement mathématique en étudiant des propriétés de
transfert.
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Les auteurs Micali de l'Université Montpellier II, Koulibaly et Ouattara de
l'Université de Ouagadougou ont étudié la dupliquée sous divers angles ([35],
[36], [46], [47] [37], [38]) ; ils ont notamment vu la dupliquée comme étant un
produit semi-direct. Nous utiliserons largement ce point de vue dans notre
travail.

Soit K un corps commutatif de caractéristique di�érente de deux. Soient
A une algèbre de dimension �nie sur K et DK,nc(A) sa dupliquée non commu-
tative ; nous savons que si dimK A

2 = 1 ou A2 est une zéro algèbre, DK,nc(A)
est alors associative et, par suite Lie-admissible. Par conséquent, la question
de caractériser A2 lorsque DK,nc(A) est Lie-admissible se pose. Il est égale-
ment intéressant de se poser le même type de question lorsque DK,nc(A) est de
Jordan ou de Leibniz. L'étude de ces problèmes constitue l'objet de ce travail.

Dans le premier chapitre, nous rappelons certaines notions fondamentales
sur lesquelles repose cette recherche.

Dans le deuxième chapitre, nous présentons la dupliquée d'une algèbre,
rappelons quelques résulats obtenus dans notre thèse de troisième cycle et
donnons quelques résultats nécessaires pour la suite.

Dans le troisième chapitre nous donnons une autre démonstration d'un
résultat obtenu dans notre thèse de troisième cycle ([51]) tout en améliorant
ce résultat et donnons une caractérisation de la sous-algèbre A2 de A dans le
cas où DK,nc(A) est Lie-admissible et A2 est non nil, �exible et à puissances
associatives.

Au quatrième chapitre, après quelques théorèmes de caractérisations sur
la dupliquée non commutative et la dupliquée commutative, il est analysé la
n-associativité de la dupliquée non commutative. En�n, la dimension du noyau
du morphisme surjectif Dk

K,nc(A) � Dk
K(A) est calculée.

Dans le cinquième chapitre, nous étudions la dupliquée non commutative
des algèbres de Leibniz d'ordre n et nous donnons une caractérisation de la
sous-algèbre A2 de A dans le cas où DK,nc(A) est Leibniz-admissible.

En�n, dans le sixième chapitre nous introduisons la notion de dupliquée non
commutative d'une superalgèbre et nous analysons le cas des superalgèbres de
Lie et de Leibniz.



Chapitre 1

Généralités sur les algèbres

1.1 Rappels de quelques dé�nitions et exemples

Dans tout ce chapitre K est un corps commutatif.
Une K-algèbre est la donnée d'unK-espace vectoriel A et d'une application

K-bilinéaire A× A −→ A, (x, y) 7−→ xy.
Soit A une K-algèbre. Le commutateur du couple (x, y) d'éléments de A est

dé�ni par xy−yx et est noté [x, y] et l'associateur du triplet (x, y, z) d'éléments
de A est dé�ni par (xy)z − x(yz) et est noté {x, y, z}.

On dit que A est une K-algèbre commutative si [x, y] = 0 pour tous x, y
dans A.

On dit que A est une K-algèbre associative si {x, y, z} = 0 pour tous x, y, z
dans A.

On dit qu'un élément u de A est une unité de A si ux = x = xu pour tout x
dans A. Par exemple pour tout entier naturel non nul n, l'algèbre des matrices
carrées d'ordre n à coe�cients réels est une algèbre associative, à élément unité
et non commutative dès que n ≥ 2.

Considérons l'algèbre de dimension deux dont la multiplication relative à
une base e0, e1 est donnée par le tabeau ci-dessous ([25]).

y e0 e1

e0 e0
1
2
e1

e1
1
2
e1 0

Il s'agit d'une algèbre commutative non associative. En e�et (e0e0)e1 = e0e1 =
1
2
e1 et e0(e0e1) = 1

2
e0e1 = 1

4
e1. De plus, elle n'a pas d'élément unité.

Soient R le corps des nombres réels et C le corps des nombres complexes ;
C est une R-algèbre commutative, associative à élément unité 1, de dimension
deux dont la table de multiplication relative à la base 1, i est 1×1 = 1, 1× i =
i, i× i = −1.

Considérons la R-algèbre H des quaternions dont la multiplication relative
à la base 1, e1, e2, e3 est donnée par le tableau ci-dessous.
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y 1 e1 e2 e3

1 1 e1 e2 e3

e1 e1 −1 e3 −e2

e2 e2 −e3 −1 e1

e3 e3 e2 −e1 −1

H est une R-algèbre qui contient C en tant que R-sous-algèbre ; c'est un C-
espace vectoriel mais n'est pas une C-algèbre ; en�n H est une R-algèbre asso-
ciative non commutative et à élément unité 1.

On dit qu'une K-algèbre A est alternative si {x, x, z} = 0 et {x, y, y} = 0
pour tous x, y, z dans A. Une K-algèbre A est dite �exible ou élastique si
{x, y, x} = 0 pour tous x, y dans A et on dit qu'elle véri�e l'identité de la
puissance troisième si x2x = xx2 pour tout x dans A.

On note immédiatement que toute K-algèbre associative est alternative.
TouteK-algèbre alternative est �exible et toute algèbre �exible véri�e l'identité
de la puissance troisième. Voici un exemple d'une algèbre qui véri�e l'identité
de la puissance troisième mais qui n'est pas �exible : on considère A la K-
algèbre de dimension deux dont la table de multiplication relative à une base
e, f est donnée par le tableau suivant ([28]) :

y e f

e e e+ f
f 0 f

Le calcul nous montre que xx2 = x2x = (α+β)2x pour tout x = αe+βf dans
A mais cette algèbre n'est pas �exible car (ef)e = e et e(fe) = 0.

Considérons la R-algèbre O des octonions dont la multiplication relative à
la base 1, e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7 est donnée par le tableau ci-dessous.

y 1 e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

1 1 e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

e1 e1 −1 e3 −e2 e5 −e4 −e7 e6

e2 e2 −e3 −1 e1 e6 e7 −e4 −e5

e3 e3 e2 −e1 −1 e7 −e6 e5 −e4

e4 e4 −e5 −e6 −e7 −1 e1 e2 e3

e5 e5 e4 −e7 e6 −e1 −1 −e3 e2

e6 e6 e7 e4 −e5 −e2 e3 −1 −e1

e7 e7 −e6 e5 e4 −e3 −e2 e1 −1

O est une R-algèbre qui contient H en tant que R- sous-algèbre ; c'est un C-
espace vectoriel mais n'est pas une C-algèbre ; de même, O est un H-espace
vectoriel mais n'est pas une H-algèbre ; en�n O est une R-algèbre alternative
non associative ni commutative à élément unité 1.
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Soit A une K-algèbre et x un élément de A. On dé�nit de façon inductive
les puissances principales de x par :

x1 = x et pour j = 1, 2, · · · , xj+1 = xjx.

La K-algèbre A est dite à puissances associatives si pour x dans A,

xmxn = xm+n, m, n = 1, 2, · · · .

Il est immédiat qu'une algèbre associative est à puissances associatives.

Soit A la K-algèbre dont la multiplication relative à la base e1, e2, e3, e4, e5

est donnée par le tableau ci-dessous.

y e1 e2 e3 e4 e5

e1 e1 e2 e3 e4 e5

e2 e2 0 0 0 0
e3 e3 0 0 e5 0
e4 e4 0 −e5 0 e3

e5 e5 0 0 −e3 0

Soit x = α1e1 +α2e2 +α3e3 +α4e4 +α5e5 = α1e1 +
5∑
j=2

αjej ; on note que e1 est

un élément unité ; (
5∑
j=2

αjej)
2 = 0 ; par conséquent x2 = α1(α1e1 + 2

5∑
j=2

αjej)

puis x3 = (α1)2(α1e1 + 3
5∑
j=2

αjej) ; on montre par récurrence sur n que xn =

(α1)n−1(α1e1 + n
5∑
j=2

αjej) pour tout entier naturel non nul n ; on véri�e alors

que xmxn = xm+n pour tous entiers naturels non nuls m et n ; ainsi A est
une algèbre à puissances associatives. On note que (e4e4)e3 = 0e4 = 0 et
e4(e4e3) = −e4e5 = −e3 ; ceci nous dit que A n'est pas alternative.

1.2 Quelques constructions

Construction 1 ([34])

Considérons la R-algèbre notée C(∗) dé�nie par C(∗) = C en tant que R-
espace-vectoriel et dont la multiplication est donnée par x ∗ y = x y = xy.
Examinons quelques propriétés de la R-algèbre C(∗).
L'algèbre C(∗) est commutative donc �exible.
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Soient x, y, z dans C(∗) : (x∗ y)∗ z = xy ∗ z = xyz et x∗ (y ∗ z) = x∗ yz = xyz ;
mais en général, xyz 6= xyz ; ainsi C(∗) n'est pas associative. D'autre part,
(x ∗ x) ∗ y = xx ∗ y = x2y et x ∗ (x ∗ y) = x ∗ xy = xxy ; et en général,
x2y 6= xxy ; ainsi C(∗) n'est pas alternative. Par ailleurs, C(∗) n'a pas d'élément
unité. En e�et si e est une unité de C(∗) alors x = x ∗ e = xe = x, mais en
général, x 6= x.
Posons x∗2 = x∗x pour tout entier n ≥ 2, x∗n+1 = x∗n∗x puis N(x) = xx = xx.
On a :

x∗2 = x ∗ x = xx = x2;

x∗3 = (x ∗ x) ∗ x = x∗2 ∗ x = x2x = xx2 = (xx)x = N(x)x;

x∗4 = x∗3 ∗ x = N(x)x ∗ x = N(x)x∗2;

x∗2 ∗ x∗2 = x2 ∗ x2 = x4;

en général x4 6= N(x)x∗2 ; ainsi C(∗) n'est pas à puissances associatives.
Rappelons qu'un élément idempotent d'une algèbre est un élément x véri�ant
x2 = x. Ecrivons x = α+ βi ; alors x ∗ x = (x)2 = α2 − β2 − 2αβi ; la relation
x ∗ x = x conduit à α2 − β2 = α et −2αβ = β ; ce qui donne les solutions
x = 0 ou x = 1 ou x = −1

2
+
√

3
2
i ou x = −1

2
−
√

3
2
i ; ainsi C(∗) n'a que trois

idempotents non nuls qui sont 1,−1
2

+
√

3
2
i,−1

2
−
√

3
2
i les racines, dans C, du

polynôme x2 + x+ 1.

Ce qui est fait pour C(∗) peut être fait pour H(∗) ou pour O(∗).

Construction 2 ([34])

Nous supposons ici que K est de caractéristique di�érente de deux. Une
pondération ω sur une K-algèbre commutative A est un morphisme surjectif
d'algèbres de A sur K ; le couple (A, ω) est alors une algèbre pondérée. Soit
(A, ω) une K-algèbre pondérée dont la multiplication s'écrit

xy =
1

2
(ω(x)y + ω(y)x), pour tous x, y dans A.

On considère la K-algèbre A(∗) qui coïncide avec A en tant que K-espace
vectoriel et dont la multiplication s'e�ectue d'après la règle suivante

x ∗ y =
1

4
(ω(x)y − ω(y)x), pour tous x, y dans A(∗);

ω n'est pas une pondération de A(∗) ; en e�et bien que ω soit une forme linéaire
sur A, on a ω(x∗y) = 0 pour tous x, y dans A(∗) ; mais comme ω est surjective,
il existe a dans A(∗) tel que ω(a) = 1 ; pour cet élément, on a ω(a ∗ a) = 0 et
ω(a)ω(a) = 1.
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Il est clair que x ∗ x = 0 et donc x ∗ y = −y ∗ x pour tous x, y dans A et par
suite A(∗) est anticommutative ; de plus

(x ∗ y) ∗ x = −(y ∗ x) ∗ x et x ∗ (y ∗ x) = −(y ∗ x) ∗ x

et donc
(x ∗ y) ∗ x = x ∗ (y ∗ x),

c'est-à-dire, A(∗) est une K-algèbre �exible.
En�n

x ∗ (x ∗ y) =x ∗ (
1

4
(ω(y)x− ω(x)y))

=
1

4
ω(y)x ∗ x− 1

4
ω(x)x ∗ y

=− 1

4
ω(x)x ∗ y

et (x ∗ x) ∗ y = 0 donc en général x ∗ (x ∗ y) 6= (x ∗ x) ∗ y = 0 ; de même
(x ∗ y) ∗ y 6= x ∗ (y ∗ y) = 0 et, par suite, A(∗) n'est pas alternative.

Remarque :

(x ∗ y) ∗ z =
1

4
(ω(y)x− ω(x)y) ∗ z

=
1

4
(ω(y)x ∗ z − ω(x)y ∗ z)

=
1

8
((ω(y)(ω(z)x− ω(x)z)− (ω(x)(ω(z)y − ω(y)z))

=
1

8
(ω(y)ω(z)x− ω(y)ω(x)z − ω(x)ω(z)y + ω(x)ω(y)z)

=
1

8
(ω(y)(ω(z)x+ ω(x)z)− ω(x)(ω(y)z + ω(z)y))

=
1

4
(ω(y)xz − ω(x)yz)

donc

(y ∗ z) ∗ x =
1

4
(ω(z)yx− ω(y)zx)

et

(z ∗ x) ∗ y =
1

4
(ω(x)zy − ω(z)xy).

Le jacobien dans A(∗) de x, y, z est

J(x, y, z) = (x ∗ y) ∗ z + (y ∗ z) ∗ x+ (z ∗ x) ∗ y.
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On obtient donc

J(x, y, z) =
1

4
(ω(x)[z, y] + ω(y)[x, z] + ω(z)[y, x]).

Ainsi (A, ω) étant commutative, A(∗) est une algèbre de Lie.

Construction 3 ([34])

Une K-algèbre pondérée (A, ω) de dimension n + 1 est appelée algèbre
génétique (au sens de Gonshor) s'il existe une base e0, e1, · · · , en de A sur K
telle que si

ejek =
n∑
l=0

γjklel, j, k, l = 0, 1, · · · , n

est sa table de multiplication relativevement à la base citée, alors

γ000 = 1,

γ0kl = 0 si l < k,

γjkl = 0 si l ≤ max(j, k) pour j ≥ 1 et k ≥ 1.

Sur cette base, la pondération de ω : A −→ K opère comme suit : ω(e0) = 1
et ω(ej) = 0, j = 1, · · · , n.
Nous allons partir de ces relations pour dé�nir la notion d'algèbre génétique
non commutative. Une K-algèbre pondérée (A, ω) non commutative de dimen-
sion n+ 1 est dite une algèbre génétique non commutative s'il existe une base
e0, e1, · · · , en de A sur K telle que si

ejek =
n∑
l=0

γjklel, j, k, l = 0, 1, · · · , n

est sa table de multiplication relativevement à la base citée, alors

γ000 = 1,

γ0kl = 0 et γk0l = 0, si l < k,

γjkl = 0, si l ≤ max(j, k), pour j ≥ 1 et k ≥ 1.

Comme l'algèbre n'est pas commutative, c'est-à-dire, comme il existe des in-
dices j, k tels que γjkl 6= γkjl, on ajoute une condition supplémentaire par
rapport au cas commutatif, à savoir, γk0l = 0 pour l < k. Par la suite, nous
donnons un exemple d'algèbre génétique non commutative en nous servant de
la (r, s)-mutation d'une algèbre génétique commutative dé�nie ci-dessous.
Soit (A, ω) une algèbre génétique commutative (les notations utilisées sont
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celles ci-dessus), r et s deux vecteurs de A. Dé�nissons la (r, s)-mutation de
(A, ω) par la multiplication x ∗ y = (xr)y − (ys)x pour x, y parcourant A ; la
(r, s)-mutation de A est notée A(r, s) en tant qu'algèbre mais il est clair que
A(r, s) = A en tant que K-espace vectoriel. Dans la base ci-dessus mentionnée

de la K-algèbre A, écrivons r =
n∑
j=0

rjej, s =
n∑
j=0

sjej donc

ej ∗ ek = (ejr)ek − (eks)ej =
n∑
l=0

Γjklel

où les Γjkl =
n∑

p,q=0

(rpγjpqγqkl−sqγkpqγqjl), j, k, l = 0, 1, · · · , n sont les constantes

de structure de la K-algèbre mutée A(r, s) en la base e0, e1, · · · , en.
On montre que :

Γ000 = r0 − s0 = ω(r − s),

Γ0kl = 0,

Γk0l = 0 pour l < k

et
Γjkl = 0 pour l ≤ max(j, k) avec j ≥ 1 et k ≥ 1.

Pour compléter les conditions de généticité, il su�ra de choisir r 6= s.
Notons que l'application K-linéaire ω : A(r, s) −→ K dé�nie par x 7−→
ω(r − s)ω(x) véri�e la condition ω(x ∗ y) = ω(x)ω(y), quels que soient x, y
dans A(r, s) ; donc (A(r, s), ω) est une K-algèbre pondérée si r − s n'est pas
dans Ker(ω) et, en particulier, on doit avoir r 6= s. Ces considérations se
trouvent déjà dans [17].
Pour montrer que la K-algèbre A(r, s) est pondérée, il faut montrer qu'il existe
un idéal bilatère N de A(r, s) de codimention 1 tel que

A(r, s)2 * N (R).

En e�et, posons N = ker(ω) et N = ker(ω).
L'application K-linéaire ϕ : A −→ A(r, s) dé�nie par x 7−→ 1

ω(r−s)x est un

isomorphisme de K-espaces vectoriels véri�ant ω ◦ϕ = ω ; de plus, ϕ(N) ⊆ N
donc, par passage aux quotients cela nous fournit le diagramme commutatif
suivant :

A
ϕ

//

��

A(r, s)

��

A/N // A(r, s)/N

où les �èches verticales sont canoniques. Cela nous dit que N est un idéal
bilatère de A(r, s) de codimension 1 car N est lui même de codimension 1. De
plus, la condition (R) vient du fait que A(r, s)2 est un idéal bilatère de A(r, s)
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engendré par les vecteurs x ∗ y, x, y parcourant A(r, s) et de l'analyse de la
formule ω(x∗y) = ω(r−s)2ω(x)ω(y), pour tous x, y dans A(r, s) = A (en tant
qu'espaces vectoriels).

1.3 Nilpotence et résolubilité

Soit A une K-algèbre. On dé�nit de façon inductive, les puissances princi-
pales de A par :

A1 = A et An+1 = AnA, n = 1, 2, · · · .

On dit que A est nilpotente à droite s'il existe un entier naturel non nul k tel
que Ak = 0 . Si A est nilpotente, le plus petit entier naturel non nul p tel que
Ap = 0 est appelé indice de nilpotence de A. Notons qu'en posant

A1 = A et An+1 = AAn, n = 1, 2, · · · ,

on dé�nit la notion de nilpotence à gauche. Pour une algèbre associative, les
deux notions coïncident. On dira que A est nilpotente s'il existe un entier
naturel non nul k tel que tout produit x1 · · · xk d'éléments de A soit nul quel
que soit la façon de placer les parenthèses dans le produit.

On dé�nit de façon inductive, les puissances pleines de A par :

A[1] = A et A[n+1] = A[n]A[n], n = 1, 2, · · · .

On dit que A est résoluble s'il existe un entier naturel non nul k tel que A[k] = 0.
Si A est résoluble, le plus petit entier naturel non nul p tel que A[p] = 0 est
appelé indice de résolubilité de A. Il est clair que toute algèbre nilpotente est
résoluble.

Soit A une K-algèbre à puissances associatives et x un élément de A. On
dit que x est nilpotent s'il existe un entier naturel non nul k tel que xk = 0. Si
x est nilpotent, le plus petit entier naturel non nul p tel que xp = 0 est appelé
indice de nilpotence de x. On dira que A est une nilalgèbre si tout élément de
A est nilpotent.

Soit A la R-algèbre de Suttles ([39], [65]) dont la multiplication relative à
la base u1, u2, v1, v2, v3 est donnée par le tableau ci-dessous.

y u1 u2 v1 v2 v3

u1 0 0 v2 v3 0
u2 0 0 0 v1 −v2

v1 v2 0 0 0 0
v2 v3 v1 0 0 0
v3 0 −v2 0 0 0
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Soit x = α1u1 + α2u2 + β1v1 + β2v2 + β3v3. Alors

x2 = 2α2β2v1 + (2α1β1 − α2β3)v2 + 2α1β2v3;

x3 = x2x = 2α2(α1β1 − α2β3)v1 + 2α1(α1β1 − α2β3)v3

et
x4 = x3x = 0.

Ainsi N est une nil-algèbre de nilindex 4.
On a N2 =< v1, v2, v3 > et pour tout entier naturel n supérieur ou égal à trois,
Nn =< v1, v2, v3 >= N2 ; par conséquent N n'est pas nilpotent. D'autre part
N2N2 = {0} et donc N est résoluble.

Il est montré qu'en dimension �nie, toute algèbre alternative qui est une
nilalgèbre est nilpotente ; de plus pour des algèbres à puissances associatives
de dimension �nie, les notions d'algèbre résoluble et de nilalgèbre coïncident
([63]).

Une classe d'algèbres est constituée d'algèbres dans laquelle est dé�nie une
ou plusieurs relations entre les éléments. Certaines de ces classes portent des
noms de mathématiciens, qui sont en général leurs créateurs ou découvreurs,
à titre d'hommage. Parlons de quelques unes d'entre elles.

1.4 Quelques algèbres à patronymes

Nous disons ici quelques mots historiques sur les algèbres qui seront étudiées
par la suite.

Soient A une K-algèbre et x, y, z des éléments de A. Rappelons que le
jacobien de x, y, z dans A est J(x, y, z) = (xy)z + (yz)x + (zx)y ; posons
maintenant L(x, y, z) = (xz)y − (xy)z + x(yz) puis désignons par Rx la mul-
tiplication à droite par x, c'est-à-dire, Rx : A −→ A, y 7−→ yx et par
Lx : A −→ A, y 7−→ xy la multiplication à gauche par x. La relation
L(x, y, z) = 0 s'écrit aussi Rz(xy) = Rz(x)y + xRz(y), c'est-à-dire, Rz est
une dérivation de A. Ainsi, les fonctions J et L peuvent s'écrire, en termes de
multiplications comme suit :
L(x, y, z) = (RyRz −RzRy +Ryz)(x) = Rz(x)y −Rz(xy) + xRz(y) et
J(x, y, z) = (RzRy + Lyz +RyLz)(x).

Algèbre de Jordan

On dit que A est une algèbre de Jordan non commutative si A est �exible
et pour tous x, y dans A, {x, y, x2} = 0 ([63] p.141). Ce nom de "algèbre de
Jordan" a été donné en hommage à Pascual Jordan. Pascual Jordan (né le 18
Octobre 1902 à Hanovre ; décédé le 31 Juillet 1980 à Hambourg , Allemagne)
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a été un physicien et mathémacien qui a fait d'importantes contributions à
la mécanique quantique et la théorie quantique des champs. Il a beaucoup
contribué à la formulation mathématique de la mécanique matricielle et a dé-
veloppé des relations anticommutations canoniques pour les fermions. Alors
que l'algèbre de Jordan qu'il a construite n'est plus employé dans la méca-
nique quantique, il a trouvé d'autres applications en mathématiques. Toute
algèbre alternative est de Jordan ([63]). De même toute algèbre de Jordan est
à puissances associatives ([63]).

Algèbre de Lie

On dit que A est une algèbre de Lie si pour tous x, y, z dans A, x2 = 0
et J(x, y, z) = 0. Sophus Lie (17 décembre 1842 à Nordfjordeid, Norvège -
18 février 1899 en Norvège) est un mathématicien norvégien. Il a participé
activement à la création de la théorie des symétries continues et l'a appliquée à
la géométrie et aux équations di�érentielles. On lui doit la création des algèbres
de Lie, ainsi que des groupes de Lie. Une classi�cation des algèbres de Lie de
dimension inférieure ou égale à trois est donnée dans [26]. Notons A− l'algèbre
dont l'espace vectoriel sous-jacent est A et dont la multiplication est donnée
par [x, y] = xy − yx, appelé aussi crochet de Lie. On dira que A est Lie-
admissible si A− est une algèbre de Lie. Par exemple, toute algèbre associative
est Lie-admissible.

Algèbre de Leibniz

On dit que A est une algèbre de Leibniz si pour tous x, y, z dans A, on a
L(x, y, z) = 0, en d'autres termes, Rz est une dérivation de A pour tout z dans
A. Ces algèbres ont été découvertes par Jean-Louis Loday dans les années 1980.
Le nom "algèbre de Leibniz" a été donné en hommage à Leibniz. Gottfried Wil-
helm Leibniz parfois von Leibniz ; anciennement francisé en Leibnitz (Leipzig,
1er juillet 1646 - Hanovre, 14 novembre 1716) est un philosophe, scienti�que,
mathématicien, diplomate, bibliothécaire et homme de loi allemand qui a écrit
en latin, français et allemand. Une classi�cation des algèbres de Leibniz de
dimension inférieure ou égale à trois est donnée dans [6]. Nous dirons que A
est Leibniz-admissible si A− est une algèbre de Leibniz.

Remarque 1.4.1. Si pour tout x dans A, x2 = 0 alors J(x, y, z) =
−L(x, y, z). Ainsi toute algèbre de Lie est une algèbre de Leibniz. En fait
les algèbres de Leibniz sont une forme non (anti)commutative des algèbres de
Lie ([31]).

Proposition 1.4.2. Soit A une algèbre de Leibniz. Alors les relations sui-
vantes sont satisfaites pour tous x, y, z dans A.

1) (xy)z = (xz)y + x(yz) et (xy)z = (xz)y − x(zy)
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2) L(x, y, z) = −L(x, z, y) et x(yz) = −x(zy)

Démonstration. Soient x, y, z des éléments d'une algèbre de Leibniz A. Les
relations L(x, y, z) = 0 et L(x, z, y) = 0 conduisent à (xy)z = (xz)y+ x(yz) et
(xy)z = (xz)y − x(zy). De ces dernières relations, il vient
x(yz) = (xy)z − (xz)y et x(zy) = (xz)y − (xy)z, donc x(yz) = −x(zy), puis
L(x, y, z) = −L(x, z, y).

Proposition 1.4.3. Soit A une algèbre de Leibniz. Alors :
1) xy2 = 0 pour tous x, y dans A.
2) x2y = (xy)x− x(xy) pour tous x, y dans A.

Démonstration. En e�et, la relation 0 = L(x, y, y) conduit à xy2 = 0 ; la
relation 0 = L(x, x, y) permet d'avoir x2y = (xy)x− x(xy).

Corollaire 1.4.4. Une algèbre de Leibniz n'a pas d'idempotent non nul.

Un lien entre algèbre de Leibniz et algèbre associative.

On suppose ici que la caractéristique du corps K est di�érente de deux.
Soit A uneK-algèbre de Leibniz commutative. Comme xy2 = 0 pour tous x

et y dans A alors x(y+z)2 = 0 pour tous x, y et z dans A et x(yz)+x(zy) = 0 ;
A étant commutative on a 2x(yz) = 0 puis x(yz) = 0 pour tous x, y et z dans
A. On peut alors énoncer :

Proposition 1.4.5. Toute K-algèbre de Leibniz commutative est une
algèbre associative.



Chapitre 2

Généralités sur la dupliquée

Nous donnons ici la dé�nition de la dupliquée commutative et celle de la du-
pliquée non commutative d'une algèbre. D'autre part, nous rappelons quelques
résultats obtenus dans notre thèse de troisième cycle. En�n des résultats gé-
néraux sont donnés.

2.1 Sur la Dupliquée commutative

Soient K un corps commutatif et A une K-algèbre commutative.

2.1.1 La dupliquée commutative

Soient I l'idéal du produit tensoriel A⊗ A engendré par les éléments
x ⊗ y − y ⊗ x et S2(A) = (A ⊗ A)/I la seconde puissance symétrique de A.
Posons DK(A) = S2(A). Ce K-espace vectoriel est linéairement engendré par
les vecteurs x ∨ y (produit symétrique de x et y) pour x et y parcourant A.
On dé�nit sur DK(A) une structure de K-algèbre commutative en posant

(x ∨ y)(x′ ∨ y′) = xy ∨ x′y′, pour tous x, y, x′, y′ dans A

où ∨ désigne le produit symétrique (que l'on peut nommer aussi de produit
tensoriel commutatif ) ; DK(A) est appelée la dupliquée commutative de A.

L'application µ : DK(A) → A2, x ∨ y 7→ xy est un morphisme surjectif de
K-algèbres appelé morphisme d'Etherington. Soit NDK

(A) le noyau de µ. On
a alors la suite exacte

0→ NDK
(A) ↪→ DK(A)→ A2 → 0.

On note immédiatement que DK(A)NDK
(A) = 0.

On a donc DK(A) ' A2×
s.d
NDK

(A) (s.d pour produit semi-direct) où le produit

semi-direct s.d est dé�ni par

(x,m)(y, n) = (xy, ϕ(x, y)),

16
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où ϕ : A2 × A2 → NDK
(A) est une application K-bilinéaire symétrique, c'est-

à-dire, DK(A) est une extension nulle de (A2, µ) et ϕ un factor set de cette
extension. On note alorsDK(A) = A2×

s.d
NDK

(A). On dira que deux applications

ϕ, ϕ′ : A2 × A2 → NDK
(A) sont équivalentes s'il existe une application K-

linéaire h : A2 → NDK
(A), telle que

ϕ′ = ϕ+ δh

où
δh : A2 × A2 → NDK

(A), (x, y) 7→ h(x)y − h(xy) + xh(y).

De la structure de DK(A), il vient que

δh(x, y) = −h(xy).

Ainsi ϕ et ϕ′ sont équivalentes si et seulement si

A2 ×
ϕ
NDK

(A) ' A2 ×
ϕ′
NDK

(A) (isomorphisme de K-algèbres).

L'isomorphisme mentionné s'écrit

A2 ×
ϕ
NDK

(A)→ A2 ×
ϕ′
NDK

(A), (x,m) 7→ (x,m− h(x)).

Notons que A2 ×
ϕ
NDK

(A) est une autre notation pour A2 ×
s.d
NDK

(A) dans

laquelle on met en évidence l'application ϕ.
L'algèbre A étant de dimension �nie, il existe η : A2 → DK(A), K-linéaire,

telle que µ ◦ η = idA2 . Considérons l'application bilinéaire

ϕ : A2 × A2 → NDK
(A), (x, y) 7→ η(x)η(y)− η(xy).

Soit η′ une application linéaire de A2 dans DK(A) telle que µ ◦ η′ = idA2 .
Posons alors h = η′ − η. On obtient immédiatement ϕ′ = ϕ+ δh. Il en résulte
donc qu'à isomorphisme près, la structure de A2 ×

ϕ
NDK

(A) est indépendante

du choix de η et de ϕ (cf [36], [38]).
Il est démontré ([36], [45], [47]) le résultat suivant :

Théorème 2.1.1. (d'Etherington) Soient NDK
(A) le noyau du morphisme

d'Etherington µ, η : A2 −→ DK(A) une application K-linéaire véri�ant µ◦η =
idA2 et ϕ : A2 × A2 −→ NDK

(A) l'application K-bilinéaire dé�nie par :

ϕ(x, y) = η(x)η(y)− η(xy).

Alors DK(A) est isomorphe à A2 ×
ϕ
NDK

(A) (isomorphisme de K-algèbres).
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On notera que ϕ est K-bilinéaire symétrique. La multiplication de
DK(A) ' A2 ×

ϕ
NDK

(A) est alors dé�nie par (x,m)(y, n) = (xy, ϕ(x, y)) pour

tous x, y dans A2 et tous m,n dans NDK
(A).

Lemme 2.1.2. Soit η : A2 → DK(A) une application K-linéaire véri�ant
µ ◦ η = idA2 où µ : DK(A) −→ A2, x ∨ y 7→ xy. Alors

η(x)η(y) = x ∨ y pour tous x, y dans A2.

De plus

ϕ(x, y) = η(x)η(y)− η(xy) = x ∨ y − η(xy) pour tous x, y dans A2.

Conséquences :
(a) Pour tous x, y dans A2, si xy = 0 alors ϕ(x, y) = x ∨ y.
(b) Si e est une unité de A2 alors ϕ(e, y) = 0 pour tout x dans A2.

2.1.2 Sur la décomposition de Peirce et la dupliquée com-

mutative d'une algèbre de Bernstein.

L'objet de cette partie est de montrer que l'ordre de la dupliquée com-
mutative d'une algèbre de Bernstein d'ordre n est au plus n + 1 et établir la
décomposition de Peirce de la dupliquée d'une algèbre de Bernstein d'ordre n
relativement à un idempotent non nul. Nous généraliserons ainsi un résultat
obtenu dans [47] (voir aussi [45])

Soient K un corps commutatif de caractéristique di�érente de 2 et A une
K-algèbre commutative.

Pour tout x dans A, on dé�nit de façon inductive les puissances pleines de
x en posant :

x[1] = x et x[k+1] = x[k]x[k], k = 1, 2, · · ·

Une K-algèbre pondérée (A, ω) est une K-algèbre de Bernstein d'ordre n
(n ≥ 0) si pour tout x dans A,

x[n+2] = ω(x)2nx[n+1]

et n est le plus petit entier véri�ant cette condition.
Soit (A, ω) une K-algèbre de Bernstein d'ordre n. Comme ω est surjective,

il existe x dans A tel que x 6= 0 et ω(x) = 1 ; par suite

(x[n+1])2 = x[n+2] = (ω(x))2nx[n+1] = x[n+1],

c'est à dire, x[n+1] est un idempotent de A.
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Soit alors e un idempotent de A.
On a A = Ke⊕N où N est le noyau de ω. En posant

e0 = idN , ek+1 = Le ◦ ek

où Le(x) = ex pour tout x dans N et

Vk = {x ∈ N, ek(x) = 0}, k ≥ 0,

on a une suite croissante

{0} = V0 ⊆ V1 ⊆ · · · ⊆ Vn−1 ⊆ Vn

de K-espaces vectoriels.
On a N = U ⊕ Vn où U = {x ∈ N, ex = 1

2
x}.

Soit m le plus grand entier tel que Vm−1 6= Vm. Alors Vm = Vn. Si k ∈ [1,m],
il existe un sous-espace vectoriel Ck de N tel que Vk = Vk−1 ⊕ Ck.

Alors Vk =
i=k⊕
i=1

Ci et �nalement

A = Ke⊕ U ⊕ C1 ⊕ · · · ⊕ Cn ([45], [47]).

Ceci est la décomposition de Peirce de l'algèbre de Bernstein d'ordre n A
relativement à l'idempotent e.

Lemme 2.1.3. ([47], [52]) Si ω : A2 → K est une pondération, alors

ωDK
: DK(A) ' A2 ×

ϕ
NDK

(A))→ K, (x,m) 7→ ωDK
(x,m) = (ω ◦ µ)(x,m)

est une pondération et ωDK
(x,m) = ω(x).

Lemme 2.1.4. Soit ω : A2 → K une pondération. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

1) (DK(A), ωDK
) est une K-algèbre de Bernstein d'ordre n, n ≥ 0.

2) Pour tout x dans A2 on a
(a) x[n+2] = (ω(x))2nx[n+1]

et
(b) ϕ(x[n+1], x[n+1]) = (ω(x))2nϕ(x[n], x[n]).

Démonstration. En e�et, pour tout (x,m) dans DK(A),

(x,m)[1] = (x,m), (x,m)[2] = (x2, ϕ(x, x)) = (x2, ϕ(x[1], x[1]))

et plus généralement

(x,m)[n+1] = (x[n+1], ϕ(x[n], x[n])).
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Ainsi, (x,m)[n+2] = (ωDK
(x,m))2n)(x,m)[n+1] équivaut à

(x[n+2], ϕ(x[n+1], x[n+1])) = (ωDK
(x,m))2n(x[n+1], ϕ(x[n], x[n]))

et par suite
x[n+2] = (ωDK

(x,m))2nx[n+1]

et
ϕ(x[n+1], x[n+1]) = (ωD(x,m))2nϕ(x[n], x[n]).

Le lemme est ainsi prouvé.

Exemple 2.1.5. ([47], [52]) Soit A la K-algèbre commutative de dimen-
sion 4 dont la table de multiplication relativement à la base e0, e1, e2, e3 est
donnée par :

e2
0 = e0, e0e1 =

1

2
e1 = e1e0, e0e3 = e2 = e3e0,

tous les autres produits étant nuls. L'élément e0 est un idempotent de A. Soit
ω l'application de A dans K dé�nie par ω(e0) = 1 et ω(ei) = 0, i = 1, 2, 3 ;

ω est alors une pondération de A. Soit x =
i=3∑
i=0

xiei, xi ∈ K ; on a :

x2 = x[2] = x2
0e0 + x0x1e1 + 2x0x3e2,

x[2]x[2] = x[3] = x4
0e0 + x3

0x1e1,

x[3]x[3] = x[4] = x4
0(x4

0e0 + x3
0x1e1) = x4

0x
[3].

Ainsi pour tout x dans A, x[4] = (ω(x))22x[3] et par suite A est une K-algèbre
de Bernstein d'ordre 2. De plus, A2 est engendré par e0, e1, e2. Pour tout x =
x0e0 + x1e1 + x2e2 dans A2, on a :

x2 = x2
0e0 + x0x1e1 = x[2],

x[3] = x4
0e0 + x3

0x1e1 = (ω(x))2x[2].

Donc, A2 est de Bernstein d'ordre 1. Les aij = ei∨ej, 0 ≤ i ≤ j ≤ 3 constituent
une base de la dupliquée commutative DK(A) de A.
Soit η l'application de A2 dans DK(A) dé�nie par :
η(e0) = e0 ∨ e0 = a00, η(e1) = 2e0 ∨ e1 = 2a01, η(e2) = e0 ∨ e3 = a03.
On a DK(A) ' A2 ×

ϕ
NDK

(A)).

Pour tout x dans A2, on a :

ϕ(x[2], x[2]) = ϕ(x2
0e0 + x0x1e1, x

2
0e0 + x0x1e1)
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qui est di�érent de ϕ(x, x) et

ϕ(x[3], x[3]) = ϕ((ω(x))2x[2], (ω(x))2x[2]) = ((ω(x))2)2ϕ(x[2], x[2]).

Par suite, d'après le lemme 2.1.4, DK(A) est une K-algèbre de Bernstein
d'ordre 2.

Remarque 2.1.6. Dire que e est un idempotent de A2 équivaut à dire
que eD = (e, o) est un idempotent de DK(A).

Soient
(Le)

0 = idA2 , (Le)
1 = Le : A2 → A2, x 7→ ex

et
(Le)

n = Le ◦ (Le)
n−1, n = 2, 3, · · · .

Posons alors

(LeD)0 = idDK(A), (LeD)1 = LeD : DK(A)→ D(A), (x,m) 7→ eD(x,m)

et
(LeD)n = LeD ◦ (LeD)n−1, n = 2, 3, · · · .

On a : LeD(x,m) = eD(x,m) = (e, 0)(x,m) = (ex, ϕ(e, x)),

L2
eD

(x,m) =LeD(LeD(x,m))

=eD(ex, ϕ(e, x))

=(e, 0)((ex, ϕ(e, x)))

=(e(ex), ϕ(e, ex))

=((Le)
2(x), ϕ(e, (Le)

1(x)))

et plus généralement

(LeD)k(x,m) = ((Le)
k(x), ϕ(e, (Le)

k−1(x))), k = 1, 2, · · · .

Théorème 2.1.7. Si A est uneK-algèbre de Bernstein d'ordre n ≥ 1, alors
la dupliquée commutative DK(A) de A est une K-algèbre de Bernstein d'ordre
au plus n + 1. De plus, la décomposition de Peirce de DK(A) relativement à
un idempotent eD = (e, 0) où e est un idempotent de A2 est donnée par :

DK(A) = Ke⊕ UD ⊕ CD,1 ⊕ · · · ⊕ CD,n ⊕ CD,n+1 avec

UD = {(x, 2ϕ(e, x)), x ∈ U};
CD,1 = {0} ×ND(A) et

CD,k = Ck−1 × {0}, k = 2, · · · , n+ 1

où
A2 = Ke⊕ U ⊕ C1 ⊕ · · · ⊕ Cn

est la décomposition de Peirce de A2 relativement à l'idempotent e.
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Démonstration. En e�et, si A est une K-algèbre de Bernstein d'ordre n, alors
il résulte du lemme 2.1.4 ci-dessus que DK(A) est une K-algèbre de Bernstein
d'ordre au plus n + 1. Comme A2 est de Bernstein d'ordre au plus n (car A
est de Bernstein d'ordre n), écrivons

A2 = Ke⊕ U ⊕ C1 ⊕ · · · ⊕ Cn

décomposition de Peirce de A2 relativement à l'idempotent e et

DK(A) = Ke⊕ UD ⊕ CD,1 ⊕ · · · ⊕ CD,n ⊕ CD,n+1

décomposition de Peirce de DK(A) relativement à l'idempotent eD = (e, 0).
Si (x,m) ∈ UD alors eD(x,m) = (ex, ϕ(e, x)) = 1

2
(x,m) et par suite

UD ⊆ {(x, 2ϕ(e, x)), x ∈ U}. Pour tout x ∈ U , on a :

eD(x, 2ϕ(e, x)) = (ex, ϕ(e, x)) = (
1

2
x, ϕ(e, x)) =

1

2
(x, 2ϕ(e, x)).

Par suite UD = {(x, 2ϕ(e, x)), x ∈ U}.
Si (x,m) ∈ CD,1 alors eD(x,m) = (ex, ϕ(e, x)) = (0, 0). Ainsi

CD,1 ⊆ {(x,m) ∈ DK(A), x ∈ C1, ϕ(e, x) = 0}.

Posons C◦1 = {x ∈ A2, x ∈ C1, ϕ(e, x) = 0}. On a : CD,1 ⊆ C◦1 × NDK
(A).

Soit (x,m) ∈ C◦1 ×NDK
(A). Alors eD(x,m) = (ex, ϕ(e, x)) = (0, 0). Par suite

CD,1 = C◦1 × NDK
(A). Soit x ∈ C◦1 ; alors ex = 0 et par suite, d'après les

conséquences 2.1.1, 0 = ϕ(e, x) = ex ; ce qui conduit à x = 0 ([46], [47]). Ainsi
C◦1 = {0} et CD,1 = {0} ×NDK

(A).
Soit (x,m) ∈ CD,k (k ≥ 2). On a :

(LeD)k(x,m) = ((Le)
k(x), ϕ(e, (LeD)k−1(x)) = (0, 0).

D'où x ∈ C◦k = {x ∈ A2, x ∈ Ck, ϕ(e, (LeD)k−1(x)) = 0}.
Ainsi CD,k ⊆ C◦k ×NDK

(A).
Si x ∈ C◦k alors (LeD)k(x, 0) = ((Le)

k(x), ϕ(e, (LeD)k−1(x)) = (0, 0). D'où
C◦k × {0} ⊆ CD,k.
Soit (x,m) ∈ CD,k ; alors x ∈ C◦k et (x, 0) ∈ CD,k. Ainsi (x,m)− (x, 0) est dans
CD,k.
Comme CD,1 = {0} × NDK

(A), on a : (0,m) ∈ CD,k ∩ CD,1 = (0, 0), (k ≥ 2).
D'où m = 0. Par suite CD,k = C◦k × {0}. Si (x, 0) ∈ CD,k = C◦k × {0} alors
(Le)

k(x) = 0 = e(Le)
k−1(x) et ϕ(e, (Le)

k−1(x)) = 0.
Comme e(Le)k−1(x) = 0, on a : 0 = ϕ(e, (Le)

k−1(x)) = e(Le)
k−1(x) et ϕ(e, (Le)

k−1(x)) =
e(Le)

k−1(x).
D'où (Le)

k−1(x) = 0. Ainsi CD,k ⊆ Ck−1 × {0}.
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Réciproquement si (x, 0) ∈ Ck−1 × {0}, alors (Le)
k(x) = e(Le)

k−1(x) = 0 et
ϕ(e, (Le)

k−1(x)) = ϕ(e, 0) ; ainsi Ck−1 × {0} ⊆ CD,k. D'où Ck−1 × {0} = CD,k
pour k = 2, · · · , n. De ce fait CD,n+1 = Cn × {0}.
Le théorème est ainsi démontré.

Corollaire 2.1.8. Soient A une K-algèbre de Bernstein d'ordre n (n ≥ 1)
et DK(A) sa dupliquée commutative. DK(A) est une K-algèbre de Bernstein
d'ordre n si et seulement si A2 est une K-algèbre de Bernstein d'ordre n− 1.

Démonstration. C'est une conséquence immédiate du théorème 2.1.7 ci-dessus.

Le Corollaire 2.1.8 généralise le résultat suivant obtenu dans ([46], [47]).

Théorème 2.1.9. DK(A) est une K-algèbre de Bernstein (d'ordre 1) si
et seulement si A2 = Ke⊕ U .

2.2 D'autres types de dupliquées commutatives

Soient K un corps commutatif et A une K-algèbre commutative.

2.2.1 Dupliquée liée au sexe

Soit (A, ω) une K-algèbre pondérée et DK(A) sa dupliquée commutative.
Sur le K-espace vectoriel S2

K(A)⊕ A on dé�nit la multiplication

(x ∨ y + z)(x′ ∨ y′ + z′) =
1

2
(xy ∨ z′ + ω(z′)xy)

+
1

2
(x′y′ ∨ z + ω(z)x′y′)

pour x, y, z, x′, y′, z′ parcourant A.
Cette nouvelle algèbre notée DK,S(A) est appelée dupliquée liée au sexe de A
([29]). Si l'on identi�e x ∨ y avec (x ∨ y, 0) et z avec (0, z), la table de multi-
plication de DK,S(A) s'écrit

(x ∨ y)(x′ ∨ y′) =0

zz′ =0

(x ∨ y)z =z(x ∨ y)

=
1

2
(xy ∨ z + ω(z)xy)

pour x, y, z, x′, y′, z′ parcourant A. Cette table de multiplication porte sur les
générateurs de la K-algèbre commutative DK,S(A). Sur cette algèbre, on peut
se poser les mêmes questions que pour la dupliquée habituelle comme par
exemple le fait d'être de Jordan.
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2.2.2 Dupliquée liée au "sex-linkage"

Soient (A, ω) une K-algèbre pondérée et DK(A) sa dupliquée commutative.
Sur le K-espace vectoriel (A⊗ A)⊕ S2

K(A) on dé�nit la multiplication

(x⊗ y)(x′ ⊗ y′) = 0

(x ∨ y)(x′ ∨ y′) = 0

et

(x⊗ y)(x′ ∨ y′) =(x′ ∨ y′)(x⊗ y)

=
1

2
(1− θ)(ω(y)(x′y′) ∨ x+ ω(x)(x′y′)⊗ y)

+
1

2
(ω(y)(x′y′)⊗ x+ ω(x)(x′y′) ∨ y)

pour x, y, z, x′, y′, z′ parcourant A et où θ est un scalaire véri�ant 0 ≤ θ ≤ 1 si
K = R.
Pour θ = 0, on a le complete sex-linkage et pour θ = 1

2
, cela correspond à

l'absence de "linkage". Pour plus de détails, voir le paragraphe 4.4 de [29].
Encore sur cette algèbre (A ⊗ A) ⊕ S2

K(A) on peut se poser les questions
habituelles.

2.3 De la Dupliquée non commutative

Soient K un corps commutatif et A une K-algèbre non nécessairement
commutative de dimension �nie.

2.3.1 Dé�nition

La dupliquée non commutative de A est le K-espace vectoriel A⊗A muni
de la multiplication donnée par :

(x⊗ y)(x′ ⊗ y′) = xy ⊗ x′y′, quels que soient x, y, x′, y′ dans A.

On la notera DK,nc(A).
Si la dimension de A est n alors la dimension de DK,nc(A) est n2.
Si les vecteurs ei, i = 0, 1, 2, · · · constituent une base de A alors

les aij = ei ⊗ ej, i, j = 0, 1, · · · forment une base de DK,nc(A).
Citons le résultat essentiel suivant ([45], [47]).
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2.3.2 Théorème d'Etherington

Soient A une K-algèbre non nécessairement commutative et DK,nc(A) sa
dupliquée non commutative.

L'application µ : DK,nc(A) −→ A2, x ⊗ y 7−→ xy est un morphisme de K-
algèbres appelé morphisme d'Etherington et si NDK,nc

(A) est son noyau alors
NDK,nc

(A)DK,nc(A) = {0}, DK,nc(A)NDK,nc
(A) = {0} et

DK,nc(A)/NDK,nc
(A) ∼= A2 (isomorphisme de K-algèbres).

DK,nc(A) est isomorphe à A2 ×
s.d.
NDK,nc

(A) (produit semi-direct) et la mul-

tiplication de A2 ×
s.d.

NDK,nc
(A) est donnée par :

(x,m)(y, n) = (xy, ϕ(x, y)), x, y dans A2 et m,n dans NDK,nc
(A)

où ϕ : A2×A2 −→ NDK,nc
(A) est une application K-bilinéaire convenable ; on

note alors DK,nc(A) = A2 ×
ϕ
NDK,nc

(A).

2.3.3 Exemple

Soit C la R-algèbre de nombres complexes ; 1 et i formant une base de C,
alors

a00 = 1⊗ 1, a01 = 1⊗ i, a10 = i⊗ 1, a11 = i⊗ i

est une base de DR,nc(C) et la multiplication de DR,nc(C) est donnée par le
tableau suivant :

y a00 a01 a10 a11

a00 a00 a01 a01 −a00

a01 a10 a11 a11 −a10

a10 a10 a11 a11 −a10

a11 −a00 −a01 −a01 a00

Posons a′10 = a10 − a01 et a′11 = a00 + a11. On obtient NDR,nc
(C) =< a′10, a

′
11>

et C2 = C. Identi�ant a00 et 1, a01 et i, la multiplication de
DR,nc(C) = C2 ×NDR,nc

(C) est donnée par le tableau suivant :

y a00 = 1 a01 = i a′10 a′11

a00 = 1 a00 = 1 a01 = i 0 0

a01 = i
a10 = a01 + a

′
10

= i+ a
′
10

a11 = −a00 + a′11

= −1 + a′11

0 0

a′10 0 0 0 0
a′11 0 0 0 0

Il en résulte que ϕ(1, 1) = 0, ϕ(1, i) = 0, ϕ(i, 1) = a′10 et ϕ(i, i) = a′11.
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2.3.4 Du produit semi-direct

Soient A une K-algèbre et DK,nc(A) sa dupliquée non commutative. Soit
NDK,nc

(A) le noyau de µ : DK,nc(A) −→ A2, x⊗ y 7−→ xy.
On dira que deux applications K-bilinéaires ϕ, ϕ′ : A2×A2 −→ NDK,nc

(A)
sont équivalentes ([38]) s'il existe une application h : A2 −→ NDK,nc

(A), K-
linéaire, telle que ϕ′ = ϕ + δh où δh : A2 × A2 −→ NDK,nc

(A) est dé�nie par
δh(x, y) = h(x)y + xh(y) − h(xy) pour tous x, y dans A2. De la structure de
l'algèbre A2 ×

ϕ
NDK,nc

(A), il vient que δh(x, y) = −h(xy) pour tous x, y dans

A2. Ainsi ϕ et ϕ
′
sont équivalentes si et seulement si

A2 ×
ϕ
NDK,nc

(A) ∼= A2 ×
ϕ′
NDK,nc

(A). L'isomorphisme mentionné est donnée par

A2 ×
ϕ
NDK,nc

(A)→ A2 ×
ϕ′
NDK,nc

(A), (x,m) 7→ (x,m− h(x)).

Comme A est une K-algèbre de dimension �nie, il existe une application
K-linéaire η : A2 −→ DK,nc(A) telle que µ◦η = idA2 . Considérons l'application
ϕ : A2 × A2 −→ NDK,nc

(A) dé�nie par ϕ(x, y) = η(x)η(y)− η(xy).
Si η′ : A2 −→ DK,nc(A) est une applicationK-linéaire véri�ant µ◦η′ = idA2 ,

posons h = η′ − η. Alors h : A2 −→ DK,nc(A) est une application K-linéaire
véri�ant ϕ′ = ϕ+ δh, c'est-à-dire, ϕ et ϕ′ sont équivalentes et
A2 ×

ϕ
NDK,nc

(A) ∼= A2 ×
ϕ′
NDK,nc

(A).

Dans la suite nous considérons que la dupliquée non commutative d'une
K-algèbre A de dimension �nie est DK,nc(A) = A2 ×

ϕ
NDK,nc

(A), la structure

de K-algèbre de A2 ×
ϕ
NDK,nc

(A) étant donnée par (x,m)(y, n) = (xy, ϕ(x, y))

et où ϕ est dé�nie comme ci-dessus. On notera qu'à isomorphisme près, la
structure de A2 ×

ϕ
NDK,nc

(A) est indépendante du choix de η.

2.3.5 Propriétés de la dupliquée non commutative

Rappelons quelques propriétés de la dupliquée non commutative ([36]).
Soient A une K-algèbre de dimension �nie et DK,nc(A) sa dupliquée non

commutative. Les trois propositions suivantes découlent du lemme 4.1 de [36]

Proposition 2.3.1. DK,nc(A) est associative si et seulement si A2 est
associative et ϕ(xy, z) = ϕ(x, yz) pour tous x, y, z dans A2.

Proposition 2.3.2. DK,nc(A) est alternative si et seulement si A2 est
alternative et

ϕ(x, xy) =ϕ(x2, y)

ϕ(xy, y) =ϕ(x, y2)

pour tous x, y dans A2.
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Proposition 2.3.3. DK,nc(A) est uneK-algèbre de Jordan si et seulement
si A2 est de Jordan et ϕ(x, yx) = ϕ(xy, x) et ϕ(x2y, x) = ϕ(x2, yx) pour tous
x, y dans A2.

Les résultats précédents montrent qu'une algèbre A peut être dans une
classe de K-algèbres (associatives, alternatives, de Jordan etc) sans que sa
dupliquée non commutative DK,nc(A) ne soit dans cette classe et inversement.

Exemple 2.3.4. Considérons la R-algèbre C des nombres complexes qui
est associative donc alternative. On a : ϕ(i2, 1) = ϕ(−1, 1) = 0 et ϕ(i, i× 1) =
ϕ(i, i) 6= 0 et DR,nc(C) n'est pas alternative.

Exemple 2.3.5. Soit A une K-algèbre de dimension trois dont la table
de multiplication relativement à une base e0, e1, e2 est donnée par :
e0e1 = e2, e1e0 = e0, e

2
1 = 0, tous les autres produits étant nuls.

On a A2 =< e0, e2 > et (A2)2 = {0}. Il est alors évident que A2 est alternative
et
ϕ(x2, y) = ϕ(x, xy), ϕ(xy, y) = ϕ(x, y2) pour tous x, y dans A2 et DK,nc(A) est
alternative. Mais (e0, e1, e2) = e2

1e0 − e1(e1e0) = e2e0 − e1e0 = −e0 et donc A
n'est pas alternative.

Proposition 2.3.6. DK,nc(A) est nilpotente à droite (respectivement à
gauche) (respectivement nilpotente) si et seulement si A2 est nilpotente à droite
(respectivement à gauche) (respectivement nilpotente).

Démonstration. En e�et, comme

(A2 ×
ϕ
NDK,nc

(A))2 =
{

(x,m)(y, n), x, y ∈ A2, m, n ∈ NDnc(A)
}

={(xy, ϕ(x, y)), x, y ∈ A2},
en notant

(A2 ×
ϕ
NDK,nc

(A))2 =
{

(A2)2, ϕ(A2, A2)
}
,

on montre, par récurrence sur k, que

(A2 ×
ϕ
NDK,nc

(A))k =
{

(A2)k, ϕ((A2)k−1,(A2)k−1)
}
, k ≥ 2.

Cette égalité nous dit que DK,nc(A) est nilpotente à droite si et seulement si
A2 est nilpotente à droite. Les autres cas se démontrent de la même façon.

Proposition 2.3.7. DK,nc(A) est résoluble si et seulement si A2 est réso-
luble.

Démonstration. En e�et, on montre par récurrence sur k que

(A2 ×
ϕ
NDK,nc

(A))[n] =
{

(A2)[n], ϕ((A2)[n−1], (A2)[n−1])
}
, n ≥ 2
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et la proposition s'en suit.

Proposition 2.3.8. ([38], Théorème 5.2) Si A2 est nilpotente (resp réso-
luble) d'indice k alors DK,nc(A) est nilpotente (resp résoluble) d'indice au plus
k + 1.

Démonstration. En e�et, on montre par récurrence sur n que

(A2 ×
ϕ
NDK,nc

(A))n = ((A2)n, ϕ((A2)n−1, (A2)n−1))

et
(A2 ×

ϕ
NDK,nc

(A))[n] = ((A2)[n], ϕ((A2)[n−1], (A2)[n−1])), n ≥ 2

et la proposition s'en suit.

Proposition 2.3.9. DK,nc(A) est à puissances associatives si et seulement
si A2 est à puissances associatives et

ϕ(xp, xq) = ϕ(xp+q−1, x), p, q = 1, 2, · · · .

Démonstration. En e�et,

(x,m)2 = (x2, ϕ(x, x)),

(x,m)3 =(x,m)2(x,m)

=(x2x, ϕ(x2, x))

et plus généralement

(x,m)n = (xn, ϕ(xn−1, x)), n = 1, 2, · · · .

Par suite

(x,m)p(x,m)q =(xp, ϕ(xp−1, x))(xq, ϕ(xq−1, x))

=(xp+q, ϕ(xp, xq))

p, q = 2, 3, · · · et (x,m) parcourant DK,nc(A). Ainsi DK,nc(A) est à puissances
associatives si et seulement si A2 est à puissances associatives et ϕ(xp, xq) =
ϕ(xp+q−1, x) pour tout x dans A2.

En�n dans [45], il est démontré le résultat suivant :

Proposition 2.3.10. Soient A une K-algèbre et DK,nc(A) sa dupliquée
non commutative.

1) DK,nc(A) est alternative si et seulement si (A2)2 = 0 ou dimK A
2 = 1.

2) DK,nc(A) est à puissances associatives si et seulement si (A2)+ est une
K-algèbre possédant la propriété suivante : tout sous-espace vectoriel de A2

est une sous-algèbre de (A2)+ où (A2)+ = (A2, ◦) avec x ◦ y = 1
2
(xy + yx).
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En fait, on a le résultat suivant.

Proposition 2.3.11. ([19]) Soient C une classe d'algèbres et A une K-
algèbre. La dupliquée non commutative DK,nc(A) = A2 ×

ϕ
NDK,nc

(A) de A est

dans la classe C si et seulement si l'algèbre A2 est dans la classe C et ϕ est un
2-cocycle à coe�cients dans NDK,nc

(A).

Les deux lemmes suivants seront largement utilisés par la suite.

Lemme 2.3.12. Pour tous z, z′ dans DK,nc(A), zz′ = µ(z)⊗ µ(z′).

Démonstration. En e�et, l'assertion est vraie si z = x⊗ y et z′ = x′ ⊗ y′ sont
des générateurs du produit tensoriel A⊗

K
A car alors

zz′ =(x⊗ y)(x′ ⊗ y′)
=(xy)⊗ (x′y′)

=µ(z)⊗ µ(z′).

Si z =
∑
j

xj ⊗ yj et z′ =
∑
k

x′k ⊗ y′k (sommes �nies), alors

zz′ =

(∑
j

xj ⊗ yj

)(∑
k

x′k ⊗ y′k

)
=
∑
j,k

xjyj ⊗ x′ky′k

=

(∑
j

xjyj

)
⊗

(∑
k

x′ky
′
k

)
=µ(z)⊗ µ(z′).

Lemme 2.3.13. Soit η : A2 −→ DK,nc(A) une application K-linéaire telle
que µ ◦ η = idA2 et DK,nc(A) = A2×

ϕ
NDK,nc

(A) où ϕ(x, y) = η(x)η(y)− η(xy).

Alors pour tous x, y ∈ A2, η(x)η(y) = x⊗ y.

Démonstration. En e�et, d'après le lemme 2.3.12, zz′ = µ(z) ⊗ µ(z′) pour
tous z et z′ dans DK,nc(A) et puisque η(x) et η(y) sont dans DK,nc(A), on a
η(x)η(y) = µ(η(x))⊗ µ(η(y)) = x⊗ y.

Proposition 2.3.14. Si dimK(A2) ≥ 2 et e0 est une unité de A2, alors
pour tout x de A2 non colinéaire à e0, ϕ(e0, x) 6= ϕ(x, e0).
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Démonstration. En e�et

ϕ(e0, x)− ϕ(x, e0) =(η(e0)η(x)− η(eox))− (η(x)η(e0)− η(xeo))

=η(e0)η(x)− η(x)η(e0).

D'après le lemme 2.3.13, on a ϕ(e0, x)− ϕ(x, e0) = e0 ⊗ x− x⊗ e0. Comme x
et e0 sont linéairement indépendants alors ϕ(e0, x)− ϕ(x, e0) est non nul.



Chapitre 3

Dupliquée Lie-admissible

Soient K un corps commutatif, A une K-algèbre non nécessairement com-
mutative de dimension �nie et DK,nc(A) sa dupliquée non commutative. Il
s'agit ici de caractériser la sous-algèbre A2 de A dans le cas où DK,nc(A) est
Lie-admissible et A2 non nil, �exible et à puissances associatives.

Rappelons que A est une K-algèbre non nécessairement commutative, ni
associative, de dimension �nie dont la multiplication est notée xy et que A−

désigne le K-espace vectoriel A muni du crochet de Lie [x, y] = xy − yx. On
dit que A est Lie-admissible si A− est une algèbre de Lie.

3.1 Dupliquée non commutative et Lie-admissibilité

Théorème 3.1.1. DK,nc(A)− est isomorphe à (A2)− ×
ϕ−
NDK,nc

(A) où

ϕ−(x, y) = ϕ(x, y)− ϕ(y, x)

pour tous x, y dans A2.

Démonstration. En e�et, l'idéal NDK,nc
(A) étant le noyau de µ, d'une part on

a un isomorphisme de K-algèbres

DK,nc(A)−/NDK,nc
(A)

∼−→ (A2)−

et d'autre part

[NDK,nc
(A), DK,nc(A)] = {0} et [DK,nc(A), NDK,nc

(A)] = {0}.

Comme [(x,m), (y, n)] = ([x, y], ϕ(x, y)−ϕ(y, x)) quels que soient x, y dans A2

alors DK,nc(A)− ≈ (A2)− ×
ϕ−
NDK,nc

(A) (isomorphime de K-algèbres).

Théorème 3.1.2. L'algèbre DK,nc(A) est Lie-admissible si et seulement
si A2 est Lie-admissible et Φ(x, y, z) = 0 pour tous x, y, z dans A2, où

Φ(x, y, z) = ϕ−([x, y], z) + ϕ−([y, z], x) + ϕ−([z, x], y).

31
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Démonstration. En e�et, pourX = (x,m), Y = (y, n), Z = (z, p) dansDK,nc(A),
le jacobien dans DK,nc(A)− du triplet (X, Y, Z) s'écrit

JDK,nc(A)−(X, Y, Z)) =[[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ]

=[([x, y], ϕ−(x, y)), Z] + [([y, z], ϕ−(y, z)), X]

+ [([z, x], ϕ−(z, x)), Y ]

=([[x, y], z], ϕ−([x, y], z))

+ ([[y, z], x], ϕ−([y, z], x))

+ ([[z, x], y], ϕ−([z, x], y))

=(J(A2)−(x, y, z), 0)

+ (0, ϕ−([x, y], z) + ϕ−([y, z], x) + ϕ−([z, x], y))

où J(A2)−(x, y, z) est le jacobien dans (A2)− du triplet (x, y, z).
Comme ϕ− est antisymétrique, alors pour tout (x,m) dans DK,nc(A), on a :
[(x,m), (x,m)] = ([x, x], ϕ−(x, x)) = 0.
Ainsi DK,nc(A)− est de Lie si et seulement si

JDK,nc(A)−((x,m), (y, n), (z, p)) = 0

pour tous x, y, z dans A2 et pour tous m,n, p dans NDK,nc
(A) ; autrement dit

J(A2)−(x, y, z) = 0

et
ϕ−([x, y], z) + ϕ−([y, z], x) + ϕ−([z, x], y) = 0

pour tous x, y, z dans A2.

Proposition 3.1.3. Si A2 est Lie-admissible, l'application Φ : A2 ×A2 ×
A2 −→ NDK,nc

(A), dé�nie par

Φ(x, y, z) = ϕ−([x, y], z) + ϕ−([y, z], x) + ϕ−([z, x], y)

est K-trilinéaire antisymétrique et

Φ(x, y, z) = [x, y]⊗ z− z⊗ [x, y] + [y, z]⊗ x− x⊗ [y, z] + [z, x]⊗ y− y⊗ [z, x]

pour tous x, y, z dans A2.

Démonstration. En e�et, l'application (x, y, z) 7−→ Φ(x, y, z) dé�nie par
Φ(x, y, z) = ϕ−([x, y], z)+ϕ−([y, z], x)+ϕ−([z, x], y) est trivialementK-trilinéaire
antisymétrique.
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Soient x, y, z dans A2 ;

Φ(x, y, z) =ϕ−([x, y], z) + ϕ−([y, z], x) + ϕ−([z, x], y)

=ϕ([x, y], z)− ϕ(z, [x, y]) + ϕ([y, z], x)− ϕ(x, [y, z])

+ ϕ([z, x], y)− ϕ(y, [z, x])

=η([x, y])η(z)− η([x, y]z)− η(z)η([x, y]) + η (z[x, y])

+ η([y, z])η(x)− η([y, z]x)− η(x)η([y, z]) + η(x[y, z])

+ η([z, x])η(y)− η([z, x]y)− η(y)η([z, x]) + η(y[z, x])

=η([x, y])η(z)− η(z)η([x, y]) + η([y, z])η(x)− η(x)η([y, z])

+ η([z, x])η(y)− η(y)η([z, x])− η([x, y]z) + η(z[x, y])

− η([y, z]x) + η(x[y, z])− η([z, x]y) + η(y[z, x])

Par suite

Φ(x, y, z) =[x, y]⊗ z − z ⊗ [x, y] + [y, z]⊗ x− x⊗ [y, z]

+ [z, x]⊗ y − y ⊗ [z, x] + η(−[[x, y], z]− [[y, z], x]− [[z, x], y])

=[x, y]⊗ z − z ⊗ [x, y] + [y, z]⊗ x− x⊗ [y, z]

+ [z, x]⊗ y − y ⊗ [z, x] + η(0)

=[x, y]⊗ z − z ⊗ [x, y] + [y, z]⊗ x− x⊗ [y, z] + [z, x]⊗ y − y ⊗ [z, x].

Corollaire 3.1.4. Si dimK A
2 ≤ 2 alors DK,nc(A) est Lie-admissible si et

seulement si A2 est Lie-admissible.

Démonstration. Ceci vient du théorème 3.1.2 et du fait que pour dimK A
2 ≤ 2

l'application K-trilinéaire antisymétique Φ : A2 × A2 × A2 −→ NDK,nc
(A) de

la proposition 3.1.3 est nulle.

Remarque 3.1.5. SiA2 est commutative alorsDK,nc(A) est Lie-admissible.
En e�et, A2 est trivialement Lie-admissible et pour tous x, y, z dans A2,

Φ(x, y, z) =[x, y]⊗ z − z ⊗ [x, y] + [y, z]⊗ x− x⊗ [y, z]

+ [z, x]⊗ y − y ⊗ [z, x].

En appliquant le théorème 3.1.2 et la proposition 3.1.3, on obtient Φ(x, y, z) =
0.

Théorème 3.1.6. de Koulibaly Si l'idéal A2 est non commutatif et si
dimK((A2)2) ≥ 4 alors DK,nc(A) n'est pas Lie-admissible ; en d'autres termes si
l'idéalA2 est non commutatif et siDK,nc(A) est Lie-admissible alors dimK((A2)2) ≤ 3.

Démonstration. Supposons que l'idéal A2 soit non commutatif et que
dimK((A2)2) ≥ 4. Tout vecteur de (A2)2 étant une somme �nie de produits �nis



Dupliquée Lie-admissible 34

de vecteurs de A2 et comme dimK(A2)2 ≥ 4, il existe une base x1, · · · , xr de A2

telle qu'au moins quatre des produits xixj, i, j = 1, · · · , r soient linéairement
indépendants ; de plus, comme A2 est non commutatif, au moins un des pro-
duits xixj véri�e xixj 6= xjxi. Soient alors e1 = xixj, e2 = xkxl, e3 = xmxn, e4 =
xpxq des vecteurs linéairement indépendants de (A2)2 avec xixj 6= xjxi où les
xi, xj, xk, xl, xm, xn, xp, xq sont dans {x1, · · · , xr}. De la dé�nition des vecteurs
ei, i = 1, 2, 3, 4, il vient qu'au moins un des entiers k, l,m, n, p, q est distinct de
i et de j. Supposons par exemple que k /∈ {i, j}. Alors

Φ(xi, xj, xk) =[xi, xj]⊗ xk − xk ⊗ [xi, xj] + [xj, xk]⊗ xi − xi ⊗ [xj, xk]

+ [xk, xi]⊗ xj − xj ⊗ [xk, xi]

=(e1 − xjxi)⊗ xk − xk ⊗ (e1 − xjxi) + [xj, xk]⊗ xi − xi ⊗ [xj, xk]

+ [xk, xi]⊗ xj − xj ⊗ [xk, xi]

Si xjxi = αe1, α 6= 1 alors

Φ(xi, xj, xk) =(1− α)(e1 ⊗ xk − xk ⊗ e1) + [xj, xk]⊗ xi − xi ⊗ [xj, xk]

+ [xk, xi]⊗ xj − xj ⊗ [xk, xi].

Les vecteurs ei, ej, ek étant linéairement indépendants dans A2, le vecteur
e1⊗xk−xk⊗e1 n'est pas une combinaison linéaire de [xj, xk]⊗xi−xi⊗ [xj, xk]
et [xk, xi]⊗ xj − xj ⊗ [xk, xi] ; par suite Φ(xi, xj, xk) est non nul.
Si xjxi et e1 sont linéairement indépendants alors

Φ(xi, xj, xk) =(e1 ⊗ xk − xk ⊗ e1)

− (xjxi ⊗ xk − xk ⊗ xjxi)
+ ([xj, xk]⊗ xi − xi ⊗ [xj, xk])

+ ([xk, xi]⊗ xj − xj ⊗ [xk, xi]).

Utilisant des arguments analogues aux précédents on conclut que Φ(xi, xj, xk)
est non nul. Ainsi d'après le théorème 3.1.2 et la proposition 3.1.3, la dupliquée
non commutative de A n'est pas Lie-admissible.

Remarque 3.1.7. Il est clair que si A2 n'est pas Lie-admissible alors
DK,nc(A) aussi n'est pas Lie-admissible (cf théorème 3.1.2).

Exemple 3.1.8. Exemple d'une algèbre A telle que A2 soit de Lie de di-
mension trois dont la dupliquée non commutative n'est pas Lie-admissible.
Soit Aα la K-algèbre de dimension quatre dont la multiplication relative à une
base e0, e1, e2, e3 est donnée par : e0e2 = e0 = −e2e0, e0e3 = e2 = −e3e0, e1e2 =
αe1 = −e2e1, les autres produits étant nuls.
Si α = 0 alors A2

0 =< e0, e2 > est une algèbre de Lie de dimension deux.
Sinon A2

α =< e0, e1, e2 > est l'algèbre de Lie de dimension trois dont la
multiplication relative à la base (e0, e1, e2) est donnée par : e0e2 = e0 =
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−e2e0, e1e2 = αe1 = −e2e1, les autres produits étant nuls. On a :

Φ(e0, αe1, e2) =[e0, αe1]⊗ e2 − e2 ⊗ [e0, αe1]

+ [αe1, e2]⊗ e0 − e0 ⊗ [αe1, e2]

+ [e2, e0]⊗ αe1 − αe1 ⊗ [e2, e0]

=2α2e1 ⊗ e0 − e0 ⊗ 2α2e1 − 2αe0 ⊗ e1 + e1 ⊗ 2αe0

=2α(α + 1)(e1 ⊗ e0 − e0 ⊗ e1).

Comme A2
α est de Lie pour n'importe quelle valeur de α alors elle est aussi

Lie-admissible et pour α = 0 ou α = −1 l'application Φ est nulle et, par suite
DK,nc(A0) et DK,nc(A−1) sont Lie-admissibles.
Pour α = 1, (A2)2 =< e0, e1 > et on a : Φ(e0, e1, e2) = 4 (e1 ⊗ e0 − e0 ⊗ e1) qui
est non nul ; par suite la dupliquée non commutative de cette algèbre A1 n'est
pas Lie-admissible (cf théorème 3.1.2 et proposition 3.1.3).

Exemple 3.1.9. Exemple d'une algèbre A dont l'algèbre A2 est non com-
mutative, (A2)2 est de dimension trois et la dupliquée non commutative est
Lie-admissible.
Considérons maintenant la K-algèbre A de dimension trois dont la multipli-
cation relative à une base e0, e1, e2 est donnée par : e2

0 = e0, e0e1 = e1 =
e1e0, e0e2 = e2 = e2e0, e1e2 = e0, e2e1 = 2e0, les autres produits étant nuls.
On note que A2 = A, qui est engendré par e0, e1 et e2, est non commutative et
que (A2)2 = A.
On véri�e que A2 est Lie-admissible. On a :

Φ(e0, e1, e2) =[e0, e1]⊗ e2 − e2 ⊗ [e0, e1] + [e1, e2]⊗ e0 − e0 ⊗ [e1, e2]

+ [e2, e0]⊗ e1 − e1 ⊗ [e2, e0]

=− e0 ⊗ e0 + e0 ⊗ e0

=0.

Comme Φ : A2 × A2 × A2 −→ NDK,nc
(A) est K-trilinéaire antisymétrique, le

théorème 3.1.2 et la proposition 3.1.3 permettent de conclure que la dupliquée
non commutative de cette algèbre est Lie-admissible.

Exemple 3.1.10. L'exemple de sl2
Considérons la K-algèbre de Lie simple de dimension trois dont la multipli-
cation relative à une base e, f, h est donnée par : ef = h = −fe, eh = 2e =
−he, fh = −2f = −hf , les autres produits étant nuls ([26], p. 14).

Φ(e, f, h) =ef ⊗ h− h⊗ ef + fh⊗ e− e⊗ fh+ he⊗ f − f ⊗ he
=h⊗ h− h⊗ h+ (−2f)⊗ e− e⊗ (−2f) + (−2e)⊗ f − f ⊗ (−2e)

=− 2f ⊗ e+ 2e⊗ f − 2e⊗ f + 2f ⊗ e
=0.
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Comme Φ : A2 × A2 × A2 −→ NDK,nc
(A) est K-trilinéaire antisymétrique, le

théorème 3.1.2 et la proposition 3.1.3 permettent de conclure que la dupliquée
non commutative de cette algèbre est Lie-admissible.

Exemple 3.1.11. L'exemple de L4
a

Considérons la K-algèbre de Lie résoluble de dimension trois dont la multi-
plication relative à une base x1, x2, x3 est donnée par : x3x1 = x2, x3x2 =
ax1, (a ∈ K), les autres produits étant nuls ([20]). On a :

Φ(x1, x2, x3) =[x1, x2]⊗ x3 − x3 ⊗ [x1, x2] + [x2, x3]⊗ x1 − x1 ⊗ [x2, x3]

+ [x3, x1]⊗ x2 − x2 ⊗ [x3, x1]

=(−ax1)⊗ x1 − x1 ⊗ (−ax1) + x2 ⊗ x2 − x2 ⊗ x2

=− ax1 ⊗ x1 + ax1 ⊗ x1

=0.

Comme Φ : A2 × A2 × A2 −→ NDK,nc
(A) est K-trilinéaire antisymétrique, le

théorème 3.1.2 et la proposition 3.1.3 permettent de conclure que la dupliquée
non commutative de cette algèbre est Lie-admissible.

Remarque 3.1.12. L'hypothèse de non commutativité dans le théorème
3.1.6 entraine que [(A2)−, (A2)−] 6= 0 et donc 1 ≤ dimK([(A2)−, (A2)−]) ≤ 3.

3.2 Conséquences de la décomposition de Levy

On suppose ici que K est de caractéristique zéro. Rappelons alors la dé-
composition de Levy d'une algèbre de Lie.

Proposition 3.2.1. ([26]) Si L est une algèbre de Lie et ∇ est son radical
résoluble, alors il existe une sous-algèbre semi-simple ∫ de L tel que L = ∇⊕∫ .

Supposons que l'idéal A2 soit non commutatif et que (A2)− soit une K-
algèbre de Lie. Nous pouvons alors énoncer :

Proposition 3.2.2. (A2)− = S−1 ⊕ · · · ⊕ S−s ⊕R où les sous-algèbres S−i
sont simples (s'ils en existent) et R est le radical résoluble de (A2)−.

Démonstration. C'est la décompostion de Levy de l'algèbre de Lie (A2)−.

Proposition 3.2.3. Supposons que (A2)− = R dans la décomposition de
Levy de (A2)−. Alors :

1) Si dimK(A2)− ≤ 2 alors DK,nc(A) est Lie-admissible.
2) Si dimK(A2)− ≥ 3 alors DK,nc(A) est Lie-admissible si seulement si

(A2)− est isomorphe à L4
a (cf exemple 3.1.11).
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Démonstration. (A2)− = R est donc résoluble. Si dimK(A2)− ≤ 2 alorsDK,nc(A)
est Lie-admissible compte tenu du corollaire 3.1.4. Supposons que dimK(A2)− ≥ 3.
De la classi�cation de algèbres de Lie résolubles (à isomorphisme près) de W.
A. De Graaf ([20]) et celle de J. Patera et H. Zassenhaus ([49]), et par véri�-
cation directe, seule la dupliquée non commutative de L4

a (cf exemple 3.1.11)
est Lie-admissible.

Proposition 3.2.4. Si s ≥ 2 dans la décomposition de Levy de (A2)−

alors DK,nc(A) n'est pas Lie admissible.

Démonstration. Comme les Si sont simples, on a dimK((A2)−) ≥ 4 et le théo-
rème 3.1.6 permet de conclure.

Une véri�cation directe permet d'avoir les deux propositions suivantes :

Proposition 3.2.5. Si s = 1 dans la décomposition de Levy de (A2)− et
R est non nul alors DK,nc(A) n'est pas Lie-admissible.

Proposition 3.2.6. Si s = 1 dans la décomposition de Levy de (A2)−

et R = {0} alors DK,nc(A) est Lie-admissible si et seulement si (A2)− est
isomorphe à sl2 (cf exemple 3.1.10).

On peut alors énoncer les corollaires suivants :

Corollaire 3.2.7. Supposons que l'idéal (A2)− soit non commutatif, ré-
soluble et de dimension trois. Alors DK,nc(A) est Lie-admissible si et seulement
si A2 ≈ L4

a.

Corollaire 3.2.8. Si l'idéal A2 est non commutative et DK,nc(A) est Lie-
admissible alors dimK A

2 ≤ 3.

Démonstration. En e�et, des remarques ci dessus, siDK,nc(A) est Lie-admissible
alors dans la décomposition de Levy de (A2)−, s ≤ 1 et donc dimK A

2 ≤ 3.

Comme toute algèbre de Lie est Lie-admissible, le corollaire ci-dessus per-
met de dire que : si DK,nc(A) est une algèbre de Lie alors dimK A

2 ≤ 3. Un
calcul direct permet de dire que seules les algèbres A telles que A2 soit une
zéro-algèbre ont la dupliqée non commutative qui est une algèbre de Lie. Nous
pouvons alors énoncer le résultat suivant.

Corollaire 3.2.9. DK,nc(A) est une algèbre de Lie si et seulement si A2

est une zéro-algèbre.
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3.3 Dupliquée non commutative et algèbres à

puissances associatives

Rappelons tout d'abord des résultats sur la décomposition de Peirce.

Proposition 3.3.1. ([63]) Soient K un corps commutatif et R une K-
algèbre de dimension �nie, non nil et à puissances associatives. Alors R possède
un idempotent non nul.

Proposition 3.3.2. ([1]) Si la caractéristique de K est di�érente de deux
et R est une K-algèbre �exible, la décomposition de Peirce de R relative à un
idempotent non nul e s'écrit
R = R1 ⊕R 1

2
⊕R0 où Ri = {x ∈ R, ex = ix = xe}, i = 0, 1 et

R 1
2

= {x ∈ A, ex + xe = x} ; de plus les Ri, i = 0, 1
2
, 1 véri�ent les relations

suivantes :
1) R1R0 = R0R1 = {0} ;
2) R1R 1

2
⊆ R0 +R 1

2
, R 1

2
R1 ⊆ R0 +R 1

2
;

3) R0R 1
2
⊆ R1 +R 1

2
, R 1

2
R0 ⊆ R1 +R 1

2
;

4) R 1
2
R 1

2
⊆ R0 +R1 ;

5) RiRi ⊆ Ri, i = 0, 1.

Dans tout ce qui suit K est un corps de caractéristique di�érente de deux,
A est une K-algèbre non nécessairement commutative de dimension �nie et
DK,nc(A) = A2 ×

ϕ
NDK,nc

(A) est la dupliquée non commutative de A. De plus,

nous supposons que B = A2 est non nil, �exible et à puissances associatives et
que e est un idempotent non nul de B.

Lemme 3.3.3. Soit B = B1 ⊕ B 1
2
⊕ B0 la décomposition de Peirce de B

relative à l'idempotent e. Si DK,nc(A) est Lie-admissible et B est non commu-
tative alors dimK(B1) ≤ 3.

Démonstration. En e�et, B1 = {x ∈ A, ex = x = xe}, B1 6= 0 et B1 ⊆ B2.
D'après le théorème 3.1.6, dimK B

2 ≤ 3 et donc dimK(B1) ≤ dimK B
2 ≤ 3.

Lemme 3.3.4. Soit B = B1 ⊕ B 1
2
⊕ B0 la décomposition de Peirce de B

relative à l'idempotent e. Si DK,nc(A) est Lie-admissible alors la sous-algèbre
B0 est commutative.

Démonstration. En e�et, soit x1
0, · · · , xn0 une base de B0. Soient a, b ∈ B0 ;
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écrivons [a, b] =
n∑
i=1

αix
i
0. On a :

0 =Φ(e, a, b) = [a, b]⊗ e− e⊗ [a, b]

=
n∑
i=1

αix
i
0 ⊗ e− e⊗

n∑
i=1

αix
i
0

=
n∑
i=1

αi(x
i
0 ⊗ e− e⊗ xi0).

Comme les xi0 sont des vecteurs de bases de B0, les vecteurs xi0 ⊗ e − e ⊗ xi0
(i = 1, · · · , n) sont linéairement indépendants dans DK,nc(A), et donc αi = 0,
i = 1, · · · , n. Par conséquent B0 est une sous-algèbre commutative de B.

Proposition 3.3.5. Soit B = B1 ⊕ B 1
2
⊕ B0 la décomposition de Peirce

de B relative à l'idempotent e. Si dimK(B1) = 3, les assertions suivantes sont
équivalentes.

1) DK,nc(A) est Lie-admisible.
2) L'une des deux conditions suivantes est véri�ée :

(a) B est commutative ;
(b) B = B1 et B possède une base e, e1, e2 telle que [e1, e2] ∈ Ke \ {0}.

Démonstration. Supposons que DK,nc(A) soit Lie-admisible et que B ne soit
pas commutative.
Si B 1

2
ou B0 est non nul alors le corollaire 3.2.7 nous dit que B = B1⊕B 1

2
⊕B0

est commutative.
Supposons que B = B1. Soit e, e1, e2 une base de B1. Ecrivons [e1,e2] = x. On
a alors

0 = Φ(e, e1, e2) = [e1, e2]⊗ e− e⊗ [e1, e2] = x⊗ e− e⊗ x

et donc x ⊗ e = e ⊗ x. Ceci nous dit que x ∈ Ke et si x est nul alors B est
commutative. Il est ainsi montré que 1) implique 2).
La réciproque se montre par un calcul direct.

Lemme 3.3.6. Soit B = B1 ⊕ B 1
2
⊕ B0 la décomposition de Peirce de B

relative à l'idempotent e. Si dimK(B1) ≤ 2 et B 1
2

= 0 alors B = B1 ⊕ B0 est
commutative.

Démonstration. En e�et, B1 sera trivialement commutative ; B0 est commu-
tative (d'après le lemme 3.3.4) et B1B0 = {0} et B0B1 = {0}.

Lemme 3.3.7. Soit B = B1 ⊕ B 1
2
⊕ B0 la décomposition de Peirce de

B relative à l'idempotent e. On suppose que dimK(B1) = 2 et que B est non
commutative. Si DK,nc(A) est Lie-admissible alors dimK(B 1

2
) ≤ 1.
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Démonstration. C'est une conséquence directe du corollaire 3.2.7.

Lemme 3.3.8. Soit B = B1 ⊕ B 1
2
⊕ B0 la décomposition de Peirce de B

relative à l'idempotent e. On suppose que dimK(B1) = 2, dimK(B 1
2
) = 1. Si

DK,nc(A) est Lie-admissible alors B = B1 ⊕B 1
2
⊕B0 est commutative.

Démonstration. En e�et, supposons que DK,nc(A) soit Lie-admissible et soient
B1 =< e, e1 >,B 1

2
=< e2 >. Si B0 = {0}, comme B1B 1

2
⊆ B0 ⊕ B 1

2
et

B 1
2
B1 ⊆ B0 ⊕B 1

2
, écrivons [e1, e2] = αe2 et [e2, e] = βe2. Alors

0 =Φ(e, e1, e2)

=[e, e1]⊗ e2 − e2 ⊗ [e, e1]

+ [e1, e2]⊗ e− e⊗ [e1, e2] + [e2, e]⊗ e1 − e1 ⊗ [e2, e]

=α(e2 ⊗ e− e⊗ e2)− β(e2 ⊗ e1 − e1 ⊗ e2).

Comme les vecteurs e2 ⊗ e1 − e1 ⊗ e2 et e2 ⊗ e − e ⊗ e2 sont linéairement
indépendants on a α = 0 et β = 0.
Si B0 6= {0}, en utilisant le corollaire 3.2.8 on déduit que l'algèbre
B = B1 ⊕B 1

2
⊕B0 est commutative.

On déduit des lemmes 3.3.6, 3.3.7 et 3.3.8 le résultat suivant :

Proposition 3.3.9. Soit B = B1 ⊕ B 1
2
⊕ B0 la décomposition de Peirce

de A relative à l'idempotent e. Si dimK(B1) = 2, les assertions suivantes sont
équivalentes :

1) DK,nc(A) est Lie-admisible.
2) B est une sous-algèbre commutative de A.

Lemme 3.3.10. Soit B = B1 ⊕ B 1
2
⊕ B0 la décomposition de Peirce de

B relative à l'idempotent e. On suppose que dimK(B1) = 1 et que B est non
commutative. Si DK,nc(A) est Lie-admissible alors dimK(B 1

2
) ≤ 2.

Démonstration. C'est une conséquence directe du corollaire 3.2.8.

Proposition 3.3.11. Soit B = B1 ⊕B 1
2
⊕B0 la décomposition de Peirce

de A relative à l'idempotent e.
Si dimK(B1) = 1, les assertions suivantes sont équivalentes :

1) DK,nc(A) est Lie-admisible.
2) L'une des quatre conditions suivantes est satisfaite :

(a) B est une sous-algèbre commutative de A ;
(b) B = B1⊕B 1

2
où B1 = Ke,B 1

2
= Ke1 avec ee1 = αe1, e1e = (1−α)e1,

α ∈ K \
{

1
2

}
;

(c) B = B1 ⊕ B 1
2
où B1 = Ke,B 1

2
=< e1, e2 > avec ee1 = α1e1 + α2e2,
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e1e = (1 − α1)e1 − α2e2, ee2 = β1e1 + (1 − α1)e2, e2e = −β1e1 + α1e2 et
[e1, e2] ∈ Ke \ {0} ;

(d) B = B1 ⊕B 1
2
⊕B0 où B1 = Ke,B 1

2
= Ke1, B0 = Ke2

avec [e, e1] = α2e2, [e1, e2] ∈ Ke \ {0}.

Démonstration. Montrons que 1) =⇒ 2).
Si B 1

2
= 0, alors B = B1 ⊕B0 est commutative (Cf lemme 3.3.6)

Si B 1
2
6= 0, alors B est commutative ou dimK B 1

2
≤ 2.

La suite de la démonstration se fera en distinguant les quatre cas suivants :
B0 = {0} et dimK B 1

2
= 1 ; B0 = {0} et dimK B 1

2
= 2 ; B0 6= {0} et

dimK B 1
2

= 1 ; B0 6= {0} et dimK B 1
2

= 2.
Cas où B0 = {0} et B 1

2
=< e1 >.

Comme e1e+ ee1 = e1 et B1B 1
2
⊆ B0 ⊕B 1

2
= B 1

2
, on a ee1 = αe1 et

e1e = (1− α)e1. B = B1 ⊕B 1
2
sera commutative si α = 1

2
.

Cas où B0 = {0} et B 1
2

=< e1, e2 >.
Comme B 1

2
B 1

2
⊆ B1 +B0 = B1, on peut écrire [e1, e2] = αe.

Comme B1B 1
2
⊆ B 1

2
+ B0 = B 1

2
, la relation e1e + ee1 = e1 permet d'écrire

ee1 = α1e1 + α2e2 et e1e = (1− α1)e1 − α2e2.
De même comme B 1

2
B1 ⊆ B 1

2
+ B0 = B 1

2
, la relation e2e + ee2 = e2 per-

met d'écrire ee2 = β1e1 + β2e2 et e2e = −β1e1 + (1 − β2)e2. Alors la relation
0 = Φ(e, e1, e2) permet d'avoir

0 =[e, e1]⊗ e2 − e2 ⊗ [e, e1] + [e1, e2]⊗ e− e⊗ [e1, e2]

+ [e2, e]⊗ e1 − e1 ⊗ [e2, e]

=((2α1 − 1)e1 + 2α2e2)⊗ e2 − e2 ⊗ ((2α1 − 1)e1 + 2α2e2)

+ [e1, e2]⊗ e− e⊗ [e1, e2] + (−2β1e1

+ (−2β2 + 1)e2)⊗ e1 − e1 ⊗ (−2β1e1 + (−2β2 + 1)e2)

=(2α1 + 2β2 − 2)(e1 ⊗ e2) + (−2α1 − 2β2 + 2)(e2 ⊗ e1)

+ [e1, e2]⊗ e− e⊗ [e1, e2]

=(2α1 + 2β2 − 2)(e1 ⊗ e2) + (−2α1 − 2β2 + 2)(e2 ⊗ e1)

=2(α1 + β2 − 1)(e1 ⊗ e2 − e2 ⊗ e1).

Ce qui nous permet de dire que α1+β2−1 = 0 et B = B1⊕B 1
2
est commutative

si [e1, e2] = 0, α2 = β1 = 0 et α1 = 1
2

= β2.
Cas où B0 6= {0} et B 1

2
=< e1 >.

D'après le corollaire 3.2.8, B0 est engendré par un vecteur e2.
Comme [B1, B 1

2
] ⊆ B0 + B 1

2
, écrivons [e, e1] = α1e1 + α2e2. De même, comme

[B0, B 1
2
] ⊆ B1 +B 1

2
, écrivons [e1, e2] = β0e+ β1e1.
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La relation 0 = Φ(e, e1, e2) permet d'avoir

0 =[e, e1]⊗ e2 − e2 ⊗ [e, e1] + [e1, e2]⊗ e− e⊗ [e1, e2]

+ [e2, e]⊗ e1 − e1 ⊗ [e2, e]

=(α1e1 + α2e2)⊗ e2 − e2 ⊗ (α1e1 + α2e2)

+ (β0e+ β1e1)⊗ e− e⊗ (β0e+ β1e1) + 0

=α1(e1 ⊗ e2 − e2 ⊗ e1) + β1(e1 ⊗ e− e⊗ e1).

Ceci nous dit que α1 = 0 et β1 = 0.
Ainsi [e, e1] = α2e2 et [e1, e2] ∈ Ke.
Cas où B0 6= {0} et B 1

2
=< e1, e2 >.

Comme dimK(B1) > 3, le corollaire 3.2.8 nous dit que B = B1 ⊕ B 1
2
⊕ B0 est

commutative.
Il est donc démontré que l'assertion 1) entraine l'assertion 2).
La réciproque se montre par un calcul direct.



Chapitre 4

Dupliquée et algèbres non

associatives

Dans ce chapitre, des théorèmes de caractérisations sur la dupliquée non
commutative et la dupliquée commutative sont donnés ; il est analysé la n-
associativité de la dupliquée non commutative et en�n la dimension du mor-
phisme naturel Dk

K,nc(A) � Dk
K(A) est calculée.

4.1 Préliminaires

Soient K un corps commutatif de caractéristique zéro, A une K-algèbre de
dimension �nie, non nécessairement commutative et DK,nc(A) (repectivement
DK(A)) la dupliquée non commutative (la dupiquée commutative) de A.

Il est bien connu que la dupliquée d'une algèbre associative n'est pas as-
sociative. Toutefois, la dupliquée non commutative DK,nc(A) d'une K-algèbre
associative A de dimension �nie est 4-associative ([10], �2, Théorème 1), c'est-
à-dire, son 4-associateur est nul où l'on note {a, b, c} = (ab)c − a(bc) le 3-
associateur et où les éléments écrits ci-dessus sont dans l'algèbre DK,nc(A).

Rappelons que si A est de dimension �nie n, la dupliquée commutative
DK(A) a dimension n(n+1)

2
et la dupliquée non commutative DK,nc(A) a di-

mension n2. Il est clair que la commutativité de la K-algèbre DK(A) est évi-
dente même si l'algèbre A n'est pas commutative alors qu'elle n'est en général
pas associative même si l'algèbre A est associative. Toutefois, si A est une K-
algèbre associative de dimension �nie alors l'algèbre DK(A) est 4-associative ;
la démonstration est analogue à celle donnée pour DK,nc(A)).

Si k ≥ 0 est un nombre entier, la k-ième dupliquée non commutative (res-
pectivement commutative) de la K-algèbre A est la K-algèbre Dk

K,nc(A) (res-
pectivement Dk

K(A)) dé�nie inductivement par : Dk
K,nc(A) = DK,nc(D

k−1
K,nc(A))

(respectivement Dk
K(A) = DK(Dk−1

K (A)) pour tout entier k ≥ 0 où l'on pose
D0
K,nc(A) = A (respectivement D0

K(A) = A).

43
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Lemme 4.1.1. Le foncteurDK,nc (respectivementDK) est covariant dé�ni
dans la catégorie des K-algèbres à valeurs dans celle des K-algèbres (respecti-
vement K-algèbres commutatives) et transforme surjection en surjection.

Démonstration. Cela résulte de la construction de ces foncteurs.

Dans [36], paragraphe 7, les auteurs ont montré que le foncteur DK n'est
pas pleinement �dèle. Cela résulte du fait que pour deux K-algèbres A et
B, le fait que les dupliquées DK(A) et DK(B) soient isomorphes n'entraîne
nécessairement pas que les K-algèbres A et B soient aussi isomorphes.

Nous allons, par la suite, donner un exemple où les notations DK,nc(A) et
DK(A) s'imposent d'elles mêmes. Si l'on veut, par exemple, démontrer que
pour une algèbre réelle l'algèbre complexi�ée de la dupliquée est la dupliquée
de l'algèbre complexi�ée ou encore, que si A est une R-algèbre, il existe des
isomorphismes de C-algèbres C⊗R DR,nc(A) ∼= DC,nc(C⊗R A) et
C⊗R DR(A) ∼= DC(C⊗R A), on voit que les notations mentionnées jouent un
rôle central. Ces isomorphismes découlent du lemme suivant :

Lemme 4.1.2. Soient K un corps commutatif et K −→ K ′ une extension
de corps. Pour toute K-algèbre A, il existe des isomorphismes de K ′-algèbres
K ′⊗K DK,nc(A) ∼= DK′,nc(K

′⊗K A) et K ′⊗K DK(A) ∼= D′K(K ′⊗K A) induits
respectivement par les �èches 1⊗(x⊗y) 7−→ (1⊗x)⊗(1⊗y) et 1⊗(x∨y) 7−→
(1⊗ x) ∨ (1⊗ y) pour x et y parcourant A.

Rappelons ici que si A est une K-algèbre et K −→ K ′ une extension de
corps, pour la structure de K ′-module de K ′ ⊗K A on a λ′(µ′ ⊗ x) = λ′µ′ ⊗ x
pour λ et µ parcourant K ′ et x parcourant A et que pour la structure de K ′-
algèbre deK ′⊗KA, sa table de multiplication s'écrit (λ′⊗x)(µ′⊗y) = λ′x⊗µ′y
pour λ′ et µ′ parcourant K ′ et x et y parcourant A.

4.2 Algèbres non associatives

Le but de ce paragraphe est de caractériser la dupliquée non commutative
d'une algèbre appartenant à certaines classes données d'algèbres. Le théorème
suivant nécessite le lemme que voici :

Lemme 4.2.1. Soient K un corps commutatif, A une K-algèbre de di-
mension �nie et x, y, z des éléments de A tels que x⊗ y = z ⊗ x avec x 6= 0.
Il existe alors une forme linéaire F : A −→ K telle que z = y = F (y)x.

Démonstration. Soit e1, · · · , en une base de A sur K et écrivons x =
n∑
i=1

αiei,

y =
n∑
j=1

βjej et z =
n∑
k=1

γkek avec les αi, βj et γk dans K. La condition x⊗ y =
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z⊗x équivaut à
∑

1≤i,j≤n
αiβjei⊗ ej =

∑
1≤i,k≤n

αiγkei⊗ ek, ou encore, αiβj = αjγi

quels que soient i, j dans {1, · · · , n}. Puisque x 6= 0, il existe un indice i0 tel
que αi0 6= 0, d'où βj = α−1

i0
γi0αj et, de même, γj = α−1

i0
βi0αj ; ce qui nous

dit que βi0 = γi0 , soit βj = γj (j = 1, · · · , n). Ainsi z = y = F (y)x, avec
F (y) = α−1

i0
βi0 .

Théorème 4.2.2. Soient K un corps commutatif, A une K-algèbre et
DK,nc(A) sa dupliquée non commutative. Les conditions suivantes sont équi-
valentes :
(i) DK,nc(A) est une K-algèbre associative ;
(ii) DK,nc(A) est une K-algèbre alternative ;
(iii) DK,nc(A) est une K-algèbre �exible ;
(iv) (A2)2 = {0} ou A2 est un idéal de dimension un sur K.

Démonstration. Il est évident que (i) =⇒ (ii) et (ii) =⇒ (iii). D'autre part,
d'après [12], (Theorem 3.2), (i) ⇐⇒ (iv) et d'après [46] (Théorème 1.2),
(ii)⇐⇒ (iv). Il su�ra donc de montrer que (iii) =⇒ (iv). En e�et supposons
que la K-algèbre DK,nc(A) soit �exible, c'est-à-dire, que X(Y X) = (XY )X
quels que soient X et Y dans DK,nc(A). Or, on sait que si µ(X) = x et
µ(Y ) = y, alorsXY = x⊗y et donc (xy)⊗x = x⊗(yx), soit, il existe une forme
K-linéaire F sur A2 telle que xy = yx = F (xy)x. De même, (yx)⊗y = y⊗(xy)
donc il existe une forme K-linéaire G sur A2 telle que xy = yx = G(yx)y. Cela
nous dit que x et y sont colinéaires quels que soient x et y dans A2 Ainsi, ou
bien (A2)2 = {0} ou bien A2 est un idéal de dimension un sur K.

Lemme 4.2.3. Si la K-algèbre DK,nc(A) est une algèbre de Lie alors elle
est une algèbre de Lie abélienne ou une zéro-algèbre.

Démonstration. Puisque l'on a X2 = 0 pour tout X dans DK,nc(A) alors
x⊗x = 0 avec µ(X) = x, donc x = 0 pour tout x dans A2, c'est-à-dire, A2 = 0.
Comme XY = µ(X) ⊗ µ(Y ) pour X et Y parcourant DK,nc(A) et que µ = 0
nécessairement XY = 0.

Ce lemme nous conforte à examiner dans certaines conditions, la Lie admis-
sibilité de la K-algèbre DK,nc(A). Dans [9], G.M. Benkart a étudié les algèbres
à puissances associatives qui sont Lie-admissibles. En fait, elle les détermine
sous une condition plus faible, à savoir, que ces algèbres véri�ent l'identité de
la puissance troisième (cf Chapitre 1 paragraphe 1).

Exemple 4.2.4. Nous allons nous servir ici de la notion de S-algèbre due à
Irving Kaplansky ([28]), c'est-à-dire, une algèbre où tout sous-espace vectoriel
est une sous-algèbre. Les S- algèbres ont été caractérisées par I. Kaplansky et
parmi celles-là il y a des T-algèbres et des U -algèbres. On dira qu'une algèbre
A est une T -algèbre si elle est engendrée par un idéal M de codimension 1
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et un élément e, le tout véri�ant les conditions M2 = {0}, e2 = (r + s)e, e
multiplie M à gauche par r et à droite par s où r et s sont des scalaires non
tous nuls. Et on dira qu'une algèbre A est une U -algèbre si A est engendrée
par un idéal N de codimension 2 et des éléments e et f , le tout véri�ant les
conditions N2 = {0}, e2 = e, f 2 = f, ef = e + f, fe = 0 où e est une unité
à gauche et un annulateur à droite pour N et f est une unité à droite et un
annulateur à gauche pour N . Il n'est pas trop di�cile de montrer que toute
T -algèbre (respectivement U -algèbre) est une S-algèbre et réciproquement :

Théorème 4.2.5. ([28], Lemma 2.6) Soit A une S-algèbre de dimension
n ≥ 3 véri�ant A2 6= {0}. Alors A est, soit une T -algèbre, soit une U -algèbre.

Ce bref et partiel résumé de l'article de I. Kaplansky nous permet, aisément,
de donner un exemple d'une algèbre véri�ant l'identité de la puissance troisième
qui n'est pas �exible . Ainsi, soit A une U-algèbre et considérons le quotient
A/N =< e, f > ; ce quotient est une algèbre véri�ant l'identité de la puissance
troisième mais elle n'est pas �exible.

Supposons donc que la dupliquée non commutative DK,nc(A) d'une K-
algèbre A véri�e l'identité de la puissance troisième, c'est-à-dire, que X2X =
XX2 pour tout X dans DK,nc(A). Si l'on écrit µ(X) = x alors x2⊗x = x⊗x2

et d'après le lemme 4.2.1, x2 ∈ Kx pour tout x dans A. Cela nous montre que
l'idéal B = A2 de A est une S-algèbre. Si, de plus, B est une S-algèbre non
commutative de dimension n ≥ 3 et B2 6= 0, d'après [28] (Lemma 2.6), B est
de l'un des types suivants :
(I) B est une T -algèbre engendrée par un idéal M , de codimension 1, et un
élément e où M2 = {0}, e2 = (r + s)e, ev = rv, ve = sv, pour tout v ∈ M
avec (r, s) 6= (0, 0) ;
(II) B est une U -algèbre engendrée par un idéal N , de codimension 2, et des
éléments e et f où N2 = {0}, e2 = e, f 2 = f, fe = 0, ef = e + f, ev =
v, vf = v, ve = fv = 0 pour tout v ∈ N .

Il est clair que si DK,nc(A) est Lie-admissible, alors B = A2 est aussi Lie-
admissible. Examinons les deux cas suivants :

1er cas. L'algèbre B est du type (I). On a alors [e, v] = (r−s)v pour tout v
dans M , les autres produits étant nuls. On véri�e aisément que DK,nc(A) n'est
pas Lie-admissible dès que n ≥ 3. En e�et, soient X1, X2 et X3 dans DK,nc(A)
et xi = µ(Xi) dans B = A2, i = 1, 2, 3. On a

[X1, X2] = X1X2 −X2X1 = x1 ⊗ x2 − x2 ⊗ x1

et le jacobien s'écrit

J(X1, X2, X3) = x1 ⊗ [x2, x3] + x2 ⊗ [x3, x1] + x3 ⊗ [x1, x2]
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Prenons les Xi dans DK,nc(A) tels que x1 = e, x2 = v1, x3 = v2 où v1 et
v2 sont linéairement indépendants. On a

J(X1, X2, X3) =e⊗ [v1, v2] + v1 ⊗ [v2, e] + v2 ⊗ [e, v1]

=(s− r)v1 ⊗ v2 + (r − s)v2 ⊗ v1

=(r − s)[v2 ⊗ v1 − v1 ⊗ v2]

J(X1, X2, X3) est non nul car on a supposé que l'algèbre B est non commuta-
tive.

2me cas L'algèbre B est du type (II). On a alors [e, f ] = e + f, [e, v] =
v, [f, v] = −v pour tout v dans N , les autres produits étant nuls. On véri�e que
B est Lie-admissible. Soient X1, X2, X3 dans DK,nc(A) tels que e = µ(X1), f =
µ(X2), v = µ(X3). On a

J(X1, X2, X3) =e⊗ [f, v] + f ⊗ [v, e] + v ⊗ [e, f ]

=− e⊗ v − f ⊗ v + v ⊗ e+ v ⊗ f
=v ⊗ (e+ f)− (e+ f)⊗ v

et J(X1, X2, X3) est non nul. Donc, si n ≥ 3 alors DK,nc(A) ne peut être
Lie-admissible. Ainsi dimKB = 2 et le théorème suivant s'en suit.

Théorème 4.2.6. Soient A une K-algèbre de dimension �nie et DK,nc(A)
sa dupliquée. On suppose que l'idéal B = A2 est une algèbre non commutative
de dimension n et que DK,nc(A) véri�e l'identité de la puissance troisième. Les
conditions suivantes sont alors équivalentes :
(a) DK,nc(A) est Lie-admissible ;
(b) L'idéal B = A2 est isomorphe à l'une des deux algèbres de dimension 2
suivantes :

(i) BT : e2 = (r + s)e, ee1 = re1, e1e = se1, e
2
1 = 0, avec r 6= s et

(r, s) 6= (0, 0), où {e; e1} en est une base ;
(ii) BU : e2 = e, f 2 = f, ef = e+ f, fe = 0.

En ce qui concerne la dupliquée commutative, on rappelle qu'uneK-algèbre
commutative A est une algèbre de Jordan si x2(yx) = (x2y)x, que A est une
algèbre 3-Jordan si x3(yx) = (x3y)x et que A est une algèbre de pseudo-
composition s'il existe une forme K-bilinéaire symétrique ϕ 6= 0 telle que
x3 = ϕ(x, x)x, tout cela pour x, y parcourant A. Toute algèbre de pseudo-
composition est une algèbre 3-Jordan et toute algèbre de Jordan est également
3-Jordan ([23]). Le résultat suivant est bien connu.

Proposition 4.2.7. ([46]) Soient A une K-algèbre et DK(A) sa dupliquée
commutative. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) DK(A) est une algèbre à puissances associatives ;
(ii) DK(A) est une algèbre de Jordan ;
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(iii) la sous-algèbre A2 de A est, soit une zéro-algèbre, soit elle véri�e x2 =
ω(x)x où ω : A2 −→ K est un morphisme d'algèbres (ω 6= 0).

Lemme 4.2.8. Soient A une K-algèbre et DK(A) sa dupliquée commu-
tative. Alors DK(A) est une algèbre 3-Jordan si, et seulement si, (x3y) ∨ x =
x3 ∨ (yx), pour tous x, y dans A2.

Démonstration. Supposons que DK(A) soit une algèbre 3-Jordan et soient
X, Y dans DK(A). La condition (X3Y )X = X3(Y X) entraîne µ(X3Y ) ∨
µ(X) = µ(X3)∨ µ(Y X). Ainsi x3y ∨ x = x3 ∨ yx où x = µ(X), y = µ(Y ), car
µ est un morphisme d'algèbres. La réciproque vient du fait que le morphisme
µ est surjectif.

Lemme 4.2.9. Pour une K-algèbre A de dimension �nie, les conditions
suivantes sont équivalentes pour deux vecteurs x et y dans A :
(i) f(x) = 0 pour tout f dans A∗ = HomK(A;K) (dual algébrique du K-
espace vectoriel A) entraîne f(y) = 0 pour tout f dans A∗ ;
(ii) les vecteurs x et y sont K-linéairement dépendants.

Démonstration. La condition (ii) =⇒ (i) étant triviale même si l'algèbre A
n'est pas de dimension �nie, démontrons que (i) =⇒ (ii). Supposons que les
vecteurs x et y soient K-linéairement indépendants et complétons e1 = x, e2 =
y en une base e1, e2, e3, · · · , en de A sur K. Notons e′1, e

′
2, · · · , e′n la base duale,

base de A∗. Cette base véri�e les conditions e′i(ej) = δij, i, j = 1, · · · , n (où
δij est le symbole de Kronecker) et, en particulier, cela nous fournit une forme
linéaire e′2 qui satisfait les conditions e′2(x) = 0 et e′2(y) = 1.

Théorème 4.2.10. Soient K un corps commutatif, A une K-algèbre com-
mutative et DK(A) sa dupliquée commutative. Les conditions suivantes sont
équivalentes :
(i) DK(A) est une algèbre 3-Jordan ;
(ii) il existe une fonction homogène g : A2 −→ K d'ordre 2 véri�ant la condi-
tion x3 = g(x)x pour tout x dans A2.

Démonstration. Notons, tout d'abord, que la forme K-bilinéaire symétrique
A2×A2 −→ K dé�nie par (x, y) 7−→ f(x)f(y), où f est une forme linéaire sur
A2, induit une unique forme linéaire F : S2

K(A2) −→ K véri�ant F (
∑
i

xi∨yi) =∑
i

f(xi)f(yi) (sommes �nies).

Supposons que DK(A) soit une algèbre 3-Jordan. D'après le Lemme 4.2.8,
(x3y)∨x = x3∨ (yx) pour tous x, y dans A2. En particulier, en faisant y = x2,
on a (x3x2)∨x = x3∨x3 pour tout x dans A2. Alors, pour toute forme linéaire
f sur A2 on a f(x3)f(x3) = f(x3x2)f(x), en appliquant F à la relation ci-
dessus. Puisque f(x) = 0 implique f(x3) = 0, pour toute forme linéaire f sur
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A2, les vecteurs x et x3 sont colinéaires, ou encore x3 est dans Kx, c'est-à-
dire, il existe une application g : A2 −→ K telle que x3 = g(x)x. Soit α un
élément de K. Les égalités (αx)3 = g(αx)(αx) et α3x3 = αg(αx)x conduisent
à α3g(x) = αg(αx), soit α2g(x) = g(αx), pour tout α dans K et pour tout x
dans A2 tel que g(x) 6= 0. L'ensemble de tels x étant dense dans A2 pour la
topologie de Zariski, g(αx) = α2x pour tout α dans K et g est une fonction
homogène d'ordre 2.

Réciproquement, puisque g(x)xy ∨ x = g(x)x ∨ yx dans DK(A), on a
(x3y) ∨ x = x3 ∨ (yx), pour tous x, y dans A2 et cette relation nous dit que
µ(X3Y ) ∨ µ(X) = µ(X3) ∨ µ(Y X), soit (X3Y )X = X3(Y X), pour tout X, Y
dans DK(A). Donc DK(A) est une algèbre 3-Jordan.

Exemple 4.2.11. Il est évident que toute algèbre de pseudo-composition
(voir [23], [33]) d'équation x3 = ϕ(x, x)x, ϕ 6= 0 véri�e la condition (ii) du
Théorème 4.2.10 avec g(x) = ϕ(x, x) pour tout x.

4.3 Dupliquée et n-associativité

Un anneau A est dit n-associatif, pour tout entier n ≥ 3, si le n-associateur
{a1, · · · , an} s'annule pour tout ai ∈ A où

{a1, a2, · · · , an} =
n−1∑
k=1

(−1)k−1{a1, · · · , akak+1, · · · , an}, n ≥ 4

et {a1, a2, a3} = (a1a2)a3 − a1(a2a3). Puisque tout anneau n-associatif est
(n+k)-associatif, on introduit la notion de n-associativité stricte. Un anneau
A est dit strictement n-associatif si A est n-associatif et il existe un (n − 1)-
associateur non nul. Le n-associateur a les propriétés suivantes (cf. [1] et [18]
des papiers de Boers) :

{a1, a2, · · · , an} =
n−1∑
k=2

{a1, a2, · · · , {ak−1, ak, ak+1}, · · · , an}, n ≥ 4

{a1, a2, · · · , a2n} =
n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
{a1, · · · , a2n−2k−1}{a2n−2k, · · · , a2n}, n ≥ 2;

{a1, a2, · · · , a2n} =
n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
[{a1, · · · , a2n−2k}{a2n−2k+1, · · · , a2n+1}

− {a1, · · · , a2n−2k−1}{a2n−2k, · · · , a2n+1}], n ≥ 1.

Dans [12] (Theorem 6.3), l'auteur a montré qu'une algèbre strictement n-
associative A (n ≥ 3) a une dupliquée DK,nc(A) strictement K-associative où
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k est un entier véri�ant 3 ≤ k ≤ 2n − 1 quand n est pair et 3 ≤ k ≤ 2n − 2
quand n est impair. Nous donnons ici la valeur exacte de k.

Dans ce paragraphe on suppose que dimKA
2 = m ≥ 2. Pour les premières

valeurs de n, on a les propositions suivantes :

Proposition 4.3.1. La dupliquée DK,nc(A) est strictement 4-associative
si, et seulement si, l'algèbre A2 est associative et n'est pas une zéro-algèbre.

Ce résultat découle du Théorème 4.2.2.

Proposition 4.3.2. En caractéristique di�érente de 2 et 3, il n'existe pas
d'algèbre dont la dupliquée DK,nc(A) soit strictement 5 ou 6-associative.

Démonstration. Puisque toute algèbre 5-associative est 6-associative, suppo-
sons que DK,nc(A) soit 6-associative. Alors DK,nc(A) est 10-associative et on
a

0 ={X1, · · · , X10}

=

(
5− 1

2

)
{X1, · · · , X5}{X6, · · · , X10}

=6{x1, · · · , x5} ⊗ {x6, · · · , x10}

en particulier, {x1, · · · , x5} ⊗ {x1, · · · , x5} = 0, soit {x1, · · · , x5} = 0 quels
que soient xi dans A2. Donc A2 est 5-associative et {X1, · · · , X5} est dans
NDK,nc

(A). On a aussi 0 = {X1, · · · , X6} = 2{X1, X2, X3}{X4, X5, X6} =
2{x1, x2, x3}⊗{x4, x5, x6} et par suite {x1, x2, x3} = 0. AinsiA2 est 3-associative.
Dans ce cas DK,nc(A) est en fait 4-associative.

Théorème 4.3.3. Soient K un corps commutatif de caractéristique nulle,
A une algèbre et n = 2p ≥ 3 un entier pair. Les conditions suivantes sont
équivalentes :
(i) la dupliquée DK,nc(A) est strictement (2n− 1)-associative ;
(ii) la sous-algèbre A2 de A est strictement n-associative.

Démonstration. Montrons (ii) =⇒ (i) : On sait que si A2 est n-associative,
alors DK,nc(A) est (2n − 1)-associative. Puisque {x1, · · · , xn} = 0 dans A2

entraîne {X1, · · · , Xn} ⊆ NK,nc(A) et on a

{X1, · · · , X2n−2} =
n−2∑
k=0

(
n− 2

k

)
{X1, · · · , X2n−2k−3}{X2n−2k−2, · · · , X2n−2}

=

(
n− 2

p− 1

)
{X1, · · · , Xn−1}{Xn, · · · , X2n−2}

=

(
n− 2

p− 1

)
{x1, · · · , xn−1} ⊗ {xn, · · · , x2n−2} :
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Ainsi, si A2 est strictement n-associative, {x1, · · · , xn−1} 6= 0 et DK,nc(A) est
strictement (2n− 1)-associative.

Montrons (i) =⇒ (ii) : Supposons que DK,nc(A) soit (4p − 1)-associative.
Alors DK,nc(A) est m-associative, pour tout m ≥ n = 4p− 1. On a

0 ={X1, · · · , X2(n−2)}

=

(
n− 3

2p− 2

)
{X1, · · · , Xn−2}{Xn−1, · · · , X2(n−2)}

=

(
n− 3

2p− 2

)
{x1, · · · , xn−2} ⊗ {xn−1, · · · , x2(n−2)};

par suite {x1, · · · , xn−2} = 0, c'est-à-dire, A2 est (n−2)-associative. De proche
en proche, on a

0 = {X1, · · · , X2(n−2l)} =

(
n− 2− 1

2p− l − 1

)
{x1, · · · , xn−2l}⊗{xn−2l+1, · · · , x2(n−2l)}.

Ce qui implique que {x1, · · · , xn−2l} = 0, donc A2 est (n − 2l)-associative où
l'entier l est tel que 2(n−2l) ≥ n, ou encore l ≤ p−1. Alors {x1, · · · , x2p+1} = 0,
c'est-à-dire, A2 est (2p+ 1)-associative. En�n,

0 ={X1, · · · , X4p−1}

=

(
2p− 2

p− l

)
[{X1, · · · , X2p}{X2p+1, · · · , X4p−1}

− {X1 · · · , X2p−1}{X2p, · · · , X4p−1}]

=

(
2p− 2

p− l

)
{x1, · · · , x2p} ⊗ {x2p+1, · · · , x4p−1}

− {x1, · · · , x2p−1} ⊗ {x2p, · · · , x4p−1} :

Donc {x1, · · · , x2p} ⊗ {x2p+1, · · · , x4p−1} = {x1, · · · , x2p−1} ⊗ {x2p, · · · , x4p−1}
quels que soient les xi dans A2. En particulier,

{x1, · · · , x2p} ⊗ {x1, · · · , x2p−1} = {x1, · · · , x2p−1} ⊗ {x2p, x1, · · · , x2p−1}

et par suite

{x1, · · · , x2p} = {x2p, x1, · · · , x2p−1} = λ{x1, · · · , x2p−1};

(voir Lemme 4.2.1) où λ = λ(x1, · · · , x2p) est dans K. Ainsi A2 est, soit stric-
tement (2p)-associative, soit strictement (2p + 1)-associative véri�ant, dans
ce dernier cas, {x1, · · · , x2p} = {x2p, x1, · · · , x2p−1} = λ{x1, · · · , x2p−1}, pour
tout xi dans A2.
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Théorème 4.3.4. Soient K un corps commutatif de caractéristique nulle,
A une algèbre et n = 2p + 1 ≥ 3 un entier impair. Les conditions suivantes
sont équivalentes :
(a) la sous-algèbre A2 est strictement n-associative ;
(b) la dupliquée véri�e l'une des deux conditions ci-dessous :

(i) DK,nc(A) est strictement (2n− 2)-associative ;
(ii) DK,nc(A) est strictement (2n− 3)-associative et A2 véri�e

{x1, · · · , xn−2, xn−1} = λ{x1, · · · , xn−2}, (λ ∈ K).

Démonstration. Montrons (a) =⇒ (b) : On sait que si A2 est n-associative,
alors DK,nc(A) est (2n − 2)-associative. Puisque {x1, · · · , xn} = 0 dans A2,
alors {X1, · · · , Xn} ⊆ NK,nc(A) et on a

{X1, · · · , X2n−3} =
n−3∑
k=0

(
n− 3

k

)
[{X1, · · · , X2n−2k−4}{X2n−2k−3, · · · , X2n−3}

− {X1, · · · , X2n−2k−5}{X2n−2k−4, · · · , X2n−3}]

=

(
n− 3

p− 1

)
{x1, · · · , xn−1} ⊗ {xn, · · · , x2n−3}

− {x1, · · · , xn−2} ⊗ {xn−1, · · · , x2n−3}.

Ainsi, si DK,nc(A) est strictement (2n − 2)-associative, c'est �ni. Sinon
DK,nc(A) est strictement (2n− 3)-associative et on a

{x1, · · · , xn−1} ⊗ {xn, · · · , x2n−3} = {x1, · · · , xn−2} ⊗ {xn−1, · · · , x2n−3}

et, en particulier,

{x1, · · · , xn−1} = {xn−1, x1, · · · , xn−2} = λ{x1, · · · , xn−2}

et aussi
{xn−1, · · · , x2n−3}g = {xn, · · · , x2n−3}.

Montrons (b) =⇒ (a) : Supposons que DK,nc(A) est 4p-associative. Alors
DK,nc(A) est m-associative, pour tout m ≥ n = 4p. On a

0 ={X1, · · · , X2(n−1)}

=

(
n− 2

2p− 1

)
{X1, · · · , Xn−1}{Xn, · · · , X2(n−1)}

=

(
n− 2

2p− 1

)
{x1, · · · , xn−1} ⊗ {xn, · · · , x2(n−1)};

par suite {x1, · · · , xn−1} = 0, c'est-à-dire, A2 est (n−1)-associative. De proche
en proche, on a
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0 ={X1, · · · , X2(n−(2l+1))}

=

(
n− 2(l + 1)

2p− (l + 1)

)
{x1, · · · , xn−(2l+1)} ⊗ {xn−2l, · · · , x2(n−(2l+1))},

qui implique que {x1, · · · , xn−(2l+1)} = 0, donc A2 est (n− (2l+1))-associative
où l'entier l est tel que 2(n − (2l + 1)) ≥ n, ou encore l ≤ p − 1. Alors
{x1, · · · , x2p+1} = 0, d'où A2 résulte être (2p+ 1)-associative. En�n

{X1, · · · , X4p−1} =

(
2p− 2

p− 1

)
[{X1, · · · , X2p}{X2p+1, · · · , X4p−1}

− {X1, · · · , X2p−1}{X2p, · · · , X4p−1}]

=

(
2p− 2

p− 1

)
{x1, · · · , x2p} ⊗ x2p+1, · · · , x4p−1}

− {x1, · · · , x2p−1} ⊗ {x2p, · · · , x4p−1}].

Si DK,nc(A) est strictement 4p-associative, A2 est aussi strictement (2p + 1)-
associative. Sinon

{x1, · · · , x2p} = {x2p, x1, · · · , x2p−1} = {x1, · · · , x2p−1},

où µ = µ(x1, · · · , x2p) ∈ K, et DK,nc(A) est strictement (4p − 1)-associative.

Corollaire 4.3.5. Si la dupliquée DK,nc(A) est strictement 7-associative,
alors l'algèbre A2 véri�e l'une des deux conditions suivantes :
(i) A2 est strictement 4-associative ;
(ii) A2 est strictement 5-associative satisfaisant {x1, x2, x3, x4} = µ{x1, x2, x3}
(µ ∈ K).

Le second cas est illustré par l'exemple suivant :

Exemple 4.3.6. ([12], Exemple (e)) Soit A une K-algèbre de dimension
2 dont la table de multiplication dans la base a, b est donnée par
a2 = a+ b, ab = b, ba = b2 = 0. Si p = (p1, p2), q = (q1, q2), r = (r1, r2), s =
(s1, s2), t = (t1, t2) sont des éléments de A, alors {p, q, r} = (0,−p1q1r1) et
{p, q, r, s} = (0,−p1q1r1s1) = s1{p, q, r}. Par conséquent A = A2 n'est pas
4-associative. Mais A est 5-associative, donc A est strictement 5-associative.
Tout 5-associateur dans DK,nc(A) est du type µb⊗ b et par conséquent chaque
7-associateur est nul dans DK,nc(A).
Comme {a⊗ a, a⊗ a, a⊗ a, a⊗ a, a⊗ a, a⊗ a} = 2(b⊗ b) 6= 0, DK,nc(A) n'est
pas 6-associative. En conséquence DK,nc(A) est strictement 7-associative.
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4.4 Sur le noyau de Dk
K,nc(A) � Dk

K(A)

Soient K un corps commutatif et A une K-algèbre. Par récurrence sur k,
on voit que le morphisme naturel Dk

K,nc(A) � Dk
K(A) est surjectif et nous nous

interrogions sur la taille du noyau que nous noterons IkK(A) pour tout entier
k ≥ 1.

Théorème 4.4.1. Soit A une K-algèbre de dimension �nie n. Il existe
alors un polynôme Qk(n) de degré 2k − 1 en la variable n dont les coe�cients
sont des nombres entiers et tel que dimK(IkK(A)) = 1

22k−1 nQk(n) pour tout
entier k ≥ 1.

Démonstration. On peut écrire Dk
K(A) ≈ Dk

K,nc(A))/IkK(A), isomorphisme de
K-algèbres, donc dimK(IkK(A)) = dimK(Dk

K,nc(A)) − dimK(Dk
K(A)). D'autre

part, on sait qu'il existe un polynôme Pk(n) en la variable n dont les coe�-
cients sont des entiers positifs de degré 2k − 2 tel que
dimK(Dk

K(A)) = 1

22
k−1 n(n + 1)Pk(n) pour tout entier k ≥ 1 (cf. [48], theorem

3.2.4). La formule d'induction qui donne les polynômes Pk(n) s'écrit

Pk+1(n) = Pk(n)
(
n(n+ 1)Pk(n) + 22k−1

)
pour tout entier k ≥ 1 où les pre-

mières valeurs des Pk(n) sont les suivantes :
P1(n) = 1 de degré 21 − 2 = 0,
P2(n) = n2 + n+ 2 de degré 22 − 2 = 2,
P3(n) = P2(n)(n2 − n+ 2)(n2 + 3n+ 4) de degré 23 − 2 = 6
P4(n) = P3(n)(n(n+ 1)P3(n) + 128) de degré 24 − 2 = 14.
On peut donc écrire

dimK(IkK(A)) = n2k − 1

22k−1
n(n+ 1)Pk(n)

ou encore,

dimK(IkK(A)) =
1

22k−1
n
(

(2n)2k−1 − (n+ 1)Pk(n)
)
.

Si l'on pose Qk(n) = (2n)2k−1 − (n + 1)Pk(n), on a la formule annoncée.
Les premières valeurs des polynômes Qk(n) sont les suivantes :

Q1(n) = n− 1 de degré 21 − 1 = 1,
Q2(n) = 7n3 − 2n2 − 3n− 2 de degré 22 − 1 = 3,
Q3(n) = (2n)7 − (n+ 1)P3(n) de degré 23 − 1 = 7,
Q4(n) = (2n)15− (n+ 1)P4(n) de degré 24 − 1 = 15,

La formule d'induction qui donne les polynômes Qk(n) s'écrit

Qk+1(n) = (2n)2k+1−1 − n
(

(2n)2k−1 −Qk(n)
)2

− 22k−1
(

(2n)2k−1Qk(n)
)
.

En fait, à partir de la formule Qk(n) = (2n)2k−1 − (n+ 1)Pk(n), on a

Qk+1(n) = (2n)2k+1−1 − (n+ 1)Pk+1(n)
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et il su�t de remplacer Pk+1(n) donné par sa formule d'induction pour obtenir
la formule ci-dessus pour Qk+1(n).

Exemple 4.4.2. Pour k = 1 et pour la dimension n de A, on a :
dimK(I1

K(A)) = 1
2
nQ1(n) = 1

2
n(n− 1).

Pour k = 2 et pour la dimension n de A on a :
dimK(I2

K(A)) = 1
8
nQ2(n) = 1

8
n(7n3 − 2n2 − 3n− 2).

Si l'on veut prolonger la formule

dimK(IkK(A)) =
1

22k−1
nQk(n)

pour k = 0, il faudrait écrire Q0(n) = 0 donc Q0(n) = 1 − (n + 1)P0(n) = 0,
mais alors P0(n) = 1

n+1
ne serait plus un polynôme.



Chapitre 5

Dupliquée et algèbres n-Leibniz

Soient K un corps commutatif, A une K-algèbre non nécessairement com-
mutative de dimension �nie et DK,nc(A) sa dupliquée non commutative. Dans
un premier temps nous caractérisons les algèbres dont la dupliquée non com-
mutative est de Leibniz ; puis, après avoir démontré que si DK,nc(A) est une
algèbre de Leibniz d'ordre n et si A2 est associative alors (A2)2n−2 = {0} et
(DK,nc(A))2n−1 = {0}, nous donnons une caractérisation de la sous-algèbre A2

de A dans le cas où DK,nc(A) est Leibniz-admissible.

5.1 Dupliquée et algèbres de Leibniz

Dans ce paragraphe DK,nc(A) = A⊗A, où la multiplication est donnée par
(x⊗ y)(x′ ⊗ y′) = xy ⊗ x′y′, pour tous x, y, x′, y′ parcourant A.

Rappelons que DK,nc(A) est une K-algèbre de Leibniz si

(XZ)Y = (XY )Z −X(Y Z) pour tous X, Y, Z dans DK,nc(A).

Lemme 5.1.1. Soient K un corps commutatif et A une K-algèbre.
Si DK,nc(A) est une algèbre de Leibniz alors, soit A2 = {0}, soit y2 = 0 pour
tout y dans A2.

Démonstration. Supposons que DK,nc(A) soit une algèbre de Leibniz. Alors
XY 2 = 0 pour tousX, Y dansDK,nc(A) (proposition 1.4.2) et d'après le lemme
2.3.12 on a : µ(X)⊗µ(Y 2) = 0. Si µ(X) = 0 pour tout X dans DK,nc(A) alors
µ = 0 et par suite A2 = µ(DK,nc(A)) = {0}. S'il existe un élément X dans
DK,nc(A) tel que µ(X) soit non nul alors µ(Y 2) = 0 pour tout Y dans DK,nc(A)
et comme µ est surjective, y2 = 0 quel que soit y dans A2.

Théorème 5.1.2. La dupliquée non commutative DK,nc(A) de A est une
algèbre de Leibniz si et seulement si A2 est une zéro-algèbre.

56
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Démonstration. Supposons que DK,nc(A) soit une algèbre de Leibniz. Alors
XY 2 = 0 quels que soient X et Y dans DK,nc(A) et donc µ(X)⊗ µ(Y 2) = 0 .
Alors, soit µ(X) = 0 pour tout X dans DK,nc(A) et alors A2 = {0}, soit 0 =
µ(Y 2) et donc Y 2 est dans ker(µ) = NDnc(A) pour tout Y dansDK,nc(A). Dans
ce dernier cas, en faisant Z = X dans la relation (XZ)Y = (XY )Z −X(Y Z),
on obtient 0 = (XY )X−X(Y X) pour tout X et Y dans DK,nc(A), c'est-à-dire,
DK,nc(A) est �exible ; le théorème 4.2.2 nous dit alors que A2 est de dimension
un ou que A2 est une zéro-algèbre. Mais si A2 est de dimension un engendré
par e alors, d'après le lemme 5.1.1, e2 = 0 et alors A2 est une zéro-algèbre.
Réciproquement, si A2 est une zéro-algèbre alors (XZ)Y = µ(XZ) ⊗ Y =
µ(X)µ(Y ) ⊗ Y = 0 ⊗ Y = 0 et de même (XY )Z = X(Y Z) = 0. Par suite
(XZ)Y = (XY )Z−X(Y Z) = 0 pour tous X, Y, Z dans DK,nc(A) qui est alors
une algèbre de Leibniz.

Corollaire 5.1.3. Si DK,nc(A) est de Leibniz alors (DK,nc(A))3 = {0}.

Démonstration. En e�et, d'après le théorème ci-dessus, siDK,nc(A) est de Leib-
niz alors (A2)2 = {0}. On a alors

{0} = (A2)2 =⇒ {0} = (µ(DK,nc(A)))2

=⇒ {0} = (µ((DK,nc(A))2))

=⇒ (DK,nc(A))2 ∈ ker(µ)

=⇒ (DK,nc(A))3 = {0}.

5.2 Dupliquée non commutative et algèbres de

Leibniz d'ordre n

5.2.1 Rappels

Dans cette partie, on suppose que K est un corps de caractéristique zéro.

Dé�nition 5.2.1. Soit A un espace vectoriel muni d'une opération n-
linéaire ω : A× · · · × A︸ ︷︷ ︸

n facteurs

−→ A. On dit qu'une application f : A −→ A est une

dérivation par rapport à ω si

f(ω(a1, · · · , an)) =
n∑
j=1

ω(a1, · · · , aj−1, f(aj), aj+1, · · · , an).

Notons par Derω l'ensemble de toutes les dérivations par rapport à ω.
On a les résultats suivants :
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Proposition 5.2.2. [15] 1) Le sous-ensembleDerω de l'algèbre End(A)
des endomorphismes de A est une algèbre de Lie.

2) Si f ∈ Derω et f ∈ Derσ alors f ∈ Derω+σ où σ est aussi une opération
n-linéaire de A× · · · × A︸ ︷︷ ︸

n facteurs

dans A.

Proposition 5.2.3. [15] Soit A × A −→ A, (x, y) 7−→ xy une opération
bilinéaire et ω : A× · · · × A︸ ︷︷ ︸

n facteurs

−→ A l'opération dé�nie par

ω(x1, · · · , xn) = x1(x2(· · · (xn−1xn) · · · ))

Si f : A −→ A est une dérivation par rapport à ( , ) alors f est une dérivation
par rapport à ω.

Dé�nition 5.2.4. [15] Une algèbre de Leibniz d'ordre n ou une n-algèbre
de Leibniz est un espace vectoriel A muni d'une opération n-linéaire [ , · · · , ] :
A× · · · × A︸ ︷︷ ︸
n facteurs

−→ A telle que pour tous x1, · · · , xn−1, l'application adj(x1, · · · , xn−1)

dé�nie de A dans A par

adj(x1, · · · , xn−1)(x) = [x, x1, · · · , xn−1]

est une dérivation par rapport à [ , · · · , ]. En d'autres termes, A est une n-
algèbre de Leibniz si la n-identité de Leibniz suivante est satisfaite :
(n−IL) [[x1, · · · , xn−1], y1, · · · , yn−1]

=
n∑
i=1

[x1, · · · , yi−1, [xi, y1, · · · , yn−1], xi+1, · · · , xn]

Remarque 5.2.5. [15] Une algèbre de Lie est une algèbre de Leibniz
véri�ant la condition x2 = 0. De façon similaire, une n-algèbre de Lie est une
n-algèbre de Leibniz véri�ant la condition

[x1, · · · , xj, xj+1, · · · , xn] = 0 dès que xj = xj+1.

Si DK,nc(A) est une algèbre de Lie, alors A2 = {0} (corollaire 3.2.9) ; donc
(A2)n = {0} et (DK,nc(A))n+1 = {0}, n ≥ 2.

Le corollaire 5.1.3 suggère de chercher des conclusions analogues pour les
algèbres de Leibniz d'ordre n (n étant un entier naturel supérieur ou égal à 2).

Dans toute la suite, nous considérons des algèbres dont la multiplication
est (x, y) 7→ xy et conformément à la dé�nition 5.2.4, on pose

(RF ) [x, y, z] = x(yz).
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5.2.2 Dupliquée non commutative et algèbres de Leibniz

d'ordre 3

Soit A une algèbre de Leibniz d'ordre 3
On a une application trilinéaire [ , , ] de A× A× A dans A telle que

[[x1, x2, x3], y1, y2] =[[x1, y1, y2], x2, x3] + [x1, [x2, y1, y2], x3]

+ [x1, x2, [x3, y1, y2]].

Faisant x2 = y1, x3 = y2 dans la relation précédente, on obtient

[[x1, y1, y2], y1, y2] =[[x1, y1, y2], y1, y2] + [x1, [y1, y1, y2], y2]

+ [x1, y1, [y2, y1, y2]].

Par suite
0 = [x1, [y1, y1, y2], y2] + [x1, y1, [y2, y1, y2]],

c'est-à-dire,
0 = x1((y1(y1y2))y2) + x1(y1(y2(y1y2)).

Proposition 5.2.6. Si A est à puissances associative, alors xy4 = 0 pour
tous x, y dans A.

Démonstration. En e�et, du calcul ci-dessus, on a

0 = x1((y1(y1y2))y2) + x1(y1(y2(y1y2))

pour tous x1, y1, y2 dans A. Posant x = x1, y1 = y2 = y et si A est à puissances
associatives, on obtient 0 = 2xy4. D'où la proposition.

Proposition 5.2.7. Si DK,nc(A) est une algèbre de Leibniz d'ordre 3 et
si A2 est associative alors (A2)4 = {0} et (DK,nc(A))5 = {0}.

Démonstration. Soit une K-algèbre A telle que DK,nc(A) soit une K-algèbre
de Leibniz d'ordre 3. Alors pour tout X1, Y1, Y2 dans DK,nc(A), on a :

0 =[X1, [Y1, Y1, Y2], Y2] + [X1, Y1, [Y2, Y1, Y2]]

=X1([Y1, Y1, Y2]Y2) +X1(Y1[Y2, Y1, Y2]).

Compte tenu du lemme 2.3.12, on obtient

µ(X1)⊗ µ(([Y1, Y1, Y2]Y2) + Y1[Y2, Y1, Y2]) = 0.

Pour µ(X1) 6= 0, on obtient :

µ([Y1, Y1, Y2]Y2] + Y1[Y2, Y1, Y2]) = 0.



Dupliquée et algèbres n-Leibniz 60

Comme

[Y1, Y1, Y2]Y2 + Y1[Y2, Y1, Y2] = (Y1(Y1Y2))Y2 + Y1(Y2(Y1Y2));

on a :

0 =µ((Y1(Y1Y2))Y2 + Y1(Y2(Y1Y2)))

=(µ(Y1)(µ(Y1)µ(Y2)))µ(Y2) + µ(Y1)(µ(Y2)(µ(Y1)µ(Y2))).

Comme µ est surjective, pour tous x, y dans A2, on obtient :

0 = (x(xy))y + x(y(xy)).

Supposant A2 associative et posant x = y, on obtient que pour tout x dans
A2, 2x4 = 0 et donc tout élément de A2 est 4-nilpotent.
Soit I la sous algèbre de A2 engendré par les éléments 4-nilpotents de A2.
Étant en dimension �nie et A2 étant associative, I est une sous-algèbre nilpo-
tente d'indice de nilpotence égale à 4 (cf [60] page 65). Comme tout élément
de A2 est 4-nilpotent, alors I = A2. Par suite A2 est 4-nilpotent.
La suite de la démonstration est analogue à celle du corollaire 5.1.3.

5.2.3 Dupliquée non commutative et algèbres de Leibniz

d'ordre n

Théorème 5.2.8. Soit A une algèbre de Leibniz d'ordre n.
Si A est à puissances associatives, alors xy2n−2 = 0 pour tous x, y dans A.

Démonstration. On a une application n-linéaire [ , · · · , ] de A× · · · × A︸ ︷︷ ︸
n facteurs

dans

A telle que
(n−IL) [[x1, · · · , xn−1], y1, · · · , yn−1]

=
n∑
i=1

[x1, · · · , yi−1, [xi, y1, · · · , yn−1], xi+1, · · · , xn]

Ayant posé [x, y, z] = x(yz) (cf relation (RF) de Rappels 5.2.1), on note que
pour n ≥ 4 on a :

[x1, x2, · · · , xn] = x1[x2, · · · , xn].

Posons xi = yi−1, i ≥ 2.
La relation (n-IL) devient :
[[x1, y1, · · · , yn−1], y1, · · · , yn−1] = [[x1, y1, · · · , yn−1], y1, · · · , yn−1]

+
n∑
i=2

[x1, y1, · · · , yi−1, [yi−1, y1, · · · , yn−1], yi, · · · , yn−1]
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et donc

0 =
n∑
j=2

[x1, y1, · · · , yj−1, [yj−1, y1, · · · , yn−1], yj, · · · , yn−1]

=
n∑
j=2

x1[y1, · · · , yj−1, [yj−1, y1, · · · , yn−1], yj, · · · , yn−1]

Si A est à puissances associatives, en posant yj = y, 1 ≤ j ≤ n− 1, on obtient

(n− 2)x1y
2n−2 = 0

Donc x1y
2n−2 = 0.

Les cas n = 2 et n = 3 ont été vus plus haut.

Proposition 5.2.9. Si DK,nc(A) est une algèbre de Leibniz d'ordre n et
si A2 est associative alors (A2)2n−2 = {0} et (DK,nc(A))2n−1 = {0}.

Démonstration. Dans DK,nc(A) et compte tenu du lemme 2.3.12, on obtient :

0 = µ(x1)⊗ µ(
n∑
j=2

[y1, · · · , yj−1, [yj−1, y1, · · · , yn−1], yj, · · · , yn−1])

Pour µ(x1) 6= 0, on obtient :

0 =µ(
n∑
j=2

[y1, · · · , yj−1, [yj−1, y1, · · · , yn−1], yj, · · · , yn−1])

=µ(
n∑
j=2

[µ(y1) · · · , µ(yj−1), [µ(yj−1), µ(y1), · · · , µ(yn−1)], µ(yj), · · · , µ(yn−1)]).

Supposant A2 associative et posant y1 = · · · = yn−1 = y , on obtient pour tout
y dans DK,nc(A) :

(n− 2)(µ(y))2n−2 = 0.

Comme µ est surjective , pour tout x dans A2, on a

(n− 2)x2n−2 = 0

et comme la caractéristique de K est zéro alors tout élément de A2 est
(2n− 2)-nilpotent. La suite de la démonstration est analogue à celle du corol-
laire 5.1.3

5.3 Dupliquée non commutative et Leibniz-admissibilité

Dé�nition 5.3.1. On dit qu'une K-algèbre A est Leibniz-admissible si
A− est une K-algèbre de Leibniz.
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Ainsi la dupliquée non commutativeDK,nc(A) d'uneK-algèbreA est Leibniz-
admissible si DK,nc(A)− une K-algèbre de Leibniz.

On a le résultat suivant.

Théorème 5.3.2. ([56]) DK,nc(A)− ∼= (A2)− ×
ϕ−
NDK,nc

(A) où

ϕ−(x, y) = ϕ(x, y)− ϕ(y, x).

La remarque suivante est une traduction de la proposition 2.3.11.

Remarque 5.3.3. La dupliquée non commutative DK,nc(A) d'une K-
algèbre A est Leibniz-admissible si et seulement si A2 est Leibniz-admissible
et ΦL(x, y, z) = 0 pour tous x, y, z dans A2 où

ΦL(x, y, z) = ϕ−([x, z], y)− ϕ−([x, y], z) + ϕ−(x, [y, z]).

Lemme 5.3.4. Si A2 est Leibniz-admissible alors

ΦL(x, y, z) =[x, z]⊗ y − y ⊗ [x, z]− [x, y]⊗ z
+ z ⊗ [x, y] + x⊗ [y, z]− [y, z]⊗ x

pour tous x, y, z dans A2.

Démonstration. Soient (x,m), (y, n), (z, p) des éléments de DK,nc(A). On a

ΦL(x, y, z) =ϕ−([x, z], y)− ϕ−([x, y], z) + ϕ−(x, [y, z])

=ϕ([x, z], y)− ϕ(y, [x, z])− ϕ([x, y], z) + ϕ(z, [x, y])

+ ϕ(x, [y, z])− ϕ([y, z], x)

=η([x, z])η(y)− η([x, z]y)− η(y)η([x, z]) + η(y[x, z])

− η([x, y])η(z) + η([x, y]z) + η(z)η([x, y])− η(z[x, y])

+ η(x)η([y, z])− η(x[y, z])− η([y, z])η(x) + η([y, z]x)

Utilisant le lemme 2.3.12, on obtient

ΦL(x, y, z) =[x, z]⊗ y − y ⊗ [x, z]− [x, y]⊗ z + z ⊗ [x, y]

+ x⊗ [y, z])− [y, z]⊗ x
+η(−[x, z]y + y[x, z]) + η([x, y]z − z[x, y])

η(−x[y, z]) + [y, z]x)
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puis

ΦL(x, y, z) =[x, z]⊗ y − y ⊗ [x, z]− [x, y]⊗ z + z ⊗ [x, y]

+ x⊗ [y, z])− [y, z]⊗ x
+η(−[[x, z], y])) + η([[x, y], z]) + η(−[x, [y, z]])

=[x, z]⊗ y − y ⊗ [x, z]− [x, y]⊗ z + z ⊗ [x, y]

+ x⊗ [y, z])− [y, z]⊗ x
+ η(−[x, z]y + y[x, z] + [x, y]z − z[x, y]− x[y, z]) + [y, z]x)

=[x, z]⊗ y − y ⊗ [x, z]− [x, y]⊗ z + z ⊗ [x, y]

+ x⊗ [y, z])− [y, z]⊗ x+ η(0)

et �nalement

ΦL(x, y, z) =[x, z]⊗ y − y ⊗ [x, z]− [x, y]⊗ z + z ⊗ [x, y]

+ x⊗ [y, z])− [y, z]⊗ x

Remarque 5.3.5. Soient A une K-algèbre et DK,nc(A) sa dupliquée non
commutative. Il est immédiat que si A2 est une zéro-algèbre alors Dnc(A) est
Leibniz-admissible. De même, si A2 est commutative et Leibniz-admissible,
alors Dnc(A) est Leibniz-admissible.

Théorème 5.3.6. Soit A une K-algèbre et DK,nc(A) sa dupliquée non
commutative. Si DK,nc(A) est Leibniz-admissible et A2 n'est pas commutative
alors dimK(A2)2 ≤ 2.

Démonstration. Supposons que l'idéal A2 soit non commutatif et que
dimK((A2)2) ≥ 3. Tout vecteur de (A2)2 étant une somme �nie de produits �-
nis de vecteurs de A2 et comme dimK(A2)2 ≥ 3, il existe une base x1, · · · , xr de
A2 telle qu'au moins trois des produits xixj, i, j = 1, · · · , r soient linéairement
indépendants ; de plus, comme A2 est non commutatif, au moins un des pro-
duits xixj véri�e xixj 6= xjxi. Soient alors e1 = xixj, e2 = xkxl, e3 = xmxn
des vecteurs linéairement indépendants de (A2)2 avec xixj 6= xjxi où les
xi, xj, xk, xl, xm, xn, xp, xq sont dans {x1, · · · , xr}. De la dé�nition des vecteurs
ei, i = 1, 2, 3, il vient qu'au moins un des entiers k, l,m, n est distinct de i et
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de j. Supposons par exemple que k /∈ {i, j}. Alors

ΦL(xi, xj, xk) =[xi, xk]⊗ xj − xj ⊗ [xi, xk]− [xi, xj]⊗ xk
+ xk ⊗ [xi, xj] + xi ⊗ [xj, xk]− [xj, xk]⊗ xi

=[xi, xk]⊗ xj − xj ⊗ [xi, xk]− (e1 − xjxi)⊗ xk
+ xk ⊗ (e1 − xjxi) + xi ⊗ [xj, xk]− [xj, xk]⊗ xi

=(xk ⊗ e1 − e1 ⊗ xk)
+ (xjxi ⊗ xk − xk ⊗ xjxi)
+ ([xi, xk]⊗ xj − xj ⊗ [xi, xk])

+ (xi ⊗ [xj, xk]− [xj, xk]⊗ xi).

Si xjxi = αe1, α 6= 1 alors

ΦL(xi, xj, xk) =(1− α)(xk ⊗ e1 − e1 ⊗ xk)
+ ([xi, xk]⊗ xj − xj ⊗ [xi, xk])

+ (xi ⊗ [xj, xk]− [xj, xk]⊗ xi).

Le vecteur xk⊗e1−e1⊗xk est non nul et, du choix de i, j et k, il est linéairement
indépendant avec les vecteurs [xi, xk]⊗xj−xj⊗[xi, xk] et xi⊗[xj, xk]−[xj, xk]⊗
xi. Par suite ΦL(xi, xj, xk) est non nul etDK,nc(A) n'est pas Leibniz-admissible.
Si xjxi et e1 sont linéairement indépendants, alors

ΦL(xi, xj, xk) =(xk ⊗ e1 − e1 ⊗ xk)
+ (xjxi ⊗ xk − xk ⊗ xjxi)
+ ([xi, xk]⊗ xj − xj ⊗ [xi, xk])

+ (xi ⊗ [xj, xk]− [xj, xk]⊗ xi).

Utilisant des arguments analogues aux précédents on conclut que ΦL(xi, xj, xk)
est non nul et DK,nc(A) n'est pas Leibniz-admissible.

Proposition 5.3.7. Soit A une K-algèbre et DK,nc(A) sa dupliquée non
commutative telle que A2 soit Leibniz-admissible. Si dimK(A2) ≤ 2 alors
DK,nc(A) est Leibniz-admissible.

Démonstration. Ceci vient du fait que ΦL : A2 × A2 × A2 −→ NDK,nc
(A),

(x, y, z) 7−→ ΦL(x, y, z) est K-trilinéaire alternée.

Théorème 5.3.8. Soit A une K-algèbre et DK,nc(A) sa dupliquée non
commutative. Si A2 est Leibniz-admissible et dimKA

2 ≥ 3 alors les assertions
suivantes ont équivalentes.

1) DK,nc(A) est Leibniz-admissible.
2) A2 est commutative.
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Démonstration. Analysons le cas oùDK,nc(A) est Leibniz-admissible, dimK(A2) ≥
3 et dimK((A2)2) = 1. Soient e0, e1, · · · en une base de A2 où e0 est un vecteur
non nul de (A2)2. Pour tous i, j ∈ {1, · · · , n}, écrivons eiej = αije0 ; alors on
a :

ΦL(e0, ej, ek) =[e0, ek]⊗ ej − ej ⊗ [e0, ek]− [e0, ej]⊗ ek + ek ⊗ [e0, ej]

+ e0 ⊗ [ej, ek]− [ej, ek]⊗ e0

=α0ke0 ⊗ ej − α0kej ⊗ e0 − α0je0 ⊗ ek + α0jek ⊗ e0

+ αjke0 ⊗ e0 − αjke0 ⊗ e0

=α0ke0 ⊗ ej − α0kej ⊗ e0 − α0je0 ⊗ ek + α0jek ⊗ e0.

La relation ΦL(e0, ej, ek) = 0 conduit à α0j = α0k = 0.
Pour tous j, k, l ∈ {1, · · · , n},

ΦL(ej, ek, el) =[ej, el]⊗ ek − ek ⊗ [ej, el]− [ej, ek]⊗ el + el ⊗ [ej, ek]

+ ej ⊗ [ek, el]− [ek, el]⊗ ej
=αjle0 ⊗ ek − αjlek ⊗ e0 − αjke0 ⊗ el + αjkel ⊗ e0

+ αklej ⊗ e0 − αkle0 ⊗ ej.

La relation ΦL(ej, ek, el) = 0 conduit à αjk = αjl = αkl = 0.
Si DK,nc(A) est Leibniz-admissible, dimK(A2) ≥ 3 et dimK((A2)2) = 2, en
raisonnant de façon analogue au cas précédent, on conclut que A2 est commu-
tative. Ainsi l'assertion 1) implique l'assertion 2). La réciproque vient de la
remarque 5.3.5.

Corollaire 5.3.9. Soit A une K-algèbre et DK,nc(A) sa dupliquée non
commutative. Si A2 est Leibniz-admissible alors les assertions suivantes ont
équivalentes.

1) DK,nc(A) est Leibniz-admissible.
2) L'une des deux conditions suivantes est véri�ée.

(a) dimK(A2) ≤ 2
(b) dimK(A2) ≥ 3 et A2 est commutative.

Démonstration. C'est une conséquence immédiate du théorème 5.3.6, de la
proposition 5.3.7 et du théorème 5.3.8.



Chapitre 6

Dupliquée et superalgèbres

Dans ce chapitre, nous introduisons la notion de dupliquée non commuta-
tive d'une superalgèbre. Quelques résultats sont donnés dans le cas des super-
algèbres de Lie et dans le cas des superalgèbres de Leibniz.

Dans tout ce qui suit,K est un corps commutatif de caratéristique di�érente
de deux.

6.1 Espaces vectoriels Z2-gradués ; superalgèbres

6.1.1 Espaces vectoriels Z2-gradués

Les notions ci-dessous sont essentiellement tirées de [27]

Dé�nition 6.1.1. Un K-espace vectoriel Z2-gradué A est la donnée d'un
couple (A0, A1) de K-espaces vectoriels tels que A = A0 ⊕ A1

Dé�nition 6.1.2. Dans un espace vectoriels Z2-gradué A = A0 ⊕ A1, les
éléments de A0 sont appelés éléments homogènes de degré 0 ; les éléments de A1

sont appelés éléments homogènes de degré 1, on note x̄ le dégré d'un élément
homogène x de A0 ∪ A1.

Remarque 6.1.3. Soient A = A0 ⊕ A1 et B = B0 ⊕ B1 deux K-espaces
vectoriels Z2-gradués. Alors :

1) B ⊆ A⇐⇒ B0 ⊆ A0 et B1 ⊆ A1.
2) A⊕B est un K-espace vectoriel Z2-gradué et (A⊕B)i = Ai⊕Bi, i ∈ Z2.
3) A⊗B est un K-espace vectoriel Z2-gradué et

(A⊗B)0 = (A0 ⊗B0)⊕ (A1 ⊗B1), (A⊗B)1 = (A0 ⊗B1)⊕ (A1 ⊗B0).

Dé�nitions 6.1.4. Une application K-linéaire f de A = A0 ⊕ A1 dans
B = B0⊕B1 est dite de degré k si f(Ai) = Bi+k, i+ k étant calculé modulo 2.
Une application K-linéaire Z2-graduée f de A = A0⊕A1 dans B = B0⊕B1 est
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un couple d'applications linéaires (f0, f1) où f0 : A0 −→ B0 et f1 : A1 −→ B1.
Une application K-linéaire Z2-graduée est de degré 0.

6.1.2 Superalgèbre

Dé�nition 6.1.5. [27] Une K-algèbre Z2-graduée ou K-superalgèbre est
un K-espace vectoriel Z2-gradué A muni d'une multiplication telle que
AiAj ⊆ Ai+j, i, j ∈ Z2, i+ j étant calculé modulo 2.

Dé�nition 6.1.6. [27] Soient A = A0 ⊕ A1 et B = B0 ⊕ B1 deux K-
superalgèbres. Un morphisme de K-superalgèbres f de A dans B est une ap-
plication K-linéaire Z2-graduée f telle que f(xy) = f(x)f(y) pour tous x, y
dans A.

6.1.3 Quelques superalgèbres à patronyme

Nous rappelons les dé�nitions de superalgèbre de Lie et de superalgèbre de
Leibniz

Superalgèbres de Lie

Dé�nitions 6.1.7. [27] Soit A = A0 ⊕ A1 une K-superalgèbre.
On dé�nit l'application K-trilinéaire J̃ de A× A× A dans A par

J̃(x, y, z) = (xy)z − x(yz)− (−1)ȳz̄(xz)y.

J̃ est appelé super-jacobien de A.

Dé�nition 6.1.8. ([27]) Une K-superalgèbre A = A0⊕A1 est une super-
algèbre de Lie si et seulement si pour tous x, y, z dans A0 ∪ A1,

xy = −(−1)x̄ȳyx

et
J̃(x, y, z) = 0.

Il est immédiat qu'une algèbre de Lie est une superalgèbre de Lie.
Rappelons que : si A = A0 ⊕ A1 est une superalgèbre de Lie alors A0 est

une algèbre de Lie et A1 est un A0-bimodule de Lie.
On note également que : si A = A0 ⊕ A1 est une superalgèbre telle que A0

soit une algèbre de Lie et A1 soit un A0-bimodule de Lie, en posant (A1)2 = {0}
alors A = A0 ⊕ A1 est une superalgèbre de Lie.
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Superalgèbres de Leibniz

Dé�nition 6.1.9. ([24]) Une K-superalgèbre A = A0 ⊕ A1 est une su-
peralgèbre de Leibniz si et seulement si L̃(x, y, z) = 0 pour tous x, y, z dans
A0 ∪ A1 où L̃(x, y, z) = (−1)ȳz̄(xz)y − (xy)z + x(yz).

Il est clair qu'une algèbre de Leibniz est une superalgèbre de Leibniz.
Comme pour les superalgèbres de Lie on peut dire que : si A = A0 ⊕ A1

est une superalgèbre de Leibniz alors A0 est une algèbre de Leibniz et A1 est
une A0-bimodule de Leibniz.
On peut également dire que : si A = A0 ⊕ A1 une superalgèbre telle que A0

soit une algèbre de Leibniz et A1 soit une A0-bimodule de Leibniz, en posant
(A1)2 = {0} alors A = A0 ⊗ A1 est une superalgèbre de Leibniz.

Proposition 6.1.10. Si A = A0 ⊕ A1 est une K-superalgèbre de Leibniz
alors pour tous x, y, z dans A0 ∪ A1

1) x(yz) = −(−1)ȳz̄x(zy),
2) x2z = (−1)x̄z̄(xz)x+ x(xz).

Démonstration. Une comparaison des relations L̃(x, y, z) = 0 et L̃(x, z, y) = 0
donne la première relation. Faisant x = y dans la relation L̃(x, y, z) = 0, on
obtient la deuxième relation.

Proposition 6.1.11. Si A = A0 ⊕ A1 est une K-superalgèbre de Leibniz
alors :

1) xy2 = 0 pour tout x dans A0 ∪ A1 et pour tout y dans A0 ;
2) xy2 = 2(xy)y pour tout x dans A0 ∪ A1 et pour tout y dans A1.

Démonstration. Faisant y = z et y ∈ A0 dans la relation L̃(x, y, z) = 0,
on obtient la première relation. Faisant y = z et y ∈ A1 dans la relation
L̃(x, y, z) = 0, on obtient la deuxième relation.

6.2 Dupliquée et superalgèbres

SoitA = A0⊕A1 une superalgèbre. La dupliquée non commutativeDK,nc(A)
de A est le K-espace vectoriel A ⊗ A muni de la multiplication donnée par
(x⊗ y)(x′ ⊗ y′) = xy ⊗ x′y′ pour tous x, y, x′, y′ dans A.

Soit µ : DK,nc(A) −→ A2, X ⊗ Y 7−→ XY . Soient X = x0 + x1, Y =
y0 + y1, X

′ = x′0 + x′1, Y
′ = y′0 + y′1 dans A. On a

µ((X ⊗ Y )(X ′ ⊗ Y ′)) =µ((XY )⊗ (X ′Y ′))

=(XY )(X ′Y ′)

=µ(X ⊗ Y )µ(X ′ ⊗ Y ′)
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par suite µ est un morphisme d'algèbres.
De la remarque 6.1.3, en posant

D0 = A0 ⊗ A0 ⊕ A1 ⊗ A1

et
D1 = A0 ⊗ A1 ⊕ A1 ⊗ A0,

DK,nc(A) = D0 ⊕D1 est Z2-graduée.
D'autre part, en posant

(A2)0 = A0A0 + A1A1

et
(A2)1 = A0A1 + A1A0,

l'idéal A2 = (A2)0 ⊕ (A2)1 de A est naturellement Z2-graduée.
Soit x⊗y un élément homogène de DK,nc(A) = A⊗A ; puisque µ(x⊗ x) =

xy, on est conduit à poser :

Dé�nition 6.2.1. Pour tout x et y dans A0 ∪ A1, x⊗ y = x̄+ ȳ.

On a alors le résultat suivant.

Proposition 6.2.2. µ : DK,nc(A) −→ A2, x⊗ y 7−→ xy est un morphisme
de K-algèbres Z2-graduées.

Nous pouvons alors dire que le théorème (d'Etherington) 2.3.2 est valable
pour la dupliquée non commutative d'une superalgèbre.

Corollaire 6.2.3. Soit DK,nc(A) = A2 ×
ϕ
NDnc(A) la dupliquée non com-

mutative d'une superalgèbre A. Pour tout X = (x,m) on a X̄ = x̄.

Démonstration. C'est une conséquence de la proposition 6.2.2 et du théorème
d'Etherington.

6.3 Dupliquée et superalgèbres de Lie

Théorème 6.3.1. DK,nc(A) est une superalgèbre de Lie si et seulement
si les conditions suivantes sont satisfaites :
1) A2 est une superalgèbre de Lie ;
2) ϕ(x, y) = −(−1)x̄ȳϕ(y, x) pour tous x, y dans (A2)0 ∪ (A2)1 ;
3) ϕ(xy, z)−ϕ(x, yz)−(−1)ȳz̄ϕ(xz, y) = 0 pour tous x, y, z dans (A2)0∪(A2)1.
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Démonstration. Soient X = (x,m), Y = (y, n), Z = (z, p) des éléments de
D0 ∪D1. On a :

XY = (xy, ϕ(x, y))

et
Y X = (yx, ϕ(y, x));

la relation XY = −(−1)X̄Ȳ Y X conduit à

xy = −(−1)x̄ȳyx

et
ϕ(x, y) = −(−1)x̄ȳϕ(y, x).

D'autre part, on a :

J̃(X, Y, Z) =(XY )Z −X(Y Z)− (−1)Ȳ Z̄(XZ)Y

=((xy)z, ϕ(xy, z)− (x(yz), ϕ(x, yz))− (−1)ȳz̄((xz)y, ϕ(xz, y)))

=((xy)z − x(yz)− (−1)ȳz̄(xz)y), ϕ(xy, z)− ϕ(x, yz)− (−1)ȳz̄ϕ(xz, y)).

La relation J̃(X, Y, Z) = 0 conduit alors à

(xy)z − x(yz)− (−1)ȳz̄(xz)y) = 0

et
ϕ(xy, z)− ϕ(x, yz)− (−1)ȳz̄ϕ(xz, y) = 0.

Ainsi DK,nc(A) est une superalgèbre de Lie si et seulement si les quatres condi-
tions suivantes sont véri�ées :
(i) xy = −(−1)x̄ȳyx pour tous x, y dans (A2)0 ∪ (A2)1,
(ii) ϕ(x, y) = −(−1)x̄ȳϕ(y, x) pour tous x, y dans (A2)0 ∪ (A2)1,
(iii) J(x, y, z) = (xy)z − x(yz) − (−1)ȳz̄(xz)y) = 0 pour tous x, y, z dans
(A2)0 ∪ (A2)1,
(iv) ϕ(xy, z)− ϕ(x, yz)− (−1)ȳz̄]ϕ(xz, y) = 0 pour tous x, y, z dans
(A2)0 ∪ (A2)1 ; c'est-à-dire
A2 est une superalgèbre de Lie,
ϕ(x, y) = −(−1)x̄ȳϕ(y, x) pour tous x, y dans (A2)0 ∪ (A2)1 et
ϕ(xy, z)−ϕ(x, yz)−(−1)ȳz̄ϕ(xz, y) = 0 pour tous x, y, z dans (A2)0∪(A2)1.

Corollaire 6.3.2. Si DK,nc(A) est une superalgèbre de Lie alors ϕ(x, x) =
0 pour tout x dans (A2)0.

Démonstration. En e�et, on a aura :

ϕ(x, x) =− (−1)x̄x̄ϕ(x, x)

=− (−1)0ϕ(x, x)

=− ϕ(x, x)

et comme la caractéristique du corps est di�érente de deux, alors ϕ(x, x) = 0.
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Proposition 6.3.3. Si A2 = (A2)0 ⊕ (A2)1 est une superalgèbre de Lie
alors pour tous x, y, z dans (A2)0 ∪ (A2)1 on a :

ϕ(xy, z)− ϕ(x, yz)− (−1)ȳz̄ϕ(xz, y) = xy ⊗ z − x⊗ yz − (−1)ȳz̄xz ⊗ y.

Démonstration. Soient x, y, z dans (A2)0 ∪ (A2)1 ; on a (cf lemme 2.3.13) :

ϕ(xy, z)− ϕ(x, yz)− (−1)ȳz̄ϕ(xz, y) =η(xy)η(z)− η((xy)z)

− η(x)η(yz) + η(x(yz))

− (−1)ȳz̄η(xz)η(y) + (−1)ȳz̄η((xz)y)

=η(xy)η(z)− η(x)η(yz)− (−1)ȳz̄η(xz)η(y)

− η((xy)z − x(yz)− (−1)ȳz̄(xz)y))

=η(xy)η(z)− η(x)η(yz)

− (−1)ȳz̄η(xz)η(y)− η(0)

=xy ⊗ z − x⊗ yz − (−1)ȳz̄xz ⊗ y.
D'où le résultat.

On notera ΦLiS(x, y, z) = xy ⊗ z − x⊗ yz − (−1)ȳz̄xz ⊗ y.
On a la remarque immédiate suivante.

Remarque 6.3.4. Si A est une zéro-superalgèbre, alors DK,nc(A) est une
superalgèbre de Lie.

Exemple 6.3.5. Considérons l'algèbre A = A0 ⊕ A1 où A0 =< e1, e2 >,
A1 =< e3 > et la table de multiplication relative à la base e1, e2, e3 est
donnée par : e1e2 = −e2e1 = e1, les autres produits étant nuls. A est une
superalgèbre de Lie. Comme A2 =< e1 > est une zéro-superalgèbre alors
ϕ(xy, z)− ϕ(x, yz)− (−1)ȳz̄ϕ(xz, y) = 0 pour tous x, y, z dans A2. On a :

ϕ(e1, e1) =η(e1)η(e1)− η(e1e1)

=η(e1)η(e1)

=e1 ⊗ e1;

ainsi e1 est dans (A2)0 =< e1 > mais ϕ(e1, e1) est non nul. Par suite, d'après
le corollaire 6.3.2, DK,nc(A) n'est pas une superalgèbre de Lie.

Proposition 6.3.6. Si DK,nc(A) est une superalgèbre de Lie alors A2 est
une zéro-superalgèbre.

Démonstration. Soient u, x des vecteurs non nuls (éventuels) de (A2)0 et y, z
des vecteurs non nuls (éventuels) de (A2)1.

ΦLiS(x, y, y) =xy ⊗ y − x⊗ y2 − (−1)ȳȳxy ⊗ y
=xy ⊗ y − x⊗ y2 + xy ⊗ y
=2xy ⊗ y − x⊗ y2.
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Comme x est dans (A2)0 et 2xy est dans (A2)1, la relation ΦLiS(x, y, y) =
0 nous dit que 2xy = 0 et y2 = 0. Comme la caractéristique du corps est
di�érente de deux, alors xy = 0 et donc (A2)0(A2)1 = {0} ; de même la relation
ΦLiS(y, x, x) = 0 permet d'avoir (A2)1(A2)0 = {0}.

ΦLiS(u, x, y) =ux⊗ y − u⊗ xy − (−1)x̄ȳuy ⊗ x
=ux⊗ y − u⊗ xy − uy ⊗ x.

De ce qui précède, on a ΦLiS(u, x, y) = ux ⊗ y. La relation ΦLiS(u, x, y) = 0
conduit à ux = 0 ; par suite (A2)0(A2)0 = {0}.
Les relations ΦLiS(x, y, z) = 0, (A2)1(A2)0 = {0} et (A2)0(A2)1 = {0} per-
mettent de dire que (A2)1(A2)1 = {0}. D'où la proposition.

Lemme 6.3.7. Soit A = A0 ⊕ A1 une superalgèbre de Lie. Si DK,nc(A)
est une superalgèbre de Lie alors dimK(A2)1 ≤ 1.

Démonstration. Supposons que DK,nc(A) est une superalgèbre de Lie. Alors
d'après la proposition 6.3.6, A0 est une zéro-superalgèbre et (A1)2 = {0}.
Supposons que dimK(A2) ≥ 2 et soient e1 et e2 deux vecteurs linéairement
indépendants de A2. Ces deux vecteurs proviennent de A0A1 + A1A0 et donc
sont dans (A2)1. On a :

ϕ(e1, e2) =η(e1)η(e2)− η(e1e2)

=η(e1)η(e2)− η(0)

=e1 ⊗ e2.

et

ϕ(e2, e1) =e2 ⊗ e1.

Comme les deux vecteurs e1 et e2 sont linéairement indépendants alors les vec-
teurs ϕ(e1, e2) = e1⊗ e2 et ϕ(e2, e1) = e2⊗ e1 sont linéairement indépendants ;
ceci est contraire à la condition 2) du théorème 6.3.1.

Exemple 6.3.8. Considérons l'algèbre A = A0 ⊕ A1 où A0 =< e1, e2 >,
A1 =< e3 > et la table de multiplication relative à la base e1, e2, e3 est donnée
par : e1e3 = e3e1 = e3, les autres produits étants nuls. A est une superalgèbre de
Lie. Comme A2 =< e3 > est une zéro-superalgèbre alors ϕ(xy, z)−ϕ(x, yz)−
(−1)ȳz̄ϕ(xz, y) = 0 pour tous x, y, z dans (A2)0∪(A2)1. On a ϕ(e3, e3) = e3⊗e3

et ϕ(ei, ej) = 0 pour tous les autres cas où i et j parcourent {1, 2, 3}. Par suite
DK,nc(A) est une superalgèbre de Lie.

Théorème 6.3.9. Soit A = A0 ⊕ A1 une superalgèbre de Lie. DK,nc(A)
est une superalgèbre de Lie si et seulement si les conditions suivantes sont
satisfaites :
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1) A0 est une zéro-superalgèbre ;
2) (A1)2 = {0} ;
3) dimK(A2)1 ≤ 1.

Démonstration. Si DK,nc(A) est une superalgèbre de Lie alors les conditions
1), 2) et 3) sont satisfaites d'après la proposition 6.3.6. Réciproquement, si les
conditions 1), 2) et 3) sont satisfaites alors A2 est une zéro-superalgèbre et
ϕ(xy, z)−ϕ(x, yz)− (−1)ȳz̄ϕ(xz, y) = 0 pour tous x, y, z dans (A2)0∪ (A2)1 ; il
reste à véri�er que ϕ(x, y) = −(−1)x̄ȳϕ(y, x) pour tous x, y dans (A2)0∪ (A2)1.
Soient e un éventuel vecteur non nul de (A2)1, x = αe et y = βe ; on a :

−(−1)x̄ȳϕ(y, x) =− (−1)1×1ϕ(βe, αe)

=ϕ(βe, αe)

=αβϕ(e, e)

=ϕ(αe, βe)

=ϕ(x, y).

D'où le théorème.

6.4 Dupliquée et superalgèbres de Leibniz

Théorème 6.4.1. DK,nc(A) est une superalgèbre de Leibniz si et seule-
ment si les conditions suivantes sont satisfaites :
1) A2 est une superalgèbre de Leibniz ;
2) (−1)ȳz̄ϕ(xz, y)−ϕ(xy, z)+ϕ(x, yz) = 0 pour tous x, y, z dans (A2)0∪(A2)1.

Démonstration. Soient X = (x,m), Y = (y, n), Z = (z, p) des éléments de
D0 ∪D1.

L̃(X, Y, Z) =(−1)Ȳ Z̄(XZ)Y −X(Y Z) + (XY )Z

=((−1)ȳz̄(xy)z, ϕ(xy, z)− (x(yz), ϕ(x, yz))− ((xz)y,$(xz, y)))

=((−1)ȳz̄(xz)y − x(yz) + (xy)z), (−1)ȳz̄ϕ(xz, y)− ϕ(x, yz) + ϕ(xy, z)).

La relation L̃(X, Y, Z) = 0 conduit alors à

(−1)ȳz̄(xz)y − x(yz) + (xzy)z) = 0

et
(−1)ȳz̄ϕ(xz, y)− ϕ(x, yz) + ϕ(xy, z)) = 0.

Ainsi DK,nc(A) est une superalgèbre de Leibniz si et seulement si
L̃(x, y, z) = (−1)ȳz̄(xz)y − x(yz) + (xy)z) = 0 pour tous x, y, z parcourant
(A2)0 ∪ (A2)1 et (−1)ȳz̄ϕ(xz, y) − ϕ(x, yz) + ϕ(xy, z) = 0 pour tous x, y, z
parcourant (A2)0 ∪ (A2)1 ; c'est-à-dire A2 est une superalgèbre de Leibniz et
(−1)ȳz̄ϕ(xz, y)−ϕ(x, yz)+ϕ(xy, z) = 0 pour tous x, y, z dans (A2)0∪(A2)1.
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On a alors le résultat immédiat suivant.

Corollaire 6.4.2. Si A2 est une zéro-superalgèbre alors DK,nc(A) est une
superalgèbre de Leibniz.

Proposition 6.4.3. Si A2 = (A2)0⊕(A2)1 est une superalgèbre de Leibniz
alors pour tous x, y, z dans (A2)0 ∪ (A2)1 on a :

(−1)ȳz̄ϕ(xz, y)− ϕ(x, yz) + ϕ(xy, z) = (−1)ȳz̄xz ⊗ y − x⊗ yz + xy ⊗ z.

Démonstration. Soient x, y, z dans (A2)0 ∪ (A2)1 ; on a (cf lemme 2.3.13) :

(−1)ȳz̄ϕ(xz, y)− ϕ(x, yz) + ϕ(xy, z) =(−1)ȳz̄η(xz)η(y)− (−1)ȳz̄η((xz)y)

− η(x)η(yz) + η(x(yz))

+ η(xy)η(z)− η((xy)z)

=(−1)ȳz̄η(xz)η(y)− η(x)η(yz)

+ η(xy)η(z)

− η((−1)ȳz̄(xz)y − x(yz) + (xy)z))

=(−1)ȳz̄η(xz)η(y)− η(x)η(yz)

+ η(xy)η(z)− η(0)

=(−1)ȳz̄xz ⊗ y − x⊗ yz + xy ⊗ z.

D'où le résultat.

On notera ΦLeS(x, y, z) = (−1)ȳz̄xz ⊗ y − x⊗ yz + xy ⊗ z.

Exemple 6.4.4. Soit A = A0 ⊕ A1 où A0 =< e1, e2 >, A1 =< e3 > la
superalgèbre de l'exemple 6.3.5. Comme A2 =< e1 > est une zéro-superalgèbre,
alors DK,nc(A) est une superalgèbre de Leibniz.

Exemple 6.4.5. Considérons une superalgèbre B telle que B2 soit iso-
morphe à A = A0 ⊕A1 la superalgèbre de l'exemple 6.3.5. Comme B2 est une
superalgèbre de Lie alors B2 est une superalgèbre de Leibniz. On a :

ΦLeS(e1, e2, e3) =(−1)ē2ē3e1e3 ⊗ e2 − e1 ⊗ e2e3 + e1e2 ⊗ e3

=e1 ⊗ e3.

Ainsi ΦLeS(e1, e2, e3) est non nul et par suite DK,nc(B) n'est pas une superal-
gèbre de Leibniz.

Proposition 6.4.6. Si DK,nc(A) est une superalgèbre de Leibniz alors A2

est une zéro-superalgèbre.
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Démonstration. Soient u, x des vecteurs non nuls (éventuels) de (A2)0 et y, z
des vecteurs non nuls (éventuels) de (A2)1.

ΦLeS(x, y, y) =(−1)ȳȳxy ⊗ y − xy ⊗ y + x⊗ y2

=− xy ⊗ y + x⊗ y2

=− 2xy ⊗ y − x⊗ y2.

Comme x est dans (A2)0 et 2xy est dans (A2)1, la relation ΦLeS(x, y, y) = 0
nous dit que 2xy = 0 et y2 = 0. Comme la caractéristique du corps K est
di�érente de deux, alors xy = 0 et donc (A2)0(A2)1 = {0}.

ΦLeS(y, x, y) =(−1)ȳȳy2 ⊗ x− yx⊗ y + y ⊗ xy
=y2 ⊗ x− yx⊗ y + y ⊗ xy;

le calcul ci-dessus nous dit que ΦLeS(y, x, y) = −yx ⊗ y ; par suite la relation
ΦLeS(y, x, y) = 0 permet de dire que (A2)1(A2)0 = {0}.

ΦLeS(u, x, y) =(−1)x̄ȳuy ⊗ x− ux⊗ y + u⊗ xy
=uy ⊗ x− ux⊗ y + u⊗ xy.

De ce qui précède, on a ΦLeS(u, x, y) = −ux⊗ y. La relation ΦLeS(u, x, y) = 0
conduit à ux = 0 ; par suite (A2)0(A2)0 = {0}.
Les relations ΦLeS(x, y, z) = 0 et (A2)0(A2)1 = {0} permettent de dire que
(A2)1(A2)1 = {0}. D'où la proposition.

Le corollaire 6.4.2 et la proposition 6.4.6 permettent d'énoncer le résultat
suivant.

Théorème 6.4.7. DK,nc(A) est une superalgèbre de Leibniz si et seule-
ment si A2 est une zéro-superalgèbre.



Conclusion

La dupliquée introduite en 1949 par I. H. Etherington est à l'origine un
thème d'algèbre génétique ; c'est dans ce sens qu'au chapitre 2, quelques résul-
tats dus aux auteurs A. Micali, F. Corpet, I. Katambé sont donnés.

Notre étude s'est axée sur l'aspect purement algèbrique de la notion de
dupliquée.

Soient K un corps commutatif et DK,nc(A) sa dupliquée non commutative.
Si DK,nc(A) est dans une classe d'algèbres donnée, il est possible sous certaines
conditions de caractériser la sous-algèbre A2 de A. C'est ce qui est fait dans
les chapitres 3, 4, et 5.

Dans le chapitre 3, nous avons montré que si DK,nc(A) est Lie-admissible
et A2 est non commutative alors dimK(A2) ≤ 3 ; dans le chapitre 4, il est
indiquée que DK,nc(A) est une algèbre de Jordan si et seulement si A2 est
une zéro-algèbre ou dimK(A2) ≤ 1 ; dans le chapitre 5, il est montré que si
DK,nc(A) est une algèbre Leibniz-admissible et A2 est non commutative alors
dimK(A2) ≤ 2. Nous allons alors conjecturer : "Soit A une algèbre dans une
classe C. Si la dupliquée non commutative de A est dans la classe C alors la
dimension de A2 est inférieure ou égale à trois".

D'autre part, si la question de la dupliquée non commutative d'une algèbre
de Lie ou de Leibniz semble être traitée jusqu'à certain niveau, ce n' est pas le
cas pour la dupliquée non commutative des algèbres de Jordan. En e�et, qu'en
est-il de la Jordan-admissibilité ? Ne serait-il pas possible de dé�nir, comme
pour les algèbres n-Leibniz, une notion d'algèbres de Jordan d'ordre n (n ≥ 4) ?

Qu'en est-il de la dupliquée des algèbres de Malcev, des algèbres de Hopf,
etc ?

Nous disons également que la notion de dupliquée non commutative d'une
superalgèbre ne demande qu'à être élargie.

En�n les résultats algébriques obtenus dans ce travail ont-ils des signi�ca-
tions dans le domaine de la génétique ?
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Résumé

Soient K un corps commutatif et A une K-algèbre. La dupliquée
non commutative DK,nc(A) de A est le K-espace vectoriel A ⊗ A,
muni de la multiplication donnée par (x ⊗ y)(x′ ⊗ y′) = xy ⊗ x′y′,
pour tous x, y, x′, y′ parcourant A ; tant dis que la dupliquée com-
mutative DK(A) de A est le K-espace vectoriel S2(A) la seconde
puissance symétrique de A muni de la multiplication donnée par :
(x ∨ y)(x′ ∨ y′) = xy ∨ x′y′, pour tous x, y, x′, y′ dans A. Les Pro-
fesseurs A. Micali, A. Koulibaly et M. Ouattara ont vu cette du-
pliquée comme le produit semi-direct A2 ×

ϕ
NDK,nc

(A), la structure

de K-algèbre de A2 ×
ϕ
NDK,nc

(A) étant donnée par (x,m)(y, n) =

(xy, ϕ(x, y)) où ϕ : A2 × A2 −→ NDK,nc
(A) est une application K-

bilinéaire convenable. Ils ont observé que : DK,nc(A) est dans une
classe d’algèbres C si et seulement si la sous-algèbre A2 de A est
dans la classe C et ϕ est un 2-cocycle à coefficients dans NDK,nc

(A)
où NDK,nc

(A) est le noyau du morphisme surjectif µ : DK,nc(A) −→
A2, x⊗ y 7−→ xy.

Dans ce travail, il est question de caractériser la sous-algèbre A2

de A lorque DK,nc(A) est une algèbre Lie-admissible, une algèbre
de Leibniz, une algèbre Leibniz-admissible, une algèbre de Jordan.

D’autre part, la dimension du noyau du morphisme surjectif
Dk

K,nc(A) � Dk
K(A) est calculée oùDk

K,nc(A) (repectivementDk
K(A))

est la kieme dupliquée non commutative (respectivement la kieme du-
pliquée commutative) de A.


