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Introduction

Jusqu’aux années mille neuf cent trente, la théorie des anneaux s’est déve-
loppée surtout en tant que théorie des anneaux associatifs. Cependant, dés la
deuxiéme moitié du 19°¢ siécle, il existait des systémes algébriques répondant
a tous les axiomes d’un anneau a l’exception de l'associativité : par exemple
I’algébre des nombres de Cayley, construite en 1845 par le mathématicien an-
glais Arthur Cayley (1821-1895). Dans ’étude des structures non associatives,
signalons les roles proéminents des mathématiciens Joseph Henry Maclagan
Wedderburn (1882-1948) qui étudia les structures algébriques et est auteur du
théoréme : tout corps fini est commutatif, Emil Artin (1898-1962) un des fon-
dateurs de la théorie des groupes de tresses, Marius Sophus Lie (1842-1899)
créateur des algébres de Lie, Pascual Jordan (18 Octobre 1902-31 Juillet 1980)
créateur des algébres de Jordan et Jean-Louis Loday découvreur des algébres
de Leibniz. Les algébres de Lie sont un important systéme algébrique non as-
sociatif qui embrassent des domaines variés tels que la Géométrie différentielle
et la Physique. Les algébres de Leibniz, généralisation des algébres de Lie, sont
introduites dans les années 1980 par Jean-Louis Loday.

Dans un article paru en 1881, aprés sa mort, portant sur la structure géné-
rale des algébres associatives de dimension finie, Benjamin Peirce (1809-1880)
introduit les notions d’idempotents et de nilpotents. Il démontre que dans une
algébre associative, possédant un élément non nilpotent, il existe un idem-
potent non nul et en déduit I'identité

r = exe + (ex — exe) + (xe — exe) + (v — ex — xe + exe)

identité valable dans toute algébre associative et pour tout idempotent e de
cette algebre. Cette identité est encore vraie pour une algébre flexible o 1’on
pose e(xe) = (ex)e = exe.

La notion de dupliquée d’une algébre apparait pour la premiére fois en 1939
dans un article ([21]) d’Etherington & propos du symbolisme de la Génétique.
Gonshor (1960) ([25]) et Boers (1982) ([10]) ont repris 'étude de la dupliquée
d’un point de vue essentiellement mathématique en étudiant des propriétés de
transfert.
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Les auteurs Micali de I'Université Montpellier IT, Koulibaly et Ouattara de
I"Université de Ouagadougou ont étudié la dupliquée sous divers angles ([35],
[36], [46], [47] [37], [38]) ; ils ont notamment vu la dupliquée comme étant un
produit semi-direct. Nous utiliserons largement ce point de vue dans notre
travail.

Soit K un corps commutatif de caractéristique différente de deux. Soient
A une algebre de dimension finie sur K et Dy ,.(A) sa dupliquée non commu-
tative ; nous savons que si dimg A% = 1 ou A? est une zéro algébre, Dy ,.(A)
est alors associative et, par suite Lie-admissible. Par conséquent, la question
de caractériser A? lorsque Dy ,.(A) est Lie-admissible se pose. Il est égale-
ment intéressant de se poser le méme type de question lorsque Dk ,,.(A) est de
Jordan ou de Leibniz. [.’étude de ces problémes constitue 'objet de ce travail.

Dans le premier chapitre, nous rappelons certaines notions fondamentales
sur lesquelles repose cette recherche.

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons la dupliquée d’une algébre,
rappelons quelques résulats obtenus dans notre thése de troisiéme cycle et
donnons quelques résultats nécessaires pour la suite.

Dans le troisieme chapitre nous donnons une autre démonstration d’un
résultat obtenu dans notre thése de troisiéme cycle (|51]) tout en améliorant
ce résultat et donnons une caractérisation de la sous-algébre A% de A dans le
cas ou D ,.(A) est Lie-admissible et A? est non nil, flexible et a puissances
associatives.

Au quatriéme chapitre, aprés quelques théorémes de caractérisations sur
la dupliquée non commutative et la dupliquée commutative, il est analysé la
n-associativité de la dupliquée non commutative. Enfin, la dimension du noyau
du morphisme surjectif D}, ,.(A) - D (A) est calculée.

Dans le cinquiéme chapitre, nous étudions la dupliquée non commutative
des algébres de Leibniz d’ordre n et nous donnons une caractérisation de la
sous-algébre A% de A dans le cas ot D ,.(A) est Leibniz-admissible.

Enfin, dans le sixiéme chapitre nous introduisons la notion de dupliquée non
commutative d'une superalgébre et nous analysons le cas des superalgebres de
Lie et de Leibniz.



Chapitre 1

(Généralités sur les algébres

1.1 Rappels de quelques définitions et exemples

Dans tout ce chapitre K est un corps commutatif.

Une K -algébre est la donnée d’un K-espace vectoriel A et d’une application
K-bilinéaire A x A — A, (x,y) — xy.

Soit A une K-algebre. Le commutateur du couple (z,y) d’éléments de A est
défini par zy—yx et est noté [x, y| et I’associateur du triplet (x,y, z) d’éléments
de A est défini par (zy)z — z(yz) et est noté {x,y, z}.

On dit que A est une K-algébre commutative si [z,y] = 0 pour tous z,y
dans A.

On dit que A est une K-algébre associative si {x,y, z} = 0 pour tous z,y, 2
dans A.

On dit qu’un élément u de A est une unité de A si ur = x = xu pour tout x
dans A. Par exemple pour tout entier naturel non nul n, 'algébre des matrices
carrées d’ordre n & coefficients réels est une algébre associative, a élément unité
et non commutative dés que n > 2.

Considérons 'algébre de dimension deux dont la multiplication relative a
une base e, e; est donnée par le tabeau ci-dessous ([25]).

e [a |

T
€o || €o 5€1
el %el 0

Il s’agit d’une algébre commutative non associative. En effet (egeg)e; = ege; =
%el et eg(eper) = %6061 = }161' De plus, elle n’a pas d’élément unité.

Soient R le corps des nombres réels et C le corps des nombres complexes ;
C est une R-algébre commutative, associative a élément unité 1, de dimension
deux dont la table de multiplication relative a la base 1,2 est 1 x1 =1, 1 x17 =
1, 1 X1 =—1.

Considérons la R-algébre H des quaternions dont la multiplication relative
a la base 1, ey, es, e3 est donnée par le tableau ci-dessous.
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L [e [ea [es |
1 1 €1 €9 €3
e1 [ler| =1 |es —es
es || e | —es | —1 | eg
es || es | ey —e; | —1

H est une R-algeébre qui contient C en tant que R-sous-algébre; c’est un C-
espace vectoriel mais n’est pas une C-algébre ; enfin H est une R-algébre asso-
ciative non commutative et a élément unité 1.

On dit qu'une K-algébre A est alternative si {x,z,z} =0 et {x,y,y} =0
pour tous z,y,z dans A. Une K-algébre A est dite flexible ou élastique si
{z,y,2} = 0 pour tous z,y dans A et on dit qu’elle vérifie l'identité de la
puissance troisieme si v’z = xx? pour tout = dans A.

On note immédiatement que toute K-algébre associative est alternative.
Toute K-algebre alternative est flexible et toute algébre flexible vérifie 'identité
de la puissance troisiéme. Voici un exemple d’une algébre qui vérifie 'identité
de la puissance troisiéme mais qui n’est pas flexible : on considére A la K-
algébre de dimension deux dont la table de multiplication relative a une base
e, f est donnée par le tableau suivant (|28]) :

~felf |
e |lele+f
folf

Le calcul nous montre que z2? = 2%z = (a+ 3)%x pour tout x = ae+ B f dans
A mais cette algébre n’est pas flexible car (ef)e = e et e(fe) = 0.

Considérons la R-algebre O des octonions dont la multiplication relative a
la base 1, eq, e, €3, 4, €5, €6, €7 est donnée par le tableau ci-dessous.

(~ [t e Jes [es Jea [es [es [er |
1 1 €1 €o €3 €4 €5 €6 er
e1 [ler| =1 |es —ey | e5 —ey | —e7 | €6
e || e | —es | —1 | eg eg er —ey | —e5
es || es | e —e; | =1 |er —eg | es —ey
€4 €4 | —€5 | —€g | —€7 -1 €1 €9 €3
€5 €5 | €4 —€7 | € —e€1 —1 —E€3 | €9
€g € | €7 €4 —€5 | —€9 | €3 —1 —e€1
er || er | —eg | es ey —e3 | —eg | e —1

O est une R-algébre qui contient H en tant que R- sous-algébre; c¢’est un C-
espace vectoriel mais n’est pas une C-algébre; de méme, O est un H-espace
vectoriel mais n’est pas une H-algébre ; enfin O est une R-algébre alternative
non associative ni commutative a élément unité 1.
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Soit A une K-algébre et x un élément de A. On définit de facon inductive
les puissances principales de x par :

' =xzetpour j=1,2---, 2T =iz

La K-algébre A est dite a puissances associatives si pour x dans A,

Il est immédiat qu’une algébre associative est & puissances associatives.

Soit A la K-algébre dont la multiplication relative a la base ey, es, €3, €4, €5
est donnée par le tableau ci-dessous.

[~ leafesfes Jea [es]
€1 || €1 | €2 | €3 €4 €5
€2 €9 0 0 0 0
€3 €3 0 0 €x 0
es || esa |0 | —e5 |0 es3
es | es |0 |0 —e3 | 0

5
Soit x = ape1 + ageg + azes + aueq + ases = apeg + Z aje; 5 on note que e est
J=2
5 , , 5
un élément unité; (D aje;)* = 0; par conséquent x° = (e +2 ) aje;)
Jj=2 Jj=2

5
puis 23 = (a1)?(aze; + 3 Y aje;); on montre par récurrence sur n que " =
Jj=2

5

(c1)" (azer +n Y aje;) pour tout entier naturel non nul n; on vérifie alors
=2

que 2™z™ = 2™ pour tous entiers naturels non nuls m et n; ainsi A est

une algébre a puissances associatives. On note que (egeq)es = Oey = 0 et

eq(ese3) = —eqe5 = —es; ceci nous dit que A n’est pas alternative.
1.2 Quelques constructions

Construction 1 ([34])

Considérons la R-algébre notée C™) définie par C* = C en tant que R-
espace-vectoriel et dont la multiplication est donnée par = xy = Ty = T¥.
Examinons quelques propriétés de la R-algébre C™).

I’algébre C™*) est commutative donc flexible.
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Soient x,y,z dans C™) : (zxy)x2 = T2 = ayZ et v+ (y*2) = T*YZ = Tyz;
mais en général, xyZ # Tyz: ainsi C® n’est pas associative. D’autre part,
(x*xz)*xy =TT+xy = 2’y et x* (x*xy) = v *Ty = Twy; et en général,
2%y # Tay ; ainsi C*) n’est pas alternative. Par ailleurs, C*) n’a pas d’élément
unité. En effet si e est une unité de C*) alors * = x *x e = T€é = 7, mais en
général, T # x.

Posons 22 = zxx pour tout entier n > 2, 2*" ™ = 2*"xx puis N(x) = 2T = Tu.
On a:
T =rxr =TT =T
v = (r*xx)* 2 =2 %1 = 2°T = 72° = (Tw)xr = N(2)x;
*4 %3 _ _ *2
=2 xx = Nx)r*xx = N(x)z™,
22w = 2 = o,

en général z* # N(x)x*?; ainsi C®™ n’est pas & puissances associatives.
Rappelons qu’un élément idempotent d’une algébre est un élément x vérifiant
2? = x. Ecrivons = a + Bi; alors z x v = (T7)? = a® — % — 2281 ; la relation

xxx = z conduit & a® — 82 = a et —2a8 = B; ce qui donne les solutions

r=0ouzxz=1ouz= —%+‘/7§2' our=—35— ‘/732'; ainsi C*) n’a que trois
idempotents non nuls qui sont 1, —% + ‘/752', —% — ‘/752 les racines, dans C, du

polynome x? + x + 1.

Ce qui est fait pour C™® peut étre fait pour H®) ou pour Q™.
Construction 2 ([34])

Nous supposons ici que K est de caractéristique différente de deux. Une
pondération w sur une K-algébre commutative A est un morphisme surjectif
d’algébres de A sur K ; le couple (A,w) est alors une algébre pondérée. Soit
(A,w) une K-algébre pondérée dont la multiplication s’écrit

1
Ty = §(w(x)y + w(y)x), pour tous x,y dans A.

On considére la K-algébre A®) qui coincide avec A en tant que K-espace
vectoriel et dont la multiplication s’effectue d’aprés la régle suivante

1
2%y =—(w(x)y —w(y)z), pour tous z,y dans A®;
y = w@ly —wly)z) y

w n’est pas une pondération de A™ ; en effet bien que w soit une forme linéaire
sur A, on a w(z*y) = 0 pour tous z, y dans A ; mais comme w est surjective,
il existe a dans A™) tel que w(a) = 1; pour cet élément, on a w(a * a) = 0 et
w(a)w(a) = 1.
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Il est clair que z *x x = 0 et donc x xy = —y * x pour tous x,y dans A et par

suite A®) est anticommutative ; de plus
(xxy)xx=—(y*xx)*xxetaxx(ysxz)=—(y*z)*x

et donc

(xxy)*xz=ax*(y*x),

c’est-a-dire, A®) est une K-algébre flexible.

Enfin
o (0 y) =2 (G ()o — w(@)y)
= ez — @ ey
=— iw(x)x £y

et (z*x)+y = 0 donc en général x * (z xy) # (r*xx) xy = 0; de méme
(xxy)*y #x*(y*y) =0 et, par suite, A®) n’est pas alternative.

Remarque :
1
(wxy)*z = (wly)z —w(z)y) * 2
—i(w(y)x * 2 — w(x)y * 2)
:%qmw@@m—w@pwa@w@w—wwﬂD
:%(w(y)w(z)fﬂ —w(yw(z)z — w@)w(2)y + w(z)w(y)z)
= () @()r + w(2)2) — (@) @)= +(2)y))
= (wly)rz — wlo)y?)
donc

et
(z%2) %y = - (w(x)zy — w(2)zy).

Le jacobien dans A®) de z,y, 2 est

Iy, z) = (r*xy)*z+ (y*x2)*xx+ (zxx) %Y.
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On obtient donc
3,9,2) = @@l 8] + W), )+ w2 a]).

Ainsi (A,w) étant commutative, A®) est une algébre de Lie.

Construction 3 ([34])

Une K-algébre pondérée (A,w) de dimension n + 1 est appelée algébre
génétique (au sens de Gonshor) s’il existe une base eg, ey, -+ ,e, de A sur K
telle que si

6j€k:Z’ijlela j?kal:0717”'7n
=0

est sa table de multiplication relativevement a la base citée, alors

Yooo = 1,
’)/Okl:OSil</€,
Yit = 081l < max(j, k) pour j > 1et k> 1.
Sur cette base, la pondération de w : A — K opére comme suit : w(ey) = 1
etw(e;) =0,7=1,--,n.
Nous allons partir de ces relations pour définir la notion d’algébre génétique
non commutative. Une K-algébre pondérée (A, w) non commutative de dimen-

sion n + 1 est dite une algebre génétique non commutative s’il existe une base
€g, €1, ,e, de A sur K telle que si

€j€kzz7jk:l6h j7kal:0717”'7n
=0

est sa table de multiplication relativevement a la base citée, alors

Yooo = 1,
Yot = 0 et Yoy = 0, sil <Kk,
Vi = 0, sil <max(j, k), pour j > 1et k> 1.

Comme l'algébre n’est pas commutative, ¢’est-a-dire, comme il existe des in-
dices j,k tels que v # i, on ajoute une condition supplémentaire par
rapport au cas commutatif, a savoir, yxo = 0 pour [ < k. Par la suite, nous
donnons un exemple d’algébre génétique non commutative en nous servant de
la (r, s)-mutation d’une algébre génétique commutative définie ci-dessous.

Soit (A,w) une algébre génétique commutative (les notations utilisées sont
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celles ci-dessus), r et s deux vecteurs de A. Définissons la (7, s)-mutation de
(A,w) par la multiplication z x y = (xr)y — (ys)z pour x,y parcourant A; la
(r, s)-mutation de A est notée A(r,s) en tant qu’algébre mais il est clair que
A(r,s) = A en tant que K-espace vectoriel. Dans la base ci-dessus mentionnée
n n
de la K-algébre A, écrivons r = ) rje;, s = . s;e; donc
=0 =0
o j
ej xex = (ejr)er — (ers)e; = X Tjuer
i=0

n

oules Ui = > (70 VipgVakl — SqVkpaYait), J» K, L = 0,1, - -+ n sont les constantes
P,q=0
de structure de la K-algébre mutée A(r, s) en la base eg, ey, -, ep,.

On montre que :
Looo = 10 — 80 = w(r — 3),

Low =0,
I'wor =0 pour I < k

et
I = 0 pour I < max(j, k) avec j > 1et k> 1.

Pour compléter les conditions de généticité, il suffira de choisir r # s.

Notons que l'application K-linéaire @ : A(r,s) — K définie par z ——
w(r — s)w(z) verifie la condition wW(x x y) = w(x)w(y), quels que soient xz,y
dans A(r,s); donc (A(r,s),w) est une K-algébre pondérée si r — s n’est pas
dans Ker(w) et, en particulier, on doit avoir r # s. Ces considérations se
trouvent déja dans [17].

Pour montrer que la K-algébre A(r, s) est pondérée, il faut montrer qu’il existe
un idéal bilatére N de A(r,s) de codimention 1 tel que

A(r, s)? ¢ N (R).

En effet, posons N = ker(@) et N = ker(w).

[application K-linéaire ¢ : A — A(r,s) définie par z — ﬁm est un
isomorphisme de K-espaces vectoriels vérifiant @wo ¢ = w; de plus, o(N) C N
donc, par passage aux quotients cela nous fournit le diagramme commutatif

suivant :

A—" Alr, )

|

A/N —— A(r,s)/N

ot les fleches verticales sont canoniques. Cela nous dit que N est un idéal
bilatére de A(r, s) de codimension 1 car N est lui méme de codimension 1. De
plus, la condition (R) vient du fait que A(r, s)? est un idéal bilatére de A(r, s)
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engendré par les vecteurs z x y, x,y parcourant A(r,s) et de I'analyse de la
formule wW(x xy) = w(r — s)*w(x)w(y), pour tous x,y dans A(r,s) = A (en tant
qu’espaces vectoriels).

1.3 Nilpotence et résolubilité

Soit A une K-algébre. On définit de facon inductive, les puissances princi-
pales de A par :

A=A et A" =A"A n=1,2---.

On dit que A est nilpotente a droite s’il existe un entier naturel non nul % tel
que A¥ = 0. Si A est nilpotente, le plus petit entier naturel non nul p tel que
AP = (0 est appelé indice de nilpotence de A. Notons qu’en posant
A=A et A" =44" n=12,--,
on définit la notion de nilpotence & gauche. Pour une algébre associative, les
deux notions coincident. On dira que A est nilpotente s’il existe un entier
naturel non nul k tel que tout produit x; ---x; d’éléments de A soit nul quel
que soit la facon de placer les parenthéses dans le produit.
On définit de fagon inductive, les puissances pleines de A par :

Al = A4 o Al — A[”]A["], n=1,2---.

On dit que A est résoluble s'il existe un entier naturel non nul k tel que A* = 0.
Si A est résoluble, le plus petit entier naturel non nul p tel que AP = 0 est
appelé indice de résolubilité de A. Tl est clair que toute algébre nilpotente est
résoluble.

Soit A une K-algébre & puissances associatives et x un élément de A. On
dit que x est nilpotent s'il existe un entier naturel non nul k tel que z* = 0. Si
x est nilpotent, le plus petit entier naturel non nul p tel que 2 = 0 est appelé
indice de nilpotence de x. On dira que A est une nilalgébre si tout élément de
A est nilpotent.

Soit A la R-algébre de Suttles ([39], [65]) dont la multiplication relative a
la base uq, us, v1, v9, v3 est donnée par le tableau ci-dessous.

(o lwfu [ofv v |

(751 0 0 Vg | Us 0
us |0 |0 0 | vy | —vg
v || vy | O 0O [0 |0
vy || v3 | 11 0O [0 |0
v3 |0 | —v |0 |0 [0
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Soit z = a1U; + Qg + ﬁlvl + 621)2 -+ ﬁ37j3. Alors
2 = 206501 + (20181 — 2 33)v2 + 201 Bavs;

1? = 2% = 209(1 By — anfB3)v1 + 201 (an By — afB3)vs

et
4

=23 =0.
Ainsi N est une nil-algébre de nilindex 4.
On a N? =< vy, v, v3 > et pour tout entier naturel n supérieur ou égal a trois,
N™ =< vy, v9,v3 >= N?; par conséquent N n’est pas nilpotent. D’autre part
N2N? = {0} et donc N est résoluble.

Il est montré qu’en dimension finie, toute algébre alternative qui est une
nilalgébre est nilpotente; de plus pour des algébres a puissances associatives
de dimension finie, les notions d’algébre résoluble et de nilalgébre coincident

(163])-

Une classe d’algébres est constituée d’algebres dans laquelle est définie une
ou plusieurs relations entre les éléments. Certaines de ces classes portent des
noms de mathématiciens, qui sont en général leurs créateurs ou découvreurs,
a titre d’hommage. Parlons de quelques unes d’entre elles.

1.4 Quelques algébres 4 patronymes

Nous disons ici quelques mots historiques sur les algébres qui seront étudiées
par la suite.

Soient A une K-algébre et x,y,z des éléments de A. Rappelons que le
jacobien de x,y,z dans A est J(x,y,2) = (xy)z + (yz)x + (22)y; posons
maintenant £(x,y,z) = (zz)y — (xy)z + z(yz) puis désignons par R, la mul-
tiplication & droite par z, c’est-a-dire, R, : A — A, y —— yx et par
L, : A — A y —— xy la multiplication a gauche par z. La relation
L(z,y,z) = 0 s’écrit aussi R,(zy) = R.(z)y + xR,(y), c’est-a-dire, R, est
une dérivation de A. Ainsi, les fonctions J et £ peuvent s’écrire, en termes de
multiplications comme suit :

L(z,y,2) = (RyR. — R.Ry + Ry.)(z) = R.(2)y — R.(zy) + vR.(y) et
J(z,y,2) = (R.Ry + Ly, + R,L.)(x).

Algébre de Jordan

On dit que A est une algébre de Jordan non commutative si A est flexible
et pour tous x,y dans A, {x,y,2z?} = 0 ([63] p.141). Ce nom de "algebre de
Jordan" a été donné en hommage a Pascual Jordan. Pascual Jordan (né le 18
Octobre 1902 a4 Hanovre ; décédé le 31 Juillet 1980 & Hambourg , Allemagne)
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a été un physicien et mathémacien qui a fait d’importantes contributions a
la mécanique quantique et la théorie quantique des champs. Il a beaucoup
contribué a la formulation mathématique de la mécanique matricielle et a dé-
veloppé des relations anticommutations canoniques pour les fermions. Alors
que l'algébre de Jordan qu’il a construite n’est plus employé dans la méca-
nique quantique, il a trouvé d’autres applications en mathématiques. Toute
algébre alternative est de Jordan ([63]). De méme toute algébre de Jordan est
A puissances associatives ([63]).

Algébre de Lie

On dit que A est une algébre de Lie si pour tous z,y,z dans A, 22 = 0
et J(z,y,2z) = 0. Sophus Lie (17 décembre 1842 & Nordfjordeid, Norvége -
18 février 1899 en Norvége) est un mathématicien norvégien. Il a participé
activement a la création de la théorie des symétries continues et I’a appliquée a
la géométrie et aux équations différentielles. On lui doit la création des algébres
de Lie, ainsi que des groupes de Lie. Une classification des algébres de Lie de
dimension inférieure ou égale a trois est donnée dans [26]. Notons A~ 'algébre
dont 'espace vectoriel sous-jacent est A et dont la multiplication est donnée
par [x,y] = xy — yx, appelé aussi crochet de Lie. On dira que A est Lie-
admissible si A~ est une algébre de Lie. Par exemple, toute algébre associative
est Lie-admissible.

Algébre de Leibniz

On dit que A est une algébre de Leibniz si pour tous x,y, z dans A, on a
L(z,y,z) =0, en d’autres termes, R, est une dérivation de A pour tout z dans
A. Ces algébres ont été découvertes par Jean-Louis Loday dans les années 1980.
Le nom "algébre de Leibniz" a été donné en hommage a Leibniz. Gottfried Wil-
helm Leibniz parfois von Leibniz ; anciennement francisé en Leibnitz (Leipzig,
ler juillet 1646 - Hanovre, 14 novembre 1716) est un philosophe, scientifique,
mathématicien, diplomate, bibliothécaire et homme de loi allemand qui a écrit
en latin, francais et allemand. Une classification des algebres de Leibniz de
dimension inférieure ou égale a trois est donnée dans [6]. Nous dirons que A
est Leibniz-admissible si A~ est une algébre de Leibniz.

Remarque 1.4.1. Si pour tout z dans A, 22 = 0 alors J(z,y,2) =
—£(z,y,2). Ainsi toute algeébre de Lie est une algébre de Leibniz. En fait
les algébres de Leibniz sont une forme non (anti)commutative des algébres de
Lie ([31)).

Proposition 1.4.2. Soit A une algébre de Leibniz. Alors les relations sui-
vantes sont satisfaites pour tous x,y, z dans A.

1) (zy)z = (x2)y + x(y2) et (zy)z = (x2)y — z(2y)
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2) 2(:573/7 Z) = —£(]I,Z,y) et 33(y2) = _x<zy>

Démonstration. Soient x,y,z des éléments d’une algébre de Leibniz A. Les
relations £(z,y, z) = 0 et £(z, z,y) = 0 conduisent & (zy)z = (z2)y + z(yz) et
(xy)z = (zz)y — x(zy). De ces derniéres relations, il vient

z(yz) = (zy)z — (22)y et x(zy) = (v2)y — (vy)2, donc x(yz) = —x(2y), puis
L(z,y,2) = —L(x, 2,9). O

Proposition 1.4.3. Soit A une algébre de Leibniz. Alors :
1) xy? = 0 pour tous x,y dans A.
2) 2%y = (xy)x — z(wy) pour tous x,y dans A.

Démonstration. En effet, la relation 0 = £(x,y,y) conduit a zy*> = 0; la
relation 0 = £(x, z,y) permet d’avoir 2%y = (zy)z — z(zy). O

Corollaire 1.4.4. Une algébre de Leibniz n’a pas d’idempotent non nul.

Un lien entre algebre de Leibniz et algébre associative.

On suppose ici que la caractéristique du corps K est différente de deux.

Soit A une K-algébre de Leibniz commutative. Comme zy? = 0 pour tous x
et y dans A alors z(y+2)? = 0 pour tous x, y et z dans A et z(yz) +xz(zy) = 0;
A étant commutative on a 2z(yz) = 0 puis z(yz) = 0 pour tous z, y et z dans
A. On peut alors énoncer :

Proposition 1.4.5. Toute K-algébre de Leibniz commutative est une
algébre associative.



Chapitre 2

Généralités sur la dupliquée

Nous donnons ici la définition de la dupliquée commutative et celle de la du-
pliquée non commutative d’une algébre. D’autre part, nous rappelons quelques
résultats obtenus dans notre thése de troisiéme cycle. Enfin des résultats gé-
néraux sont donnés.

2.1 Sur la Dupliquée commutative

Soient K un corps commutatif et A une K-algébre commutative.

2.1.1 La dupliquée commutative

Soient I I'idéal du produit tensoriel A ® A engendré par les éléments
rRy—y®zet S?2(A) = (A® A)/I la seconde puissance symétrique de A.
Posons Dg(A) = S%(A). Ce K-espace vectoriel est linéairement engendré par
les vecteurs x V y (produit symétrique de x et y) pour = et y parcourant A.
On définit sur Dy (A) une structure de K-algébre commutative en posant

(xVy) (' Vy')=zyVa'y, pour tous x,y, 2,y dans A

ou V désigne le produit symétrique (que 'on peut nommer aussi de produit
tensoriel commutatif ) ; Dy (A) est appelée la dupliquée commutative de A.

L’application u : Di(A) — A%, 2V y — 2y est un morphisme surjectif de
K-algébres appelé morphisme d’Etherington. Soit Np, (A) le noyau de p. On
a alors la suite exacte

0 — Np, (A) = Dg(A) — A*> = 0.

On note immeédiatement que D (A)Np, (A) = 0.
On a donc Dy (A) ~ A% x Np, (A) (s.d pour produit semi-direct) ou le produit
d

semi-direct s.d est déﬁnis‘par
(@, m)(y,n) = (zy, (. y)),

16
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ol p: A? x A2 — Np, (A) est une application K-bilinéaire symétrique, ¢’est-

a-dire, D (A) est une extension nulle de (A%, i) et » un factor set de cette

extension. On note alors Dy (A) = A? x Np,.(A). On dira que deux applications
s.d

o, A? x A® — Np, (A) sont équivalentes s'il existe une application K-
linéaire h : A> — Np, (A), telle que
o =@+ 0oh
ou
Sh: A? x A* — Np, (A), (x,y) = h(z)y — h(zy) + xh(y).
De la structure de Dy (A), il vient que

oh(z,y) = —h(zy).
Ainsi ¢ et ¢’ sont équivalentes si et seulement si

A? x Np,.(A) ~ A? x Np,.(A) (isomorphisme de K-algébres).

® @

L’isomorphisme mentionné s’écrit

A? X Np, (A) = A% x Np, (A), (x,m) — (x,m — h(z)).

© @

Notons que A% x Np, (A) est une autre notation pour A? x Np, (A) dans
© s.d

laquelle on met en évidence 'application .
[’algébre A étant de dimension finie, il existe n : A> — Dg(A), K-linéaire,
telle que pon = idy2. Considérons 'application bilinéaire

@ A? x A* = Np, (A), (z,y) = n(z)n(y) — n(zy).

Soit 1’ une application linéaire de A% dans Dg(A) telle que pon' = idye.

Posons alors h = 1" — 7. On obtient immédiatement ¢’ = ¢ + Jh. Il en résulte

donc qu’a isomorphisme pres, la structure de A? x Np,. (A) est indépendante
©

du choix de 1 et de ¢ (cf [36], [38]).
I1 est démontré (|36], [45], [47]) le résultat suivant :

Théoréme 2.1.1. (d’Etherington) Soient Np, (A) le noyau du morphisme
d’Etherington u, n : A> — Dg(A) une application K -linéaire vérifiant jon =
idge et p: A2 x A2 — Np,. (A) 'application K-bilinéaire définie par :

o(x,y) = n(x)n(y) — n(zy).

Alors Dg(A) est isomorphe a A*> x Np, (A) (isomorphisme de K-algébres).
¢
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On notera que ¢ est K-bilinéaire symétrique. La multiplication de
Dy (A) ~ A% x Np, (A) est alors définie par (z,m)(y,n) = (zy,¢(z,y)) pour
@

tous z,y dans A? et tous m,n dans Np, (A).

Lemme 2.1.2. Soit n: A*> = Dy(A) une application K-linéaire vérifiant
pon=rids ot p: D(A) — A%, 2V yw— xy. Alors

n(z)n(y) =z Vy pour tous x,y dans A”.

De plus

e(z,y) = n(x)n(y) — n(zy) = x Vy — n(zy) pour tous x,y dans A>.

Conséquences :
(a) Pour tous z,y dans A2, si zy = 0 alors p(x,y) =z V y.
(b) Si e est une unité de A% alors p(e,y) = 0 pour tout z dans A2

2.1.2 Sur la décomposition de Peirce et la dupliquée com-
mutative d’une algébre de Bernstein.

L’objet de cette partie est de montrer que 'ordre de la dupliquée com-
mutative d’une algébre de Bernstein d’ordre n est au plus n + 1 et établir la
décomposition de Peirce de la dupliquée d’une algebre de Bernstein d’ordre n
relativement & un idempotent non nul. Nous généraliserons ainsi un résultat
obtenu dans [47] (voir aussi [45])

Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2 et A une
K-algébre commutative.

Pour tout x dans A, on définit de facon inductive les puissances pleines de
T en posant :

N x[k}w[k], k=1,2---

Une K-algebre pondérée (A, w) est une K-algébre de Bernstein d’ordre n
(n > 0) si pour tout = dans A,

ZE[n+2] _ W(I)an[n—kl]

et n est le plus petit entier vérifiant cette condition.
Soit (A, w) une K-algébre de Bernstein d’ordre n. Comme w est surjective,
il existe x dans A tel que x # 0 et w(x) = 1; par suite

(I[n+1])2 _ x[n+2} — (w<x))2”’x[n+1} — l,[n+1]’

n+1]

c’est a dire, zl est un idempotent de A.
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Soit alors e un idempotent de A.
Ona A= Ke® N ou N est le noyau de w. En posant

eg =1dy, exr1 = Lo oeg
ou L.(z) = ex pour tout x dans N et
Vi = {r € N,ex(x) = 0}, k=0,
on a une suite croissante
{0} =VoCViC---CV,.i CV,

de K-espaces vectoriels.

OnaN=U®V, on U={z€ N, ex=1z}.

Soit m le plus grand entier tel que V,,_; # V,,,. Alors V,,, = V,,. Si k € [1,m],
il existe un sous-espace vectoriel C}, de N tel que V, = V._1 @ C}.

i=k
Alors Vi, = @C; et finalement

=1
A=Ke®oUGBC, @ - & C, ([45],[47)).

Ceci est la décomposition de Peirce de 1'algébre de Bernstein d’ordre n A
relativement a 'idempotent e.

Lemme 2.1.3. ([47], [52]) Siw : A*> — K est une pondération, alors

wp, : Di(A) ~ A? >; Np,(A) = K, (x,m) — wp,(x,m) = (wo u)(x,m)

est une pondération et wp, (x,m) = w(x).

Lemme 2.1.4. Soitw : A2 — K une pondération. Les conditions suivantes
sont équivalentes :
1) (Dk(A), wp, ) est une K-algébre de Bernstein d’ordre n,n > 0.
2) Pour tout x dans A? on a
(a) 219 = (w(x)) 2l
et
(b) (a1, 2l ) = (w(x))* (2, ).

Démonstration. En effet, pour tout (x,m) dans Dk (A),

(x,m)[l} = (x,m), (x,m)m = (ZEQ,QO(J],[L“)) = (ZE2,¢<J][1],JZ[1]))

et plus généralement

(z,m)H = (gl (g ginly)
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Ainsi, (2, m)" = (wp, (z,m))?")(x, m)P*+Y équivaut a

("2 (e )) = (wp (2,m)* (2P, (), )

et par suite

[n+2] _ ( 2" (1]

x wp (z,m))

et
a1, 2l 1) = (wp(,m))* i (al, al).

Le lemme est ainsi prouvé. O

Exemple 2.1.5. ([47], [52]) Soit A la K-algébre commutative de dimen-
sion 4 dont la table de multiplication relativement a la base eg, e, es, e3 est
donnée par :

1
2
€y = €0, €o€1 = 561 = €1€p, €p€3 = €2 = €360,

tous les autres produits étant nuls. [’élément ¢y est un idempotent de A. Soit
w l'application de A dans K définie par w(ep) =1 et w(e;) =0,i=1,2,3;

=3
w est alors une pondération de A. Soit x = > z;e;,x; € K;on a:

i=0

22 =P = :cgeg + zox161 + 22092369,

4

aBlal = gl = pd(adeg + adxie)) = 22l

Ainsi pour tout z dans A, z1 = (w(2))¥ 2B et par suite A est une K-algebre
de Bernstein d’ordre 2. De plus, A% est engendré par ey, e, e5. Pour tout x =
Toey + 161 + T9es dans A% on a :

2 = a:geo + xor161 = :1:[2],

3 _

2B = zteq + adzie) = (w(z))?z.

Donc, A? est de Bernstein d’ordre 1. Les a;; = e;Ve;, 0 <4 < j < 3 constituent
une base de la dupliquée commutative Dg(A) de A.
Soit 1 I'application de A? dans Dy (A) définie par :
77(60) = €y V €0 = Qopo, 7’](61) = 260 V €1 = 2@017 77(62) = €y V €3 = Q03-
On a DK<A) ~ A% x NDK(A))
©

Pour tout = dans A%, on a :



Généralités sur la dupliquée 21

qui est différent de p(z, ) et

(e, 2P) = p((w(@))?2?, (w(2))%2?) = ((w(2))*) e, 2?).

Par suite, d’aprés le lemme 2.1.4, Dg(A) est une K-algébre de Bernstein
d’ordre 2.

Remarque 2.1.6. Dire que e est un idempotent de A? équivaut a dire
que ep = (e,0) est un idempotent de Dy (A).

Soient
(Le)o - idAQ, (Le)l = Le : A2 — A27 T — ex

et
(Le)n = Le © (L(i)n_lv n = 2a 37 e

Posons alors
(L€D>O = ZdDK(I‘U? (LeD)l = LGD : DK(A) - D(A)7 (ZL‘, m) = 6D<x7m)
et
(Lep)" = Lep o (L))" ', n=2,3,---.
On a: L, (z,m) = ep(z,m) = (e,0)(x,m) = (ex, (e, 7)),
LED (x,m) :LED(LGD (Ivm))
=ep(ex, (e, T))
=(e, 0)((ez, p(e, x)))
=(e(ex), p(e, ex))
=((Le)*(x), (e, (Le)' (2)))

€D

et plus généralement

(Lep)*(w,m) = ((Le)*(2), ple, (Le)* (), b =1,2,---.

Théoréme 2.1.7. Si A est une K-algébre de Bernstein d’ordre n > 1, alors
la dupliquée commutative Dy (A) de A est une K-algébre de Bernstein d’ordre
au plus n + 1. De plus, la décomposition de Peirce de Dy (A) relativement a
un idempotent ep = (e,0) oil e est un idempotent de A% est donnée par :

Dg(A)=Ke®Up ®Cp1 @ ®Cpp ® Cppy1 avec
Up = {(z,2¢(e,x)), x € U}
Cp, = {0} X Np(ay et
Cpr=Ck1 x{0}, k=2,--- ,n+1
ou
AA=KeoU®Ci®---®C,

est la décomposition de Peirce de A% relativement a Iidempotent e.
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Démonstration. En effet, si A est une K-algébre de Bernstein d’ordre n, alors
il résulte du lemme 2.1.4 ci-dessus que Dg(A) est une K-algébre de Bernstein
d’ordre au plus n + 1. Comme A? est de Bernstein d’ordre au plus n (car A
est de Bernstein d’ordre n), écrivons

A=KeaUasCid---aC,
décomposition de Peirce de A? relativement & 'idempotent e et
Dr(A)=Ke®Up ®Cpr® - ®Cpp®Cppup

décomposition de Peirce de Dg(A) relativement a 'idempotent ep = (e, 0).

Si (z,m) € Up alors ep(z,m) = (ex, (e, z)) = 3(x,m) et par suite

Up CA{(x,2¢(e,z)), x € U}. Pour tout x € U, on a :

enlr, 2p(e, 1)) = (e, ple, 7)) = (3, p(e, 7)) = 3z, 2p(e,2)).

eU}.

Par suite Up = {(z,2¢(e, x)),x
,m) = (ex,p(e,z)) = (0,0). Ainsi

Si (x,m) € Cp, alors ep(x
CD,l C {(x>m) € DK<A)7x € Cla(p(eax) = O}

Posons C} = {z € A%,z € C1,¢(e,z) = 0}. On a : Cp; C Cf x Np,(A).
Soit (x,m) € C§ x Np, (A). Alors ep(xz,m) = (ex, p(e,x)) = (0,0). Par suite
Cp1 = C} x Np,(A). Soit x € C7; alors ex = 0 et par suite, d’aprés les
conséquences 2.1.1, 0 = (e, z) = ex; ce qui conduit & z = 0 ([46], [47]). Ainsi
Cy ={0} et Cp1 = {0} x Np,(A).

Soit (z,m) € Cpy (k>2). On a:

(Lep)*(w,m) = (Le)*(x), ple, (Lep)* ' (x)) = (0,0).

Douz € Cf = {x € A% x € Cy, p(e, (L., )1 (z)) = 0}.

Ainsi CVDJC - Cz X NDK(A)

Si x € Cf alors (Le,)*(z,0) = ((Lo)*(x), p(e, (Le,)*1(x)) = (0,0). D’on
Cg X {0} - CD,k-

Soit (z,m) € Cpy; alors x € C} et (2,0) € Cpy. Ainsi (x,m) — (x,0) est dans
CD,k:-

Comme Cpy = {0} x Np,(A),on a: (0,m) € CpprNCpy = (0,0),(k > 2).
D’ott m = 0. Par suite Cpy = Cp x {0}. Si (z,0) € Cpy = Cp x {0} alors
(Le)*(x) = 0 = e(Le)*H(x) et (e, (Le)*H(x)) = 0.

Comme e(L.)* ' (z) = 0,0ona: 0= ¢(e, (L.)" () = e(L)* () et (e, (L) () =
e(Lo)*(z).

D’ou (Le)kfl(l‘) = 0. Ainsi OD,k CCrq X {0}
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Réciproquement si (z,0) € Cy_y x {0}, alors (L.)*(z) = e(L.)* 1(x) = 0 et
o(e, (L) (x)) = ¢(e,0); ainsi Cy_y x {0} € Cpy. Dot Cp_; x {0} = Cpy,
pour k =2,--- ,n. De ce fait Cp 1 = C,, x {0}.

Le théoréme est ainsi démontré. O

Corollaire 2.1.8. Soient A une K-algébre de Bernstein d’ordre n (n > 1)
et Dk (A) sa dupliquée commutative. D (A) est une K-algébre de Bernstein
d’ordre n si et seulement si A% est une K-algébre de Bernstein d’ordre n — 1.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du théoréme 2.1.7 ci-dessus.
m

Le Corollaire 2.1.8 généralise le résultat suivant obtenu dans ([46], [47]).

Théoréme 2.1.9. Dy (A) est une K-algébre de Bernstein (d’ordre 1) si
et seulement si A> = Ke® U.

2.2 D’autres types de dupliquées commutatives

Soient K un corps commutatif et A une K-algébre commutative.

2.2.1 Dupliquée liée au sexe

Soit (A, w) une K-algébre pondérée et Dg(A) sa dupliquée commutative.
Sur le K-espace vectoriel S%(A) @ A on définit la multiplication

1
(xVy+2)(z'Vy +2) :§(xy V2 +w()zy)

1
+ 5@V w(z)ay)
pour x,vy, z,2’,y, 2’ parcourant A.
Cette nouvelle algébre notée Dy g(A) est appelée dupliquée lie au sexe de A
(]29]). Si l'on identifie z V y avec (x V y,0) et z avec (0, z), la table de multi-

plication de Dy g(A) s’écrit

(zvy)(a'Vy) =0
272 =0
(xVy)z=z(zVy)

:%(xy V z +w(z)xy)

pour x,y, z, 2,y , 2’ parcourant A. Cette table de multiplication porte sur les
générateurs de la K-algébre commutative Dk s(A). Sur cette algébre, on peut
se poser les mémes questions que pour la dupliquée habituelle comme par
exemple le fait d’étre de Jordan.
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2.2.2 Dupliquée liée au "sex-linkage"

Soient (A, w) une K-algébre pondérée et Dy (A) sa dupliquée commutative.
Sur le K-espace vectoriel (A ® A) & S%(A) on définit la multiplication

(z@y)(@' ®@Yy)
(xVy)@' V)

0
0
et

5@y @ +w)ay) Vy)
pour x,y, z, ',y , 2’ parcourant A et ou  est un scalaire vérifiant 0 < 0 <1 si
K =R.

Pour 8 = 0, on a le complete sex-linkage et pour 6§ = %, cela correspond a
I'absence de "linkage". Pour plus de détails, voir le paragraphe 4.4 de [29].
Encore sur cette algebre (A ®@ A) & S%(A) on peut se poser les questions
habituelles.

2.3 De la Dupliquée non commutative

Soient K un corps commutatif et A une K-algébre non nécessairement
commutative de dimension finie.

2.3.1 Définition

La dupliquée non commutative de A est le K-espace vectoriel A ® A muni
de la multiplication donnée par :

(r@y)(r ®y') =2y @2y, quels que soient x,y, 2’y dans A.

On la notera Dk p.(A).
Si la dimension de A est n alors la dimension de Dy ,,.(A) est n?.
Si les vecteurs e;, 1 =0,1,2,--- constituent une base de A alors
les a;; =e; ®ej, i, =0,1,--- forment une base de Dk .(A).
Citons le résultat essentiel suivant ([45], [47]).
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2.3.2 Théoréme d’Etherington

Soient A une K-algébre non nécessairement commutative et Dy ,.(A) sa
dupliquée non commutative.

L’application u : Dk ,.(A) — A% 2 ® y — zy est un morphisme de K-
algébres appelé morphisme d’Etherington et si Np,. . (A) est son noyau alors
Ny e (A) Dicne(A) = {0}, Dicine(A)Npy,.(A) = {0} et
Dine(A)/Np, .. (A) = A? (isomorphisme de K-algébres).

D ne(A) est isomorphe a A? x Npg . (A) (produit semi-direct) et la mul-

tiplication de A% x Np, (A) est donnée par :
s.d. ’

(x,m)(y,n) = (‘Iy> gp(q;, y))u z,y dans A2 et m,n dans NDK,nc<A)

ou ¢ : A x A* — Np, . (A) est une application K-bilinéaire convenable ; on
note alors Dy ,.(A) = A? X Np,. . (A).
¢

2.3.3 Exemple

Soit C la R-algébre de nombres complexes; 1 et ¢ formant une base de C,
alors

CL00:1®1, a01:1®i, a10:i®1, a11:i®i

est une base de Dg,.(C) et la multiplication de Dg,.(C) est donnée par le
tableau suivant :

’ N H Qoo ‘ ao1 ‘ a1 ‘ ai ‘
aopo || @oo a1 ao1 —aop
aop1 || d10 Qi1 ail —ai0
aip || d10 Qi1 ail —ai10
ai1 || —Qpo | —Go1 | —Ao01 | Goo

Posons a}, = aig — ag1 et aj; = ago + a11. On obtient Np, . (C) =< a), a},>
et C? = C. Identifiant ag et 1, ag; et ¢, la multiplication de
Dge(C) = C* x Np, . (C) est donnée par le tableau suivant :

[~ Jan=1 | a0 = i ENEN
CL()O:l CL(]O:l CLOlzi 0 0
qu=i | M0Tntan | an=—awtay |, |,

=1+ayp =—l+ay,
g 0 0 0 |0
), 0 0 0 |0

Il en résulte que ¢(1,1) =0, ¢(1,7) = 0,¢(7,1) = da),y et v(i,1) = a};.
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2.3.4 Du produit semi-direct

Soient A une K-algébre et Dy ,.(A) sa dupliquée non commutative. Soit
Np,.,..(A) le noyau de p1: Dgpe(A) — A% 2@y — ay.

On dira que deux applications K-bilinéaires ¢, ¢’ : A> x A> — Np, . (A)
sont équivalentes (|38]) s’il existe une application h : A*> — Np, . (A), K-
linéaire, telle que ¢’ = ¢ + 6h ot 6h : A* x A> — Np, (A) est définie par
dh(z,y) = h(z)y + xh(y) — h(zy) pour tous z,y dans A% De la structure de
algebre A% x Np,  (A), il vient que dh(x,y) = —h(zy) pour tous z,y dans

)

A2, Ainsi ¢ et ¢ sont équivalentes si et seulement si
A? X Np,. . .(A) = A? x Np,. . (A). L’isomorphisme mentionné est donnée par
® ¢’ '

A? x Npyno(A) = A% X Np,.. (A), (x,m) — (x,m — h(x)).
® @ T

Comme A est une K-algébre de dimension finie, il existe une application
K-linéaire ) : A> — Dy ,,.(A) telle que pon = id 2. Considérons 'application
¢ A% x A* — Np, . (A) définie par ¢(z,y) = n(z)n(y) — n(zy).

Sin' : A2 — Dk ne(A) est une application K-linéaire vérifiant pon’ = id 4z,
posons h =1 —n. Alors h : A> — Dy ,..(A) est une application K-linéaire
vérifiant ¢’ = @ + 0h, c’est-a-dire, ¢ et ¢’ sont équivalentes et
A% x NDK,nc (A) = A% x NDKnc (A)

® ey '

Dans la suite nous considérons que la dupliquée non commutative d’une
K-algébre A de dimension finie est Dy n.(A) = A* X Np, . (A), la structure
©

de K-algébre de A% x Np, . (A) étant donnée par (z,m)(y,n) = (zy, ¢(z,y))
%)

et ol ¢ est définie comme ci-dessus. On notera qu’a isomorphisme prés, la
structure de A*> X Np, . (A) est indépendante du choix de 7.
©

2.3.5 Propriétés de la dupliquée non commutative

Rappelons quelques propriétés de la dupliquée non commutative (|36]).
Soient A une K-algébre de dimension finie et D ,.(A) sa dupliquée non
commutative. Les trois propositions suivantes découlent du lemme 4.1 de [36]

Proposition 2.3.1. Dg,.(A) est associative si et seulement si A* est
associative et (zy, z) = p(x,yz) pour tous x,vy, 2 dans A2

Proposition 2.3.2. Dp,..(A) est alternative si et seulement si A* est
alternative et

pour tous x,y dans A2
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Proposition 2.3.3. Dk ,,.(A) est une K-algébre de Jordan si et seulement
si A? est de Jordan et p(x,yz) = p(zy,z) et p(x?y,x) = (2% yx) pour tous
x,y dans A2,

Les résultats précédents montrent qu’une algébre A peut étre dans une
classe de K-algebres (associatives, alternatives, de Jordan etc) sans que sa
dupliquée non commutative D ,.(A) ne soit dans cette classe et inversement.

Exemple 2.3.4. Considérons la R-algébre C des nombres complexes qui
est associative donc alternative. On a : p(i%,1) = p(—1,1) = 0 et p(i,i x 1) =
©(i,7) # 0 et Dgn(C) n’est pas alternative.

Exemple 2.3.5. Soit A une K-algébre de dimension trois dont la table
de multiplication relativement a4 une base eq, €1, e5 est donnée par :
epe1 = €3, €169 = €, €3 = 0, tous les autres produits étant nuls.
On a A% =< eg, €9 > et (A?)? = {0}. Tl est alors évident que A? est alternative
et

p(2?,y) = (x,2y), p(zy, y) = @(r,y) pour tous z,y dans A® et Dipnc(A) est
alternative. Mais (eg, 1, e3) = efeg — e1(e1eg) = exeg — e1eg = —eg et donc A
n’est pas alternative.

Proposition 2.3.6. Dy ,.(A) est nilpotente a droite (respectivement a
gauche) (respectivement nilpotente) si et seulement si A% est nilpotente a droite
(respectivement & gauche) (respectivement nilpotente).

Démonstration. En effet, comme

(4 X Np, () = { (2, m)(y, ), 2, € 4, mn € N, (4))

={(zy, p(z,y)), ©,y € A’}

en notant

(A2 Zf NDK,nc<A>)2 = {<A2)2790(A27A2)} )
on montre, par récurrence sur k, que

(4 X Npy, (A))* = {(A)" (44D} k=2

Cette égalité nous dit que Dg ,,.(A) est nilpotente a droite si et seulement si
A? est nilpotente a droite. Les autres cas se démontrent de la méme facon. [

Proposition 2.3.7. Dy ,.(A) est résoluble si et seulement si A? est réso-
luble.

Démonstration. En effet, on montre par récurrence sur k que

(42 X Npj . (AN = {(42)", (42, (A2} > 2
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et la proposition s’en suit. O

Proposition 2.3.8. ([38], Théoréme 5.2) Si A? est nilpotente (resp réso-
luble) d’indice k alors Dy ,,.(A) est nilpotente (resp résoluble) d’indice au plus
kE+1.

Démonstration. En effet, on montre par récurrence sur n que

(A* X Npye(A))" = (A", (A7), (A4%)")

et
(4 X Np, (AN = (A2, (4201, (4D, > 2
et la proposition s’en suit. O

Proposition 2.3.9. Dy ,.(A) est a puissances associatives si et seulement
si A% est a puissances associatives et

90<xpa xq) = (’O(xp-i-q—l’x)’ p,q= 17 27 e
Démonstration. En effet,

2

(z,m)* = (2%, ¢(x, 7)),

(z,m)* =(z,m)*(z, m)

:( 237’ 90@32’ 1’))

et plus généralement
(Q?, m)n = ($n’ Sp(l'nilvx))a n = 17 27 .

Par suite

(l’, m)p(x’ m)q :(xp7 Qp(xpilv x))(mq’ So(xqila ‘I))

:((L'p+q7 (,D(I'p, :L.‘I))

p,q=2,3,--- et (x,m) parcourant Dy ,.(A). Ainsi D ,,.(A) est & puissances
associatives si et seulement si A% est a puissances associatives et (2P, z9) =
(zP771 x) pour tout x dans A% O

Enfin dans [45], il est démontré le résultat suivant :

Proposition 2.3.10. Soient A une K-algébre et D ,.(A) sa dupliquée
non commutative.

1) Di.ne(A) est alternative si et seulement si (A%)? =0 ou dimg A% = 1.

2) Dy ...(A) est a puissances associatives si et seulement si (A%)" est une
K-algébre possédant la propriété suivante : tout sous-espace vectoriel de A?
est une sous-algébre de (A?)* ou (A?)* = (A% o) avec z oy = 3(zy + yz).
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En fait, on a le résultat suivant.

Proposition 2.3.11. ([19]) Soient C une classe d’algébres et A une K-
algébre. La dupliquée non commutative Dy ,.(A) = A? X Np,. . (A) de A est
g ,

dans la classe C si et seulement si I'algébre A? est dans la classe C et ¢ est un
2-cocycle & coefficients dans Np,. . (A).

Les deux lemmes suivants seront largement utilisés par la suite.
Lemme 2.3.12. Pour tous z, 2" dans Dg ,.(A), 22" = pu(z) @ p(2).

Démonstration. En effet, 'assertion est vraie si 2z = x ® y et 2’ = 2’ ® ¢y sont

des générateurs du produit tensoriel A ® A car alors
K

22 =(r@y)(«' @y')
=(zy) ® (2'y)
=pu(2) ® p(2).

Siz=> z;®y;et 2 =) 1z} ®y, (sommes finies), alors
J k

2 = <; 7 ® yj> (g ), @ yé)

= Z TYj @ TyYy
ik

()

=i(2) ® u(2)-
0

Lemme 2.3.13. Soit n: A2 — Dg n.(A) une application K-linéaire telle
que pon =idyz et Di po(A) = A >; Npie...(A) ot o(z,y) = n(z)n(y) —n(zy).
Alors pour tous x,y € A%, n(z)n(y) =z Qy.

Démonstration. En effet, d’aprés le lemme 2.3.12, 22’ = u(z) ® u(2’) pour
tous z et 2’ dans Dy ,.(A) et puisque n(z) et n(y) sont dans Dk ,.(A), on a

n(@)n(y) = p(n(z)) @ pn(y)) =z @ y. O

Proposition 2.3.14. Si dimg(A?) > 2 et ey est une unité de A?, alors
pour tout x de A? non colinéaire a ey, ©(eg, z) # @(z, ).
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Démonstration. En effet
p(eo, x) — p(x, e0) =(nleo)n(x) — n(e.x)) — (n(x)n(eo) — nlze,))
=n(eo)n(x) — n(z)n(eo).

D’aprés le lemme 2.3.13, on a ¢(eg, x) — @(x,e0) = eg @ . — & ® €. Comme x
et e sont linéairement indépendants alors ¢(eg, ) — ¢(x, eg) est non nul. [



Chapitre 3
Dupliquée Lie-admissible

Soient K un corps commutatif, A une K-algébre non nécessairement com-
mutative de dimension finie et Dy ,.(A) sa dupliquée non commutative. Il
s’agit ici de caractériser la sous-algébre A% de A dans le cas ot Dy ,,.(A) est
Lie-admissible et A? non nil, flexible et & puissances associatives.

Rappelons que A est une K-algébre non nécessairement commutative, ni
associative, de dimension finie dont la multiplication est notée xy et que A~
désigne le K-espace vectoriel A muni du crochet de Lie [z,y] = zy — yx. On
dit que A est Lie-admissible si A~ est une algébre de Lie.

3.1 Dupliquée non commutative et Lie-admissibilité

Théoréme 3.1.1. Dy ,.(A)” est isomorphe a (A%)~ x Np, . (A) ot
o

o (z,y) = oz, y) — ¢y, x)
pour tous x,y dans A2

Démonstration. En effet, I'idéal Np,  (A) étant le noyau de p, d’'une part on
a un isomorphisme de K-algébres

D ne(A)” /Npy . (A) — (A7)~
et d’autre part
[NDy e (A): Dice(A)] = {0} et [Dicne(A), Npy .. (4)] = {0}
n)

Comme [(z,m), (y,n)] = ([z,y], o(x,y) —¢(y, )) quels que soient z,y dans A>
alors Dy nC(A)_ ~ (A%)~ X Npy, (A) (isomorphime de K-algébres). O

)

Théoréme 3.1.2. L’algébre Dy ,.(A) est Lie-admissible si et seulement
si A? est Lie-admissible et ®(x,y, z) = 0 pour tous x,y, z dans A%, o

O(z,y,2) =0 ([r,y],2) + o ([y, 2], x) + o ([2,2], ).

31
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Démonstration. En effet, pour X = (z,m),Y = (y,n), Z = (2,p) dans Dk n.(A),
le jacobien dans D ,,.(A)~ du triplet (XY, Z) s’écrit

‘jDKnc(A (XYZ)) [[X7Y]7Z]+HY>Z]7X]+[[Z’X]7Y]
=[([z, 4], 0" (2,9)), Z] + [([y, 2], ¢ (y, 2)), X]
+ [([z,2], 7 (2, 7)), Y]

=({lz, 9], 2], ¢~ ([z, 4], 2))

+ ([ly, 2], 2], ™ ([y, 2], 2))
+ ([[z. 2yl ™ ([2, 7], )
=(J(a2)- (2,9, 2),0)
+(0, “([zyl, 2) + o [y, 2] @) + 97 ([2, 7], 9)

ol Jiaz)-(x,y, z) est le jacobien dans (A?)~ du triplet (z,y, 2).
Comme ¢~ est antisymétrique, alors pour tout (x,m) dans Dk ,.(A), on a :

[(z,m), (x,m)] = ([z,z], o~ (z,2)) = 0.
Ainsi Dy ,.(A)~ est de Lie si et seulement si

3DK,7LC(A)_<<x7 m)7 <y7 n)? (Z7p)) - 0
pour tous x,y,z dans A? et pour tous m, n,p dans Np,  (A); autrement dit
Jazy-(2,y,2) =0

et
e ([z, 9, 2) + ¢~ ([y, 2], 2) + ¢~ ([z,2],y) = 0

pour tous x, v, z dans A2 O

Proposition 3.1.3. Si A? est Lie-admissible, I'application ® : A2 x A% x
A* — Np,.,.(A), définie par

O(z,y,2) = ¢ ([x,9],2) + ¢ (. 2], 2) + ¢ ([2, 2], )
est K-trilinéaire antisymétrique et
O(z,y,2) =[r,y|@z—2Q[x,y]+ [y, 2] ®x — 2 R [y, 2] + [z, 2] Qy —y ® [z, ]
pour tous x,y, z dans A2
Démonstration. En effet, Papplication (z,y, z) — ®(z,y, z) définie par

O(x,y,2) = ¢ ([x,y], 2)+o (ly, 2], )+~ ([, x], y) est trivialement K-trilinéaire
antisymétrique.
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Soient x,y, z dans A?;

O(z,y,2) =~ ([2,9],2) + ¢~ (ly, 2], v) + 7 (2, 2], 9)

=p([r,y], 2) — (2, [z, 9]) + o[y, 2], 2) — @, [y, 2])
+ (2, 7], y) — ¢y, [2,2])
—MMMMQ) n([x ])—M@wab+nQWM)

674M@) n(ly,
) ([,

7 —1
d ]M@) ()M[
n(y) — m
6%2@+n([

Par suite
O(z,y,2) =lz,y] @z - 2@ [z,y] + [y, 2] @z -z [y, ]
+ 52 @y —y @ [z,2] + n(([z,y], 2] = [y, 2], 2] — [[2, 2], ])
=z, Yy @z — 2@ [r,y]+ [y, 2] @z — 2R [y, 7]
+[z,2] @y — y ® [z, 2] + 1(0)
=[z,y] @2z - 2@ [z,y] + [y, 2]

]

Corollaire 3.1.4. Sidimg A% < 2 alors Dg n.(A) est Lie-admissible si et
seulement si A? est Lie-admissible.

Démonstration. Ceci vient du théoréme 3.1.2 et du fait que pour dimg A? < 2
Papplication K-trilinéaire antisymétique ® : A* x A* x A> — Np, . (A) de
la proposition 3.1.3 est nulle. O

Remarque 3.1.5. Si A? est commutative alors D ,.(A) est Lie-admissible.
En effet, A% est trivialement Lie-admissible et pour tous z,y, z dans A2,

@(x,y,z) :[Z’,y]®Z—Z®[I,y]+[y,Z]®LL’—JJ®[y,Z]
+ 2,2 @y —y® [z 2]

En appliquant le théoréme 3.1.2 et la proposition 3.1.3, on obtient ®(z,y, 2) =

0.

Théoréme 3.1.6. de Koulibaly Sil'idéal A? est non commutatif et si
dimg ((A?)?) > 4 alors Dy ,,.(A) n’est pas Lie-admissible ; en d’autres termes si
l'idéal A? est non commutatif et si Dy ,.(A) est Lie-admissible alors dimy ((A?)?)

Démonstration. Supposons que 'idéal A? soit non commutatif et que
dimg ((A%)?) > 4. Tout vecteur de (A?)? étant une somme finie de produits finis

®Z‘—I®[y, ] [Z7x]®y_y®[zvm}'

<3.
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de vecteurs de A% et comme dimg(A?)? > 4, il existe une base 1, - - - , x, de A?
telle qu’au moins quatre des produits z;x;, 7,j = 1,--- ,r soient linéairement
indépendants ; de plus, comme A? est non commutatif, au moins un des pro-
duits x;x; vérifie z;x; # x,x;. Soient alors e; = x,x;, €2 = T2y, €3 = T Ty, €4 =
z,x, des vecteurs linéairement indépendants de (A?)? avec z;x; # x;x; ou les
Ti, Tj, T, Tty T, Ty, Tp, T SOt dans {xq, -+, 2, }. De la définition des vecteurs
et =1,2,3,4, il vient qu’au moins un des entiers k, [, m, n, p, q est distinct de
i et de j. Supposons par exemple que k ¢ {i, j}. Alors

Q(z, x5, 1) =[x, 2] @ x)p — ) @ [25, 5] + (2, 28] @ T — 2 @ 2, 2]
+ (@, ] @ x5 — 1 @ [xk, 7]
=(e1 — z;1;) @ T, — x), @ (€1 — x2) + [T, ] @ T — ; @ [25, 4]
+ (g, 7] @ x5 — x5 @ [Tk, T4

Sizix; = ey, #£ 1 alors
gt 3

O(zy,zj,0) =(1 —a)(er @z — 2 @ eq) + (x5, 2] @ 1 — 2 @ [, T

+ [ZEk,IL] RXr; —x; Q [Ikwrz]

Les vecteurs e;,ej, e, étant linéairement indépendants dans A2, le vecteur
e1 ®x, — T e n'est pas une combinaison linéaire de [z;, x) @ x; —2; ® [, 4]
et [k, 7] @ x; — x; ® [zh, x;] ; par suite ®(x;, x;, z) est non nul.

Sixjz; et e; sont linéairement indépendants alors

(w5, 15, 71) =(e1 @ 1 — T @ €1)
— (752 @ T — 21 @ T;55)
+ ([zj, 2] @ 13 — 2 ® [, 7))
+ ([xk, ) @ zj — ) @ [T, T4]).

Utilisant des arguments analogues aux précédents on conclut que ®(z;, x;, zy)
est non nul. Ainsi d’aprés le théoréme 3.1.2 et la proposition 3.1.3, la dupliquée
non commutative de A n’est pas Lie-admissible. O]

Remarque 3.1.7. 1l est clair que si A% n’est pas Lie-admissible alors
D ye(A) aussi n’est pas Lie-admissible (cf théoréme 3.1.2).

Exemple 3.1.8. Exemple d’une algébre A telle que A2 soit de Lie de di-
mension trois dont la dupliquée non commutative n’est pas Lie-admissible.
Soit A, la K-algébre de dimension quatre dont la multiplication relative a4 une
base eg, €1, €9, e3 est donnée par : eges = €y = —eqeq, €pe3 = €3 = —e3€(, €16y =
ae; = —egeq, les autres produits étant nuls.

Si v = 0 alors A% =< eg, €2 > est une algébre de Lie de dimension deux.
Sinon A2 =< eg,e1,ea > est lalgébre de Lie de dimension trois dont la
multiplication relative a la base (eg,e1,e3) est donnée par : eges = ey =
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—e0eg, €163 = e = —eqeq, les autres produits étant nuls. On a :

D (eg, e, e9) =[eg, ae1] ® e — e ® [eq, eq]
+ [aer, 2] ® eg — eg ® [aeq, es]
+ [e2, e0] ® ae; — ey ® les, e
=20e; ® eg — eg @ 20%e; — 2aey ® €1 + €1 ® 2aey
:206(06 -+ 1)(61 (24 €o — € X 61).
Comme A? est de Lie pour n’'importe quelle valeur de « alors elle est aussi
Lie-admissible et pour & = 0 ou a = —1 "application ® est nulle et, par suite
D ne(Ag) et Dy pe(A—1) sont Lie-admissibles.
Pour a = 1, (A%)? =< ep,e1 > et ona: P(eg, e1,67) =4 (61 R ey — eg @ €1) qui
est non nul; par suite la dupliquée non commutative de cette algébre A; n’est
pas Lie-admissible (cf théoréme 3.1.2 et proposition 3.1.3).

Exemple 3.1.9. Exemple d’une algébre A dont 'algébre A% est non com-
mutative, (A4?)? est de dimension trois et la dupliquée non commutative est
Lie-admissible.

Considérons maintenant la K-algébre A de dimension trois dont la multipli-
cation relative & une base e, e1, ep est donnée par : e = ey, epe; = €1 =
€160, €pea = €3 = €9€y, €163 = €y, €961 = 2eq, les autres produits étant nuls.
On note que A? = A, qui est engendré par eg, e; et e, est non commutative et
que (A?)? = A.

On vérifie que A? est Lie-admissible. On a :

P(eq, e1,€2) =[en, 1] @ e2 — €2 ® [eo, 1] + [e1, €2] @ €9 — €9 @ [e1, €3]
+ [e2, €0] ® €1 — €1 ® [e, g
:—60®60+60®60
=0.

Comme ® : A* x A? x A> — Np, (A) est K-trilinéaire antisymétrique, le
théoréme 3.1.2 et la proposition 3.1.3 permettent de conclure que la dupliquée
non commutative de cette algébre est Lie-admissible.

Exemple 3.1.10. L’exemple de si2
Considérons la K-algébre de Lie simple de dimension trois dont la multipli-
cation relative a une base e, f, h est donnée par : ef = h = —fe, eh = 2e =
—he, fh=—2f = —hf, les autres produits étant nuls (|26], p. 14).

Oe, f,h)=ef@h—h®ef+fh®@e—e® fh+he® f— f® he
—h@h—h@h+ (—2f)®e—e® (=2f) + (—2) @ f — f & (—2¢)
=—-2fRe+2eRf -2 f+2fR®e
=0.
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Comme ® : A* x A? x A> — Np,(A) est K-trilinéaire antisymétrique, le
théoréme 3.1.2 et la proposition 3.1.3 permettent de conclure que la dupliquée
non commutative de cette algébre est Lie-admissible.

Exemple 3.1.11. L’exemple de L?
Considérons la K-algébre de Lie résoluble de dimension trois dont la multi-
plication relative & une base xq,xs,x3 est donnée par : x31r; = X9, T3ry =
axy, (a € K), les autres produits étant nuls ([20]). On a :

D(x1, 9, 13) =[r1, 2] @ 23 — 13 @ X1, T2] + [T2, T3] ® 11 — 21 @ [, 23]
+ [13,21] ® T2 — 79 ® |73, 71]
=(—ar)) @ 11 — 11 Q@ (—axy) + T2 @ T — Ty @ Ty
=—ar1 x| +axr; x1
=0.
Comme ® : A* x A? x A> — Np, . (A) est K-trilinéaire antisymétrique, le

théoréme 3.1.2 et la proposition 3.1.3 permettent de conclure que la dupliquée
non commutative de cette algeébre est Lie-admissible.

Remarque 3.1.12. L’hypothése de non commutativité dans le théoréme
3.1.6 entraine que [(A2?)7, (A4%)7] # 0 et donc 1 < dimg([(A42%)7, (A?)7]) < 3.

3.2 Conséquences de la décomposition de Levy

On suppose ici que K est de caractéristique zéro. Rappelons alors la dé-
composition de Levy d'une algébre de Lie.

Proposition 3.2.1. ([26]) Si L est une algébre de Lie et V est son radical
résoluble, alors il existe une sous-algébre semi-simple [ de L tel que L =V & [.

Supposons que 'idéal A? soit non commutatif et que (A?)~ soit une K-
algébre de Lie. Nous pouvons alors énoncer :

Proposition 3.2.2. (A% =57 @---& S, ® R ou les sous-algébres S;
sont simples (s’ils en existent) et R est le radical résoluble de (A?)~.

Démonstration. C’est la décompostion de Levy de 'algébre de Lie (4%)~. O

Proposition 3.2.3. Supposons que (A?)” = R dans la décomposition de
Levy de (A%)~. Alors :

1) Si dimg(A?)~ < 2 alors Dy ,.(A) est Lie-admissible.

2) Si dimg(A?)~ > 3 alors Dy n.(A) est Lie-admissible si seulement si
(A%)~ est isomorphe a L} (cf exemple 3.1.11).
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Démonstration. (A?)™ = R est donc résoluble. Si dimg (A?)™ < 2 alors D ,.(A)
est Lie-admissible compte tenu du corollaire 3.1.4. Supposons que dimg (A%)~ > 3.
De la classification de algébres de Lie résolubles (& isomorphisme prés) de W.
A. De Graaf ([20]) et celle de J. Patera et H. Zassenhaus ([49]), et par vérifi-
cation directe, seule la dupliquée non commutative de L} (cf exemple 3.1.11)
est Lie-admissible. ]

Proposition 3.2.4. Si s > 2 dans la décomposition de Levy de (A?)~
alors D ,.(A) n’est pas Lie admissible.

Démonstration. Comme les S; sont simples, on a dimy((A?)~) > 4 et le théo-
réme 3.1.6 permet de conclure. O

Une vérification directe permet d’avoir les deux propositions suivantes :

Proposition 3.2.5. Si s =1 dans la décomposition de Levy de (A?)~ et
R est non nul alors Dk ,.(A) n’est pas Lie-admissible.

Proposition 3.2.6. Si s = 1 dans la décomposition de Levy de (A%)~
et R = {0} alors Dy ,.(A) est Lie-admissible si et seulement si (A%)”™ est
isomorphe a sl2 (cf exemple 3.1.10).

On peut alors énoncer les corollaires suivants :

Corollaire 3.2.7. Supposons que l'idéal (A?)~ soit non commutatif, ré-

soluble et de dimension trois. Alors D ,,.(A) est Lie-admissible si et seulement
si A2 ~ L.

Corollaire 3.2.8. Si I'idéal A? est non commutative et Dy ,.(A) est Lie-
admissible alors dimyg A% < 3.

Démonstration. En effet, des remarques ci dessus, si Dk ,.(A) est Lie-admissible
alors dans la décomposition de Levy de (A?)~, s < 1 et donc dimg A? < 3. O

Comme toute algébre de Lie est Lie-admissible, le corollaire ci-dessus per-
met de dire que : si Dk n.(A) est une algébre de Lie alors dimg A% < 3. Un
calcul direct permet de dire que seules les algébres A telles que A? soit une
zéro-algeébre ont la dupligée non commutative qui est une algébre de Lie. Nous
pouvons alors énoncer le résultat suivant.

Corollaire 3.2.9. Dy ,..(A) est une algebre de Lie si et seulement si A?
est une zéro-algébre.
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3.3 Dupliquée non commutative et algébres a
puissances associatives

Rappelons tout d’abord des résultats sur la décomposition de Peirce.

Proposition 3.3.1. ([63]) Soient K un corps commutatif et R une K-
algébre de dimension finie, non nil et a puissances associatives. Alors R posséde
un idempotent non nul.

Proposition 3.3.2. ([1]) Si la caractéristique de K est différente de deux
et R est une K-algébre flexible, la décomposition de Peirce de R relative a un
idempotent non nul e s’écrit
R:R1®R% ®Ryot R, ={x € Rex=ix=uwe},i=0,1et
R% ={z € Ajex + xe = z}; de plus les R;, i = 0, %, 1 vérifient les relations
suivantes :

1) RiRy = RyRy = {0} ;

2) RlR% - RO—FR%, R%Rl - R0+R%;

3) ROR% C R1+R%, R%Ro - Rl—l-R%;

4) R%R% C Ro+ Ry ;

Dans tout ce qui suit K est un corps de caractéristique différente de deux,

A est une K-algébre non nécessairement commutative de dimension finie et

Dgne(A) = A? X Np, . (A) est la dupliquée non commutative de A. De plus,
©

nous supposons que B = A? est non nil, flexible et & puissances associatives et
que e est un idempotent non nul de B.

Lemme 3.3.3. Soit B= B; ® B% @ By la décomposition de Peirce de B

relative a I'idempotent e. Si Dy ,.(A) est Lie-admissible et B est non commu-
tative alors dimg (B;) < 3.

Démonstration. En effet, By = {xr € A,ex = v = ze}, By # 0 et B; C B~
D’aprés le théoréme 3.1.6, dimyx B? < 3 et donc dimg(B;) < dimg B? < 3. [0

Lemme 3.3.4. Soit B = B, & B% @ By la décomposition de Peirce de B

relative a I'idempotent e. Si Dy ,.(A) est Lie-admissible alors la sous-algébre
By est commutative.

Démonstration. En effet, soit xg, -,z une base de By. Soient a,b € By;
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écrivons [a, b] = E a;rh. On a

0=®(e,a,b) =[a,b]| ® e —e® |a,b]
:Zaixé Ke—e® Zaimg
i=1 i=1
:Zai(xé ®e—e®xh).
i=1

Comme les z) sont des vecteurs de bases de By, les vecteurs z{ ® e — e ® x)
(¢ =1,---,n) sont linéairement indépendants dans Dy ,,.(A), et donc a; = 0,
1 =1,---,n. Par conséquent By est une sous-algébre commutative de B. [

Proposition 3.3.5. Soit B = B; & B% @ By la décomposition de Peirce

de B relative a I'idempotent e. Si dimg(B;) = 3, les assertions suivantes sont
équivalentes.
1) Dg ne(A) est Lie-admisible.
2) L’une des deux conditions suivantes est vérifiée :
(a) B est commutative ;
(b) B = B; et B posséde une base e, eq, ey telle que [eq, es] € Ke\ {0}.

Démonstration. Supposons que Dk ,.(A) soit Lie-admisible et que B ne soit
pas commutative.

Si 31 ou By est non nul alors le corollaire 3.2.7 nous dit que B = B, @Bl ® By
est commutatlve

Supposons que B = Bj. Soit e, ey, e5 une base de By. Ecrivons [e; 2] = . On
a alors

0=>®(e,e1,62) =er, 6] Re—e®[eg, 0] =2 Re—e®@x

et donc z ® e = e ® x. Ceci nous dit que x € Ke et si x est nul alors B est
commutative. Il est ainsi montré que 1) implique 2).
La réciproque se montre par un calcul direct. O

Lemme 3.3.6. Soit B = B, & B% @ By la décomposition de Peirce de B
relative a I'idempotent e. Si dimg(B;) < 2 et B% = 0 alors B = B; @ By est
commutative.

Démonstration. En effet, By sera trivialement commutative; By est commu-
tative (d’aprés le lemme 3.3.4) et B1By = {0} et ByB; = {O} O

Lemme 3.3.7. Soit B = B; ® B% @ By la décomposition de Peirce de

B relative a I'idempotent e. On suppose que dimg(B;) = 2 et que B est non
commutative. Si D ,.(A) est Lie-admissible alors dimK(Bé) < 1.
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Démonstration. C’est une conséquence directe du corollaire 3.2.7. O

Lemme 3.3.8. Soit B= B, ® B% @ By la décomposition de Peirce de B
relative a I'idempotent e. On suppose que dimg(B;) = 2, dimK(B%) =1.5i

D ne(A) est Lie-admissible alors B = By & B% @ By est commutative.

Démonstration. En effet, supposons que Dk ,,.(A) soit Lie-admissible et soient
B =< e,e; >7B% =< ey >. Si By = {0}, comme BlB% C By ® B% et
B%Bl C By® B%, écrivons [e1, ex] = aey et [eg, ] = [ey. Alors

0=(e, eq,69)
=le,e1] ®ey — 2 ® e, €]
+le1, 6] ®e—e® [er, ea] + €2, €] ®e; —e1 @ [eg, €]
=afea®e—e®ey) — Plea ®ep — e ® ea).

Comme les vecteurs es ® ;1 — €1 ® €3 et 3 ® e — e ® €9 sont linéairement
indépendants on a a =0 et § = 0.

Si By # {0}, en utilisant le corollaire 3.2.8 on déduit que 1'algébre

B =B & B% & By est commutative. O

On déduit des lemmes 3.3.6, 3.3.7 et 3.3.8 le résultat suivant :

Proposition 3.3.9. Soit B = B; @ B% @ By la décomposition de Peirce
de A relative a I'idempotent e. Si dimg(B;) = 2, les assertions suivantes sont
équivalentes :

1) Dg ne(A) est Lie-admisible.

2) B est une sous-algébre commutative de A.

Lemme 3.3.10. Soit B = B; ® B% @ By la décomposition de Peirce de

B relative a I'idempotent e. On suppose que dimg(B1) = 1 et que B est non
commutative. Si D ,.(A) est Lie-admissible alors dimK(Bé) < 2.

Démonstration. C’est une conséquence directe du corollaire 3.2.8. O

Proposition 3.3.11. Soit B = B; & B% @ By la décomposition de Peirce
de A relative a I'idempotent e.
Si dimg (By) = 1, les assertions suivantes sont équivalentes :
1) Dg ne(A) est Lie-admisible.
2) L’une des quatre conditions suivantes est satisfaite :
(a) B est une sous-algébre commutative de A;
(b) B = BﬂBB% ol By = Ke,B% = Kej avecee; = aeq, ere = (1—a)ey,
ae K\ {3}
(¢c) B= DBy & B% ou By = Ke, B% =< e1,69 > avec ee; = e + (geo,
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ere = (1 —aq)e; — aneg,ees = Preg + (1 — aq)es,ene = —freg + aey et
le1,e9] € Ke\ {0};

(d) B:Bl@B%@BO ou B1:K€7B% :K€1,B0:K62
avec [e, e1] = anes, [e1, 9] € Ke \ {0}.

Démonstration. Montrons que 1) = 2).

Si B1 = 0, alors B = B, © By est commutative (Cf lemme 3.3.6)

Si B% # 0, alors B est commutative ou dimg B% < 2.

La suite de la démonstration se fera en distinguant les quatre cas suivants :
By = {0} et dimg By = 1; By = {0} et dimg By = 2; By # {0} et
dimg By = 1; By # {0} et dimg B =2.

Cas ou By = {0} et Bi =<e >.

Comme eje + ee; = ey et BlB% C By @B% = B%, on a ee; = wey et

ere=(1—a)eg. B=B1 @ B% sera commutative si o = %

Cas ou By = {0} et Bi =<, e3>

Comme B%B% C By + By = By, on peut écrire [eq, e5] = ae.

Comme BlB% C B% + By = B%, la relation eje 4+ ee; = e; permet d’écrire
ee; = aje; + ages et ere = (1 — ag)e; — ages.

De méme comme B%Bl - B% + By = B%, la relation ese + eey = ey per-
met d’écrire eey = [1e1 + [aey et exe = —fFre; + (1 — P2)es. Alors la relation
0 = ®(e, e, e9) permet d’avoir

0=[e,e1] ®ex —ea @ [e,e1] + [e1,e2] @ e — e ®@ [e, €]
+ [e2,€] ® €1 — €1 @ [ea, €]
=((2a1 — 1)eg + 2a9es) ® €3 — €2 @ ((201 — 1)eg + 2aze9)
+ le1,62) ® e — e ® [er, ea] + (—2P1e1
+ (=262 + 1)es) ®e; — e1 @ (—2P1e1 + (=202 + 1)es)
=201 + 28> — 2)(e1 ® e2) + (=201 — 2685 + 2)(e2 @ €1)
+ [e1,e0] ® e — e ® [eq, €3]
=(201 + 2062 — 2)(e1 ® e3) + (—2a1 — 202 + 2)(e2 ® €1)
=2(a1 + B2 — 1)(e1 ® €3 — e3 ® 7).

Ce qui nous permet de dire que a1 +52—1 =0et B = B @B% est commutative
sifer,e9) =0, ag =01 =0et g :%:/82.

Cas ot By # {0} et Bi =<e; >.

D’aprés le corollaire 3.2.8, By est engendré par un vecteur es.

Comme [By, B%] C By + B%, écrivons [e, e1] = aye; + ages. De méme, comme
[By, B1] C By + B%, écrivons ley, es] = foe + [re.

1
2
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La relation 0 = ®(e, ey, e5) permet d’avoir

0=[e,e1] ®eg —ea® e, e1] + [e1,62] ®e —e® [eq, €3]
+ [e2, €] ® €1 — €1 ® [ea, €]
=(a1€1 + pey) ® eg — 9 @ (161 + pes)
+ (Boe + Bre1) ® e — e @ (Boe + Brer) +0
=a1(e1®@es—ea®ep) + Piler @e—e®ey).

Ceci nous dit que ay = 0 et 5; = 0.

Ainsi [e, e1] = agey et [e1, 5] € Ke.

Cas ou By # {0} et Bi =<y, >.

Comme dimg (B;) > 3, le corollaire 3.2.8 nous dit que B = B; & B% @ By est
commutative.

Il est donc démontré que 1’assertion 1) entraine ’assertion 2).

La réciproque se montre par un calcul direct. O



Chapitre 4

Dupliquée et algébres non
assoclatives

Dans ce chapitre, des théorémes de caractérisations sur la dupliquée non
commutative et la dupliquée commutative sont donnés; il est analysé la n-
associativité de la dupliquée non commutative et enfin la dimension du mor-
phisme naturel D, (A) — D} (A) est calculée.

4.1 Préliminaires

Soient K un corps commutatif de caractéristique zéro, A une K-algébre de
dimension finie, non nécessairement commutative et Dy ,,.(A) (repectivement
Dk (A)) la dupliquée non commutative (la dupiquée commutative) de A.

Il est bien connu que la dupliquée d’'une algébre associative n’est pas as-
sociative. Toutefois, la dupliquée non commutative Dk ,,.(A) d’une K-algébre
associative A de dimension finie est 4-associative ([10], §2, Théoréme 1), c’est-
a~dire, son 4-associateur est nul ot 1'on note {a,b,c} = (ab)c — a(be) le 3-
associateur et ou les éléments écrits ci-dessus sont dans 'algébre D ,,.(A).

Rappelons que si A est de dimension finie n, la dupliquée commutative
Dk(A) a dimension @ et la dupliquée non commutative Dy ,,.(A4) a di-
mension n?. 11 est clair que la commutativité de la K-algébre Dy (A) est évi-
dente méme si 'algébre A n’est pas commutative alors qu’elle n’est en général
pas associative méme si I'algébre A est associative. Toutefois, si A est une K-
algébre associative de dimension finie alors l'algébre Dy (A) est 4-associative;
la démonstration est analogue a celle donnée pour D ,..(A)).

Si k > 0 est un nombre entier, la k-iéme dupliquée non commutative (res-
pectivement commutative) de la K-algebre A est la K-algebre Dj;  (A) (res-
pectivement D} (A)) définie inductivement par : DY (A) = D pne(Dj; 1. (A))
(respectivement D% (A) = Dg (D51 (A)) pour tout entier & > 0 ot I'on pose
Di ne(A) = A (respectivement Dy (A) = A).

43
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Lemme 4.1.1. Le foncteur D . (respectivement Dy ) est covariant défini
dans la catégorie des K-algébres a valeurs dans celle des K-algébres (respecti-
vement K-algébres commutatives) et transforme surjection en surjection.

Démonstration. Cela résulte de la construction de ces foncteurs. O

Dans [36], paragraphe 7, les auteurs ont montré que le foncteur Dy n’est
pas pleinement fidéle. Cela résulte du fait que pour deux K-algébres A et
B, le fait que les dupliquées Dy (A) et Dy (B) soient isomorphes n’entraine
nécessairement pas que les K-algébres A et B soient aussi isomorphes.

Nous allons, par la suite, donner un exemple ou les notations D ,.(A) et
Dk (A) s'imposent d’elles mémes. Si I'on veut, par exemple, démontrer que
pour une algébre réelle I’algébre complexifiée de la dupliquée est la dupliquée
de ’algébre complexifiée ou encore, que si A est une R-algébre, il existe des
isomorphismes de C-algébres C ®r Dg jc(A) = Dene(C Qg A) et
C ®r Dr(A) = Dc(C ®g A), on voit que les notations mentionnées jouent un
role central. Ces isomorphismes découlent du lemme suivant :

Lemme 4.1.2. Soient K un corps commutatif et K — K’ une extension
de corps. Pour toute K-algébre A, il existe des isomorphismes de K'-algébres
K’ R DK,nc<A) = DK’,nc(K, R A) et K’ R DK<A) = D/K(K/ R A) induits
respectivement par les fléches 1® (z®y) — (1®2)® (1®y) et 1@ (zVy) —
(1®x)V (1®y) pour x et y parcourant A.

Rappelons ici que si A est une K-algébre et K — K’ une extension de
corps, pour la structure de K’-module de K’ @ x Aona N(y/ @ z) =Ny @«
pour \ et p parcourant K’ et x parcourant A et que pour la structure de K-
algeébre de K'®p A, sa table de multiplication s’écrit (N ®@z)(@/'®@y) = Nz u'y
pour X et u/ parcourant K’ et x et y parcourant A.

4.2 Algébres non associatives

Le but de ce paragraphe est de caractériser la dupliquée non commutative
d’une algébre appartenant a certaines classes données d’algébres. Le théoréme
suivant nécessite le lemme que voici :

Lemme 4.2.1. Soient K un corps commutatif, A une K-algébre de di-
mension finie et x, y, z des éléments de A tels que x ® y = 2z ® x avec x # 0.
Il existe alors une forme linéaire F' : A — K telle que z = y = F(y)x.

n
Démonstration. Soit e, -+ , e, une base de A sur K et écrivons x = > aye;,
i=1
n n
y= > fjejet z= > e avec les oy, B; et 7, dans K. La condition z ® y =
j=1 k=1
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z@x équivaut & Y a;fe;®e; = Y. a; e ey, ou encore, ;5 = a;;
1<i,j<n 1<i,k<n
quels que soient 7,5 dans {1,--- ,n}. Puisque x # 0, il existe un indice ig tel

que o , # 0, d’ou B; = a;olfyl-oaj et, de méme, v; = a{olﬁioaj; ce qui nous
dit que B, = iy, s0it B; = v; (j = 1,---,n). Ainsi z = y = F(y)z, avec
F(y) - Oéi_ol/gio' O

Théoréme 4.2.2. Soient K un corps commutatif, A une K-algébre et
D ne(A) sa dupliquée non commutative. Les conditions suivantes sont équi-
valentes :
(i) D ne(A) est une K-algébre associative ;
(ii) Dg ne(A) est une K-algébre alternative;
(iii) Dk nc(A) est une K-algébre flexible ;
(iv) (A?)? = {0} ou A? est un idéal de dimension un sur K.

Démonstration. 1l est évident que (i) = (i7) et (i) = (¢i7). D’autre part,
d’aprés [12], (Theorem 3.2), (i) <= (i) et d’aprés [46] (Théoréme 1.2),
(17) <= (). Il suffira donc de montrer que (iii) = (iv). En effet supposons
que la K-algébre D ,,.(A) soit flexible, c’est-a-dire, que X (Y X) = (XY)X
quels que soient X et Y dans Dg,.(A). Or, on sait que si pu(X) = z et
w(Y) =y, alors XY = x®y et donc (ry)®@z = x®(yz), soit, il existe une forme
K-linéaire F sur A? telle que ry = yx = F(xy)z. De méme, (yz)Qy = y®(1y)
donc il existe une forme K-linéaire G sur A? telle que zy = yx = G(yx)y. Cela
nous dit que x et y sont colinéaires quels que soient = et y dans A% Ainsi, ou
bien (A%)? = {0} ou bien A? est un idéal de dimension un sur K. O

Lemme 4.2.3. Sila K-algébre Dk ,,.(A) est une algébre de Lie alors elle
est une algébre de Lie abélienne ou une zéro-algébre.

Démonstration. Puisque Pon a X2 = 0 pour tout X dans Dy ,.(A) alors

r®x = 0 avec u(X) = z, donc x = 0 pour tout x dans A?, c’est-a-dire, A% = 0.
Comme XY = pu(X) @ pu(Y) pour X et Y parcourant D ,.(A) et que g =0
nécessairement XY = (. ]

Ce lemme nous conforte a examiner dans certaines conditions, la Lie admis-
sibilité de la K-algébre Dg ,,.(A). Dans [9], G.M. Benkart a étudié les algébres
A puissances associatives qui sont Lie-admissibles. En fait, elle les détermine
sous une condition plus faible, a savoir, que ces algeébres vérifient 'identité de
la puissance troisieme (cf Chapitre 1 paragraphe 1).

Exemple 4.2.4. Nous allons nous servir ici de la notion de S-algébre due a
Irving Kaplansky ([28]), c’est-a-dire, une algébre o tout sous-espace vectoriel
est une sous-algébre. Les S- algébres ont été caractérisées par I. Kaplansky et
parmi celles-1a il y a des T-algébres et des U-algébres. On dira qu’une algebre
A est une T-algebre si elle est engendrée par un idéal M de codimension 1
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et un élément e, le tout vérifiant les conditions M? = {0}, e* = (r + s)e, e
multiplie M a gauche par r et a droite par s o r et s sont des scalaires non
tous nuls. Et on dira qu’une algébre A est une U-algébre si A est engendrée
par un idéal N de codimension 2 et des éléments e et f, le tout vérifiant les
conditions N? = {0}, e* =e, f2=f, ef =e+ f, fe =0 ol e est une unité
a gauche et un annulateur a droite pour N et f est une unité a droite et un
annulateur a gauche pour N. Il n’est pas trop difficile de montrer que toute
T-algébre (respectivement U-algébre) est une S-algébre et réciproquement :

Théoréme 4.2.5. ([28], Lemma 2.6) Soit A une S-algébre de dimension
n > 3 vérifiant A? # {0}. Alors A est, soit une T-algébre, soit une U-algébre.

Ce bref et partiel résumé de I'article de I. Kaplansky nous permet, aisément,
de donner un exemple d’une algébre vérifiant I'identité de la puissance troisiéme
qui n’est pas flexible . Ainsi, soit A une U-algébre et considérons le quotient
A/N =< e, f >; ce quotient est une algébre vérifiant I'identité de la puissance
troisiéme mais elle n’est pas flexible.

Supposons donc que la dupliquée non commutative Dk ,.(A) d'une K-
algébre A vérifie I'identité de la puissance troisiéme, c’est-a-dire, que X2X =
X X% pour tout X dans D c(A). Silon écrit u(X) = z alors 2? @ r = r ® 2
et d’apreés le lemme 4.2.1, 22 € Kz pour tout  dans A. Cela nous montre que
I'idéal B = A? de A est une S-algébre. Si, de plus, B est une S-algébre non
commutative de dimension n > 3 et B? # 0, d’aprés [28] (Lemma 2.6), B est
de I'un des types suivants :

(I) B est une T-algébre engendrée par un idéal M, de codimension 1, et un
élément e ot M? = {0}, € = (r + s)e, ev = rv, ve = sv, pour tout v € M
avec (r,s) # (0,0);

(IT) B est une U-algébre engendrée par un idéal N, de codimension 2, et des
éléments e et f ou N2 = {0}, e2 =¢, f2=f, fe=0, ef =e+ f, ev =
v, vf =v, ve = fv =0 pour tout v € N.

Il est clair que si Dy ,.(A) est Lie-admissible, alors B = A? est aussi Lie-
admissible. Examinons les deux cas suivants :

1¢" cas. L’algébre B est du type (I). On a alors [e, v] = (r — s)v pour tout v
dans M, les autres produits étant nuls. On vérifie aisément que D ,,.(A) n’est
pas Lie-admissible dés que n > 3. En effet, soient Xy, X5 et X3 dans D ,,.(A)
et x; = u(X;) dans B = A%, i =1,2,3. On a

(X1, Xo] = X1 Xo — X0 X =21 @20 — 12 @ 11
et le jacobien s’écrit

J(X1, Xo, X3) = 21 @ [22, 23] + 22 ® [x3, 1] + 23 @ [1, T9]
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Prenons les X; dans Dk ,,.(A) tels que 1 = e, x5 = vy, o3 = v9 0l vy et
vy sont linéairement indépendants. On a

J(Xy, Xo, X3) =e ® [v1,02] + 01 @ [vg, €] +v2 @ [e, v1]
=(s —7)v; @ Vg + (1 — 5)v2 @ 1

:(7“ — S)[UQ X V1 — U1 X UQ]

J(X1, X5, X3) est non nul car on a supposé que 'algébre B est non commuta-
tive.

2m¢ cas L’algébre B est du type (II). On a alors [e, f] = e+ f, [e,v] =
v, [f,v] = —v pour tout v dans N, les autres produits étant nuls. On vérifie que
B est Lie-admissible. Soient X1, Xo, X5 dans Dy ,,.(A) tels que e = u(Xy), f =
w(Xs2),v = p(Xs). On a

(X1, Xo, Xs) =e @ [f,0] + f @ [v,e] +v@ e, f]
=—e®u— fQutvRe+v® [
=v®(e+f)—(e+f)@v

et J(X1, X2, X3) est non nul. Donc, si n > 3 alors Dg,.(A) ne peut étre
Lie-admissible. Ainsi dimygB = 2 et le théoréme suivant s’en suit.

Théoréme 4.2.6. Soient A une K-algébre de dimension finie et Dy ,,.(A)
sa dupliquée. On suppose que l'idéal B = A? est une algébre non commutative
de dimension n et que D ,,.(A) vérifie I'identité de la puissance troisiéme. Les
conditions suivantes sont alors équivalentes :

(a) Dk ne(A) est Lie-admissible ;
(b) L’idéal B = A? est isomorphe a I'une des deux algébres de dimension 2
suivantes :

(i) By : €2 = (r + s)e, ee; = rey, eje = sey, e3 = 0, avec r # s et
(r,s) # (0,0), ot {e;e1} en est une base;

(i) By :e* =e, f2=f ef=c+ f, fe=0.

En ce qui concerne la dupliquée commutative, on rappelle qu'une K-algébre
commutative A est une algébre de Jordan si 2?(yz) = (z%y)z, que A est une
algebre 3-Jordan si z3(yx) = (2%y)z et que A est une algébre de pseudo-
composition s’il existe une forme K-bilinéaire symétrique ¢ # 0 telle que
3 = ¢(z, ), tout cela pour z,y parcourant A. Toute algébre de pseudo-
composition est une algeébre 3-Jordan et toute algébre de Jordan est également

3-Jordan (|23]). Le résultat suivant est bien connu.

Proposition 4.2.7. ([46]) Soient A une K-algébre et Dy (A) sa dupliquée
commutative. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) D (A) est une algébre a puissances associatives ;
(ii) D (A) est une algébre de Jordan ;
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(iii) la sous-algebre A? de A est, soit une zéro-algébre, soit elle vérifie z° =
w(r)r ot w: A2 — K est un morphisme d’algebres (w # 0).

Lemme 4.2.8. Soient A une K-algébre et Dy (A) sa dupliquée commu-
tative. Alors Dy (A) est une algébre 3-Jordan si, et seulement si, (z%y) V z =
23V (yz), pour tous x,y dans A

Démonstration. Supposons que Dy (A) soit une algébre 3-Jordan et soient
X,Y dans Dg(A). La condition (X3Y)X = X3(YX) entraine u(X3Y) Vv
w(X) = pu(X3)Vu(YX). Ainsi 23y Vo =23 Vyz ot x = u(X), y = p(Y), car
1 est un morphisme d’algébres. La réciproque vient du fait que le morphisme
1 est surjectif. O]

Lemme 4.2.9. Pour une K-algébre A de dimension finie, les conditions
suivantes sont équivalentes pour deux vecteurs x et y dans A :
(i) f(x) = 0 pour tout f dans A* = Homg(A; K) (dual algébrique du K-
espace vectoriel A) entraine f(y) = 0 pour tout f dans A*;
(ii) les vecteurs = et y sont K-linéairement dépendants.

Démonstration. La condition (i1) = (i) étant triviale méme si 1'algébre A
n’est pas de dimension finie, démontrons que (i) = (7). Supposons que les
vecteurs x et y soient K-linéairement indépendants et complétons e; = x, e, =
y en une base ey, e, €3, , e, de Asur K. Notons €], €}, -+ el la base duale,
base de A*. Cette base vérifie les conditions e’i(ej) = d;5, i,j = 1,--- ,n (on
d;; est le symbole de Kronecker) et, en particulier, cela nous fournit une forme
linéaire e}, qui satisfait les conditions ef(x) = 0 et e5(y) = 1. O

Théoréme 4.2.10. Soient K un corps commutatif, A une K-algébre com-
mutative et D (A) sa dupliquée commutative. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) Dk (A) est une algébre 3-Jordan ;
(i) il existe une fonction homogéne g : A> — K d’ordre 2 vérifiant la condi-
tion x® = g(x)x pour tout x dans A2

Démonstration. Notons, tout d’abord, que la forme K-bilinéaire symétrique

A% x A2 — K définie par (z,y) — f(x)f(y), ou f est une forme linéaire sur

A% induit une unique forme linéaire F' : S%-(A?) — K vérifiant F'(>. z;Vy;) =
5

Zi: f(x) f(y;) (sommes finies).

Supposons que Dy (A) soit une algébre 3-Jordan. D’aprés le Lemme 4.2.8,
(x3y) Vo = 23V (yz) pour tous z,y dans A%. En particulier, en faisant y = 22,
on a (z32?)Vx = 2* vV a? pour tout x dans A. Alors, pour toute forme linéaire
f sur A% on a f(z3)f(2®) = f(232?)f(z), en appliquant F a la relation ci-

dessus. Puisque f(z) = 0 implique f(z*) = 0, pour toute forme linéaire f sur
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A2, les vecteurs x et x® sont colinéaires, ou encore 2% est dans Kz, c’est-a-
dire, il existe une application g : A2 — K telle que 23 = g(x)x. Soit o un
¢lément de K. Les égalités (ax)® = g(ax)(ax) et o®z® = ag(ax)z conduisent
a alg(x) = ag(aw), soit a?g(r) = g(azx), pour tout o dans K et pour tout x
dans A? tel que g(x) # 0. L’ensemble de tels = étant dense dans A% pour la
topologie de Zariski, g(axr) = oz pour tout « dans K et g est une fonction
homogéne d’ordre 2.

Réciproquement, puisque g(z)zy V x = g(z)x V yr dans Dg(A), on a
(#3y) Vo = 2® V (yz), pour tous x,y dans A? et cette relation nous dit que
p(X3Y)V u(X) = u(X3) v u(YX), soit (X3Y)X = X3(YX), pour tout X,V
dans Dg(A). Donc Dk (A) est une algebre 3-Jordan. O

Exemple 4.2.11. 1l est évident que toute algébre de pseudo-composition
(voir [23], [33]) d’équation x® = ¢(z,x)x, ¢ # 0 vérifie la condition (ii) du
Théoréme 4.2.10 avec g(z) = ¢(x, ) pour tout x.

4.3 Dupliquée et n-associativité

Un anneau A est dit n-associatif, pour tout entier n > 3, si le n-associateur
{ai, - ,a,} s’annule pour tout a; € A ou

n—1
{alaa% e 7an} = Z(_l)k_l{aly' cr oy ApQpy, 7an}7 n 2 4
k=1

et {a1,as,a3} = (ayaz)az — ai(agaz). Puisque tout anneau n-associatif est
(n+k)-associatif, on introduit la notion de n-associativité stricte. Un anneau
A est dit strictement n-associatif si A est n-associatif et il existe un (n — 1)-
associateur non nul. Le n-associateur a les propriétés suivantes (cf. [1] et [18]
des papiers de Boers) :

n—1
{a17a27' o aa/n} = Z{alacLQ;' te 7{ak717&k7ak+1}7“ : 7an}7 n 2 4
k=2

n—1
n—1
{a17a27"' >a2n} = E < k ){ala"' 7a2n72k71}{a2n72k7"' 7a2n}7 ”Z 2)
k=0

n—1

n—1
{Gh ag, - 7a2n} :Z ( L )[{ah s 7a2n72k}{a2n72k+17 ce 7G2n+1}
k=0
—{a1, -+ yaon—ok—1{a2n—ok, -+ ,a2n41}], > 1.

Dans [12] (Theorem 6.3), Pauteur a montré qu’une algébre strictement n-
associative A (n > 3) a une dupliquée Dk ,.(A) strictement K -associative ou



Dupliquée et algébres non associatives 50

k est un entier vérifiant 3 < k < 2n — 1 quand n est pair et 3 < k < 2n — 2
quand n est tmpair. Nous donnons ici la valeur exacte de k.

Dans ce paragraphe on suppose que dimgA? = m > 2. Pour les premiéres
valeurs de n, on a les propositions suivantes :

Proposition 4.3.1. La dupliquée Dk ,.(A) est strictement 4-associative
si, et seulement si, 'algébre A? est associative et n’est pas une zéro-algébre.

Ce résultat découle du Théoréme 4.2.2.

Proposition 4.3.2. En caractéristique différente de 2 et 3, il n’existe pas
d’algébre dont la dupliquée Dy ,,.(A) soit strictement 5 ou 6-associative.

Démonstration. Puisque toute algébre 5H-associative est 6G-associative, suppo-
sons que Dg n.(A) soit 6-associative. Alors Dk ,.(A) est 10-associative et on
a

0 :{Xla e 7X1[]}

5—1
:< 2 ){Xla 7X5}{X67"' 7X10}
:6{'I17"' 7$5}®{I67'” 73310}

en particulier, {xy, -+ x5} ® {1, -+ , x5} = 0, soit {x1,--- , 25} = 0 quels
que soient x; dans A% Donc A? est 5-associative et {X,---, X5} est dans
NDK,nc(A)' On a aussi 0 = {Xl,"' 7X6} = 2{X1,X2,X3}{X4,X57X6} =
2{x1, To, 13 }R{ 24, T5, T6 } €t par suite {z1, T2, v3} = 0. Ainsi A? est 3-associative.
Dans ce cas Dy ,.(A) est en fait 4-associative. O

Théoréme 4.3.3. Soient K un corps commutatif de caractéristique nulle,
A une algébre et n = 2p > 3 un entier pair. Les conditions suivantes sont
équivalentes :
(i) la dupliquée Dy ,.(A) est strictement (2n — 1)-associative ;
(i) la sous-algébre A? de A est strictement n-associative.

Démonstration. Montrons (ii) = (i) : On sait que si A? est n-associative,
alors Dy ,.(A) est (2n — 1)-associative. Puisque {1, - ,z,} = 0 dans A?
entraine {Xy, -+, X,,} € Nk ,o(A) et on a

n—2
n—2
{le Tt 7X2n—2} - § < k‘ ){Xla e 7X2n—2k:—3}{X2n—2k’—2a e 7X2n—2}
k=0

n—2
:(p_ 1){X17... X H X, Xonoa}

n—2
:( ){{El’... 71‘n_1}®{xn7... 71'2”_2}:

p—1
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Ainsi, si A% est strictement n-associative, {1, -+, 2z, 1} # 0 et Dy ,.(A) est
strictement (2n — 1)-associative.

Montrons (i) = (4¢) : Supposons que Dy ,.(A) soit (4p — 1)-associative.
Alors Dk n.(A) est m-associative, pour tout m >n =4p —1. On a

0={X1,-, Xom-2)}

n —_
<2p 2) {le o 7Xn—2}{Xn—1a T 7X2(n72)}

n—3
:<2p . 2) {xla T 7$n—2} X {-rn—l; T axQ(an)};

par suite {1, -+ , 7, 2} = 0, c’est-a-dire, A est (n — 2)-associative. De proche
en proche, on a

n—2-—1
0={X1, -, Xogm-an} = {1, T JO{Tn—2141, s Togn—a) }-
2p—1—1
Ce qui implique que {zy, - , 2, %} = 0, donc A? est (n — 2[)-associative ol
'entier [ est tel que 2(n—21) > n, ouencore [ < p—1. Alors {z1, -+ ,x9p+1} = 0,

c’est-a-dire, A% est (2p + 1)-associative. Enfin,
0={X1, -+, Xyp1}
2p — 2
] {X17"' 7X2p}{X2p+17'” 7X4p71}
- {Xl X2p 1}{X2p7 e >X4p—1H

D — 2
< {1, 29} @ {Topy1, -, Tap_1}
— {$1> e Top 1t @ {Top, o Tapor )
Donc {xla U 7$2p} X {x2p+17 e 7'I4p—1} = {xla o al‘2p—1} ® {:L‘Qpa e 71'417_1}

quels que soient les z; dans A% En particulier,

{331,"' 73:2;0} ®{$1,"' 7x2p—1} == {xla"' 7x2p—1} ® {$2pyx17"' 73:2}7—1}

et par suite

{331, s ,l”zp} = {3?2p,3717 T 7332p—1} = )\{3717 T ,3?2p—1};

(voir Lemme 4.2.1) ot A = A(zy,- -+ ,29,) est dans K. Ainsi A? est, soit stric-
tement (2p)-associative, soit strictement (2p + 1)-associative vérifiant, dans
ce dernier cas, {1, -+ , %o} = {Top, 1, -+, Top_1} = M1, -+, @9p—1}, pour
tout z; dans A2. O
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Théoréme 4.3.4. Soient K un corps commutatif de caractéristique nulle,
A une algébre et n = 2p + 1 > 3 un entier impair. Les conditions suivantes
sont équivalentes :
(a) la sous-algebre A? est strictement n-associative ;
(b) la dupliquée vérifie I'une des deux conditions ci-dessous :

(i) Di ne(A) est strictement (2n — 2)-associative ;

(ii) Dg ne(A) est strictement (2n — 3)-associative et A? vérifie
{Il, e, Tp—2, xn—l} = )\{ZL‘h cee ,In_g}, (/\ S K)

Démonstration. Montrons (a) = (b) : On sait que si A? est n-associative,
alors D pnc(A) est (2n — 2)-associative. Puisque {z1,---,z,} = 0 dans A?
alors {X1, -+, X,,} € Ngne(A) et on a

n—3
n—3
{Xh e 7X2n—3} - Z ( ]f ) [{Xh e ,X2n—2k—4}{X2n—2k—37 e 7X2n—3}
k=0
- {X17 Tt 7X2n72k75}{X2n72k747 T 7X2n73}]
n—3
= (p . 1) {mla T >$n—1} & {xrw e axQn—S}

- {xla e 7$n—2} X {Jjn—b e 7x2n—3}~

Ainsi, si Dgpne(A) est strictement (2n — 2)-associative, ¢’est fini. Sinon
Dp ne(A) est strictement (2n — 3)-associative et on a

{xh e ’xn—l} Y {xn» e 71:271—3} — {xlv e 7xn—2} ® {xn—la t 71:271—3}
et, en particulier,
{961, ce ,In—l} = {%—1, Ty, 7%—2} = /\{1’1, T 7%—2}

et aussi
{%—1, T 7$2n—3}g = {xn, T 7$2n—3}-

Montrons (b) = (a) : Supposons que Dy ,.(A) est 4p-associative. Alors
D ne(A) est m-associative, pour tout m > n =4p. On a

0 :{Xh e 7X2(n—1)}

n—2
:( ){XL... X H X, - ,Xz(nq)}

2p—1
-2
- (27;? B 1) {x17 e 7'%.71*1} ® {xnu e 7'r2(n—1)};
par suite {z1,- - ,z,_1} = 0, c’est-a-dire, A? est (n —1)-associative. De proche

en proche, on a
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0={X1, -, Xo(m—(2+1))}

n—2(0+1)
= L1y 5 Tp— @\ Tn—2l, " s T2(n— )
<2p —(1+ 1)>{ 1 (2l+1)} {zn-2 2( (21+1))}

qui implique que {x1, -+, ¥, 41)} = 0, donc A? est (n — (2[+1))-associative
ou lentier [ est tel que 2(n — (2l + 1)) > n, ou encore | < p — 1. Alors
{x1, - ,29p41} = 0, dot A? résulte étre (2p + 1)-associative. Enfin

2p — 2
{X1,--+ , Xgp_1} :(;_ 1)[{X17"'  Xop HXopr1, -+ s Xap1}

- {X17 o aXQp—l}{Xva e 7X4p—1}]

2p — 2
:(;_1){1‘1, a$2p}®x2p+la"' 7$4p—1}

- {xlv e 7'r2p—1} X {IQpa T ax4p—1}]~

Si Dgne(A) est strictement 4p-associative, A% est aussi strictement (2p + 1)-
associative. Sinon

{xla T 7$2p} = {952;),1‘1, ce 7x2p—1} = {Il, s 7$2p—1},

ou p = p(xy, -+ ,x9) € K, et Dg(A) est strictement (4p — 1)-associative.
O]

Corollaire 4.3.5. Si la dupliquée D ,.(A) est strictement 7-associative,
alors I'algébre A? vérifie I'une des deux conditions suivantes :
(i) A% est strictement 4-associative;
(ii) A% est strictement 5-associative satisfaisant {x1, Ts, 3, 14} = p{r1, Te, 13}
(n € K).

Le second cas est illustré par I’exemple suivant :

Exemple 4.3.6. (|12], Exemple (e)) Soit A une K-algébre de dimension
2 dont la table de multiplication dans la base a, b est donnée par
a’>=a+0b, ab="b, ba=0b"=0.Sip= (p1,p2), ¢ = (q1,q), v = (r1,72), 5=
(s1,82), t = (t1,t2) sont des éléments de A, alors {p,q,7} = (0, —p1q17r1) et
{p,q,r,s} = (0,—piqir151) = s1{p,q,r}. Par conséquent A = A? n’est pas
4-associative. Mais A est 5-associative, donc A est strictement 5-associative.
Tout 5-associateur dans Dy ,,.(A) est du type ub® b et par conséquent chaque
7-associateur est nul dans Dy ,,.(A).
Comme {a®a,a®a,a®@a,a@a,aRa,a®@a} =2(0®0b) # 0, Di ne(A) n’est
pas 6-associative. En conséquence Dy ,,.(A) est strictement 7-associative.
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4.4 Sur le noyau de Df(,nc(A) — DY.(A)

Soient K un corps commutatif et A une K-algébre. Par récurrence sur k,
on voit que le morphisme naturel Df;, .(A) — D} (A) est surjectif et nous nous
interrogions sur la taille du noyau que nous noterons I%(A) pour tout entier
k> 1.

Théoréme 4.4.1. Soit A une K-algeébre de dimension finie n. Il existe
alors un polynéme Qy(n) de degré 28 — 1 en la variable n dont les coefficients
sont des nombres entiers et tel que dimg(IF(A)) = Qy?%ln@k(n) pour tout
entier k > 1.

Démonstration. On peut écrire D (A) = Dj;,..(A))/I};(A), isomorphisme de
K-algébres, donc dimg (I};(A)) = dimg(Dj; .. (A)) — dimg (D} (A)). D’autre
part, on sait qu’il existe un polynéme Py (n) en la variable n dont les coeffi-
cients sont des entiers positifs de degré 2k — 2 tel que
dimp (D% (A)) = 22,%171(71 + 1) P, (n) pour tout entier k£ > 1 (cf. [48], theorem
3.2.4). La formule d’induction qui donne les polynémes Py(n) s’écrit
Piii(n) = Py(n) (n(n +1)P(n) + 22k_1> pour tout entier k¥ > 1 ou les pre-
miéres valeurs des Py (n) sont les suivantes :

Pi(n) =1 de degré 2' — 2 =0,

Py(n) =n?+n+ 2 de degré 22 — 2 = 2,

Ps(n) = Py(n)(n® —n+2)(n* + 3n+4) de degré 2 —2 =6

Py(n) = P3(n)(n(n + 1)Ps(n) + 128) de degré 2* — 2 = 14.

On peut donc écrire

dimie (1 (A)) =0~ —pn(n + 1) Piln)

ou encore,

dimi((4) = S (2077 = (0 DR

Si I'on pose Qi(n) = (2n)%~' — (n + 1)Py(n), on a la formule annoncée.
Les premiéres valeurs des polynomes Qx(n) sont les suivantes :

Q1(n) =n —1de degré 2 — 1 =1,

Q2(n) = T3 — 2n% — 3n — 2 de degré 22 — 1 = 3,

Q*(n) = (2n)" — (n+ 1)Ps(n) de degré 28 —1 =71,

Q*(n) = (2n)'5 — (n + 1) Py(n) de degré 2* — 1 =15,
La formule d’induction qui donne les polynomes Qx(n) s’écrit

Quaa(n) = 20— (20" = Qu(m)” — 22 (@20 Qu(m)
En fait, a partir de la formule Qg (n) = (2n)2~* — (n 4 1)Py(n), on a
Qrsr(n) = (20)"" 71 = (n + 1) Poya (n)
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et il suffit de remplacer Pyy1(n) donné par sa formule d’induction pour obtenir
la formule ci-dessus pour Qg 1(n). O

Exemple 4.4.2. Pour k£ = 1 et pour la dimension n de A, on a :
dimg (I} (A)) = inQi(n) = sn(n —1).
Pour k£ = 2 et pour la dimension n de A on a :
dimg (I%(A)) = §nQa(n) = gn(7Tn® — 2n* — 3n — 2).
Si 'on veut prolonger la formule

dimc ('K (A)) = #an(n)

pour k = 0, il faudrait écrire Qy(n) = 0 donc Qo(n) =1 — (n+ 1)Fy(n) = 0,

mais alors Py(n) = n%l ne serait plus un polynome.



Chapitre 5
Dupliquée et algébres n-Leibniz

Soient K un corps commutatif, A une K-algébre non nécessairement com-
mutative de dimension finie et Dy ,,.(A) sa dupliquée non commutative. Dans
un premier temps nous caractérisons les algébres dont la dupliquée non com-
mutative est de Leibniz; puis, aprés avoir démontré que si Dy ,.(A) est une
algebre de Leibniz d’ordre n et si A% est associative alors (A?)?"~2 = {0} et
(Dg.ne(A))*1 = {0}, nous donnons une caractérisation de la sous-algebre A?
de A dans le cas ott Dy ,,.(A) est Leibniz-admissible.

5.1 Dupliquée et algébres de Leibniz

Dans ce paragraphe D ,.(A) = A® A, ot la multiplication est donnée par
(x@y)(r' ®y') =zy @2y, pour tous x,y, 2,y parcourant A.
Rappelons que D ,,.(A) est une K-algebre de Leibniz si

(X2)Y =(XY)Z - X(YZ) pour tous X,Y, Z dans D n(A).

Lemme 5.1.1. Soient K un corps commutatif et A une K-algébre.
Si Dg ne(A) est une algébre de Leibniz alors, soit A* = {0}, soit y* = 0 pour
tout y dans A2

Démonstration. Supposons que Dy ,.(A) soit une algébre de Leibniz. Alors
XY? =0 pour tous X,Y dans D ,.(A) (proposition 1.4.2) et d’aprés le lemme
2.3.120na: u(X)@u(Y?) =0.Si u(X) =0 pour tout X dans D ,.(A) alors
p = 0 et par suite A? = p(Dgn.(A)) = {0}. S'il existe un élément X dans
D ne(A) tel que pu(X) soit non nul alors 1(Y?) = 0 pour tout Y dans Dy ,.(A)
et comme g est surjective, y? = 0 quel que soit y dans A2 L]

Théoréme 5.1.2. La dupliquée non commutative Dy ,.(A) de A est une
algébre de Leibniz si et seulement si A? est une zéro-algébre.

56
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Démonstration. Supposons que Dy ,.(A) soit une algébre de Leibniz. Alors
XY? =0 quels que soient X et Y dans D ,.(A) et donc u(X) @ u(Y?)=0.
Alors, soit u(X) = 0 pour tout X dans Dy ,.(A) et alors A> = {0}, soit 0 =
wu(Y?) et done Y? est dans ker(u) = Np,.(A) pour tout Y dans Dy ,,.(A). Dans
ce dernier cas, en faisant Z = X dans la relation (X2)Y = (XY)Z - X (Y 2),
on obtient 0 = (XY)X —X (Y X) pour tout X et Y dans Dk ,,.(A), ¢’est-a-dire,
Dy ne(A) est flexible; le théoréme 4.2.2 nous dit alors que A? est de dimension
un ou que A? est une zéro-algébre. Mais si A% est de dimension un engendré
par e alors, d’aprés le lemme 5.1.1, e = 0 et alors A% est une zéro-algébre.
Réciproquement, si A% est une zéro-algebre alors (X2)Y = u(XZ) QY =
p(X)p(Y)®Y =0®Y = 0 et de méme (XY)Z = X(YZ) = 0. Par suite
(XZ2)Y = (XY)Z—-X(YZ) = 0pour tous X, Y, Z dans Dk ,,.(A) qui est alors
une algébre de Leibniz. O]

Corollaire 5.1.3. Si D ,.(A) est de Leibniz alors (D ,.(A))* = {0}.

Démonstration. En effet, d’aprés le théoréme ci-dessus, si D ,.(A) est de Leib-
niz alors (A?)? = {0}. On a alors

{0} = (4%)* = {0} = ((Dr,ne(A)))?
= {0} = (((Dxne(4))?))
= (Dgne(A))? € ker(u)
= (Dxne(A))° = {0}

]

5.2 Dupliquée non commutative et algébres de
Leibniz d’ordre n

5.2.1 Rappels

Dans cette partie, on suppose que K est un corps de caractéristique zéro.

Définition 5.2.1. Soit A un espace vectoriel muni d’une opération n-
linéaire w: A X --- x A — A. On dit qu'une application f: A — A est une
—_——

n facteurs
dérivation par rapport a w si

n

flwlay, - ,a,)) = Zw(a1,~' caj_1, flag), ajpr, -+ 5 an).

J=1

Notons par Detr, ’ensemble de toutes les dérivations par rapport a w.
On a les résultats suivants :
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Proposition 5.2.2. [15] 1) Le sous-ensemble Det,, de I'algébre End(A)
des endomorphismes de A est une algébre de Lie.
2) Si f € Der, et f € Der, alors f € Der,,,, 01 0 est aussi une opération
n-linéaire de A x --- x A dans A.
—_——

n facteurs

Proposition 5.2.3. [15] Soit A x A — A, (x,y) — xy une opération
bilinéaire et w : A x --- x A —> A l'opération définie par
—_—

n facteurs
w(an, cee ,$n> = ZL’1(1’2(' o (xn—lxn> o ))

Si f: A — A est une dérivation par rapport a ( , ) alors f est une dérivation
par rapport a w.

Définition 5.2.4. [15] Une algebre de Leibniz d’ordre n ou une n-algébre
de Leibniz est un espace vectoriel A muni d’une opération n-linéaire [ ,---, | :
A X -+ x A —> Atelle que pour tous x4, - - - , x,_1, application adj(x1, -+ , x,_
: quep 1 1, L'app lj (21 1)

n facteurs

définie de A dans A par
adj(xh o 7xn71)($) = [l’, Ty 7'Tn71]

est une dérivation par rapport a [ ,---, ]. En d’autres termes, A est une n-
algébre de Leibniz si la n-identité de Leibniz suivante est satisfaite :

(Il—]L) [[xlv"' >xn—1]7y17"' 7yn—1}

n
= Z[xlv'“ y Yi—1, [xiayla"' 7yn71]7xi+17'“ 7*7;71}
=1

Remarque 5.2.5. [15] Une algébre de Lie est une algébre de Leibniz
vérifiant la condition 22 = 0. De facon similaire, une n-algébre de Lie est une
n-algeébre de Leibniz vérifiant la condition

(1, , @), Tjp1, - ,Tn) =0 dés que x; = j41.

Si Dk ne(A) est une algebre de Lie, alors A% = {0} (corollaire 3.2.9) ; donc
(A" = {0} et (Dgne(A))" T ={0}, n > 2.

Le corollaire 5.1.3 suggéere de chercher des conclusions analogues pour les
algebres de Leibniz d’ordre n (n étant un entier naturel supérieur ou égal a 2).

Dans toute la suite, nous considérons des algébres dont la multiplication
est (z,y) — xy et conformément a la définition 5.2.4, on pose

(RE) vy, 2] = 2(y2).
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5.2.2 Dupliquée non commutative et algébres de Leibniz

d’ordre 3
Soit A une algébre de Leibniz d’ordre 3
On a une application trilinéaire [, , | de A x A x A dans A telle que
(71, 22, 23], Y1, Y2] =[[71, Y1, 2], T2, 3] + 11, [72, Y1, Yo, 3]

—+ [fL‘l, X2, [‘T?n Y1, yQH

Faisant x5 = y1, z3 = y» dans la relation précédente, on obtient

[[zlayhyﬂayl)yﬂ :H'IlvylayQ]ayl)yZ] + [1'1, [yhyl:y?]:y?]
+ 21, Y1, [Y2, 1, v2]-

Par suite
0= [z1, [y1, Y1, ¥2), Y] + (1, Y1, [Y2, Y1, ¥2]],

c’est-a-dire,
0 = 21((y1(1192))y2) + 21 (Y1 (Y2 (1192))-

Proposition 5.2.6. Si A est a puissances associative, alors xy* = 0 pour
tous x,y dans A.

Démonstration. En effet, du calcul ci-dessus, on a

0= xl((yl(y1y2))y2) + x1(y1 (yg(ylyg))

pour tous 1, Yy, yo dans A. Posant x = z1,y; = yo = y et si A est & puissances
associatives, on obtient 0 = 2xy*. D’ott la proposition. O

Proposition 5.2.7. Si Dk ,.(A) est une algébre de Leibniz d’ordre 3 et
si A? est associative alors (A?)* = {0} et (Dx.n.(A))® = {0}.

Démonstration. Soit une K-algebre A telle que Dy ,,.(A) soit une K-algebre
de Leibniz d’ordre 3. Alors pour tout X,Y1,Ys dans Dy ,,.(A), on a :

O :[Xb [}/17}/’17}/2]7}/2] + [Xh}/la [Y27}/17}/2]]

Compte tenu du lemme 2.3.12, on obtient
Pour 1(X;) # 0, on obtient :

:u([}/l’}/h)/é]YQ] + }/1[}/27}/17}/2]) = O
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Comme

on a :

0 =pu((Y1(¥1Y2))Y2 + Y1 (Y2(Y1Y2)))

(e (Y1) (Y1) p(Y2))) e (Y2) 4 pu(Y2) (pe(Y2) (pe(Y1) 11(Y2))).-

Comme p est surjective, pour tous x,y dans A2, on obtient :

0= (z(zy))y + 2(y(ry)).

Supposant A? associative et posant x = y, on obtient que pour tout z dans
A? 2z* = 0 et donc tout élément de A2 est 4-nilpotent.

Soit I la sous algébre de A% engendré par les éléments 4-nilpotents de A2
Etant en dimension finie et A? étant associative, I est une sous-algébre nilpo-
tente d’indice de nilpotence égale a 4 (cf [60] page 65). Comme tout élément
de A? est 4-nilpotent, alors I = A2. Par suite A? est 4-nilpotent.

La suite de la démonstration est analogue a celle du corollaire 5.1.3. O]

5.2.3 Dupliquée non commutative et algébres de Leibniz
d’ordre n

Théoréme 5.2.8. Soit A une algébre de Leibniz d’ordre n.
Si A est a puissances associatives, alors xy?"~2 = 0 pour tous x,y dans A.

Démonstration. On a une application n-linéaire [ ,---, | de A x --- x A dans
—_—

n facteurs

A telle que
(Il—]L) Hxlv"' 7xn—1]ay17"' ayn—l]

n
= Z[xlv"' y Yi—1, [:Eiayh'" ayn—l]vmi+l7"' ,IL‘TJ
=1

Ayant posé [z,y, z] = x(yz) (cf relation (RF) de Rappels 5.2.1), on note que
pour n >4 on a :
[:L.bx?? Tt 7$n] = .1'1[1'2, e ,:Cn].

Posons z; = y;_1,1 > 2.
La relation (n-IL) devient :
[['Ilyyla e 7?/n—1]791; Tt 7yn—1] = [[mlﬁ Y1, - ayn—l]a Y1, 7yn—1]

n

+;[x17y1a"' Yimts Wi, Y1, > Yne1)s Yir > Ynet)
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et donc

0 :Z['rhyl?'“ 7yj*17[yj717y17“' 7ynfl]7yj7“' 7yn71]
=2

:le[yh’" Y=t Wiy Yl Y Y
j=2

Si A est & puissances associatives, en posant y; = y,1 < j <n — 1, on obtient
(n—2)z1y*" 2 =0

Donc x,3%"% = 0.
Les cas n = 2 et n = 3 ont été vus plus haut. O

Proposition 5.2.9. Si Dy ,,.(A) est une algébre de Leibniz d’ordre n et
si A% est associative alors (A?)*"~2 = {0} et (Dgn.(A))*"! = {0}.

Démonstration. Dans Dy ,.(A) et compte tenu du lemme 2.3.12, on obtient :

n

0= M('rl) ® M(Z[ylv Ly Y5-1, [yj—layh T 7yn—1]7yj7 T ’yn—l])
=2

Pour p(x1) # 0, on obtient :

n

0 :M(Z[ylv 7yj—17[yj—17y1a"' 7yn—1]7yj7"' 7yn—1])
7J=2

:M(Z[ﬂ(yl) o hu(yjfl)? [:u(yjflh :u(yl)> U 7ﬂ(ynfl)]7 /L(yj)a o 7/’6(1/71*1)])‘

=2
Supposant A? associative et posant y; = --- =y, 1 =y , on obtient pour tout
y dans Dy . (A) :

(n —2)(u(y))™"* =0.

Comme p est surjective , pour tout x dans A2 on a
(n—2)z*" 2 =0

et comme la caractéristique de K est zéro alors tout élément de A? est
(2n — 2)-nilpotent. La suite de la démonstration est analogue a celle du corol-
laire 5.1.3 0

5.3 Dupliquée non commutative et Leibniz-admissibilité

Définition 5.3.1. On dit qu'une K-algébre A est Leibniz-admissible si
A~ est une K-algébre de Leibniz.
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Ainsi la dupliquée non commutative D ,,.(A) d'une K-algébre A est Leibniz-
admissible si D ,,.(A)” une K-algébre de Leibniz.
On a le résultat suivant.

Théoréme 5.3.2. ([56]) D pne(A)” = (A%)” x Np,., .(A) o

o
v (z,y) = e(z,y) — oy, 2).
La remarque suivante est une traduction de la proposition 2.3.11.

Remarque 5.3.3. La dupliquée non commutative Dk ,.(A) d'une K-
algébre A est Leibniz-admissible si et seulement si A2 est Leibniz-admissible
et ®z(z,y,2) = 0 pour tous x,y, z dans A% ou

@L(x,y, Z) = SO_([:E’ Z]>y) - 90_([1‘734]72/) + 90_($7 [yvz])
Lemme 5.3.4. Si A? est Leibniz-admissible alors
CDL(x,y,Z) :[LU, Z] ®y -y ® [QT,Z} - [l‘,y] ® 2

pour tous x,y, z dans A2

Démonstration. Soient (x,m), (y,n), (z,p) des éléments de Dy .(A4). On a

(I)L(xvy7z) :@_([l' Z]7y>_90 ([ZL‘,QLZ)—I—(,D ( 7[y72])
) =y, [z, 2]) — e[z, y], 2) + (2, [z,y])
(

=n([z, 2)n(y) — [z, 2ly) — n(y)n((z, 2]) + n(y[z, 2])
] (2)n([z,y]) —n(z[z,y])
+n(x)n(ly, 2]) — n(=(y, 2]) — n(ly, 2])n(z) + n(ly, z]x)

Utilisant le lemme 2.3.12, on obtient

Pr(z,y,2) =[z,2| @y —y®[z,2] = [2,y] ® 2 + 2 ® [z, 9]
+r®y2]) — [y, 2] @
+n(=[z, 2]y + ylz, 2]) + n([z, y]z — 2[z,y])
n(—zly, z]) + [y, z]x)
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puis

Pr(z,y,2) =z, 2] @y —y®[z,2] = [2,9] ® 2 + 2 ® [z, 9]
TRy 2]) — [y, 2] @
+n (=[x, 2], y])) +n({[z, v], 2]) + n(=[=, [y, 2]])
=z, 2] @y —y® [z, 2] - [2,y] ® 2+ 2 @ [, y]
TRy 2]) — [y, 2] @
+ (=[x, 2]y + ylz, 2] + [z, y]z — 2]z, y] — 2y, 2]) + [y, 2]x)
=z, 2] @y —y® [z, 2] - [2,9] ® 2+ 2 @ [, ]
+2®[y,2]) — [y, 2] ® z +n(0)

et finalement

Op(x,y,2) =[r, 2|y —y® [z, 2] — [2,y] ® 2+ 2 ® [z, ]
+l’®[y,2])— [y,Z]@(L‘

O

Remarque 5.3.5. Soient A une K-algébre et D ,.(A) sa dupliquée non
commutative. Il est immédiat que si A? est une zéro-algébre alors Diea) est
Leibniz-admissible. De méme, si A% est commutative et Leibniz-admissible,
alors D4y est Leibniz-admissible.

Théoréme 5.3.6. Soit A une K-algébre et Dk ,.(A) sa dupliquée non
commutative. Si Dy ,,.(A) est Leibniz-admissible et A* n’est pas commutative
alors dimp(A%)? < 2.

Démonstration. Supposons que 'idéal A? soit non commutatif et que

dimg ((A%)?) > 3. Tout vecteur de (A%)? étant une somme finie de produits fi-
nis de vecteurs de A? et comme dimg(A?)? > 3, il existe une base xy, - -+ , z, de
A? telle qu’au moins trois des produits x;z;, i, j = 1,- -+ ,r soient linéairement
indépendants ; de plus, comme A2 est non commutatif, au moins un des pro-
duits x;x; vérifie x;x; # x;x;. Soient alors e; = z;7;,e2 = XT3 = Ty Ty,
des vecteurs linéairement indépendants de (A?)? avec x;z; # x;x; ou les
Tiy T, Thy Tpy Ty Ty Ty T sONt dans {xq, - - - , 2, }. De la définition des vecteurs
e;, 1 =1,2,3, 1l vient qu’au moins un des entiers k, [, m,n est distinct de 7 et
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de j. Supposons par exemple que k ¢ {i,7}. Alors

O (w4, ), xp) =24, 28] @ ) — x5 @ |24, 1) — [24, 75] @ 28

+ 2 @ (X, 15| + 2 @ [x), k] — [7), Th] @ 7
=z, ] @ ; — 2 @ [15, 7] — (€1 — z25) @ xy,

+ 21 @ (€1 — @) + 2 @[5, 21] — [25, 2] ® 4
=(z, ®e1 —e1 @ xy)

+ (z2; @ xp, — X @ T54)

+ ([2i, 2] @ 35 — 25 @ [7, 2]

+ (2 @ &), 2] — [z, 28] ® 25).

Si z;x; = aeq, a # 1 alors

(I)L(.’ﬂi,.flfj, .%’k) :(1 — CY)(.CEk X €1 — €1 X xk)
+ ([4, 7] ® 75 — 25 @ [24, 7))
+ (7 @ 25, ] — [, 78] @ 75).

Le vecteur x;®e; —e; ®xy est non nul et, du choix de ¢, j et £, il est linéairement
indépendant avec les vecteurs [z;, x| @x; —x; @[z, vg] et x; @[z, xp] — [, 1] ®
;. Par suite @ (x;, x;, x;) est non nul et D ,,.(A) n’est pas Leibniz-admissible.
Si zjz; et e; sont linéairement indépendants, alors

Op(ws, 25, 71) =(21 @ €1 — €1 @ 7p)
+ (zj2; ® 1), — T4 ® T434)
+ ([wi, 28] @ ) — 25 & [24, 1))
+ (2 @ [z, 7h] — [25, 28] @ 75).

Utilisant des arguments analogues aux précédents on conclut que @y (z;, x;, xy)
est non nul et Dy ,,.(A) n’est pas Leibniz-admissible. O

Proposition 5.3.7. Soit A une K-algébre et Dy ,.(A) sa dupliquée non
commutative telle que A? soit Leibniz-admissible. Si dimg(A?) < 2 alors
D ye(A) est Leibniz-admissible.

Démonstration. Ceci vient du fait que ®;, : A* x A* x A> — Np, . (A),
(x,y,2) — ®p(x,y, z) est K-trilinéaire alternée. O

Théoréme 5.3.8. Soit A une K-algébre et Dk ,.(A) sa dupliquée non
commutative. Si A? est Leibniz-admissible et dimy A? > 3 alors les assertions
suivantes ont équivalentes.

1) Dg ne(A) est Leibniz-admissible.

2) A? est commutative.



Dupliquée et algébres n-Leibniz 65

Démonstration. Analysons le cas ot Dy ,.(A) est Leibniz-admissible, dim (A?) >
3 et dimg((A?)?) = 1. Soient eg, ey, - - - €, une base de A? ot ¢y est un vecteur
non nul de (A?)% Pour tous i,j € {1,---,n}, écrivons e;e; = ayjeq; alors on
a:

Oy (eq, €5, €x) =[eo, ex] ® €j — e; ® [eo, ex] — [0, €j] @ ex + ex @ [eo, €;]
+ e ® [ej, ex] — [ej, ex] ® eo
=ty ® €j — Qppe; ® ey — Qpjen X e + Qpjer K €g
+ e ® eg — ajpeo Q €g

=€y X €; — Qpi€;j X ey — ;€0 X er + O Er X eg.

La relation @y (e, €;, ex) = 0 conduit & ag; = g = 0.
Pour tous j,k,l € {1,--- ,n},

Dy (e, e, €1) =[ej, e @ e, — e, ® [ej, €] — [ej,ex] @ e+ € @ [ej, ex]
+e; & [€k, el] - [eky 61] X e;
=€) @ e — e X ey — ey @ e + e @ €

+ ape; @ ey — ageg X €.

La relation @y (e;, ex, €;) = 0 conduit & aj; = ayy = ag = 0.

Si Dgne(A) est Leibniz-admissible, dimg(A?) > 3 et dimg((A?)?) = 2, en
raisonnant de facon analogue au cas précédent, on conclut que A? est commu-
tative. Ainsi Passertion 1) implique Passertion 2). La réciproque vient de la
remarque 5.3.5. O

Corollaire 5.3.9. Soit A une K-algébre et D ,.(A) sa dupliquée non
commutative. Si A% est Leibniz-admissible alors les assertions suivantes ont
équivalentes.

1) Dg ne(A) est Leibniz-admissible.

2) L’une des deux conditions suivantes est vérifiée.

(b) dimg(A?) > 3 et A? est commutative.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du théoréeme 5.3.6, de la
proposition 5.3.7 et du théoréme 5.3.8. O



Chapitre 6

Dupliquée et superalgébres

Dans ce chapitre, nous introduisons la notion de dupliquée non commuta-
tive d’une superalgébre. Quelques résultats sont donnés dans le cas des super-
algébres de Lie et dans le cas des superalgébres de Leibniz.

Dans tout ce qui suit, K est un corps commutatif de caratéristique différente
de deux.

6.1 Espaces vectoriels Z,-gradués ; superalgébres

6.1.1 Espaces vectoriels Z,-gradués

Les notions ci-dessous sont essentiellement tirées de [27]

Définition 6.1.1. Un K-espace vectoriel Zo-gradué A est la donnée d’un
couple (Ag, A1) de K-espaces vectoriels tels que A = Ay @ Ay

Définition 6.1.2. Dans un espace vectoriels Zg-gradué A = Ay ® Ay, les
éléments de Ag sont appelés éléments homogénes de degré 0 ; les éléments de A,
sont appelés éléments homogénes de degré 1, on note T le dégré d’un élément
homogéne = de Ay U A;.

Remarque 6.1.3. Soient A = Ay ® A; et B = By ® B; deux K-espaces
vectoriels Zg-gradués. Alors :
1)BgA<:>BongetBlgA1
2) A® B est un K-espace vectoriel Zo-gradué et (A® B); = A;® B;,i € Zs.
3) A® B est un K-espace vectoriel Zy-gradué et
(A® B)o = (Ag ® By) ® (A1 ® B1), (A® B); = (A ® B1) ® (A1 ® By).

Définitions 6.1.4. Une application K-linéaire f de A = Ay & A, dans
B = By @ Bj est dite de degré k si f(A;) = By, i + k étant calculé modulo 2.
Une application K-linéaire Zo-graduée f de A = Ag® A, dans B = By® B est

66
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un couple d’applications linéaires (fo, f1) ot fo: Ag — By et f1: Ay — By.
Une application K-linéaire Zy-graduée est de degré 0.

6.1.2 Superalgébre

Définition 6.1.5. [27]| Une K-algébre Zo-graduée ou K-superalgébre est
un K-espace vectoriel Zs-gradué A muni d’une multiplication telle que
AiA; C Ay, 1,7 € Zy, 1+ j étant calculé modulo 2.

Définition 6.1.6. [27] Soient A = Ay @ A; et B = By ® By deux K-
superalgeébres. Un morphisme de K-superalgébres f de A dans B est une ap-

plication K-linéaire Zs-graduée f telle que f(xy) = f(z)f(y) pour tous x,y
dans A.

6.1.3 Quelques superalgébres & patronyme

Nous rappelons les définitions de superalgebre de Lie et de superalgébre de
Leibniz

Superalgébres de Lie

Définitions 6.1.7. [27] Soit A = Ay @ A, une K-superalgébre.
On définit Papplication K-trilinéaire J de A x A x A dans A par

Iz, y,2) = (ay)z — x(yz) — (1) (x2)y.
fj est appelé super-jacobien de A.

Définition 6.1.8. (|27]) Une K-superalgébre A = Ay @ A; est une super-
algébre de Lie si et seulement si pour tous z,y, z dans Ag U Ay,

vy = —(—1)"yz
et ~
J(z,y,2) = 0.

Il est immédiat qu’une algébre de Lie est une superalgébre de Lie.

Rappelons que : si A = Ay ® Ay est une superalgébre de Lie alors Ag est
une algebre de Lie et Ay est un Ag-bimodule de Lie.

On note également que : st A = Ay & Ay est une superalgebre telle que Ay
soit une algebre de Lie et Ay soit un Ag-bimodule de Lie, en posant (A;)? = {0}
alors A = Ay @ Ay est une superalgébre de Lie.
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Superalgébres de Leibniz

Définition 6.1.9. ([24]) Une K-superalgébre A = Ay @ A; est une su-
peralgebre de Leibniz si et seulement si £(z,y, z) = 0 pour tous z,y, z dans
AgU Ay ot £(x,y,2) = (—1)F(w2)y — (wy)= + 2(y2).

Il est clair qu'une algébre de Leibniz est une superalgeébre de Leibniz.
Comme pour les superalgébres de Lie on peut dire que : st A = Ay ® A
est une superalgebre de Leibniz alors Ag est une algébre de Leibniz et Ay est
une Ag-bimodule de Leibniz.
On peut également dire que : si A = Ag ® Ay une superalgébre telle que Ag
soit une algebre de Leibniz et Ay soit une Ag-bimodule de Leibniz, en posant
(A1)? = {0} alors A= Ay ® Ay est une superalgébre de Leibniz.

Proposition 6.1.10. Si A = Ay P A; est une K-superalgébre de Leibniz
alors pour tous x,y, z dans Ay U A4

1) 2(yz) = —=(=1)*x(zy),

2) %2 = (—1)%(x2)x + z(v2).

Démonstration. Une comparaison des relations fl(x, y,2) =0 et £z, 2,y) =0
donne la premiére relation. Faisant x = y dans la relation £(x,y,2) = 0, on
obtient la deuxiéme relation. O

Proposition 6.1.11. Si A = Ay P A; est une K-superalgébre de Leibniz
alors :

1) xy? = 0 pour tout x dans Ay U A; et pour tout y dans Ay ;

2) zy* = 2(xy)y pour tout x dans Ay U A, et pour tout y dans A;.

Démonstration. Faisant y = z et y € Ay dans la relation £(x,y,2) = 0,
on obtient la premiére relation. Faisant y = 2z et y € A; dans la relation
£(x,y,z) =0, on obtient la deuxiéme relation. O

6.2 Dupliquée et superalgébres

Soit A = Ay A; une superalgebre. La dupliquée non commutative D ,.(A)
de A est le K-espace vectoriel A ® A muni de la multiplication donnée par
(x®@y)(r' ®y') =2y ®a"y pour tous x,y,2’,y" dans A.

Soit p : Dgne(A) — A2 X @Y > XY. Soient X = zg + 21,Y =
Yo+ y1, X' =+ 21, Y =y, + v} dans A. On a

H(X © Y)(X' ®Y) =u((XY) ® (X'Y"))
=(XY)(X'Y")
—u(X @ Y)u(X' ®Y')
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par suite p est un morphisme d’algébres.
De la remarque 6.1.3, en posant

Dy=A A &A1 ® A

et
Dy =A@ A @& A ® A,
D ne(A) = Dy @ Dy est Zy-graduée.
D’autre part, en posant
(A%)g = AgAg + A1 A;
et
(A%) = AgAy + A Ay,

I'idéal A2 = (A%)y @ (A?); de A est naturellement Z,-graduée.
Soit x ® y un élément homogéne de Dk ,,.(A) = A® A; puisque p(x @ z) =
Ty, on est conduit & poser :

Définition 6.2.1. Pour tout x et y dans AgU Ay, t @y =7 + 4.
On a alors le résultat suivant.

Proposition 6.2.2. u: Dk ,.(A) — A%, x ® y — xy est un morphisme
de K-algébres Zy-graduées.

Nous pouvons alors dire que le théoréme (d’Etherington) 2.3.2 est valable
pour la dupliquée non commutative d’une superalgébre.

Corollaire 6.2.3. Soit Dg ,.(A) = A% X Np,_(A) la dupliquée non com-
)

mutative d’une superalgébre A. Pour tout X = (x,m) on a X = .

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 6.2.2 et du théoréme
d’Etherington. O

6.3 Dupliquée et superalgébres de Lie

Théoréme 6.3.1. Dy ,.(A) est une superalgébre de Lie si et seulement
si les conditions suivantes sont satisfaites :
1) A? est une superalgébre de Lie;
2) p(x,y) = —(=1)"p(y,z) pour tous x,y dans (A*)o U (A%);;
3) p(xy, z) —o(z,y2) — (=1)Pp(xz,y) = 0 pour tous z,y, z dans (A?)yU(A?);.
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Démonstration. Soient X = (x,m), Y = (y,n), Z = (z,p) des éléments de
D(] U Dl. On a :

XY = (zy, o(x,y))
et
YX = (yz, oy, 2));
la relation XY = —(—1)*YY X conduit a
vy = —(=1)"yx
et

o(x,y) = —(=1)"p(y, x).
D’autre part, on a :
=(XY)Z - X(YZ) - (-1)Y?(X2)Y
=((zy)z, p(2y, 2) = (2(y2), (2, 92)) = (=1)"((22)y, p(22,y)))
=((zy)z — 2(yz) — (=1)"(22)y), p(zy, 2) — p(z,y2) — (=1)"p(zz,y)).
La relation J(X,Y, Z) = 0 conduit alors a

(zy)z — 2(y2) — (=1)"*(22)y) =0

XY, Z)

et
p(zy, z) — p(z,yz) — (—1)"p(zz,y) = 0.
Ainsi Dk n.(A) est une superalgébre de Lie si et seulement si les quatres condi-
tions suivantes sont vérifiées :
(i) zy = —(—1)"yz pour tous z,y dans (A%)y U (A?),
(i) p(z,y) = —(=1)"p(y, ) pour tous z,y dans (A%)o U (A%),,
i

i

A%)o U (A%),,

iv) o(zy, 2) — o(z,y2) — (=1)%p(z2,y) = 0 pour tous z,y, z dans

(A%)g U (A?);; Cest-a-dire

A? est une superalgébre de Lie,

o(z,y) = —(=1)%p(y, z) pour tous z,y dans (A?)y U (A?); et
2)—(z,yz)—(—1)%*¢(xz,y) = 0 pour tous z, y, z dans (A?),U(A%);. O

Corollaire 6.3.2. Si Dy ,.(A) est une superalgébre de Lie alors ¢(z,x) =
0 pour tout x dans (A?).

Démonstration. En effet, on a aura :
p(r,2) = — (=1)"p(z,z)
=— (=1)%p(z, )
=—p(z,x)

et comme la caractéristique du corps est différente de deux, alors p(x,z) = 0.
L]
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Proposition 6.3.3. Si A% = (A42%)y @ (A?); est une superalgébre de Lie
alors pour tous x,y, z dans (A?)o U (A?); on a :

play, 2) — p(a,y2) — (1) p(r2,y) =2y @z — 2 @yz — (~1)Pz2 @ .
Démonstration. Soient z,vy, 2 dans (A%)g U (A%)1; on a (cf lemme 2.3.13) :

p(ry, 2) — p(r,y2) — (=1)"p(zz,y) =n(zy)n(2) — n((zy)z)
—n(z)n(yz) + nlz(yz))
— (=1)"n(z2)n(y) + (=1)"n((x2)y)
=n(zy)n(z) —n(x)n(yz) — (=1)"n(zz)n(y)
—n((zy)z — z(yz) — (=1)
=n(zy)n(z) — n(x)n(yz)
— (=1)"n(z2)n(y) — n(0)
=1y Rz—1Ryz — (—1)Pr2 @Y.
D’ou le résultat. [

On notera ®rs(z,y,2) =2y @z —rQ@yz — (—1)¥22 QY.
On a la remarque immédiate suivante.

Remarque 6.3.4. Si A est une zéro-superalgebre, alors Dk ,.(A) est une
superalgebre de Lie.

Exemple 6.3.5. Considérons 'algébre A = Ay @ A; ol Ag =< ey, e5 >,
A; =< e3 > et la table de multiplication relative & la base eq,es, e3 est
donnée par : ejea = —eqse; = e, les autres produits étant nuls. A est une
superalgébre de Lie. Comme A? =< e; > est une zéro-superalgébre alors
o(zy, z) — p(x,y2) — (=1)%2p(zz,y) = 0 pour tous z,y, z dans A% On a :
pler, e1) =n(er)n(er) — nleier)

=n(e1)n(e1)

=e; ® ey;
ainsi e; est dans (A?)y =< e; > mais p(ey, e;) est non nul. Par suite, d’apres
le corollaire 6.3.2, D ,,.(A) n’est pas une superalgébre de Lie.

Proposition 6.3.6. Si Dy ,.(A) est une superalgébre de Lie alors A* est
une zéro-superalgébre.

Démonstration. Soient u,x des vecteurs non nuls (éventuels) de (A%)g et y, 2
des vecteurs non nuls (éventuels) de (A?);.

Dris(z,y,y) =y @y -2y’ — (-1)Pry @y
=y Ry —r QY+ Y@y
=20y QY — R y>.
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Comme x est dans (A?)y et 2zy est dans (A?)}, la relation ®p;5(z,y,y) =
0 nous dit que 2oy = 0 et y?> = 0. Comme la caractéristique du corps est
différente de deux, alors xy = 0 et donc (A?)g(A?%); = {0} ; de méme la relation
®ris(y, z,z) = 0 permet d’avoir (A?);(A?)y = {0}.

Pris(u,z,y) =ur @y —u@xy — (—1)"uy @ =
=uUr @Y —u@xry —uy @ x.

De ce qui précéde, on a @p5(u, x,y) = ur ® y. La relation ®p5(u,z,y) = 0
conduit & ur = 0; par suite (A?)o(A4%)y = {0}.

Les relations @r;5(z,y,2) = 0, (A%)1(A?)g = {0} et (A?)y(A?); = {0} per-
mettent de dire que (A4?);(A?); = {0}. D’ou la proposition. O

Lemme 6.3.7. Soit A = Ay @ A, une superalgébre de Lie. Si D ,.(A)
est une superalgébre de Lie alors dimg (A?%); < 1.

Démonstration. Supposons que D ,.(A) est une superalgébre de Lie. Alors
d’aprés la proposition 6.3.6, Ay est une zéro-superalgebre et (A;)? = {0}.
Supposons que dimg(A?) > 2 et soient e; et e; deux vecteurs linéairement
indépendants de A2. Ces deux vecteurs proviennent de AyA; + A; Ay et donc
sont dans (A%);. On a :

p(e1, ea) =nler)n(ez) — nleiez)
=n(e1)n(ez2) — n(0)
=e1 ® es.

et
p(eg,e1) =eg ® €.

Comme les deux vecteurs e; et ey sont linéairement indépendants alors les vec-
teurs p(e1, e3) = €1 @ eq et (e, e1) = ex ® eq sont linéairement indépendants ;
ceci est contraire & la condition 2) du théoréme 6.3.1. [

Exemple 6.3.8. Considérons 'algébre A = Ay @ A; ot Ag =< ey, e5 >,
A; =< e3 > et la table de multiplication relative a la base ey, es, e3 est donnée
par: ejez = eze; = es, les autres produits étants nuls. A est une superalgébre de
Lie. Comme A? =< ez > est une zéro-superalgébre alors ¢(zy, 2) — o(x, yz) —
(—=1)%*¢(zz,y) = 0 pour tous z,y, z dans (A?)U(A%);. On a p(es, e3) = e3®es
et p(e;, e;) = 0 pour tous les autres cas ot 7 et j parcourent {1,2,3}. Par suite
D ne(A) est une superalgébre de Lie.

Théoréme 6.3.9. Soit A = Ay @ A, une superalgébre de Lie. Dy ,,.(A)
est une superalgébre de Lie si et seulement si les conditions suivantes sont
satisfaites :
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1) Ay est une zéro-superalgébre ;

2) (Ar)? ={0};

Démonstration. Si Dk ,.(A) est une superalgébre de Lie alors les conditions
1), 2) et 3) sont satisfaites d’aprés la proposition 6.3.6. Réciproquement, si les
conditions 1), 2) et 3) sont satisfaites alors A% est une zéro-superalgebre et
o(zy, 2) — p(x,y2) — (—=1)%2p(xz,y) = 0 pour tous x,vy, z dans (A%)U(A?);; il
reste a vérifier que p(z,y) = —(—1)"p(y, x) pour tous z,y dans (A?) U (A?);.
Soient e un éventuel vecteur non nul de (A%);, z = ae et y = Be; on a :

—(=1)"p(y, x) = — (=1)""p(Be, ae)
=p(Be, ae)
=afp(e,e)
=p(ae, Be)
=p(z,y).

D’ot le théoréme. O

6.4 Dupliquée et superalgébres de Leibniz

Théoréme 6.4.1. Dk ,.(A) est une superalgébre de Leibniz si et seule-
ment si les conditions suivantes sont satisfaites :
1) A? est une superalgébre de Leibniz;
2) (—1)%p(zz,y) — p(zy, 2) +p(x,y2z) = 0 pour tous x,y, z dans (A?) U (A?);.

Démonstration. Soient X = (x,m), Y = (y,n), Z = (z,p) des éléments de
Dy U D;.

&(X,Y, Z) =(-1)"
1

(X2)Y — X(YZ)+ (XY)Z
(zy)z, o(ry, 2) — (x(y2), p(r,y2)) — (22)y, w(x2,Y)))
rz)y — x(yz) + (2y)z), (—1)P0(xz,y) — (z,y2) + o(zy, 2)).

“(
La relation £(X,Y, Z) = 0 conduit alors a

(=1)"*(22)y — 2(yz) + (z2y)z) = 0

et

(—1)"p(zz,y) — o(z,y2) + ¢(zy,2)) = 0.
Ainsi D ,.(A) est une superalgébre de Leibniz si et seulement si
L(x,y,2) = (=1)%(z2)y — z(yz) + (zy)z) = 0 pour tous z,y, z parcourant
(A% U (A% et (—=1)%p(zz2,y) — o(x,y2) + o(zy,z) = 0 pour tous z,y, z
parcourant (A?)g U (A?%);; ¢’est-a-dire A? est une superalgébre de Leibniz et
(=1)%p(xz,y)—p(z,y2)+@(zy, 2) = 0 pour tous z,y, z dans (A%) U(A?);. O
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On a alors le résultat immeédiat suivant.

Corollaire 6.4.2. Si A? est une zéro-superalgébre alors D ye(A) est une
superalgébre de Leibniz.

Proposition 6.4.3. Si A? = (A?)o®(A?); est une superalgebre de Leibniz
alors pour tous x,y, z dans (A%)o U (A?); on a :

(=) p(zz,y) — p(z,y2) + oy, 2) = (-1)P22Qy —rQyz + 1Y 2.

Démonstration. Soient x,y, z dans (A?)g U (A%);; on a (cf lemme 2.3.13) :

D’otu le résultat. O
On notera ®res(z,y,2) = (—1) P22y —rQyz + 2y ® 2.

Exemple 6.4.4. Soit A = Ay ® A; ot Ag =< e1,e9 >, A] =< e3 > la
superalgébre de 'exemple 6.3.5. Comme A? =< e; > est une zéro-superalgébre,
alors Dk n.(A) est une superalgébre de Leibniz.

Exemple 6.4.5. Considérons une superalgébre B telle que B? soit iso-
morphe & A = Ay @ A, la superalgébre de I'exemple 6.3.5. Comme B? est une
superalgébre de Lie alors B? est une superalgébre de Leibniz. On a :

egé:
Dres(er, e, e3) =(—1)2%eje3 @ eg — €1 @ ege3 + €162 D €3

=€ ® €3.

Ainsi ®.g(eq, €2, e3) est non nul et par suite Dy ,,.(B) n’est pas une superal-
gébre de Leibniz.

Proposition 6.4.6. Si Dy ,.(A) est une superalgébre de Leibniz alors A*
est une zéro-superalgébre.
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Démonstration. Soient u,x des vecteurs non nuls (éventuels) de (A%)q et y, 2
des vecteurs non nuls (éventuels) de (A2%);.

Pres(z,y,y) =(—1)Wry @y — 2y Qy + 2 @ 1
=—YRy+rey’
=2ty Qy — 2z ®y>
Comme x est dans (A?)g et 2zy est dans (A?), la relation ®reg(z,y,y) = 0

nous dit que 2zy = 0 et y?> = 0. Comme la caractéristique du corps K est
différente de deux, alors zy = 0 et donc (A?)y(A?); = {0}.

Pres(y, z,y) =(-1)"’* @z —yz @y +yQay
=’ Qr—yrQy+yQ ay;

le calcul ci-dessus nous dit que Pr.s(y, x,y) = —yx ® y; par suite la relation
®r.s(y, z,y) = 0 permet de dire que (A?);(A4%), = {0}.

Pres(u,z,y) =(-1)"uwy @z —ur @y + u @y
=uYy XT —ur @Y +u R Ty.

De ce qui préceéde, on a ®p.q(u, x,y) = —ur ® y. La relation ®r.g(u, z,y) =0
conduit & ur = 0; par suite (A?)(A4%)y = {0}.

Les relations @r.g(z,y,2) = 0 et (A?)(A%); = {0} permettent de dire que
(A%);(A%); = {0}. D’ou la proposition. O

Le corollaire 6.4.2 et la proposition 6.4.6 permettent d’énoncer le résultat
suivant.

Théoréme 6.4.7. Dk ,.(A) est une superalgébre de Leibniz si et seule-
ment si A? est une zéro-superalgébre.



Conclusion

La dupliquée introduite en 1949 par I. H. Etherington est a 'origine un
théeme d’algébre génétique ; c’est dans ce sens qu’au chapitre 2, quelques résul-
tats dus aux auteurs A. Micali, F. Corpet, I. Katambé sont donnés.

Notre étude s’est axée sur ’aspect purement algebrique de la notion de
dupliquée.

Soient K un corps commutatif et Dy ,,.(A) sa dupliquée non commutative.
Si D ne(A) est dans une classe d’algébres donnée, il est possible sous certaines
conditions de caractériser la sous-algébre A? de A. C’est ce qui est fait dans
les chapitres 3, 4, et 5.

Dans le chapitre 3, nous avons montré que si Dy ,.(A) est Lie-admissible
et A? est non commutative alors dimg(A?) < 3; dans le chapitre 4, il est
indiquée que Dy ,,.(A) est une algébre de Jordan si et seulement si A% est
une zéro-algébre ou dimg(A4%) < 1; dans le chapitre 5, il est montré que si
D ne(A) est une algebre Leibniz-admissible et A? est non commutative alors
dimg (A?) < 2. Nous allons alors conjecturer : "Soit A une algébre dans une
classe €. Si la dupliquée non commutative de A est dans la classe € alors la
dimension de A? est inférieure ou éqgale & trois".

D’autre part, si la question de la dupliquée non commutative d’une algebre
de Lie ou de Leibniz semble étre traitée jusqu’a certain niveau, ce n’ est pas le
cas pour la dupliquée non commutative des algébres de Jordan. En effet, qu’en
est-il de la Jordan-admissibilité ? Ne serait-il pas possible de définir, comme
pour les algébres n-Leibniz, une notion d’algébres de Jordan d’ordre n (n > 4) 7

Qu’en est-il de la dupliquée des algeébres de Malcev, des algébres de Hopf,
etc?

Nous disons également que la notion de dupliquée non commutative d’une
superalgebre ne demande qu’a étre élargie.

Enfin les résultats algébriques obtenus dans ce travail ont-ils des significa-
tions dans le domaine de la génétique ?
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Résumé

Soient K un corps commutatif et A une K-algebre. La dupliquée
non commutative Dk n.(A) de A est le K-espace vectoriel A ® A,
muni de la multiplication donnée par (z ® y)(z' ® ¥') = zy ® 2'y/,
pour tous x,y,x’,y’ parcourant A; tant dis que la dupliquée com-
mutative Dx(A) de A est le K-espace vectoriel S?*(A) la seconde
puissance symétrique de A muni de la multiplication donnée par :
(xVy)(a Vy') =zyVay, pour tous z,y,2',y dans A. Les Pro-
fesseurs A. Micali, A. Koulibaly et M. Ouattara ont vu cette du-
pliquée comme le produit semi-direct A% x Np, . (A), la structure

©

de K-algebre de A® x Np, . (A) étant donnée par (z,m)(y,n) =
%)

(zy, p(z,y)) ot ¢ : A> x A> — Np, . (A) est une application K-
bilinéaire convenable. Ils ont observé que : Dy n.(A) est dans une
classe d’algébres C si et seulement si la sous-algebre A% de A est
dans la classe C et ¢ est un 2-cocycle & coefficients dans Np, . (A)
ot Np,,..(A) est le noyau du morphisme surjectif p : Dy pne(A) —
A% x @y — zy.

Dans ce travail, il est question de caractériser la sous-algebre A2
de A lorque Dy ,.(A) est une algebre Lie-admissible, une algebre
de Leibniz, une algebre Leibniz-admissible, une algebre de Jordan.

D’autre part, la dimension du noyau du morphisme surjectif
Di; no(A) = D} (A) est calculée ot Di; ,.(A) (repectivement Df(A))
est la k¢ dupliquée non commutative (respectivement la k¢ du-
pliquée commutative) de A.



