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Résumé 

Nous développons dans ce mémoire un article de Nouredine IGBIDA intitulé Equa
tion Intégro-Différentielle Partielle associée à la dynamique de la matière 
granuleuse et sa connexion avec un modèle stochastique extrait de vol 44. No 
3, pp. 1950 - 1975, publié en 2012. 
IGBIDA dans son article, introduit et étudie une équation intégro-différentielle associée 
à la dynamique de certaines matières granuleuses telles qu'un tas de sable ou un filon 
de mer. L'équation est liée à un problème d'évolution non-local introduit par l'étude 
de la limite quand p --+ +00 de l'équation non locale p - Laplacien. Il établit aussi la 
connexion entre l'équation intégro-différentielle et le modèle stochastique introduit par 
Evans et Rezakhanlou pour modéliser un problème de tas de sable. 
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Introduction 

Selon Aranson et Tsimring (cf.[6]), on peut définir un matériau granulaire comme une 
collection macroscopique discrète de grains solides de grande taille si bien que le mou
vement Brownien est inapplicable. Activé par des forces extérieures (gravité, champs 
électrique et magnétique), un système granuleux peut produire une transition d'un so
lide granuleux vers un liquide générant des écoulements particuliers qui sont le centre 
d'un grand nombre d'applications modernes. La description de tels courants station
naires représente un défis majeur pour la théorie. Durant les décénies passées, plusieurs 
études ont été consacrées aux études mathématiques et numériques de systèmes gra
nuleux soumis aux forces de gravité. Différents modèles ont été proposés en utilisant 
l'approche cinétique [9, 10], les automates cellulaires (voir [19], [35], [23], [30]), ou les 
équations aux dérivées partielles (voir [7], [34], [15], [28], [8], [20], [22], [21], [24], [18], [29]). 
La plupart des approches populaires qui ont récemment attirées l'attention de la com
munauté des chercheurs en EDP sont basées sur les écoulements granulaire partielle
ment fluidisés (cf.[6]). Dans de telles écoulements, quelques grains s'écoulent les uns sur 
les autres pendant que d'autres gardent un contact statique avec leurs voisins. 
Un exemple typique de système granuleux est la formation du tas de sable: le sable 
est déversé sur une surface plate par une source positive f(t, x) et le tas augmente de 
hauteur. 
En utilisant essentiellement l'angle au repos a qui est la raideur que la surface de la 
structure forme avec le plan(dépendant des proprietés physiques de la matière granu
leuse), les EDP non linéaires ont été utilisées pour décrire la dynamique de la croissance 
du tas de sable. Par exemple, Bouchaud, Cates, Ravi Prakash et Edwards ont intro
duit le modèle BCRE ([15], [28]); une description en deux phases du flux granuleux, la 
premiére phase correspondant au roulement des grains et l'autre phase à ceux statiques. 
Ce modèle est lié aux EDP associées aux équations de transport phénoménologiques 
et de type eikonal. De plus, utilisant principalement l'angle au repos, Prigozhin dans 
[34] et indépendamment Aronson, Evans et Wu dans [7] ont introduit une équation 
d'évolution non linéaire de type p-Laplacien avec p = 00, pour décrire la dynamique 
de la formation du tas de sable (c'est la fameuse" équation d'évolution des surfaces"). 
Par soucis d'exhaustivité on donne une brève description de ce modèJe. On note par 
u = u(t,x) la hauteur du tas au temps t et à la position x E lR2

. La fonction u(t) 
croît avec une pente qui est toujours inférieure à la valeur caractéristique tan(a), c'est 
à dire: 

l\lul :S tan(a). 

De plus, utilisant la continuité de l'équation, la proprieté de la raideur d'origine de 
l'écoulement et le fait que la dynamique disparait lorsque l'angle de la surface est 
inférieur (strictement) à a, on obtient l'équation dynamique pour u suivante (équation 
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d'évolution de la surface) : 

GtU +\71l> = -m\7u, Il> = -m\7u 
(1){ m 2: 0, m(l\7ul - tan(a)) = O. 

Cependant, ces approches (modèle BCRE et équation d'évolution de la surface) semblent 
être réservées au cas de très petits composants(grains fins). En effet, les solutions sont 
régulières et peuvent ne pas correspondre aux situations générales des composants plus 
grands pour lesquels le profil peut être discontinu. Pour des composants arbitraires, la 
dynamique est générée par le fait que les composants(grains, blocs, ... ) se déplacent l'un 
contre l'autre le long de la pente ou en sautant d'une position vers une autre position 
voisine s'ils ne sont pas appuyés l'un contre l'autre. Ainsi, l'état à n'importe quelle 
position est changeant selon les états voisins incluant la sienne. 
Une approche novatrice pour décrire de telles dynamiques est due à Evans et Re
zakhanlou en 1998. Les auteurs utilisent les systèmes de particules et donnent une 
description probabiliste des dynamiques (cf. [23]). Dans cette situation, même si la 
source est déterministe, les trajectoires sont choisies de manière aléatoire par les blocs, 
de telle sorte que le profil est un processus de Markov. Cependant, la description ici 
reste aléatoire. La connexion avec l'équation d'évolution des surfaces apparait lorsque 
les blocs tendent à être très petits et très nombreux ( voir aussi [23] et [30]). Par 
ailleurs, récemment, dans [3] (voir aussi [4]) les auteurs introduisent une nouvelle ap
proche déterministe utilisant les interactions non locales pour décrire la dynamique des 
systèmes granuleux. Cela correspond à une équation d'évolution non locale de type p
Laplacien avec p = 00. En reformulant le problème de façon appropriée, ils démontrent 
que la solution du modèle converge vers la solution de l'équation d'évolution des sur
faces. L'objectif ici est de considérer des interactions non locales de façon appropriée 
pour construire une nouvelle équation intégro-différentielle partielle(EIDP) pour les 
modèles de dynamiques de structures granuleuses. On montre que l'EIDP est bien 
posée (existence et unicité de la solution) et on démontre sa connexion avec le modèle 
stochastique d'Evans et Rèzakhanlou aussi bien que le modèle de [3]. 
L'Equation Intégro-Différentielle Partielle a été utilisée pour modéliser des situations 
très différentes appliquées, par exemple en biologie ([17],[25], [33]), au traitement d'image 
([27], [32]), aux systèmes de particules ([14]), au modèle de coagulation ([26]), au modèle 
anisotrope non local pour une phase de transition ([1], [2]) et en mathématique fi
nancière utilisant la théorie du contrôle optimal ([13]),etc .. L'un de leur principal intérêt 
est la connexion avec le processus stochastique. Par exemple, dans certaines situations, 
ils donnent la distribution de la densité de la variable aléatoire (supposant que le pro
cessus a une densité) pour le processus stochastique avec des trajectoires discontinues. 
Pour la connexion entre les équations différentielles partielles non locales et la proba
bilité, (voir [5]). 
L'objectif de de mémoire est d'étudier le modèle EIDP pour matières granuleuse. 
Dans le premier chapitre, on fera des rappels d'outils nécessaires pour la suite. Le 
second chapitre traite des principaux résultats et est organisé en deux parties. Dans 
la premiére partie, on établit l'EIDP pour modéliser les dynamiques de la structure 
granuleuse et on présente les résultats d'existence et d'unicité de la solution. Dans la 
seconde partie, on rappelle modèle stochastique d'Evans et Rezakhanlou et on donne 
sa connexion avec l'EIDP. Le troisième chapitre est consacré à l'étude de l'équation 
stationnaire associée à l'EIDP. Enfin, dans le dernier chapitre on donne les preuves des 
principaux résultats. 
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Notations 

n : ouvert de IR.n , n E N*. 
H: espace de Hilbert.
 
an : frontière topologique de n.
 
x = (Xl, X2, , Xn) : point générique de IR.n .
 
dx = dXldx2 dxn mesure de Lebesgue sur n.
 
I: :=]0, T[xan.
 
Du : gradient de u noté aussi 'Vu.
 
Supp(f) : support d'une fonction f.
 
f+ = max(f, 0), f- = max( - f, 0).
 
M(E, B) = {f : E ~ IR.; f mesurable }.
 
V(n) : espace de fonctions indéfiniment différentiables et à support compact dans n
 
aussi noté Cc(n).
 
v+(n) : espace des fonctions positives de V(n).
 
Co(n) : espace des fonctions continues nulles au bord de n.
 
c oo (n) : espace des fonctions indéfiniment différentiables sur n.
 
Mb(n) : espace des mesures de Radon bornées sur n.
 
LP(n) : espace des classes de fonctions de puissances p-ième intégrables sur n pour la
 
mesure de Lebesgue.
 

1 

Ilfll p = (ln If (x)IPdx) P, pour 1 < P < +00. 

Ilfll = inf {C E IR.+; Ifl :S C p.p} , 1 < P < +00.oo 
wl,p(n) = {u E LP(n) : 'Vu E (LP(n))n} . 

1 

Ilulll,p = (1Iull~ + Il'Vull~) P, 1 < P < +00.
 
W~,p(n) : adhérence de V(n) dans Wl,p(n).
 
W-1,p' (n) : espace dual de W~,p(n).
 

Si X est un espace de Banach alors :
 

LP(O, T; X) = {f :]0, T[~ X mesurable; l T 

Ilf(t) II~ dt < +oo}. 

Loo(O,T;X) = {f :]O,T[~ X mesurable; ess-SUPtEJO,T[llf(t)llx < +oo}. 
Ck ([0, T]; X) : espace des fonctions k fois continûment différentiables de 
[O,T]~X. 

V([O, T]; X) : espace des fonctions continûment différentiables à support compact dans 
[O,T].
 
mes(A) ou lAI est la mesure de l'ensemble mesurable A.
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Chapitre 1 

Rappels et Notions de base 

Dans cette section, nous faisons des rappels d'outils et de résultats utiles pour la suite 
du travail. 

1.1 Espaces Fonctionnels 

Dans cette section (E, D, m) désigne un espace mesuré. 

1.1.1 Espaces LP 

Définitions et Notations 

Soit f E M(E, D) c'est a dire f : E -+ ffi. une fonction mesurable; on note f+ = 
supU,O) et f- = sup( - f, 0). On sait que ifl, f+ = supU, 0), f- = sup( - f, 0) sont 
mesurables positives et f = f+ - f-, Ifi = f+ + f-. On obtient alors: 

rf+dm ~ rIfldm et rrdm ~ rIfldm.JE . JE JE JE 
Définition 1.1.1. On dit qu'une fonction f : E -+ ffi. est m-intégrable ou simplement
 
intégrable si :
 
i) f est mesurable,
 

ii) hIfi dm est finie et dans ce cas, hf+dm est finie et hf-dm est finie. 

On note 1:1 l'ensemble des fonctions intégrables. i) Pour l'addition et la multiplication 
des fonctions, 1:1 est un espace vectoriel réel. 

ii) Si f est intégrable, Ifl est intégrable ct on a Ih fdml ~ hIfl dm. 

iii) Si f et 9 sont deux fonctions mesurables telles que lfl ~ Igi et si 9 est intégrable 
alors f est intégrable. 
iiii) Si f et 9 sont deux fonctions intégrables telles que f ~ 9 alors 

fdm ~ gdmh h . 

Définition 1.1.2. 1) On dit qu'une partie N de E est négligeable ou m-négligeable si 

elle est contenue dans un ensemble de mesure nulle, c'est à dire, il existe A E T telle 
que N c A et m(A) = O. 
2) On dit qu'une propriété est vraie presque partout ou rn-presque partout notée p.p ou 
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m-pp s'il existe une partie négligeable N de E telle que la propriété soit vraie Vx E 

E- N = Ne. 

Proposition 1.1.3. On a :
 

i) f : E -t i+ une fonction mesurable alors kf dm = 0 ~ f = 0 p.p.
 

ii) Soit f, 9 E LI telles que f = 9 p.p alors rf dm = rgdm.
JE JE 

, 
On note F = F(E, JR) l'ensemble de toutes les applications de E dans JR.
 
Soit N le sous ensemble de F constitué des applications nulles presque-partout. N est
 
un sous espace vectoriel de F.
 
La relation f = 9 "p.p" est une rc1ation d'équivalence dans F; c'est la relation f -g EN.
 
On note L 1(E, m) le sous espace de F constitué des classes qui contiennent au moins
 
une fonction intégrable. On montre que LI = L 1(m)/(L 1(m) nN).
 

Définition 1.1.4. Soit (E, B, m) un espace mesuré, 1 S; p < +00 et f une fonction 
définie de E dans JR, mesurable. On pose: 

On dit que f E LP = L~ (E, B, m) si Ilfllp < +00. 

De maniére analogue au cas p = 1, on "quotiente" les espaces LP par la relation 
d'équivalence" = p.p." afin que l'application u i----t Ilullp définisse une norme sur l'espace 
vectoriel des classes d'équivalem~e. 

Définition 1.1.5. Pour 1 S; p < +00, on définit l'espace LP(E) comme l'ensemble des 
classes d'équivalence des fonctions de LP pour la relation d'équivalence" = p.p". 

C'est l'ensemble des classes de fonctions réelles sur E contenant au moins une fonction 
de LP(E). 

Remarque 1.1.6. Soit Ac JR; on rappelle que A est borné inférieurement s'il existe 

un minorant réel de A, c'est à dire ex E JR tel que x ~ 0: Vx E A. Si A est borné 
inférieurement, on définit l'inf de A comme le plus grand des minorants de A. 

Définition 1.1.7. On note LOO = LOO(E, B, m) l'ensemble des fonctions f mesurables 

sur (E, B) à valeurs réelleS, qui sont simultanément bornées, ce qui signifie qu'il existe 
un réel a E JR+ dépendant de f, tel que Ifl S; a m - p.p. Pour une telle fonction, on 

pose 

Ilfll = inf{a E JR+ : Ifl S; am - p.p.}. 

Définition 1.1.8. Soient (E, B, m) un espace mesuré et f une fonction mesurable:
 

1) on dit que f E LOO (E) ou encore que f est essentiellement bornée s'il existe C E JR+
 
tel que Ifl S; C p.p;
 
2) si f E LOO, on pose Ilfll oo = inf {C E JR+; Ifl S; C p.p} ,
 
3) si f rf:- Loo, on pose Ilflloo = +00.
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Théorèmes et Propriétés 

On dit que deux nombres réels pet q sont conjugués s'ils sont strictement positifs et si 
1+1=1. p q 
Par la suite, on désignera par q le conjugué de p.
 
Notation: On désigne par Cc(O) l'espace des fonctions continues sur 0 à support com

pad, c'est à dire Cc(O) := {f E C(O); f(x) = 0 Vx E O\K où K c 0 est un compact}.
 

Théorème 1.1.9. (Théorème de densité) L'espace Cc(O) e8t dense dans L 1(0), c'est 
à dire, 

Vf E L 1(0) et Vé > 0,3 fI E Cc(O) tel que Iif - fI IlL! < é. 

Théorème 1.1.10. Si p E [1,00], l'espace (LP, Il.ll ) est un espace vectoriel normé.p 

Théorème 1.1.11. (Inégalité de Holder) Soit p E [1,00[. Soient f E LP et g E Lq. 
Alors: 

j..g E LI et LIfgl dx :s Ilfllp Ilgllq · 

Théorème 1.1.12. (Inégalité de Minkowski)
 
Soit p E [1,00]. Soient f E LP et 9 E Lq. Alors:
 

Théorème 1.1.13. (Théorème de représentation de Riesz)
 
Soit 1 < P < 00 et soit cp E (LP(E))' = Lq(E) alors il existe u E Lq(E) unique tel que
 

<cp,f>= LUfdX VfELP(E). 

De plus, on a : 

Ilull Lq = Ilcpll(LP)'. 
Théorème 1.1.14. L'espace Cc(O) est dense dans LP(O) pour 1 < P < 00. 

Définition 1.1.15. Soit 1 < P < 00" on dit qu'une fonction f : 0 ---t IR appartient à 

L~oJO) si flK E LP(O) pour tout compact K c O. 

Lemme 1.1.16. Soit f E LLc(O) tel que 

Lfu dx = 0 Vu E Cc(O). 

Alors, f = 0 p.p sur O. 

Théorème 1.1.17. (Théorème de convergence monotone de Beppo Levi).
 

Soit (fn)nEN une suite croissante de fonctions de LI (0) telle que s~p Jfn < 00.
 

Alors fn converge p.p sur 0 vers une limite finie notée f et de plus, f E L 1 (0) avec
 

llfn - fllL! ---t 0 quand n ---t +00.
 

Théorème 1.1.18. (Théorème de convergence dominée de Lebesgue).
 
Soit (fn)nEN une suite de fonctions àe LI (0). On suppose que:
 
a) fn(x) ---t f(x) p.p. sur 0,
 
b) il existe une fonction g E L 1(0) telle que pour chaque n, Ifn(x)1 :s g(x) p.p. sur O.
 

Alors, f E LI (0) et Ilfn - fllL! ---t 0 quand n ---t +00.
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Lemme 1.1.19. (Lemme de Fatou)
 
Soit (fn)nEN une suite de fonctions dans M(O)+ alors:
 

lim inf fn(x) dx 'S lim inf / fn dx. 
/ n~+oo n~+oo 

Théorème 1.1.20. (Théorème d'Ascoli)
 
Soit K un espace métrique compact et soit 1{ un sous ensemble borné de C(K).
 
On suppose que 1{ est uniformément équicontinu i. e
 

Alors, 1{ est relativement compact dans C(K). 

Lemme 1.1.21. (Inégalité de Jensen)
 
Soit f une fonction convexe de ~ dans ~ et X une variable aléatoire sur un espace de
 
probabilité (0, A, P). On suppose que X et f(X) sont intégrables, alors on a :
 

/ f(X)dP ~ f (/ XdP) . 

Notion de convergence faible 

Définition 1.1.22. (Convergence faible dans un espace de Banach)
 
Soit (E, Il.11) un espace de Banach et E' son dual topologique (i.e l'espace des formes
 
linéaires continues sur E), soit (Un)nEN C E et u E E. On dit que la suite Un converge
 
faiblement vers u si pour tout élément F de E', on a F(un ) ---+ F(u) dans R
 

Définition 1.1.23. (Convergence faible dans LP)
 
Soit (E, E, m) un espace mesuré, p E [1, +00[, (fn)nEN C LP et f E LP. On dit que la
 

suite (fn)nEN converge faiblement vers f si pour tout g E Lq, on a / fngdm ---+ / f gdm. 

Définition 1.1.24. (Convergence faible * dans le dual d'un espace de Banach) 
Soit (E, Il.11) un espace de Banach et E' son dual topologique, soit (Fn)nEN C E' et 
F E E'. On dit que la suite Fn converge faiblement vers F pour la topologie faible * si 
pour tout élement u de E, on a Fn(u) ---+ F(u) dans R 

Espace LP(a, T; X) 

Soit X un espace de Banach. 

C([a,T];X):= {f: [a,T]---+ X continue}. 

On considère l'espace 

LP(a, T; X) := {f : [0, T] ---+ X mesurable; l T 

Ilf(t)ll~dt < oo}, l 'S p < +00, 

muni de la norme 

IlfIILP(O,T;X) = l T 
Ilf(t)ll~ dt 
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et 

Loo(O,T;X):= {f: [O,T] -t X mesurable;:3C 2 0 tel que Ilf(t)llx ::; C p.p t E]O,T[} 
qui est muni de la norme 

IlfIILoo(o,T;X) := inf{C 2 0 tel que Ilf(t)llx ::; C p.p t E]O, T[}. 

Théorème 1.1.25. (Théorème d'Egorov)
 
Si fn :]0, T[-t X est une suite de fonctions qui converge presque-partout vers f alors,
 
'lé > 0, il existe un ensemble mesurable Ac c]O, T[ tel que IAcl > é et fn -t f uni

formément sur ]0, T[\Ac .
 

Mesure de Radon 

Définition 1.1.26. Soit n un ouvert borné de IR; on appelle mesure de Radon sur n 
un élernent de M(n) = (CcCn))', i.e toute application linéaiT'e continue(pouT' la nonne 
infinie) de Cc(O)' dans IR c'est à dire f-l E M(n) s'identifie à l'application: 

Remarque 1.1.27. L'espace M(n) peut également être identifié au dual de l'espace des 
fonctions continues jusqu'au bord (M(n) = (Cc(n))'), dans le sens où tout f-l E M(n) 
est égal à ïi E (Cc(O))' avec f-l(an) = O. Ainsi, pour tout f-l E M(n) et ç E C(O), on 

utilise la notation ln çdf-l pour désigner (ïi, Ç). 

Définition 1.1.28. La vaT'iation totale associée à la mesure de Radon f-l, notée 111.1 est 
définie par : 

00 +00 

If-ll (B) = SUP{L 1f-l(Bi )1; B = UBi avec Bi un borélien fixé}. 
i=! i=l 

Remarque 1.1.29. If-ll E M+(n), l'espace des mesures de Radon positive. 

On désigne par Mb(n) l'espace des mesures de Radon dont la variation totale est 
bornée. 

Définition 1.1.30. Soient f-l, v E Mb(n). La mesure f-l est absolument continue par 
rapport à v et on note f-l << v, si v(A) = 0 implique que f-l( A) = 0 pour tout A en. 

Du théorème de décomposition de Radon-Nykodim, on sait que si f-l E (Mb(n))n et 
v E (Mb(n))n telle que Il « v alors il existe une mesure de Radon bornée sur IRn 

notée Dvf-l telle que pour tout A ç n, 

où Dvf-l E (Mb(n))n est la densité de f-l par rapport à v qui peut se calculer par 
différentiation. 
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1.1.2 Espaces de Hilbert et de Sobolev 

Espaces de Hilbert 

Définition 1.1.31. Soit H un espace vectoriel.
 
1) Un produit scalaire de H est une forme bilinéair'e (.,.) sur H x H à valeur dans lR,
 
symétrique et définie positive.
 
2) Un espace préhibertien (réel ou complexe) est un espace vectoriel (sur lR ou C) normé
 
dont la norme est induite par un produit scalaire.
 
3) Un espace de Hilbert (réel ou complexe) est un espace vectoriel (sur lR ou C) normé
 
complet dont la norme est induite par un produit scalaire. C'est donc un espace de
 
Banach dont la norme est induite par un produit scalaire.
 

Définition 1.1.32. 1) De'lfx vecteurs u et v de H sont dit orthogonaux
 
si (u,v) = °(on écrit u -l v).
 
2) Si K est une partie de H, on appelle orthogonal de K et on note K.l,
 
l'ensemble des vecteurs uE H qui sont orthogonaux à tous les vecteurs de K.
 

Théorème 1.1.33. (Projection sur un convexe fe7'mé)
 
Soit K c H un convexe fermé non vide. Alors: pour tout f EH, il existe u E K unique
 
tel que
 

If - ul = min If - vi· 
vEK 

De plus, u est caractérisé par la propriété : 

uEK, 

(f - u, v - u) ::; 0, \Iv E K. 

On note u = PK f, la projection de f sur K. On a : 

Corollaire 1.1.34. Soit M E H un sous espace vectoriel fermé. Soit f E H. 
Alors, u = PM f est caractérisé par 

UEM, 
{ (f - u, v) = 0, \1 v E M. 

De plus, PM est un opérateur linéaire. 

Espace de Sobolev 

Définition 1.1.35. On note H1(0,) l'espace des fonctions mesurables de carré intégrable 
dont chacune des dérivées partielles premières (au sens des distributions) est de carré 

intégrable, c'est-à dire: 

On munit cet espace du produit scalaire 

~ (au av)(U,V)P(ll) + L..J ~,~ 
i=l uXz uXz P (Il) 

(u, V)P(ll) + (V'u, V'V)L2(ll)' 
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La norme correspondante est 

Proposition 1.1.36. Soit mEN. L'espace de Sobolev Hm(r!) est défini par 

Définition 1.1.37. Soit p un élément de [1,00], r! un ouvert de ]Rn. On appelle espace 
de Sobolev d'ordre m et on note wm,p(r!) (resp. Hm(r!) si p = 2), l'ensemble 

est un espace de Banach pour la norme 

Définition 1.1.38. On appelle HJ(r!), la fermeture de D(r!) dans H 1 (r!) muni de la 

norme Il.IIH1(O)' En d'autres termes, 

Définition 1.1.39. Soit p un réel, 1 ::; p < 00, m un entier 2': 2; on appelle espace de 
Sobolev et on note W~,P(r!), l'adhérence de D(r!) dans wm,p(r!). 

1.1.3 Espaces des fonctions à variations bornées (BV(IR) 

Définition 1.1.40. Soit f une fonction définie sur un ensemble totalement ordonné E 

et à valeur dans ]R (ou plus généralement dans un espace de Banach F). On lui associe 

l'application 
Tf: lR ~ [0,00] 

définie par 

N 

Tf(x) = sup{'2: If(xj) - f(xj-1)\; NE N*, -00 < Xo < ... < XN = x}. 
xEJR j=l 

Tf est une application croissante. 

Définition 1.1.41. On dira que f est cl variation bornée si Tf est bomée. Dans ce cas, 
on notera u E BV(lR) et 

VT(j) = supTf(x) = lim Tf(x).
xEJR x--++oo 

Remarque 1.1.42. BV(lR) définit l'ensemble des fonctions à variations bornées et est 
un espace vectoriel sur lequel la variation totale VT définit une semi-norme . 
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Lemme 1.1.43. Si f E BV(JR), alors pour tout (x,y) E JR2, on a: 

(x < y) ==> \f(x) - f(y)l :s Tf(Y) - Tf(x). 

Lemme 1.1.44. Si f E BV(JR) alors: 

~~~ JI f(x + hh - f(x) 1dx :s VT(J) < +00. 

Définition 1.1.45. 

llfll = VT(J) + sup Ifl 
IR 

est une norme sur BV(JR) On muni l'espace vectoriel BV(JR) de cette norme 

Proposition 1.1.46. L'espace vectoriel ainsi normé BV(JR) est un espace de Banach. 

1.2 Suites régularisantes et Convolution 

La notion de support de fonction continue est bien connue: c'est le complémentaire 
du plus grand ouvert sur lequel f est nulle (l'adhérence de l'ensemble {x, f(x) =1= O}). 
Quand on travaille avec les fonctions mesurables il faut être bien prudent puisque ces 
fonctions sont en général définies presque partout et la définition précédente ne convient 
plus. La notion appropriée est donnée dans la proposition ci-après: 

Proposition 1.2.1. Soit n c JRn et soit f une fonction définie sur n a valeur dans
 
JR. On considère la famille de tous les ouverts (Wi)iEI, Wi C n tels que pour chaque
 
i E I,J = 0 p.p sur Wi.
 

On pose W = UWi .
 

iEI 
Alors, f = 0 p.p. sur w. 
Par définition, suppf = njw. 

1.2.1 Convolution 

Théorème 1.2.2. Soit f E L1(JRn) et 9 E LP(JRn) avec 1 :s p :s 00. Alors, pour presque
 
tout x E JRn, la fonction y f---t f(x - y)g(y) est intégrable sur JRn.
 
On pose:
 

U *g)(x) = r f(x - y)g(y)dy.
JIRn
 

Alors, f *g E LP(JRn) et
 

Proposition 1.2.3. Soit f E Ll(JRn) et 9 E LP(JRn). Alors 

Supp(J * g) C Supp f + Supp g. 

Proposition 1.2.4. Soit f E Cc(JRn) et g E Ltoc(JRn). 

Alors f * 9 E C(JRn). 

Proposition 1.2.5. Soit f E C~(JRn) et 9 E Ltoc(JRn)(k entier). Alors, f * 9 E 

C(JRn) et D°(J * g) = (DO f) * 9 . En particulier, si f E Cgo(JRn) et 9 E Lfoc(JRn) 
alors f * 9 E coo(JRn 

). 
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1.2.2 Suites régularisantes 

Proposition 1.2.6. Il existe une fonction numérique 'P définie sur Rn vérifiant: 

1) 1.p ;t °et 1.p 2 0,
 
2) 1.p E C(IRn ),
 

3) supp(1.p) C {x E JRnlllxll ::; 1},
 

4) r 1.p(x)dx = 1.J'Rn 
Définition 1.2.7. (Suites régularisantes)
 

Soit P une fonction vérifiant les hypothèses de la proposition précédente; on appelle
 

su'ite régularisante associée à P, la suite de fonctions (Pk)kEN. définie paT' :
 

(Des éléments de la suite régularisante associée à p), 
1) On a Pk 20, Pk E coo(JRn 

). 

2) On a SUpp(Pk) C B(O, /J. 
3) Pour tout k E N*, r Pkdx = 1.

J'Rn 
Proposition 1.2.8. Soit f E C(JRn

) ; alors Pn *f ---+ f uniformément sur tout compact 

de JRn . 

Théorème 1.2.9. Soit f E V(JRn ) avec 1 ::; p < 00. Alors, Pn * f ---+ f dans LP(IRn ). 

Corollaire 1.2.10. Soit 0 C Rn un ouvert quelconque. Alors, C~(O) est dense dans 

V(O), pour 1 ::; p < 00. 

1.3 Opérateurs maximaux monotones 

Définition 1.3.1. Un opérateur (multivoque) est une application de H dans P(H) 
(ensemble des parties de H). Le graphe, le domaine et l'image d'un opérateur A se 
notent et se définissent respectivement par: 

g(A) = {(x, y) E E x F : y = Ax }, 

V(A) = {x E E : Ax i= 0} 

et
 
R(A) = {y E F : ::lx E E tel que y E Ax}.
 

Définition 1.3.2. (Opér'ateuT monotone)
 

Un opérateur A est dit monotone si V'XI,X2 E D(A), (AXI - AX2,XI - X2) 2 °ou plus
 

précisément V'YI E AXI, Y2 E AX2 alors (YI - Y2, Xl - X2) 2 °ou encore (Av, v) 2 O.
 

Définition 1.3.3. Un opérateur de H est dit maximal monotone s'il est maximal dans
 
l'ensemble des opémte1lrs monotones.
 

On insiste sur le fait que A est maximal dans l'ensemble des graphes monotones. Un 
opérateur qui est seulement maximal dans l'ensemble des opérateurs univoques mono
tones n'est pas nécessairement maximal au sens de la définition précédente. 
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Définition 1.3.4. (Opérateur maximal monotone)
 

Un opérateur A est dit maximal monotone si A est monotone et si de plus pour tout
 
(x,y) E HxH tel que (y-Ac,x-c) 20, Vc E D(A) (ou plus précisément (Y-"1,X-c) 2
°V (c, "1) EA) alors y E Ax.
 

Proposition 1.3.5. Soit A un opérateur de H, il y' a équivalence entre les trois pro

priétés suivantes :
 
1) A est maximal monotone.
 

2) A est monotone et R(I + A) = H (c'est à dire VH, ::lu E D(A) tel que u + Au = f).
 
3) Pour tout À 2 0, (I + ÀA)-1 est une contraction définie sur H tout entier.
 

Exemples d'opérateurs maximaux monotones 

Exemple 1.3.6. Soit A un opérateur maximal monotone de H, les opérateurs A -1, ÀA 

pour tout À 2 °sont maximaux monotones. 

On définit l'opérateur sous-différentiel de f noté af par 

Vx E D(J), af = {y EH: Vz E H, f(z) 2 f(x) + (y, z - xH. 

Exemple 1.3.7. Soit f : H -t IR une fonction convexe, fermée et propre. Alors, 
l'application sous-différentiel a f : H -t H est maximal monotone. 

Exemple 1.3.8. Soit r.p une fonction convexe propre sur H. Si r.p est sémi-continue 

inférieurement (s. c. i) alors 8r.p est maximal monotone. 

1.4 Equation associée à un opérateur maximal monotone 

1.4.1 Equation du type ~ + Au :3 f avec u(ü) = Ua 

Définition 1.4.1. Soit A un opérateur de H et f E L 1(0, T; H). On appelle solution 

forte de l'équation ~~ + Au ::7 f, toute fonction u E C([O, T]; H), absolument continue 

sur tout compact de ]0, T[ vérifiant u(t) E V(A) et ~~ + Au ::7 f p.p. sur ]0, T[. 

Définition 1.4.2. On dit que u E C([O, Tl; H) est solution faible de l'équation ~~ + 
Au ::7 f s'il existe des suit,es fn E L 1(0, T; H) et Un E C([O, T]; H) telles que Un soit 

solution forte de l'équation d'dt + AUn ::7 fn, fn -t f dans L 1(0, T; H) et 

Un -t u uniformément sur [0, T]. 

Lemme 1.4.3. Soit A un opérateur maximal monotone, f, 9 E LI (0, T; H). u et v 

des solutions fortes des équations ~~ + Au ::7 f et ~~ + Av ::7 g, on a : 

1) lu(t) - v(t)1 ::; lu(s) - v(s)1 + lt If(a) - g(a)\da, VO ::; s ::; t ::; T; 

2) (u(t) - u(s), u(s) - x) ::; !\u(t) - xl 2 - ~Iu(s) - xl 2 ::; lt (J(a) - y, u(a) - x)da,
 

VO ::; s ::; t, V(x, y) E H.
 

Théorème 1.4.4. Soit A un opérateur maximal monotone de H. Pour tout
 
f E L 1(0, T; H) et Ua E D(A), il existe une unique solution faible de u de l'équation


Wt + Au ::7 f telle que u(O) = Ua·
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1.4.2 Cas où A = orp 
Dans le cas particulier où A est le sous-différentiel d'une fonction convexe, les solu

tions faibles de l'équation !flt + Au 3 f sont en faite des solutions fortes dès que 

f E L2 (0, T; H). On suppose dans ce paragraphe que 'Pest une fonction convexe s.c.i 
telle que min '1' = O. On pose A = â'P et K = {v E H, 'P(v) = O}. 

Théorème 1.4.5. Soit f E L2 (0, T; H), alors toute solution faible de l'équation !flt + 

Au 3 f est solution forte 0!flt E L2 (0, T; H) et on a les estimations suivantes: 
! 1 

1) [{1d:~t) l' tdt]' <: [{ If (t) l'tdt]' + ~{ 1ftt) Idt + ~dist(n(O), K), 

! 1 

2) [t 1d:~t) l' dtr<: [[ If (t) l'dt]' + lu l' If(t) Idt + vkdist(u(O), K) YO E 

]O,T[. 
La fonction t f------t '1'( t) appartient à LI (lO, T[) et est absolument continue sur tout 
inteTvalie [15, Tl, V15 E]O, T[ avec 

1~~12 + 3t 'P(u) = (J, ~~) p.p sur ]O,T[. 

Enfin, si u(O) E D('P) alors !flt E L2 (0, T; H) avec 

1 1 

[{ 1d:~t) Il <: [{ If(t)1 dt]' + v'",(u(O)) 

et la fonction t r---+ 'P(u(t)) est absolument continue sur [0, T]. 

Remarque 1.4.6. Supposons que f E LI (0, T; H) n Ltoc(O, T; H) ; alors toute solution 

faible de l'équation ~~ + â'P(u) 3 f est une solution forte et 

!flt E Ltoc(O, T; H). 

1.5 Théorie des sémi-groupes non linéaires 

Soit C une partie non vide d'un espace de Hilbert H et soit (S(t)}t>o une famille d'ap

plications de C dans C dépendant d'un paramètre t 2: O.
 
On dit que S(t) est un sémi-groupe continu de contractions non linéaire sur C (par
 
commodité on dira simplement sémi-groupe) s'il vérifie les propriétés suivantes:
 
1) S(O) = Id et S(tl + t2) = S(tl) . S(t2) Vtl, t2 2: 0;
 
2) lim IS(t)x - xl = 0, Vx E C;


t-tO 
3) IS(t)x - S(t)yl ~ lx - yi, Vx, y E C, Vt 2: O.
 
Rappelons d'autres part qu'étant donné un opérateur maximal monotone dans H, l'ap

plication S(t) qui a xE D(A) fait correspondre la valeur il. l'instant t 2: °de la solution
 

de l'équation ttJt + Au :} 0, u(O) = x, définit un sémi-groupe sur D(A) ; ce sémi-groupe
 

est prolongé par continuité sur D(A).
 
On obtient ainsi le sémi-groupe engendré par -A sur D(A).
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On va montrer qu'inversement à tout sémi-groupe S(t) défini sur un convexe fermé C, 
on peut associer un opérateur maximal monotone A unique tel que D(A) = C et que 
S( t) coïncide avec le sémi-groupe engendré par -A. 

Théorème 1.5.1. Soit S(t) un sémi-groupe sur un convexe fermé C alors, il existe 
un opérateur maximal monotone A unique tel que V(A) = C et S(t) coïncide avec le 
sémi-groupe engendré par -'-- A. 
Autrement dit, il existe un opérateur maximal monotone A tel que D(A) = C et 

. x-S(t)x 0 

hm = A x pour tout xE V(A). 
t-+O t 

1.6 Processus Stochastique 

1.6.1 Notion de processus 

On désigne par (n, F, P) un espace de probabilité, l un ensemble arbitraire et S un 
espace métrique muni de la tribu borélienne notée B(S). l est souvent appelé ensemble 
des indices (souvent, on aura l = lR., lR.+, lR.P , N, ... ). l peut faire référence au temps, à 
l'espace ou aux deux à la fois. 
L'indice i E l désigne alors un instant dans lR.+, une date dans N, un point, ou encore 
un point à un certain instant. S est appelé espace d'état (souvent, on aura S = lR., e, 
eN, un ensemble fini ou dénombrable). Si l'espace d'état S est de la forme lR.d , on parle 
de champ aléatoire. 

Définition 1.6.1. Un processus aléatoire généralise la notion de variable aléatoire uti
lisée en statistique élémentaiTe. On le définit comme une famille de variables aléatoires 
X(i), associées à toutes les valeurs i El. L'ensemble des observations disponibles x(i), 
constitue une réalisation dit processus. 

On distingue généralement les processus à temps discret et à temps continu, à valeurs 
discrètes et à valeurs continues. Si l'ensemble l est dénombrable, on parle de processus 
discret ou de série temporelle, si l'ensemble est non dénombrable on parle de processus 
continu. 

1.6.2 Exemples 

1- La description d'un phénomène par des valeurs discrètes conduit à des processus 
de comptage dont le plus simple est le processus de Poisson utilisé dans la théorie des 
files d'attente. 
2- La notion de propriété markovienne définit une classe de processus discrets ou 
continus, à valeurs discrètes ou continues, qui repose sur l'hypothèse selon laquelle 
l'avenir ne dépend que de l'instant présent. 

1.6.3 Les processus stochastiques 

Définition 1.6.2. Un processus stochastique {Xi, i E I} est une collection de variables 
àléatoires (c'est-à-dire, des applications mesurables) définies sur le même espace de 
probabilité (n, F, P) indexées par un paramètre t et définies sur un même espace de 
probabihtés (n, F, P). 
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Un processus stochastique est noté par {XdiEI. La valeur de la variable aléatoire Xi 
en un certain w E n est désignée par Xi(w). 
La variable Xi représente l'état du processus au temps i et l'ensemble de toutes les 
valeurs possibles pour cette variable est appelée l'espace des états du processus et sera 
noté S. Un processus stochastique dont l'ensemble des états S est fini ou dénombrable 
est appelé une chaine. Un processus est à temps discret lorsque l'ensemble 1 est fini ou 
dénombrable. 

1.6.4 Chaines de Markov 

On dispose:
 
- d'un espace d'état, c'est-à-dire d'un ensemble E fini ou dénombrable,
 
- d'une loi de probabilité JLo sur E qui jouera le rôle de loi initiale,
 
- des probabilités de transition (ou de passage) de x vers y, c'est-à-dire d'une famille
 
(p(x, y))(X,Y)EE2 de nombres réels positifs vérifiant
 

LP(X,y) = 1. 
yEE 

Remarque 1.6.3. Lorsque l'espace d'états E est fini, les (p(x, y)) peuvent être écrits 
sous la forme d'une matrice appelée matrice de transition et dans ce cas, les « sommes 
en ligne» de cette matrice doivent toutes etre égales à 1. On dit que cette matrice est 
stochastique. 

Définition 1.6.4. Une chaine de Markov (Xnk:~o sur E, de loi initiale JLo, de pro
babilité de transition (p(x, y))x,y est une suite de variables aléatoires à valeurs dans E 
telle que; 

1 - pour tout x E E, P(Xo = x) = JLo(x), 
2 - pour tout n > 0 et pour tout (n + l)-uplet (xo, Xl, ... , Xn) E En+l , on a 

En particulier, on aura p(x, y) = P(Xl = ylXo = x) = P(Xn+l = ylXn = x). 

Proposition 1.6.5. Une suite de variables aléatoires (Xn)n>O est une chaine de Mar

kov de probabilité de transition (p(x, y)) si et seulement si, pour tout n > 0 et tout
 
(n + l)uplet (xo, Xl, ... , xn) de En+l, on a
 
P(Xn+l = xn+llXn = Xn, ... , Xl = Xl, Xo = Xo) = P(Xn+l = xn+dXn = Xn) =
 

p(xn, xn+d·
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Chapitre 2 

Principaux résultats 

2.1	 L'Equation Intégo-Différentielle Partielle (EIDP) pour 
matière granuleuse 

FIGURE 2.1 - Tas de sable 

Pour introduire le mod' l , on considère une matière granuleuse avec des composants 
arbitraires (grains, blocs, etc.). On verse la matièrE' grëlJ1uleusE' sur une surface plate 
selon la fonction positive f(t, x) (la source) et on se concentre sur la croissance de la 
hauteur du tas notée pal' u(t, x) (au temps t et à la posi ion x E IR2 ). Pour commencer, 
on admet que l'évolution de u est donnée par l'équation intégrale suivante: 

8u~x) + l2 F(t,x,y)dy = f(t,x), pour tout (t,x) E ]O,T[xIR2 , (2.1) 

où F(t,x,y) est une fonction antisymétrique définie sur ]O,T[xIR2 x IR2 , couvrant les 
pchanges entre la position x et la position proche y. En effet, puur une position fixée 
x E IR2 et un temps f::1t suffisamment peLit, l'évolution de u f' t donnée par: 

u(t + f::1t, x) ~ u(t, x) + f::1tQ(t, x), 

où Q(t,x) est 1(' taux de matières arrivant à la position x. Ayant à. l'esprit la source 
extérieure f, Q est donné par: 

Q(t,x) = f(t,x) + In(t,x) - Out(t,x), 
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où l n(t, x) représente la quantité de blocs arrivant à la position x, des positions avoi
sinantes et Out(t, x) représente la quantité de blocs partant de la position x vers les 
positions voisines. On note par j (t, x, y), le nombre de cubes allant de la position x vers 
la position y ; on a : 

In(t, x) = r j(t, y, x)dy et Out(t, x) = r j(t, x, y)dy. 
J~2	 J~2 

Par conséquent, on a : 
F(t, x, y) = j(t, x, y) - j(t, y, x). (2.2) 

On note ql1e : 

F(t, x, y)	 -F(t, y, x) car 

F(t, x, y)	 j(t, x, y) - j(t, y, x) 

-( -j(t, x, y) + j(t, y, x)) 

-(j(t, y, x) - j(t, x, y)) 

-F(t, y, x) 

et 

u(t + 6.t, x) ~ u(t, x) + 6.tf(t, x) + 6.t r F(t, x, y)dy 
J~2 

car 
u(t + 6.t, x) ~ u(t, x) + 6.tQ(t, x) 

or, 
Q(t, x) = f(t, x) + In(t, x) - Out(t, x) 

= f(t, x) + r j(t, y, x)dy - r j(t, x, y)dy IR2 J~2 

= f(t, x) - r	 [j(t, x, y) - j(t, y, x)]dy
J~2 

= f(t, x) - r F(t, y, x).
J~2 

On obtient donc, 

u(t + 6.t, x) ~ u(t, x) + b.tf(t, x) - b.t r F(t, x, y)dy 
J~2 

c'est à dire, 

u(t + b.t, x) ~ u(t, x) + b.t[f(t, x) - r F(t, x, y)dy]. 
J~2 

Par conséquent, 

u(t + b.t, x) - u(t, x) '" f( ) -l F(t )6. - t,x ,x,y.
t	 R2 

On fait ensuite 6.t ---+ 0 dans la relation précédente pour obtenir (2.1). 
Pour avoir un problème bien posé, on a besoin de donner la connexion entre F et u. Le 
modèle est aussi un modèle au stade critique. De plus, contrairement au cas de petits 
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composants où l'angle de stabilité est un facteur crucial, dans cette situation on utilise 
la contrainte non locale de stabilité 

lu(t, x) ~ u(t, y)1 ::::: b pour lx - Yi ::::: E, (2.3) 

où 8 > °et E > °sont des constantes données dépendant de la gravité, du contact 
entre les blocs et leurs géometries. La condition (2.3) mesure la taille des irrégularités 
des éléments. On rappel qu'une contrainte similaire a déja été utilisée dans [3] avec 
8 = E. En effet, cette contrainte naturelle a été obtenue en faisant p tendre vers l'infini 
dans l'équation non locale p-Laplacien. Ayant à l'esprit (2.3) et puisque les blocs de la 
structure se déplacent seulement lorsque la condition limite est atteinte, la dynamique 
est en retour concentrée dans l'ensemble 

{(t, x, y) E]O, T[xJR2 X JR2; lu(t, x) - u(t, y)1 = 8 et lx - Yi ::::: d. 

Par conséquent, pour tE]O, Tl, on a : 

Support (F(t) ) ç {(t, x, y) E]O, T[ xJR2 XJR2; lu(t, x) - u(t, y) 1= b et lx - Yi ::::: d. (2.4) 

De plus, puisque les blocs se déplacent en tombant des positions hautes vers les positions 
inférieures, alors les quantités F(t, x, y) et u(t, y) - u(t, x) ont le même signe. Par 
conséquent, en combinant (2.2) et (2.4) on obtient 

) = IF( )1 u(t, x) - u(t, y)F(t, x, Y t, x, Y b . 

On pose 

J-l(t, x, y) = ~IF(t, x, y)l· 

On déduit donc que u satisfait l' EIDP suivante: 

âU~t x) + r (u(t, x) ~ u(t, Y))J-l(t, x, y)dy = f(t, x) pour (t, x) E Q
J~2 

lu(t, x) - u(t, y)1 ::::: 8 pour lx - Yi ::::: E et t E]O, T[ 
J-l(t) ~ 0, J-l(t) est symétrique pour t E]O,T[ 
Support(F(t)) ç {(t, x, y) E]a, T[xJR2 x JR2; lu(t, x) - u(t, y)1 = b et lx - Yi ::::: d, 

où Q :=]0, T[xJR2 .
 

Alors, il est clair que l'évolution de u au point x et au temps t ne dépend pas seulement
 
de u(t, x), mais de toutes les valeurs de u avoisinantes, formant l'équation non locale.
 
On rappel que dans une EIDP standard, le noyau J-l est connu et est régulier. Ici
 
l'EIDP est non standard, puisque le calcul de u est lié au noyau de l'inconnu Il qui est
 
une mesure de Radon en général (voir Théorème 2.1). Ainsi, le premier(resp second)
 

terme de l'opérateur intégral s'écrit r (u(t, Y)J-l(t, x, dy)(resp r (u(t, x)J-l(t, x, dy)) et
J~2 J~2 

traduit le nombre de matériaux arrivant à la position u(t, x) provenant de toutes les 
autres positions (resp partant de la position u(t, x) vers tous les autres sites). 
Pour simplifier la notation, on introduit l'ensemble des profiles admissibles 

et pour tout z E K:, on note 

R~(z) = {(x,y) E JR2 X JR2; Iz(x) - z(y)1 = 8 et lx - yi::::: E}. 
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En prenant Ua comme valeur initiale au temps t = 0, l'EIDP s'écrit 

8ugix) + ( (u(t,x) -u(t,Y))/l,(t,x,dy) = f(t,x) pour (t,x) E Q 
(pel) IR2 

E: u(t) E K:, p(t) 2 0, J1(tkR~(u(t)) pour t E]O, Tl,{ 
u(O) = Ua, 

où on suppose que pour tout t ElO, T[, p(t) est une mesure de Radon, 
u(t) E Ca(l~.2) et on utilise la notation p(t)LR~(u(t)) pour indiquer que 
Supp(p)(t) ç R~(u(t)). 

Pour montrer les résultats d'existence et d'unicité de la solution pour (p!), on considère 
l'espace 

MW~2 X lR2)+ := {p E Mb(lR2 
X lR2

);./ ./ ç(x, Y)J1(dx, dy) = ç(y, x)p(dx, dy) 

pour tout l; E Cc (lR2 
X lR2

)} 

où on utilise p(dx, dy) pour indiquer dJ1(x, y). 

Théorème 2.1.1. On suppose que f E BV(O,T;L2(lR2)) n L 1 (0,T;Ca(lR2)) et qu'il 
existe a E LI (]O, T[) tel que pour tout h E lR2, on ait 

sup If(t,x+ h) - f(t,x)l::::: a(t), pour tout t E]O,T[. (2.5) 
xEIR2 

Alors, pour tout Ua E K: n Cc (lR2 
), (p!) a une unique solution u au sens suivant: 

u E W 1,OO(0,T;L2(n)) nD'°(0,T;Ca(lR2)), u(O) = Ua, pour tout t E]O,T[, u(t) E K: et 
il existe p(t) E Mg(lR2 x lR2 )+ tel que 

p(t)LR~(u(t)) 

et 

8u(t,x)
ç(x)(u(t, x) - u(t, y) )p(t, dx, dy) = (f(t, x) - 8t )l;(x)dx,

1R2 1R2 1R2 

pour t E]O, T( et pour tout ç E Ca(lR2 )nL2 (lR2 ). De plus, si pour i=1,2, Ui est la solution 
correspondante à Ji alors, pour tout 1 ::::: q ::::: 00, on a 

11 l 

et
 

~ Il (Ul - U2)+ IIU(1R2) ::::: Il (fI - 12)+ Ilu(1R2) dans D' (]O, T[).
 

Proposition 2.1.2. On note par TIKo(z) la fonction indicatrice de K: définie par 
• 

TI o(z) = { 0 si Z ~ K:,
K. +00 smon. 

TIKo(Z) est convexe car K1 est convexe.
 
Le' sous différentiel de TIKo dans L2(lR) est donné par 9 E 8TIK,,(v) si et seulement si
 

VEK:,gEL2(lR)et ' ,


kg(z - v) ::::: 0 pour z E K:. 
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Grâce à [16], on sait que pour tout Ua E K~ et f E BV(O, T; L 2 (ffi. 2 ) , le problème 
d'évolution 

Ut + GllK~(U) ::1 f dans ]0, T[ 
(2.6){ u(O) = Ua, 

admet une unique solution, dans le sens que U E Wl,OO(O, T; L 2 (ffi. 2 )) , u(O) = Ua et pour 

tout t E]O, Tl, u(t) E Ki et f (J(t) - G~(t) )(u(t) - z) 20, pour tout z E K!.
1'R2 ut 

La connexion entre le modèle (pi) et la dynamique (2.6) est donnée dans le théorème 
suivant. 

Théorème 2.1.3. Sous les hypothèses du Théorème 2.1.1, U est solution de (p!) si et 
seulement si U est solution de (2.6). 

Remarque 2.1.4. 1. On rappel que si <5 = E -+ 0, il est prouvé dans [3] que la solution 
variationnelle u~ converye vers la solution du problème local du ta!j de !jable 

GtU + OllK(u) ::1 f dans ]0, Tl, 
(2.7){ u(O) = Ua, 

où 
K = {z E W l ,2(!1) n W l,OO(!1); Il 'V zllux'(fI) ::; 1}. 

2. Dans le cas d'une distance euclidienne, il est connu que le problème (2.7) est équivalent 
au problème d'évolution de surface (1.1), où il faut gérer le problème dans un bon sens 
en tenant compte du fait que m est une mesure (voir par exemple (33) et ses références). 
Par conséquent, par le Théorème 2.1.3 et la remarque précédente, puisque E = <5 --t 0, 
la solution u~ de (p!) converge vers u, unique solution du modèle d'évolution de s1Lrface 
(1.1). Quant au noyau M~: il n'est pas difficile de voir que, en prenant une sous-suite 
fk --t 0, uek converge dans Mb(ffi.2 ) faiblement vers la mesure de Radon positive M, 
Cependant, la caractérisation de M est un problème ouvert,. il pourrait être la densité 
mais la preuve n'est pas très claire. 
3. On voit que (p!) est une équation couplée entre U et un noyau JL. Grâce au Théorème 
2.1.3, l'unicité de la solution U de (p!) est liée à l'unicité de la solution du problème 
d'évolution gouverné par un opérateur sous-différentiel. Pour le noyau inconnu de M, 
on voit qu'il n'a pas d'équation mais seulement une restriction sur son support. On ne 
sait pas si M est unique ou non, ou même si c'est une fonction régulière. 

2.2	 Le modèle Stochastique d'Evans - Rezakhanlou pour 
un tas de sable 

Le but de cette section est de faire une connexion entre l'EIDP (p!) et le modèle sto

chastique d'Evans-Rezakhanlou introduit dans [23]. On l'appel brièvement ce modèle.
 
L'objectif est d'étudier l'évolution d'un tas de blocs de cubes au repos sur un plan
 
lorsque de nouveaux cubes sont ajoutés au tas, ou placés sur une case inoccupée dans
 
le plan ou sur le sommet d'une colonne disponible.
 
On considère un ensemble de sites marqués par un couple d'entiers i = (il, i2) E Z}.
 
L'expression de la source est une fonction j :]0, T[ xZ2 --t Z2 attribuant les cubes par
 
unité de temps sur les sites i E Z2.
 
L'évolution du tas est spécifié par deux règles pour l'ajout des cubes:
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• Le cube est assigné à une pusition liée ;\ plusit-~urs pentes en "escaliers" le long des
quelles il peut se déplacer ct le cube choisira au hi:tsard une position parmi les chemins 
en escalier disponible. 
• Le cube assigné n'a pas de position en ('s('?lier dérivant de la position où il Cl tM placé 
et reste en place. 

FIGURE 2.2 - Modèle d'Evans-Rezakhanlou 

Définition 2.2.1. Un escalier est une chaine de positions adjacentes avec des hauteurs 
d différenr(s égales à un cube. 

On suppose qu'un cube se déplace en chutant dans l'une de:-. quatres directions (en 
avant, en arrière, à gauch , à droite) afin d'obtenir une configuration stable, ce qui 
signifie que les hauteurs de deux colonnes adjacentes quelconques de cube peuvent 
différer d'au plus un. 
rvlême si la source est déterminée, il st clair qu'on a besoin d'utiliser une approche 
stochastique pour décrire l'évolution de la hauteur du tas. 

Définition 2.2.2. Un treillis (en anglais: lattice) est un ensemble partiellement or
donné dans lequel chaque r-Ouple d éléments admet une borne supérieure t une borne 
infériev,re. 

On considère le treillis 0 ;= Z2 munie de la norme 

et on note i = (i 1 ,i2) E Z2 pour indiquer un site caractéristique dans Z2. 

Définition 2.2.3. On dit que i,j E Z2 sont adjacents, noté i ~ j, si li - jl ::; 1. 
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On COllsidère In?.int.cnant l'c,~pa('c de Hilbert 

. H:::;: {1/: Z2 __>IR; 117711 :.= L7](if < oo}. 

Dènnition 2.2.4. Une r;onJ~g'Umtion (stable) est une fonction 7] : Z2 ~ ]R2 telle que: 

f' i1J(i) - 7](j)1 :s l si i~" j 
l et '!Iest Ù slL'pport borné. 

L'espace d'étude est 

S:== {-i]: 2 2 
'--,-+ IR; 77 est mie conJiguration}. 

Pour simplifier la présentation, on suppose dans cette section que Î, la fonction control
lant le taux de nouveaux cuLes ajoutés (ou retirés du tas si J est négative) est positive. 
En déposant les cubes' uvée i.1.n .taux i, on génère un processuS stochastique (7](t), t :::: 0) 
dans l'espace d'étude S. n est clair que la probabilité que 1](t) soit situé (au temps t) 
dans uu ensemblf~ donné r de S sous la condition que le mouvement du systPlllè jus
qU"au' temps s (s < i) est complètement ,connu, dépend seulement de l'état du systèllle 
au temps s. En d'au~,res t€~mes, (rr(t)J 2: b) est un processus de Markov. Pour étucÙp~' 
18 pro::essus (7](t), t :::: 0), on a besoin de connaitre son générateur infinitésimal A. Pour 
ce faire, les auteurs de [23] considèrent p(i, J, ç) la probabilité qu'un cube placé sur une 
connguration donnée ç E S Èda positi~rî i finira en j après ~tre descendu entornballt 
par dessus le :;as ç. Par conséquent,pom: tout i, j E Z2, on a 

OS p(i,,i,O ~ l ct L p(i.j,Ç)::;: 1. 
j .~712 

En cutre, ils introduisent h~ facteur c(j, 7], l'} (un facteur fortement non local) enregis
trant le taux auquel, a.u temps 'T, de nOllveam: cuber' viennent se poser f'ur le f.itc j 
<l,près 3a chute. Le paramètre c est dOllné par 

cU, T). T) = L" p(i,j,I](t»).f(i, i) pour (f, i) E Z"" y. [O,oo[ (2.8)
""" <1 

iE712 

fèt satisfait. 

L c(j,II,r) = ~ t\t,i) CŒI' 'L-p('i,j"'I(t)) = 1. (2.a) 
jEZ,2 iE712 JEZ} 

On indique par B(S) l'ensemble des fondions bornées définies sur 5 . 
GrâCf' à l23], le générateur inflnitésimui du processus de Markov (7](t), t ~ 0) est donnr 
par Ct : F E B(8) ----+ CtF E B(S) l'opémteur dèpendant du temps défiui par 

Ct(F)(ç) ::;: L c(j, ç, t)(F(Tj(Ç)) -- F(Ç)), (2.10) 
jE712 

pour tout t > 0 et , E S et 

, ( ç( i) + 1 si i ~ j
Ij : ç E S f---71j(Ç) E S avec Tj(Ç) ::;: i CI') . 

~ ""t, strl·on. 
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Pour donner la connexion entre l'EIDP (pi) et le processus de Markov C,,(t), t ::::: 0), on 
pose <5 = ~, é = -h pour P, NE N* et on suppose: 

(Hl) ua == O. 

(H2 ) f E BV(O, T; L2 (ffi.2) est telle que f(t) est positive et 

à support compact pour tout t E]O, T[. 
(H3) Î :]0, T[xZ2 ~ IR est donné par 

, = f (tp' Ni) (2.11)f(t,i) pour tout (t,i) E [O,oo[xIR2 . 

On introduit le processus stochastique (ryP,N(t), t ::::: 0) donné par 

ryP,N(t, x) = pry(Pt, [Nx]) pour tout t::::: 0 et xE Z2, 

où (ryP,N(t), t ::::: 0) est le processus de Markov généré par l On remarque que (ryP,N) 
décrit l'évolution aléatoire de la hauteur des blocs de la structure dont la base est un 
coté de longueur é = -h et de hauteur 8 = p. 
Théorème 2.2.5. Sous les hypothéses (Hl - H3 ), soitu une soluttion de (2.7), où é = 
liN, <5 = p, N, P E N*, et IR2 muni de la norme 

(2.12) 

Pour tout t E]O, TL on a 

l 

(JE [k2 iu (t, x) - ryP,N(t, X)l2]) :2 

où [x] = ([Xl], [X2]) pour tout x = (XI,X2) E IR2 et, pour tout i = 1,2, [Xi] indique la 
partie entière du nombre réel Xi. 

Une situation typique pour le Théorème 2.2.5 correspond au cas où f(t) est une 
constante sur chaque ensemble Ii = {x E IR2; [Nx] = i} avec i E Z2, c'est a dire 

[Nx] 2
f(t,x) = f(t'N) pour tout (t,x) E]O,oo[xIR. (2.13) 

En pareil situation, on imagine que la source est attribuée sur les sites Ii qui sont les 
blocs dont la base est un carré de longueur ê = 1/N et de hauteur <5 = p. En particulier, 
on a ce qui suit. 

Corollaire 2.2.6. Sous les hypothèses du Théorème 2.2.5, on suppose de plus que 
(2.13) est satisfaite. Alors, pour tout t ElO, Tl, on a 
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Remarque 2.2.7. 1. En général, la norme de JRz est prise de façon arbitraire dans la 
formulation de (pf). De plus, dans le Théorème 2.2.5, JRz est équipé de la norme (2.12) 
selon la norme de "l}. Cela est lié au mouvement que l'on assigne aux cubes (en avant, 
en arrère, à gauche ou à droite). Maintenant, si on permet aux cubes de se déplacer 
dans huit directions en ajoutant les déplacements sur les diagonales alors, les résultats 
du théorème restent vraies en équipant 'll} de la norme l(i1, iz)loo = max(liIl, lizl) et JR2 
de la norme correspondante I(Xl,xz)loo = max(lxIL Ixzl), pour (Xl,XZ) E JRz. 
2. Le Théorème 2.2.5 implique que la sol7ttion de l'ElDP est une approximation déterministe 
de la hauteur aléatoire 7](t), pour t ElO, T[. En effet, on fait 
(6',8) ----+ (0,0), on constate que u et 7]P,N coïncident avec la solution du problème non 
local du tas de sable (2.7). 
3. Pour simplifier, on suppose içi la donnée initiale de la hauteur 7](0) == a et Ua == O. 
Des résultats similaires peuvent être prouvés pour des données initiales plus générales 
par redimensionnement et en utilisant les mêmes techniques. 
4. En utilisant le fait que pour 7] : Z2 ~ JRz et u(t,.) : JRz ~ JR2, les solutions de (2.7) 
sont lipschitziennes continues, il est prouvé dans [23] que la convergence de 7]P,N de u 
reste vraie dans C(JRZ) lorsque 8 = 6' = il ~ o. 
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Chapitre 3 

Equation Intégra-Différentielle
 
Partielle (EIDP) stationnaire
 

Afin d'étudier (p!), on utilise la théorie des sémi-groupes associés au problème d'évolution 
dans un espace de Hilbert. Cette approche connecte l'étude de l'équation d'évolution 
avec une équation stationnaire associée obtenue par la discrétisation implicite en temps 
d'Euler. 

Définition 3.1. Pour (J > 0, on dit que (ti, li)i=l, ... ,n est une (J- discrétisation si 
0= ta < t1 < 0'0 < tn-1 < T = tn avec ti - ti-1 = (J, il, .. 0 ,fn E L2(IR2

), tel que 

Définition 3.2. Pour tout (J > 0, on dit que UrI est une solution (J- approchée de (p!)! 
s'il existe (ti, li)i=l, ... ,n une (J- discrétisation telle que 

Ua pour t E [0, t1 [ 
Ua = . (3.1){ Ui pour t E [ti-1,td, t = 1,0 .. ,n 

et Ui est solution de la discrétisation implicite en temps d'Euler de (p!) : 

Ui(X) + (J 12 (Ui(x') - Ui(Y))J-L(X, dy) = (Jfi(X) + Ui-1 pour xE 1R2
, (302) 

{ Ui E (Ke),j.Li" ;R ~ O,j.LiL(Re)(u)." 

On voit que (302) est un cas particulier du problème stationnaire 

u(x) + 12 (u(x) - U(Y))J-L(X, dy) = f(x) pour x E 1R2, (3.3)
{ "IR O,J-LL(Re)(u),"U E (KJ,j.L ~ 

où on suppose sans perte de généralité que (J = 1. Ici, j est une fonction donnée dans 
L2 (lR.2 ) et le couple (u, J-L) inconnu. Dans le but de prouver l'existence et l'unicité de la 
solution de (p!) on étudie le problème stationnaire (3.3). 

Théorème 3.3. Pour tout f E Ca(IR2) nL 2 (IR2 ), (303) a une unique solution U dans le 
sens suivant: 

U E K! n Cb, 3J-L E Mg(IR2 X 1R2), J-LLR~(u), 

{ f u(x)ç(x)dx + r l (u(x) - u(y))ç(x)j.L(dx, dy) = l j(x)t,(x)dx, (3.4)
J~2 .f~2 JlR2 JlR2 
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pour tout ç E CO(JR2) n L2(]R2). De plus, u est solution de (3.4) si et seulement si 

(3.5) 

où lP'Kg est la projection sur le convexe K% par rapport à la norme L2(]R2). 

La preuve du Théorème 3.0.10 est une conséquence du lemme suivant.
 

Lemme 3.4. On suppose que f E L 2(]R2). Si u est solution de (3.3) alors u = lP'Kô(j).

< 

Preuve 

Soit u solution de (3.3). L'objectif est de montrer que 

( (j(x) - u(x))(u(x) - z(x))dx 2: 0 pour tout z E K!. (3.6)
JJR2 

Pour tout À > 0, on note par p).. la régularisation classique dans ]R2 et z).. = z * p).., 
la régularisation standard de z par convolution. On a que lim z)..(x) = z(x) et que

)..--+0 

z).. E K~. 
Utilisant u - z).. dans l'équation intégrale satisfaite par u dans (3.4), on obtient 

( (j(x) - u(x))(u(x) - z(x))dx
JJR2 

= lim l' (f(x) - u(x))(u(x) - z)..(x))dx 
'x-40 JJR2 

= lim ( (u(x) - u(y))(u(x) - z)..(x))J.L(dx, dy) 
'x-40 JJR2 

= lim 1)...
)..-40 

on a 

(u(x) - u(y))2	 + (u(x) - u(y))(u(y) - z)..(y)) + (u(x) - u(y))(z)..(y) - z)..(x)) 

= (u(x) - u(y))[(u(x) - u(y)) + (u(y) - z)..(y)) + (z)..(y) - z)..(x)] 

= (u(x) - u(y))[u(x) - u(y) + u(y) - z)..(y) + z)..(y) - z,x(x)] 

= (u(x) - u(y))(u(x) - z)..(x)). 

En intégrant doublement sur ]R2 on a
 

1>. = { ((u(x) - u(y))2J.L(dx, dy) + { ((u(x) - u(y))(u(y) - z)..(Y))J.L(dx, dy) +
 
JJR2 j.JR2 JJR2 JJR2 

{ ((u(x) - u(y))(z)..(y) - z)..(x))J.L(dx, dy)
JJR2 JJR2 

= { ((u(x) -u(y))2J1(dx, dy) -1).. + { ((u(x) -u(y))(z)..(y) - Z)..(x))J.L(dx, dy).
JJR2 JJR2	 JJR2 JJR2 

Cela implique que
 

21>. = { ((u(x) - u(y)fJ.L(dx, dy) + { ((u(x) - u(y))(z)..(y) - z)..(x))J.L(dx, dy).

JJR2 JJR2 JJR2 j.JR2 

En mettant (u(x) - u(y))2 en facteur dans l'égalité précédente, on obtient 

11 2 ( z)..(y) - Z)..(x))
21).. = (u(x) - u(y)) 1 + () () J.L(dx, dy).

JR2 JR2	 U X - U y 

29
 



Puisque u E K1 alors on a 

21>. 2 k2 k2 (u(x) - u(y))2 (1 - Iz>.(y) ~ z>.(x)[) J.l(dx, dy) 

et comme z>. E K1 alors \z>.(x) - z>.(y)! :::; 8.
 

Par conséquent, 21>. 2 k2 k2 (u(x) - u(y))2 (1 - ~) J.l(dx, dy).
 

On a donc 21>. 20, ce qui implique que lim 1>. 2 O.
 
>'--+0 

On obtient alors r (f(x) - u(x))(u(x) - z(x))dx 2 0 pour tout z E K:,D
J~2 

Afin de prouver l'existence de la solution pour (3.3), on utilise l'équation non locale 
p-Laplacien 

r IU(X)-U(y)!P-2
up(x) + J~2 J(x - y) p 6 p (up(x) - up(y))dy = f(x) pour x E IR2

, (3.7) 

où J E Cc(IR2) est une fonction radiale continue à support compacte dans B(O, 1::), 

J(O) > 0 et r J(x)dx = 1. Grâce à [3], on sait que pour tout f E L2(IR2) n LOO (ffi2),
J~2 

(3.7) a une unique solution up . De plus, pour tout 1 :::; p :::; 00, on a 

(3.8) 

et, si Ui est la solution correspondante pour Ji E L2 (JR.2) n LOO (IR2 
), pour i = 1,2 alors 

(3.9) 

et 
(3.10) 

L'objectif est de prouver qu'en passant à la limite dans (3.7), on obtient la solution de
 
(3.4).
 
D'abord, on donne quelques estimations qui seront utiles dans la suite.
 

Lemme 3.5. On suppose f E L2(IR2) et considérons up solution de (3.7). Alors, 

:.: ~2 r r J(x - y)\up(x) ~ up(y)IPdxdy = 2 r (f(x) - up(x))up(x)dx (3.11) 
up J~2 J~2 J~2 

et 

:.: 1_ r r J(x - y)lup(x) - up(y)IPdxdy :::; 2 r If(x)1 2dx. (3.12)
p 2 u J~2 J~2 J~2 

De plus, pO'ur tout h > 0, 

et pour tout 1 :::; q :::; 00, on a 
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Preuve 

On doit montrer que 

r r J(x - y)lup(x) - up(y)IPdxdy
J~2 J~2 

= 2 r r J(x -	 y)lup(x) - up(y)IP- 2(up(x) - up(y))up(x)dxdy.
J~2 J~2 

(3.15) 

On a que 

lup(x) - up(y)IP	 = lup(x) - up(y)IP- 2(up(x) ~ up(y))2 

0= lup(x) - up(y)IP- 2(up(x) - up(y))(up(x) - up(y)) 

= lup(x) - up(y)IP- 2(up(x) - up(y))up(x) 

-Iup(x) - up(Y)IP- 2(up(x) - up(y))up(y). 

Par suite, on obtient que 

r r J(x - y)lup(x) - up(y)IPdxdy
J~2 J~2 

= r r J(x - y)lup(x) - up(y)IP- 2(up(x) - up(y))up(x)dxdy
J~2 J~2 

- r r J(x - y)lup(x) - up(Y)IP- 2(up(x) - up(y))up(y)dxdy.
J~2 J~2 

On pose 1 = r r J(x - yllup(x) - up(Y)IP- 2(up(x) - up(y))up(y)dxdy.
J~2 J~2 

En permutant x et y dans l'égalité précédente on obtient 

1 = r r J(y -	 x)lup(Y) - up(x)IP- 2(up(Y) - up(x))up(x)dxdy
J~2 J~2 

= - r r J(y -	 X)IUp(oT) - up(Y)IP- 2(up(x) - up(y))up(x)dxdy.
J~2 JJ.2 

Aussi, comme J est symétrique, on a 

1=- r r J(x - y)lup(x) - up(y)IP-2(up(x) - up(y))up(x)dxdy.JJ.2 JJ.2 
Par suite, on a 

On obtient donc en conclusion que 
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r r J(x - y)lup(x) - up(yWdxdy
J~2 J~2 

= 2 r r J(x - y)lup(x) - up(y)IP-
2(up(x) - up(y))up(x)dxdy.

J~2 J~2 

o 

Montrons l'égalité (3.11)
 

On multiplie (3.7) par up et on intègre sur 1R2 pour obtenir pour tout x E 1R2 
,
 

2P

l2 up(x)up(x)dx + l2l2 J(x - y) \up(x) ~ up(y) I - (up(x) - up(y))up(x)dxdy = 

r f(x )up(x )dx.
J~2 

En utilisant (3.15), on a 

r up(x)up(x)dx + /-2 r r J(x - y)lup(x) - up(y)IPdxdy = r f(x)up(x)dx,h2 2~ h2h2 h2 
ce qui implique que 

,~-2 r r J(x - y)lup(x) - up(yWdxdy = r f(x)up(x)dx - r up(x)up(x)dx.
2u h2k2 h2 h2 
D'où (3.11).0 

Montrons l'inégalité (3.12) 

Montrons que IlupIIL2(~2) ::; IlfllL2(~2). 

On sait que 

r up(x)up(x)dx + /-2 r r J(x - y)lup(x) - up(yWdxdy = r f(x)up(x)dxh2 2~ h2h2 h2 
et ,;-2 r r J(x - y)lup(x) up(y)IPdxdy 20; par conséquent,

2u J~2 J~2 . 
on a ( up(x)up(x)dx::; r f(x)up(x)dx.

J~2 J~2 
Ce qui implique que IlupIIL2(~2) ::; IlfIIL2(~2). 

D'après (3.11), on a que { (f(x) - up(x))up(x)dx 2 0, donc,
J~2 

( f(x)up(x) 2 { up(x)up(x)dx 2 o.JR2 J~2 

Par suite, on a 
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Ce qui implique que -;-2 r r J(X - y)lup(x) - up(y)IPdxdy ~ { If(xWdx
20 JrK.2 JrK.2 JrK.2 

car (k2 IUP (XW dx):2 

1 

~ (k2 If (X) 12dx):2 

1 

D'où le résultat D 

Montrons l'inégalité (3.13) 

On considère up (. + h) comme solution de (3.7) correspondante à f(. + h), alors, en 
utilisant l'expression (3.9) avec Ul = up (. + h), U2 = uP' fI = f(. + h) et 12 = f, on 
obtient: 

Montrons l'inégalité (3.14) 

On pose 

On a 

En appliquant l'inégalité de Ralder, on obtient: 

[J 

Lemme 3.6. Si f E L2(JR2)nLOO(]R2) est a support compact et up -7 u presque partout 
dans JR2, alors u est à support compact. 

Preuve 

Pour démontrer le lemme, on suppose que Supp(J) ç; B(O, R) pour R > °et on montre 
qu'il existe R' > 0, tel que 

Supp(u) ç; B(O, R'). (3.16) 

On voit que pour tout À > 0, on a 

lf(x)1 ~ dR(X) := (llfIIL=(rK.2) + À(R + \xl))+, pour presque tout x E ]R2. (3.17) 
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En utilisant (3.7), on déduit que 

Up(X)-dR(X)+ 
u
r 
P 
~2 f J(x-y)épp(Up(x,y))dy~OpourpresquetoutxE~2, (3.18) 

JR2 

car 
If(x)1 ~ dR(X). 

En effet, de (3.7) on a 

up(x) + i2 J(x - y)1 up(x) ~ up(y) IP- 2(up(x) - up(y))dy = f(x). 

Comme f(x) ~ If(x)1 donc, on obtient 

Par conséquent, 

f u (x) - u (y) 2 
up(x) + JR2 J(x - y)1 p 8 p IP- (up(x) - up(y))dy = f(x) 'S If(x)1 'S dR(X); 

d'où 

f u (x) - u (y) 2
up(X) - dR(X) + JR2 J(x - y)1 p 8 p IP- (up(x) - up(y))dy 'S 0 

c'est à dire 

up(X) - dR(X) + r ~2 f J(x - y)iI>p(Up(X, y)) 'S o.
Pu JR2 

Aussi, on a 

up+ dR(X) + 
u
r 
P 
~2 r J(x - y)épp(Up(x,y))dy 2: 0 pour presque tout x E ~2, (3.19) 

JR2 

car étant donné que -dR(X) 'S f(x) 'S dR(X), 

Par conséquent, 

c'est à dire 

up(X) + dR(X) + r 
P
1_

2 
r J(x - y)iI>p(Up(x, y))dy 2: 0, 

u JR2 

où on note iI>p(r) = Jr\p-2 r pour tout r E IR et Up(x, y) = up(x) - up(y) pour x, y E IR2. 
En multipliant (3.18) par (up(x) - dR(X))+ et en intégrant sur ~2, on obtient: 

34
 



Comme (up(x) - dn(x))+ = sup((up(x) - dR(x)),O), on a : 

f (up-dR(x))+(up(x)-dn(x))+dx+ -' ~2 f f J(x-y)iPp(Up(X, y))(up(x)-dR(x))+dxdy:::; 0;
ph2 u h2h2 

donc, 

2f f J(x - y)iPp(Up(x, y))(up(x) - dR(x))+dxdy 
}fi{2 x fi{2 

=J f J(x - y)iPp(Up(x,y))(up(x) - dn(x))+dxdy 
Jfi{2 X fi{2 

+J f J(x - y)iPp(Up(x,y))(up(x) - dR(X))+dxdy.
J~2xfi{2 

En permutant x et y dans ie second terme de l'égalité précédente on obtient: 

2 J f J(x - y)iPp(Up(x, y))(up(x) - dR(X))+dxdy 
Jfi{2 x fi{2 

= J ( J(x - y)iPp(Up(x,y))(up(x) - dn(x))+dxdy
J~2 xfi{2 

+J ( J(y - x)iPp(Up(y,x))(up(Y) - dn(y))+dxdy. 
Jfi{2 X fi{2 

Par conséquent, 

2 J ( J(x - y)<I>p(Up(x, y))(up(x) - dR(x))+dxdy
J~2 xfi{2J(= J(x - y)iPp(Up(x, y))(up(x) - dR(x))+ dxdy 

Jfi{2 X fi{2 

- J ( J(y - x)<I>p(Up(x, y))(up(y) - dn(y))+dxdy. 
Jfi{2 x fi{2 

D'où 

f ( J(x - y)iPp(Up(x, y))(up(x) - dR(x))+dxdy 
J Jfi{2 X fi{2 

= ~ J(x - y)iPp(Ùp(x, y))((up(x) - dn(x))+ - (up(y) - dR(y))+)dxdy. (3.20)J(
J~2xfi{2 

De plus, puisque 

(<I>p(Up(x, y)) - iPp(Dp(x, y)))((up(x) - dn(x))+ - (up(y) - dn(y))+) ~ 0 
où Dp(x, y) = dn(x) - dR(y), pour tout x, y E ffi.2, alors 

{ ( J(x-y) (iPp(Up(x, y))-iPp(Dp(x, y)))((up(X)-dR(X))+ -(up(y)-dn(y))+)dxdy ~ O. 
Jfi{2 J~2 
Par conséquent, 
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JI' J(x - y)<I>p(Up(x,y))((up(x) - dR(x))+ - (up(y) - dR(y))+)dxdy
J~2X~2 

~ J( J(X - y)<I>p(Dp(x, y))((up(x) - dR(X))+ - (up(y) - dR(y))+)dxdy.
J~2X~2 

En utilisant (3.20), on obtient 

JI' J(X - y)<I>p(Up(X,y))(Up(X) - dR(X))+dxdy
J~2X~2 

~ ~ J(X - y)<I>p(Dp(x, y))((up(x) - dR(X))+ - (up(y) - dR(y))+)dxdyJ(
J~2X~2 . 

~ J( J(X - y) <I>p(Dp(x, y))(up(x) - dR(x))+dxdy.
J~2X~2 

Cela implique que 

1P

J I' 1 dR(X) - dR(y) I ::; 81IfIILOO(~2) J~2X~2 J(X - y) 8 dxdy, (3.21) 

où on utilise le fait que IlupIILOO(~2) ::; IlfIILOO(~2). 

Puisque 1V dR(X)1 < 8, pour x E ffi.2, on a IdR(X) - dR(y)1 ::; ÀE, pour tout lx - yi::; E 

et (3.21) implique que 

JI' ((up(x) - dR(X)+)2dx::; 81IfIILOO(~2) (À..E)P-l J( J(x - y)dxdy.
k2X~ u k2X~ 

Maintenant, on choisit E > 0 de sorte que ~E < 1 pour obtenir 

Grâce au Lemme de Fatou, on déduit que 

Ce qui implique que ((up(x) - dR(X))+f = 0 p.p.. 
Par conséquent, 

u ::; dR pour presque partout x dans ffi.2. 

Multiplions (3.19) par (-up(x) - dR(X))+ et intégrons sur ffi.2, pour obtenir: 

( (up(x) +dR(X))( -up(x) - dR(X))+dx 
J~2 

+ .. ~2 { ( J(x - y)<I>p(Up(x,y))(-up(x) - dR(x))+dxdy ~ O. 
uP J~2 J~2 

Comme (-up(x) - dR(X))+ = sup( -up(x) - dR(X), 0) donc, 
(up(x) +dR(x)) = -( -up(x) - dR(X))+ ; on obtient 

- { (( -up(x) - dR(X))+)2dx
J~2 

+ .. ~2 { ( J(x - y)<I>p(Up(x, y))( -up(x) - dR(X))+dxdy ~ 0, 
uP J~2 J~2 
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ce qui équivaut à 

r (( -up(x) - dR(X))+)2dx 
JR2 

- l: ~2 r r J(x - y)ipp(Up(x, y))( -up(x) - dR(X))+dxdy :S O. 
pu JR2 JR2 

D'où, 

r ((-up(x)-dR(x))+)2dx:S l: ~2 r r J(x-y)ipp(Up(x,y))(-up(X)-dR(X))+dxdy,
J~ ~ J~h2 

2 J r J(x - y)ipp(Up(x, y))( -up(x) - dR(X))+dxdy 
JR2 XR2 

= / r J(x - y)ipp(Up(x,y))(-up(x) - dR(x))+dxdy 
JR2 X R2 

+ / r J(x - y)ipp(Up(x, y))( -up(x) - dR(x))+dxdy. 
JR2 X R2 . 

En permutant x et y dans le second terme de l'égalité, on obtient: 

2 J' r J(x - y)ipp(Up(x, y))( -up(x) - dR(X))+dxdy 
. JR2 X R2 

= / r J(x - y)ipp(Up(x, y))( -up(x) - dR(x))+ dxdy 
JR2 X R2+/ r J(y - x)ipp(Up(y,x))(-up(y) - dR(y))+dxdy. 
JR2 x R2 

Par conséquent,
 

2/ r J(x - y)ipp(Up(x,y))(-up(x) - dR(X))+dxdy
 
JR2 X R2 

= / r J(x - y)ipp(Up(x,y))(-up(x) - dR(x))+dxdy 
JR2 XR2

-/ r J(y - x)ipp(Up(x, y))( -up(y) - dR(y))+dxdy. 
JR2 X R2 

D'où 

I l J(x - yipp(Up(X, y))( -Up(X) - dR(x))+dxdy 
. .fR2 XR2 

= ~ / r J(x - y)~p(Up(x, y))(( -Up(X) - dR(X))+ - (-Up(y) - dR(y))+)dxdy.
2 JR2 x R2 

(3.22) 

De plus, puisque 
(ipp(Up(x, y)) - ipp(Dp(x, y)))(( -up(x) - dR(X))+ - (-up(Y) - dR(y))+) ~ 0 
où Dp(x,y) = dR(x) - dR(y), pour tout x,y E lR2 , 

r r J(x-y)(ipp(Up(x, y))-ipp(Dp(x, y)))(( -up(X)-dR(X))+ -( -up(y)-dR(y))+)dxdy ~ 0 
JR2 J R 2 

donc 
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Jr J(x - y) iI>p(Up(x, y))(( -up(x) - dR(x))+ - (-up(Y) - dR(y))+)dxdy 
JJR2 xJR2 

2 Jr J(x - y)iI>p(Dp(x, y))(( -up(x) - dR(X))+ - (-up(y) - dR(y))+)dxdy. 
JJR2 xJR2 

En utilisant (3.22), on obtient 

Jr J(x - y)iI>p(Up(x,y))(-up(x) - dR(X))+dxdy 
JTR2 XTR2 

2 !Jr J(x - y)iI>p(Dp(x, y))( -(up(x) - dR(X))+ - (-up(y) - dR(y))+)dxdy 
JTR2 XTR2 

2 Jr J(x - y)iI>p(Dp(x, y))( -up(x) - dR(X))+dxdy. 
JJR2 XTR2 

Cela implique que 

Puisque 1 v dR(x)1 < D, pour x E 1R2
, on a IdR(x) - dR(y)1 ~ >'E, pour tout lx - Yi ~ E 

et (3.23) implique que 

Jr ((-up(x) - dR(X)+)2dx ~ DllfIILoo(TR2) (>'~)P-l Jr J(x - y)dxdy.
k2X~ 6 k2X~ 

Maintenant, on choisit E > 0 de sorte que ~E < 1 pour obtenir 

Grâce au Lemme de Fatou, on déduit que 

Ce qui implique que (( -up(x) - dR(X))+)2 = 0 p.p.. 
Par conséquent, 

u(x)'2 -dR(X) pour presque tout xE 1R2. 

On conclut donc que -dR(x) ~ u(x) ~ dR(X) pour presque tout x E 1R2 . 

Ainsi, pour tout 0 < >. < %, 

Supp(u) ç B(O, R~) où R~ = R + t1ifIILOO(JR2). 

En faisant>' -+ ~, on obtient R' = R + ~llfIILOO(TR2), ce qui donne (3.16),[J 

Lemme 3.7. Si f E Co(1R2) n L 2 (1R 2 ) alors 

up -+ u dans C(lR?) et dans L2(1l~?), (3.24) 

où u E Co(1R2) et u = 'f'w,(f).
e 
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Preuve 

D'abord, on suppose que f E Cc(l~.2). En utilisant (3.13) avec q = 00 et le Théorème 
d'Ascoli, on déduit l'existence de u E C(lR2) et une sous-suite que l'on note aussi par 
p tel que (3.24) soit satisfaite. De plus, grâce à (3.9), avec q = 2, on voit que up --+ u 
faiblement dans L2 (lR2 

). On doit montrer que u E K! . Grâce à (3.12) et (3.14), on a 

I p ._ r r J(x 
1~2 1~2 

y)lup(x) - up(yWdxdy 

q 

< (k2 k2 J(x - y)lup(x)  up(yW) P 

J 
< (28 Q 

(P;2 k2 If (x)1 2) ~ . 

On prend q> 1 fixé et on fait p --+ 00 en utilisant (3.22), pour déduire que 

q 

k21.2 J(x - y) lu(x) ~ u(y) I dxdy:S 1. 

Puisque q > 1 est arbitraire, on déduit que lu(x) - u(y)1 :s 15 pour x - Y E Supp(J) = 

B(O, é). Ce qui implique que lu(x) - u(y)1 :s 15 pour lx - Yi :s é et donc, u E K!. 
Maintenant, pour tout ç E K!, on doit montrer que u = W'KO 

< 
(f), autrement dit, on doit 

montrer que 

r (f(x) - u(x))(u(x) - ç(x)) :s 0, pour tout ç E K:. (3.25)
1~2 

On montre que n~l ç E K! : en effet, comme ç E K!, alors
 
lç(x) - ç(y)1 :s 15.
 
En multipliant l'inégalité précédente par n~l on a n~llç(x) - ç(y)1 < n~l 15; ce qui
 
implique que In~lÇ(x) - n~lç(y)l:s n~l15.
 

Etant donné que n~l :s 1, il résulte que In~lÇ(X) - n~lç(y)1 :s 8.
 

On prend up - n~l ç comme fonction test dans (3.7), ce qui donne
 

r (up(x) - f(x))(up(x) - _n_ç(x))dx (3.26)k2 n+l 
2P 

2 - k2 k2 J(x - y) 1 ~~~); 1~~~ - (up(X) - n: 1ç(X)) dxdy. I 

Puisque li(~tSYnl:s n~lé:S é, supp(J) = B(O,é) et IluplluX)(~2):S IlflluX)(~2), alors 

P 2

pl~~ k2k2 J(x - y) ~~~); 1~~~ I - ( up(x) - n: 1ç(x)) dxdy = O. (3.27)1 

Par conséquent, en faisant p --+ 00 dans (3.26) et en utilisant (3.27), on déduit que 

r u(x) (u(x) - _nç(X)) dx 2 r f(x) (u(X) _ _ n ç(X)) dx. 
1'tJf,2 n + 1 J~2 n + 1 

Ensuite, en faisant n --+ 00 on obtient (3.23) car n~l --+ 1 et on a 

r u(x) (u(x) - ç(x)) dx 2 r f(x) (u(x) - ç(x)) dx, 
J'tJf,2 J'tJf,2 
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d'où (3.25).
 
Maintenant, pour tout f E CO(ffi.2), on considère une suite fn E Cc (ffi.2), telle que
 

On note par upn la solution de (3.7) correspondante à fn. Grâce à la propriété de 
contraction Loo de IP'Ko

< 
et de la solution de (3.7), on a 

IJlDK~f(x) - up(x)1 < IIIP'K~f - JlDK~fnIILOO(]R2) + IIJlDK~fn - upn IILOO(]R2) 

+ Ilupn - up IILOO(]R2)
 

< Iif - fnIILoo(]R2) + IIJlDK~fn - upnIILOO(]R2).
 

Grâce à la première partie de la preuve, il découle que 

En faisant n -+ 00 ensuite dans l'inégalité précédente, on déduit aussi que (3.24) est 
vérifiée. D 

On rappel que U E CO(ffi.2) et 

(3.28) 

où up est la solution de (3.7). On doit montrer que U est solution de (P!). Pour ce faire, 
on prend 

2 
.- J( _ ) IUp(X) - up(y) I 

P


J-lp.- X Y <5 

et on montre que la limite faible de up dans Mb(ffi.2 x ffi.2)+ est un noyau pour l'équation 
intégrale de (P!). Grâce à (3.12) et (3.15) avec q = p - 2, on voit que 

En effet, on a 
2 

_ J( _ ) 1 up(x) - up(y) I

P
-

J-lp - x y <5 
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En posant q = P - 2 dans (3.12) et (3.14), on a : 

En utilisant (3.12), on obtient 

~ 

ce qui implique que k.2 k.~ J.lp(x,y)dxdy:S (:2 k.2If(x)12dX) p 

Par conséquent, J.lp est borné dans L 1(JR2 x JR2) et donc, il existe J.l E M b(JR2 X JR2)+ 
tel que 

(3.29) 

En conclusion, puisque J.lp est symétrique, alors J.l E M b(JR2 X JR2)+. Maintenant, on 
montre que la mesure J.l est à support dans [Iu(x) - u(y)1 = 0 et lx - Yi :S E]. Il est 
clair que J.lL[lX - Yi :S E]. On prend 0 < À < 8 et A un ensemble ouvert tels que 
A ç; Ilu(x) - u(y)1 = r5 et lx - Yi :S El· Grâce à (3.27), il existe Po > 1 tel que, pour tout 
P > Po, on a 

sup \up(x) - up(y)1 < r5 - À. 
(x,y)EA 

Par conséquent, 

P2
 
JL(A):S P~~J l J(x - y) IUp(x) ~ up(y) I - dxdy = O.
 

Ce qui implique que 

J.lL[lU(X) - u(y)1 :2: 8 - À et lx - Yi :S E]. 

Puisque 0 < À < 8 est arbitraire, on déduit que: 

Supp(J.l) c nO<À<c5[1U(X) - u(y)1 :2: 8 - À et lx - Yi :S E] 
c Ilu(x) - u(y)1 = 8 et lx - Yi :S E]. 

41
 



Maintenant, en multipliant (3.7) par une fonction test ç E Cc (IR2) ct en intégrant sur 
ffi.2, on obtient 

2Pr r r lU (X)-U(y)I JfY.2 up(x)ç(x)dx+ JfY.2JfY.2·J (x- y) p 8 p (up(x)-up(y))ç(x)dxdy (3.30) 

= r f(x)ç(x)dx.
J'R 2 

Grâce à (3.28), le premier terme de (3.30) converge vers r u(x)ç(x)dx et
JfY.2 

(up(x) - up(y))ç(x) -+ (u(x) - u(y))ç(x) uniformément pour tout (x, y) E ffi.2. 

Par conséquent, 

11
 U(X)-U(y)IP-2

lim J(x - y) p 8 p (up(x) - up(y))ç(x)dxdy 

p--+oo fY.2 1R2 I 

= r r (u(y) - u(x))ç(x)dxdy.
JIR2 JIR2 

Cela implique que U satisfait l'équation intégrale (3.4) pour tout ç E Cc (ffi.2). Par densité, 
on déduit que cela reste vrai pour tout ç E CO(ffi.2) n L 2 (ffi.2). Par conséquent, U est 
solution de (3.4).0 

42 



Chapitre 4 

Preuve des principaux résultats 

4.1 Existence et unicité de solution pour l'EIDP 

Grâce au Théorème 3.0.10, les preuves des théorèmes 2.1.1 et 2.1.3 découlent en utilisant 
les arguments de la théorie des sémi-groupes non linéaires. Tout d'abord, rappelons que 

Par conséquent, le problème stationnaire (3.3) est équivalent à 

(4.1 ) 

En particulier, le Théorème 3.0.10 donne une caractérisation de ÔllK8, en terme d'équation 
intégrale. 

Corollaire 4.1.1. On considère f E Co(JR2 
) n L2 (IR2

) et u E Co(IR2 
) n K1. Alors, 

f E âllKt si et seulement s'il existe J.L E Mg(IR2 
X IR2 

) tel que 

ILLR~(u) 

et 

r r (u(x) - u(y))ç(x)J.L(dx, dy) = r f(x)ç(x)dx,
1't*.21't*.2 1't*.2 

pour tout ç E CO(IR2 ) n L2 (IR2 
). 

Preuve 

On rappel que:
 

Si f E âllK8(U) alors on a r f(t)(u(t) - z)dx 2: 0 pour tout z E K1.
 , 1't*.2 
Si u = IP K 8(J + u) alors, u ,E K1 et r f(t)(z - u(t))dx S O. , 1't*.2 
On doit montrer d'abord que f E ÔllK8 si et seulement si u = IP K 8(J + u) . 

• On suppose que f E âllK8(U) alors, ;ar définition, on a. r f(t)(u(t) - z)dx 2: 0 pour, 1~2 

tout Z E K1. Autrement dit, on a r f(t)(z - u(t))dx S 0 et donc,
1't*.2 

u = IP K 8(J + u)., 
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• On suppose maintenant que U = fiI'KO (J + U), alors par définition, on a U E K: et 

r f(t)(z - u(t))dx :S °d'où f E arrKo(u).
JR2 <
 

Par conséquent, grâce au Théorème 3.0.10, si U est solution de (3.4), alors u = fiI'K8.
 
Etant donné que u = fiI'Kdf + u) alors on u est solution de (3.4) en posant f = f +~.
 
Par conséquent, on a 

<
 

r u(x)ç(x)dx + r r (u(x) - u(y))ç(x)J.l(x, dy) = r (J(x) + u(x))ç(x)dx.
JR2 J~2 JR2 JR2 

Par simplification, on obtient donc que 

r r (u(x) - u(y))ç(x)J.l(dx, dy) = r f(x)ç(x)dx.D
J~2 JJR2 JJR2 

Le Corollaire 4.1.1 suggère une connexion entre le problème (p!) et le problème (2.6). 
On sait, grâce à [16], que aITKo est un graphe maximal monotone dans L2(ffi,2) et, grâce 

à [11], que, pour tout 1 :S q ~ 00, si Ui est la solution correspondante à Ji E LQ(ffi,2) 
pour i = 1,2, alors, 

(4.2) 

et 
II(UI - u2)+IIU(JR2) :S II(h - f2)+IIU(lR2). (4.3) 

En particulier, cela donne le concept de solution variationnelle pour (P!). Cela corres
pond à la solution de l'équation d'évolution (2.6). 

Définition 4.1.2. Pour une donnée f E Lfoc(O, T; L2(ffi,2)) et Ua E K:, on dit que u 
(resp. u(j) est solution variationnelle (resp., solution variationnelle (J"-approchée) de 
(p!) si u E W 1,1(0,T;L2(ffi,2)), u(O) = Ua, et, pour tout t E]O,T[, u(t) E K: et 

12 (f(t) - a~~t)) (u(t) - z) 2 °pour tout z E K: 
(resp. U(j est donné par (3.1) et Ui = fiI'KO(Ui-l + (J"fi)).

< 

En utilisant la théorie des sémi-groupes dans les espaces de Hilbert pour les problèmes 
d'évolution gouvernés par des opérateurs sous-différentiels (cf. [12, 16, 36]), on a le 
résultat suivant. 

Théorème 4.1.3. On considère Ua E K:, T> °et f E L2(0, T; L2(ffi,2)) alors on a : 

1. Pour tout (J" > °et pour toute (J"- discrétisation du problème (Pl), il 
existe une unique solution variationnelle (J"- approchée de (P!). 
2. Il existe un unique u E C([O, T]; L2(ffi,2)) tel que u(O) = Ua et, lorsque 
(J" -+ 0, 

3. Si f E BV(O, T; L2(ffi,2)) alors, la fonction u donnée en 2 est l'unique 
solution de (2.6), appelée solution variationnelle de (P!). 
4. Si, pour i = 1,2, Ui est la solution (donnée en 2) correspondante à Ji, 
alors pour tout 1 :S q :S 00, 

d 
dt IluI - u21ILQ(R2) :S Ilh - hIILQ(lR2) dans D 

1 

(JO, T[) 
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et
 
d ( -+- (+ 1
dt Il U1 - U2) 1IL1(]R2)::; Il il - 12) 1IL1(]R2) dans V (JO, Tl). 

5. En particulier, si f ~ 0 alors, u ~ 0 presque partout dans Q. 

Preuve 

1) Soit (ti, fi) une a- discrétisation du problème (pf).
 
On considère
 

(P) { Ui(X) + a k2 (Ui(X) - Ui(Y))Jl(x, dy) = a Ji(x) + Ui-1 pour x E IR?, 

Ui E (K:), Jli ~ 0, JliL(R~)(u), 

la discrétisation en temps d'Euler associée à (P~).
 

On pose Ua définit comme suit
 

UQ pour t E [0, t1[,
Ua = .{ Ui pour t E [ti-l, td, z = 1, ... , n. 

Ua est donc une solution a-approchée de (P~). De plus, Ui est solution varia
tionnelle du système précédent, alors Ui = lPK6 (Ui-1 + a fi)' Par conséquent 
Ui est solution faible du problème (P). On p~ut donc conclure que Ua est 
l'unique solution a- approchée de (P~). 

2) D'après le Théorème 1.4.4, le problème Ut+anK6 = 0 telle que u(O) = UQ 

admet une unique solution variationnelle. En appliquant la définition 1.4.1, 
on déduit que 

3) Utilisant le Théorème 1.4.5, la partie 3 découle. 

4) Soient U1 et U2 deux solutions faibles du problème associé à il et 12 
respectivement; on a : 

ce qui équivaut à 

Par conséquent, Vs, tE [0, Tl avec s < t, on a : 
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Ce qui implique que 

En conclusion, on a 

dt 
d 

lI u l - u21ILQ(IR2) ~ Ilh - hIILQ(IR2). 

Aussi, on a IUl(t) - u2(t)1 ~ IUl(S) - u2(s)1 + lt Ih(T) - h(T)ldT. 

Puisque IUl(t) -u2(t)12 0, on a IUl(t) -U2(t)1 = (Ul(t) -U2(t))+; de même,
 
on a Ih(T) - h(T)1 = (h(T) - h(T))+,
 
Par conséquent,
 

Ainsi, pour tout s, t tels que S < t, on a : 

Puisque pour tout s, tE [0, Tl on a [s, tl C [0, T] on peut écrire 

D'où, 

c'est à dire 

Ce qui implique que 

En conclusion, on a 

5) On suppose que f 2 0 alors, Ji 20 pour i = 1,2.
 
On remarque que (0,0) est solution du problème. On pose Ul = 0 et h = 0,
 
en utilisant (4.3) on obtient:
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si 12 ~ 0, alors - 12 'S O. Par conséquent, (- 12)+ = 0 et donc Il (- 12)+ Ilu = 
o.
 
On déduit donc que II( -u2)+11 = o.
 

==} (-U2)+ = 0 p.p. 

==} -u2 'S 0 p.p. 

==} u2 ~ 0 p.p. 

On voit alors que si 12 ~ 0 alors U2 ~ O. 
De même on montre que si fI ~ 0 alors Ul ~ O. 
En conclusion, on a que si f ~ 0, alors u ~ 0 presque partout dans Q.D 

Enfin, utilisant la caractérisation de l'opérateur anK" (cf. Corollaire 4.1.1) et le Théorème 

4.1.3, on montre l'existence et l'unicité de la solution pour (P;). Pour ce faire, pour 
commencer on démontre le lemme suivant. 

Lemme 4.1.4Sous les hypothèses du Théorème 2.1.1, soit u solution de (2.6). Alors, 
pour tout t ~ 0, u(t) E Co(I~2) n L 2(ffi.2). 

Preuve 

On considère 
Ui = JP>K,,(Ui-l + a fi) pour i = 1, ... , n, 

E 

où (ti, Ji)i=l, ... ,n est une a-discrétisation de (2.6). On peut supposer sans perte de 
généralité que fi E CO(ffi.2) et on prend 

fa(t) = Ji pour tout t E]ti-l, td et i = 1, ... , n. 

En utilisant le Lemme 1.1.45, on peut supposer que 

lim fT Ilfa(t,. + h) - fa(t, .)IIL=(1R2) dt = 0 (4.4) 
h-tO Jo 

uniformément par rapport à a. 

Grâce au Lemme 3.0.13, on déduit que Ui E CO(ffi.2) pour tout i = 1, ... , n et donc que 
Ua E CO(ffi.2) pour tout t E]O, T[. De plus, pour tout hE ffi.2, on sait que 

IUi(X + h) - ui(x)1 'S Iluo(. + h) - uo(·)IIL=(1R2) + L
n 

Ilfi(. + h) - Ji(·)IIL=(1R2); 
i=l 

par conséquent, pour tout t E [0, Tl, on a 

pour presque tout x E ffi.2 .
 
Grâce aux hypothèses du ~héorème 2.1.1 et (4.4) on déduit que
 

lim max Iua(t, x + h) - ua(t, x)1 = 0 uniformément par rapport à a. (4.5) 
h-tO xElR2 

On rappel que Ua -+ U dans Co(O, T; L2(ffi.2)) quand a -+ O. Utilisant (4.5) et le 
Théorème d'Ascoli, on déduit que u(t) E CO(ffi.2) pour tout t E [0, T[. On obtient donc 
que u E Co (ffi.2) n L 2(ffi.2).D 
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Lemme 4.1.5. 80v.s les hypothèses dv. Théorème 2.1.1, la solution de (2.6) donnée 
par le Théorème 4.1.3 est l'unique solution de (p!). 

Preuve 

Tout d'aberd, utilisant le Corollaire 4.1.1, on voit qu'une solution 11. de (pt) est une 
solution de (2.6), ainsi 11. est unique. Maintenant., on considère 11. comme solution varia

tionnelle de lP'Kt. Alors, 11. E W 1,OO(0, T; L 2 (0)), 11.(0) = 11.0 et f(t) - a~}t) E 8ITK t (u(t)), 
pour presque tout t E]O, T[. Grâce au Lemme 4.1.4, on sait que u(t) E CO(~2) pour 
tout t E [0, T[, alors, utilisant le Corollaire 4.1.1, pour tout t E]O, T[ fixé, il existe 
jl(t) E Mg(lR2 ), tel que jl(t)L"R.~(~2) et 

r r (u(t,x) -u(t,y))ç(x)jl(t,x,dy) = r (f(t,x) - 8U~,x)) ç(x)dx, (4.6)
JR2 JR2 JR2 t 

pour tout ç E Co(lR2
). Ce qui met fin à la preuve.D
 

Maint.enant on peut achever la preuve des théorèmes 2.1.1 et 2.1.;{.
 

Preuve du Théorème 2.1.1 

On suppose que f E BV(O, T; L2(~2)) n L 1(0, T;Co(~2)) et qu'il existe IX E L1(]0, Tl)
 
tel que pour tout h E ~N , on ait (2.5).
 
Alors, d'après le Lemme 4.1.5, (pt) admet une unique solution. De plus la partie 4 du
 
Théorème 4.1.3 dit que si, 'pour i = 1,2, Ui est la solution correspondant.e à /i, alors
 
pour tout 1 ::; q ::; 00,
 

et :t 11(11.1 - u2)+IIU(R2) ::; II(il - h)+IIU(R2) dans Vi (JO, Tl). 

Ce qui met fin à la preuve.D 

Preuve du Théorème 2.1.3 

D'après le Lemme 4.1.5, on sait. que si 11. est solution de (2.6) alors 11. est l'unique solution 
de (Pt). 
Réciproquement, si 11. est solution de (pt) alors d'après le Théorème 4.1.3, on voit que 
11. est solution de (2.6). 0 

4.2 La connexion entre l'EIDP et le modèle stochastique 

Grâce à [23], on sait que la connexion entre le modèle st.ochastique et le modèle 
d'évolution de surface pour un tas de sable est donnée à travers les dynamiques non 
linéaires suivantes dans H : 

8tû + 8ITk (û) '3 f pour t 2: 0, (4.7){ û(O) = 0, 
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où H = 12 (Z2), &JIk représente le sous différentiel de ilk dans H, avec 

k := {1J EH; 11J(i) -1J(j)1 ::; 1 si i '" j}. 

En d'autres termes, 9 E âilk si et seulement si û E k, 9 E H et 

L g(i)(û(i) - ~(i)) 2 0 pour tout ~ EH. 
iEZ2 

Puisque k est un sous ensemble fermé et convexe de H pour j E BV(O, T; H) donnée, 
le problème d'évolution (4.7) a une unique solution (cf. [16]) au sens suivant: 

û E W1,OO(O, T; H), û(t) E k pour presque tout t E [0, T[, 

{ L (Î(t, i) - âtû(t, i))(û(t, i) - ~(i)) 2 0 pour presque tout tE [0, T[, V~ E k. 
iEZ2 

Il s'agit d'une analogue discrète de (2.6) et donc une analogue discrète de (Pt). En 
particulier, en subdivisant le plan en carré de coté iJ, avec N E N*, on montre le 
résultat suivant, en prenant une connexion explicite entre la solution de (pt) et la 
solution de (4.7). 

Lemme 4.2.1. Sous les hypothèses (Hd - (H3 ), on suppose qu'il existe N E N*, tel 
que (2.13) soit satisfaite. Alors, u est solution de (pf), avec ê = iJ et 8 = ~' si et 
seulement si 

u(t,x) = ~û(Pt,[NX]) pour tout (t,x) E [O,oo[xJR?, 

où û est solution de (4.7). 

Preuve 

On sait que les deux problèmes (pf) et (4.7) ont des solutions uniques.
 
Pour la preuve du lemme, on choisit û solution de (4.7), alors u(t,x) = ~û(Pt, [Nx])
 
est solution de (pf).
 
On montre que u(t) E K~ pour tout t 2 O.
 
En effet, on a :
 
û est solution de (4.7), alors u(t,x) = ~û(Pt, [Nx]) et û E k.
 
Par définition de k, on a
 

lû(i) - û(j)1 ::; 1, 

ce qui implique que IPu(x) - Pu(y)1 ::; 1, d'où lu(x) - u(y)1 ::; ~ et par conséquent,
 
lu(x) - u(y)1 ::; 8.
 
i ,...., j implique que li - jl ::; 1; puisque (2.13) est vérifié, on a
 

INx - Nyl ::; 1. 

Par conséquent, lx - Yi ::; tt, d'où lx - Yi ::; ê.
 

On obtient donc que u E K~.
 
Maintenant, pour ç E K~ donné, on doit montrer que
 

:r:= r (J(t, x) - âtu(t, x))(u(t, x) - ç(x))dx 2 O. (4.8) JR2 
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Pour tout i E Z2, on note 
Ii = {Z E ffi.2; [Nz] = i}. (4.9) 

Puisque pour tout x E h u(t, x) = 8û(Pt, i), f(t, x) = j(Pt, i) et IIil = é 2 alors, 

.:J = i~ l (f(t, x) - 8tu(t, x))(u(t, x) - ç(x) )dx 

IIil "'-L.J(f(Pt,i) - 8tû(Pt,i))(p1 û(Pt,i) - -ILlIl.ç(x)dx) 
iEZ2 t I, 

8c2 L, (}(Pt, i) - 8t û(Pt, i))(û(Pt, i) - €(i)), 
iEZ2 

où 
, 1 1ç(i) := ~ ç(x)dx.

Uc I; 

On a ç E k, donc en utilisant le fait que û est solution de (4.7), on déduit que .:J 2: o.
 
On a donc u solution de (pf).D
 
La connexion entre le modèle stochastique et le modèle discrêt pour l'évolution du tas
 
de sable est donnée par le résultat suivant.
 

Proposition 4.2.2. On suppose que j E BV(O, T; l2(Z2)), j 2: °et f(t) à support 
borné pour tout tE [0, T[. On considère û solution de (4.7) et on considère (T](t), t 2: 0) 
le P7'Ocessus stochastique généré par j. On a 

t 

lE [L,(T](t, i) - û(t, i)) 2] ::::; l L, j(s,j)ds pour tout t 2: O. (4.10) 
iEZ2 0 iEZ2 

On rappel que la preuve de la Proposition 4.2.2 (cf.[23]) est basée sur l'inégalité 

2: C(j,T},t)('fJ(t,j) - w(j))::::; L, j(t, i)(T](t, i) - w(i)), Vw E k. (4.11) 
jEZ2 iEZ2 

Pour montrer (4.11), les auteurs de [23] définissent deux types d'ensembles (type 1 et 
type 2) et montrent (4.11) en séparant les calculs en respectant chaque cas. Ici, on 
utilise essentiellement la remarque suivante et on donne une preuve directe et courte 
de (4.11). 

Remarque 4.2.3. Pour ç E 5, si p(i,j,ç) > 0, alors il existe au moins un escalier 
io = i l'V il l'V .... im = j, tel que ç(ip ) = ç(ip+l ) + 1 pour tout p = 0,1, ... , m - 1. Onl'V 

note cet escalier par C(i,j). c'est à dire 

C(i,j) = li, il, .... , im-l,jJ. 

De plus, pour k E C(i, j), on note par k le coté adjacent de k satisfaisant u(k) = u(k) +1. 

Pour tout i,j E Z2 tel quep(i,j,Ç) > 0, C(i,j) est non vide et peut ne pas être unique. 

Lemme 4.2.4. Sous les hypothèses de la Proposition 4.2.2, (4.11) est vérifiée. 
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Preuve 

Grâce à (2.8), on a
 

I: cU, ry, t)(ry(t,j) - wU)) I: p(i,j,ry(t))Î(t,i)(ry(t,j) - w(j))
 
JE7/.,2 j,iE7/.,2 

= I: p(i,j, ry(t))Î(t, i)(ry(t, i) - w(i)) 
j,iE7/.,2 

+ I: p(i,j,ry(t))Î(t,i) ((w(i) - wU)) - (ry(t,i) - ry(t,j))) 
j,iE7/.,2 

= II + [2. 

Puisque I:p(i,j,ry(t)) = 1 pour tout (i,t) E Z2 x]O,ooL alors 
JE7/.,2 

II = I: Î(t, i)(ry(t, i) - w(i)). 
iE7/.,2 

On doit montrer maintenant que h :s: o. 
Grâce à la Remarque 4.2.3, on a 

h = I:p(i,j, ry(t))Î(t, i) I: ((w(k) - w(k)) - (ry(k, t) - ry(k, t)) 
Hi kEC(i,j)\j 

< I:p(i,j,77(t))Î(t,i) I: ((w(k) - w(k)) -1) 
Hi kEC(i,j)\j 

< 0, (4.12) 

car w E K et k "-' k.D
 
Remarque 4.2.5. Dans la preuve de (4.12), on prend un escalier arbitraire C(i,j)
 
associé à p(i,j, ry(t)) > O. La preuve est indépendante du choix d'un tel C(i,j).
 

Le reste de la preuve de la Proposition 4.2.2 découle de [23]. 

Preuve de la Proposition 4.2.2 

1) Pour tout w E S et t 2: 0, on doit montrer que
 

[:= ~.ct(I:(ry(t,i) - w(i))2):s: I: Î(t,j)(ry(t,j) - w(j)) + ~ I: f(t,j),
 
iE7/.,2 JE7/.,2 JE7/.,2 

Par définition de .ct, on a 

[= ~ I: c(j,ry,t) (I:(Tj(ry(t))(i) - w(i))2 - I:(ry(t,i) - W(i))2) . 
iE7/.,2 iE7/.,2 JE7/.,2 

Par conséquent, on a 

[ = ~ I: cU,'ry, t) I: (Tj(ry)(i) - ''7(i))(Tj ('Tj)(i) + ry(i) - 2w(i)) 
JE7/.,2 iE7/.,2 

= ~ LeU, ry, t)(2ryU) + 1 - 2wU)) 
j E7!.2 

= L c(j, ry, t)(ry(j) - w(j)) + 21 
LeU, ry, t). 

JE7/.,2 JE7/.,2 
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Grâce à (2.9), on déduit que 

1 
1 = L c(j, TJ, t)(TJ(j) - w(j)) + 2 L f(t, j). 

jEZ2 jEZ2 

Utilisant le Lemme 4.2.4, on déduit que 

r " 1
1 ~ Jo L f(s,j)(TJ(t,i) - w(i)) + 2 L c(j,TJ, t). 

o iEZ2 jEZ2 

On conclut que 

it

L c(j'TJ,t)(TJ(j)-w(j))+~ L f(t,j) ~ L j(s,j)(TJ(t,i)-W(i))+~ L c(j,TJ,t). 
jEZ2 jEZ2 0 iEZ2 jEZ2 

2) Pour tout w E W1,OO(O, T, H) tel que, pour tout tE [0, T[, w(t) E k, on doit montrer 
que 

i t 

21 L (TJ(t, i) -. w(t, i))2 ~ [ L ws(i, s)(w(i, s) - TJ(i, s)) 
iEZ2 0 iEZ2 

1 
+ L f(s,j)(TJ(s,j) - w(s,j)) + 2 L f(s,j)]ds + M(t), 

jEZ2 iEZ2 

où Ls est donné par (2.10) et (M(t)}t>o est la martingale satisfaite par 

E(M(t)) = 0 pour tout t 2 O. 

Comme dans [23], on utilise l'équation intégrale stochastique suivante. 
Pour tout F: Sx]O, 00[---+ ~ lipschitzienne continue en t et F(TJ(.,O),O) = 0, on a 

it 

F('T](., t), t) = (~: + LsF) (TJ(., s)) + M(t), (4.13) 

où (M (t) )t>o est la martingale satisfaisant E(M (t)) = 0 pour tout t 2 O. 
Soit F donnée par 

F(ç, t) = ~ L (ç(i) - w(i))2 pour tout (ç, t) E Sx]O, T[. 
iEZ2 

Alors, 

~: = - L w~(i,s)(~(i) - w(i,s)) pour tout (~,t) E Sx]O,T[ 
iEZ2 

et (4.13 ) implique que, pour tout t 2 0, 

1L(TJ(t, i)-w(t, i))2 = r (L ws(i, s)(w(i, s) - TJ(i, s)) + Ls(F(TJ(·, s), S))) ds+M(t). 
iEZ2 Jo iEZ2 

Par conséquent, utilisant la première étape, on obtient 

~ L(TJ(t, i) - w(t, i))2 ~ ft [L ws(i, s)(w(i, s) - 1}(i, s)) 
iEZ2 Jo iEZ2 

52
 



+ L f(s,j)(1J(s,j) - w(s,j)) + ~ L f(s,j)]ds + M(t). 
JE?) iEZ2 

3) Puisque û est une solution de (4.7) et 1J(t) E k pour tout t 2' 0, on a 

L ûs(i,s)(û(i,s) -1J(i,s)) + L j(s,j)(1J(s,j)û(s,j)):S 0 pour tout t 2' O. 
iEZ2 jEZ2 

Alors, utilisant le 2) de la preuve avec w = û, où û est solution de (4.7), on a 

"21 
L (1J(t, i) - w(t, i))2 :S "21 Jor

t 

L f(s,j)ds + M(t). 
iEZ2 0 iEZ2 

Par conséquent, on a 

~E (L (1J(t, i) - û(t, i))2) ~ ~E ( r L f(s,j)dS) +E (M(t)). 
iEZ2 Jo iEZ2 

Comme E (M(t)) = 0, en simplifiant l'inégalité précédente par !' on déduit (4.10).0 

Preuve du Théorème 2.2.5 

On considère Up,N solution de l'EIDP associée à fN donnée par 

fN(t, x) = f(t, [~l) pour tout (t, x) E]O, oo[x~2. 

En prenant 

et en utilisant l'inégalité de Jensen, on obtient 

Pour le dernier terme de (4.14), on utilise la seconde partie du Théorème 2.1.1 pour 
obtenir 

r lu(t, x) - UP,N(t, x)12dx:S rt r If(t, x) - fN(t, x)1 2dxds.k2 h J~ 
Pour le premier terme de (4.14), puisque fN satisfait (2.13), en utilisant le Lemme 4.2.4 
et le fait que IIi 1 = E2 

, on obtient 

E[~2 (1]P,N(t, x)
Jffi,. 

- UP,N(t, x))2dX] = LE [!(1JP,N(t, x) 
iEZ2 I, 

- UP,N(t, X))2 dX] 

= 82E2E [L(1J(Pt, i) - û(Pt, i))2] . 
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Par suite, utilisant (4.10), on obtient 

Par conséquent, (4.14) implique que 
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Conclusion 

Dans ce mémoire on a développé le modèle mathématique intitulé Equation Intégro

Différentielle Partielle (EIDP)associé à la dynamique de la matière granuleuse qui
 
modélise la formation d'un tas de sable lorsqu'on déverse le sable sur une surface plate.
 
On montre qu'il existe une connexion entre l' EIDP le problème d'évolution et le modèle
 
stochastique d'Evans-Rezakhanlou. Cette conuexion est très utile car permet de mon

trer l'existence e l'unicité de solution de l' EIDP.
 
Comme perspectives, on pourra étudier l'évolution d'un tas de sable sous l'effet de fac

teurs externes (vent, eau.. ),.modéliser les avalanches et faire des simulations numériques.
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