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Equation non locale en écoulement granulaire



Résumeé

Nous développons dans ce mémoire un article de Nouredine IGBIDA intitulé Equa-
tion Intégro-Différentielle Partielle associée a la dynamique de la matiére
granuleuse et sa connexion avec un modele stochastique extrait de vol 44. No
3, pp- 1950 - 1975, publié en 2012,

IGBIDA dauns son article, introduit et étudie une équation intégro-différentielle associce
a la dynamique de certaines matieres granuleuses telles qu'un tas de sable ou un filon
de mer. L’équation est liée a un probleme d’évolution non-local introduit par 1’étude
de la limite quand p — +o0o de I’équation non locale p — Laplacien. 11 établit aussi la
connexion entre I’équation intégro-différentielle et le modéle stochastique introduit par
Evans et Rezakhanlou pour modéliser un probleme de tas de sable.
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Introduction

Selon Aranson et Tsimring (cf.[6]), on peut définir un matériau granulaire comme une
collection macroscopique discrete de grains solides de grande taille si bien que le mou-
vement Brownien est inapplicable. Activé par des forces extérieures(gravité, champs
électrique et magnétique), un systéme granuleux peut produire une transition d’'un so-
lide granuleux vers un liquide générant des écoulements particuliers qui sont le centre
d’'un grand nombre d’applications modernes. La description de tels courants station-
naires représente un défis majeur pour la théorie. Durant les décénics passées, plusieurs
études ont été consacrées aux études mathématiques et numériques de systémes gra-
nuleux soumis aux forces de gravité. Différents modeéles ont été proposés en utilisant
Vapproche cinétique [9, 10], les automates cellulaires (voir [19],[35],[23],[30]), ou les
équations aux dérivées partielles (voir (7], (34], [15], [28], [8], [20], [22], [21], [24], [18], [29]).
La plupart des approches populaires qui ont récemment attirées ’attention de la com-
munauté des chercheurs en EDP sont basées sur les écoulements granulaire partielle-
ment fluidisés (cf.[6]). Dans de telles écoulements, quelques grains s’écoulent les uns sur
les autres pendant que d’autres gardent un contact statique avec leurs voisins.
Un exemple typique de systéme granuleux est la formation du tas de sable : le sable
est déversé sur une surface plate par une source positive f(t,z) et le tas augmente de
hauteur.
En utilisant essentiellement ’angle au repos o qui est la raideur que la surface de la
structure forme avec le plan(dépendant des proprietés physiques de la matiere granu-
leusc), les EDP non linéaires ont été utilisées pour décrire la dynamique de la croissance
du tas de sable. Par exemple, Bouchaud, Cates, Ravi Prakash et Edwards ont intro-
duit le modele BCRE ([15], [28]) ; une description en deux phases du flux granuleux, la
premiére phase correspondant au roulement des grains et 'autre phase a ceux statiques.
Ce modele est lié aux EDP associées aux équations de transport phénoménologiques
et de type eikonal. De plus, utilisant principalement ’angle au repos, Prigozhin dans
[34] et indépendamment Aronson, Evans et Wu dans [7] ont introduit une équation
d’évolution non linéairc de type p-Laplacien avec p = oo, pour décrire la dynamique
de la formation du tas de sable (c’est la fameuse “ équation d’évolution des surfaces”).
Par soucis d’exhaustivité on donne une bréve description de ce modéle. On note par
u = u(t,z) la hauteur du tas au temps ¢ et a la position z € R2 La fonction u(t)
croit avec une pente qui est toujours inférieure a la valeur caractéristique tan(a), c’est
a dire :

[Vu| < tan(a).

De plus, utilisant la continuité de ’équation, la proprieté de la raideur d’origine de
I’écoulement et le fait que la dynamique disparait lorsque l'angle de la surface est
inférieur (strictement) & «, on obtient 1'’équation dynamique pour u suivante (équation



d’évolution de la surface) :

Ou+Ve®=-mVu, ®=-mVu 1)
m > 0,m(|Vu| — tan(a)) = 0.

Cependant, ces approches (modele BCRE et équation d’évolution de la surface) semblent
étre réservées au cas de tres petits composants(grains fins). En effet, les solutions sont
réguliéres et peuvent ne pas correspondre aux situations générales des composants plus
grands pour lesquels le profil peut étre discontinu. Pour des composants arbitraires, la
dynamique est générée par le fait que les composants(grains, blocs,...) se déplacent I'un
contre l'autre le long de la pente ou en sautant d’une position vers une autre position
voisine s’ils ne sont pas appuyés l'un contre I’autre. Ainsi, I’état & n’importe quelle
position est changeant selon les états voisins incluant la sienne.

Une approche novatrice pour décrire de telles dynamiques est due a Evans et Re-
zakhanlou en 1998. Les auteurs utilisent les systémes de particules et donnent unc
description probabiliste des dynamiques (cf. [23]). Dans cette situation, méme si la
source est déterministe, les trajectoires sont choisies de maniere aléatoire par les blocs,
de telle sorte que le profil est un processus de Markov. Cependant, la description ici
reste aléatoire. La connexion avec 1’ équation d’évolution des surfaces apparait lorsque
les blocs tendent a étre tres petits et trés nombreux ( voir aussi [23] et [30]). Par
ailleurs, récemment, dans [3](voir aussi [4]) les auteurs introduisent une nouvelle ap-
proche déterministe utilisant les interactions non locales pour décrire la dynamique des
systemes granuleux. Cela correspond a une équation d’évolution non locale de type p-
Laplacien avec p = . En reformulant le probleme de fagon appropriée, ils démontrent
que la solution du modele converge vers la solution de 1’équation d’évolution des sur-
faces. L’objectif ici est de considérer des interactions non locales de fagon appropriée
pour construire une nouvelle équation intégro-différentielle partielle(EIDP) pour les
modeles de dynamiques de structures granuleuses. On montre que 'EIDP est bien
posée (existence et unicité de la solution) et on démontre sa connexion avec le modéele
stochastique d’ Evans et Rezakhanlou aussi bien que le modgle de [3].

L'Equation Intégro-Différentielle Partielle a été utilisée pour modéliser des situations
tres différentes appliquées, par exemple en biologie ([17],[25], [33]), au traitement d’image
(27], [32]), aux systemes de particules ([14]), au modéle de coagulation ([26]), au modele
anisotrope non local pour une phase de transition ([1],[2]) et en mathématique fi-
nanciére utilisant la théorie du contréle optimal ([13]),etc.. L'un de leur principal intérét
est la connexion avec le processus stochastique. Par exemple, dans certaines situations,
ils donnent la distribution de la densité de la variable aléatoire (supposant que le pro-
cessus a une densité) pour le processus stochastique avec des trajectoires discontinues.
Pour la connexion entre les équations différentielles partielles non locales et la proba-
bilité, (voir [5]).

L'objectif de de mémoire est d’étudier le modele EIDP pour matiéres granuleuse.
Dans le premier chapitre, on fera des rappels d’outils nécessaires pour la suite. Le
second chapitre traite des principaux résultats et est organisé en deux parties. Dans
la premiére partie, on établit 'EIDP pour modéliser les dynamiques de la structure
granuleuse et on présente les résultats d’existence et d’unicité de la solution. Daus la
seconde partie, on rappel le modele stochastique d’Evans et Rezakhanlou et on donne
sa connexion avec 'EIDP. Le troisieme chapitre est consacré a 'étude de ’équation
stationnaire associée 4 'EIDP. Enfin, dans le dernier chapitre on donne les preuves des
principaux résultats.



Notations

Q : ouvert de R™,n € N*,
H : espace de Hilbert.
0N : frontiere topologique de Q.

z = (z1,22,....,Zn) : point générique de R™ .
dz = dzidxs...dz, mesure de Lebesgue sur €.
>~ =0, T[x00.

Du : gradient de u noté aussi Vu.

Supp(f) : support d’une fonction f.

f* =maz(£,0), f~ = maz(~f,0).

M(E,B) ={f:F — R; f mesurable }.

D(R) : espace de fonctions indéfiniment différentiables et & support compact dans
aussi noté C.(12).

D(Q) : espace des fonctions positives de D(Q).

Co(92) : espace des fonctions continues nulles au bord de Q.

C>(RQ) : espace des fonctions indéfiniment différentiables sur (.

Myp(9) : espace des mesures de Radon bornées sur .

LP(Q) : espace des classes de fonctions de puissances p-ieme intégrables sur Q pour la
mesure de Lebesgue.

11, = (/Q |f(z)|pdx);, pour 1 < p < +00.

[ flloo = inf{C € Ry;|f| <C pp},1 < p<oo.
WLP(Q) = {u € LP(Q) : Vue (LP(Q))"} .
1

lullyp = (Ml + 1Vul?)*, 1< p < +oc.
WoP(9) : adhérence de D(2) dans W1P(1Q).
W7 () : espace dual de W, ?(Q).
Si X est un espace de Banach alors :

T
LP(0,T; X) = {f 0, T[~ X mesurable; / 1F (O)IB dt < +o00}.

0
L>(0,T;X) = {f :]0,T[— X mesurable; ess-sup;ejo,ry || f(t)[lx < +o0}.
C*([0,T]; X) : espace des fonctions k fois continiiment différentiables de
[0,T] — X.
D([0,T]; X) : espace des fonctions continiment différentiables & support compact dans
[0,7].
mes(A) ou |A| est la mesure de ’ensemble mesurable A.



Chapitre 1

Rappels et Notions de base

Dans cette section, nous faisons des rappels d’outils et de résultats utiles pour la suite
du travail.

1.1 Espaces Fonctionnels

Dans cette section (E, B, m) désigne un espace mesuré.

1.1.1 Espaces L*

Définitions et Notations

Soit f € M(E,B) c’est a dire f : E — R une fonction mesurable; on note f* =
sup(f,0) et f~ = sup(—f,0). On sait que |f|, f* = sup(f,0), f~ = sup(~f,0) sont
mesurables positives et f = f* — f~, |f| = fT + f~. On obtient alors :

Lf+dm§L|f|dm et/}i}f—dmﬁ/};mdm.

Définition 1.1.1. On dit qu’une fonction f : E — R est m-intégrable ou simplement
intégrable si :
i) f est mesurable,

i1) / |f| dm est finie et dans ce cas, / ftdm est finie et/ f-dm est finie.
E E E

On note £! ’ensemble des fonctions intégrables. i) Pour I’addition et la multiplication
des fonctions, £! est un espace vectoriel réel.

i1) St f est intégrable , | f| est intégrable ct on a / fdm‘ < / |f| dm.

E E

i11) Si f et g sont deux fonctions mesurables telles que |f| < |g| et si g est intégrable
alors f est intégrable.
#411) Si f et g sont deux fonctions intégrables telles que f < g alors
/ fdm < / gdm.

E E
Définition 1.1.2. 1) On dit qu’une partie N de E est négligeable ou m-négligeable si
elle est contenue dans un ensemble de mesure nulle, c’est a dire, il existe A € T telle
que N C A et m(A) =0.
2)On dit qu’une propriété est vraie presque partout ou m-presque partout notée p.p ou



m-pp sl existe une partie négligeable N de F telle que la propriété soit vraie Vz €

E—~ N = N¢,
Proposition 1.1.3. On a :
i)f:E— R" une fonction mesurable alors / fdm=0< f =0 p.p.

it) Soit f,g € L! telles que f = g p.p alors / fdm = / gdm.

On note F = F(E,R) ensemble de toutes les applications de E dans R.

Soit A le sous ensemble de F constitué des applications nulles presque-partout. A est
un sous espace vectoriel de F.

La relation f = g “p.p” est unerelation d’équivalence dans F ; c’est la relation f—g € N.
On note L}(E,m) le sous espace de F' constitué des classes qui contiennent au moins
une fonction intégrable. On montre que L' = £}(m)/(L}(m) N N).

Définition 1.1.4. Soit (E,B,m) un espace mesuré, 1 < p < +oo et f une fonction
définie de E dans R, mesurable. On pose :

11, = ( [ dm)";

On dit que f € LP = L} (E, B,m) si | f]l, < +oo.

De maniére analogue au cas p = 1, on “quotiente” les espaces LP par la relation
d’équivalence “ = p.p.” afin que I'application u — ||u||,, définisse une norme sur 'espace
vectoriel des classes d’équivalence.

Définition 1.1.5. Pour 1 < p < +o00, on définit l’espace LP(E) comme ’ensemble des
classes d’équivalence des fonctions de LP pour la relation d’équivalence “ = p.p”.

C’est ensemble des classes de fonctions réelles sur E contenant au moins une fonction
de LP(E).

Remarque 1.1.6. Soit A C R; on rappelle que A est borné inférieurement s’il eriste
un minorant réel de A, c’est a dire o € R tel que x > a Vx € A. Si A est borné
inférieurement, on définit linf de A comme le plus grand des minorants de A.

Définition 1.1.7. On note L = L>®(FE, B, m) l’ensemble des fonctions f mesurables
sur (E, B) a valeurs réelles, qui sont simultanément bornées, ce qui signifie qu’il existe
un réel a € RT dépendant de f, tel que |f| < a m — p.p. Pour une telle fonction, on
pose

If]l = inf{a € RT : |f| <am—pp}.

Définition 1.1.8. Soient (E, B, m) un espace mesuré et f une fonction mesurable :
1) on dit que f € LP(FE) ou encore que | est essentiellement bornée s’il existe C € Ry
tel que |f| < C p.p;

2) si f € L, on pose ||f||, =inf {C € RT;|f| < C p.p},

3) si f ¢ L, on pose || fl|l = +o0.



Théorémes et Propriétés

On dit que deux nombres réels p et ¢ sont conjugués s'ils sont strictement positifs et si
stg=1

Par la suite, on désignera par ¢ le conjugué de p.

Notation : On désigne par C.(€2) I’espace des fonctions continues sur & support com-
pact, c’est a dire Cc(Q) := {f € C(Q); f(z) =0Vz € Q\K ot K C Q est un compact}.

Théoréme 1.1.9. (Théoréme de densité) L'espace Co(Q) est dense dans L}(Q), c’est
¢ dire |

Ve L' Q) etVe>0,3 fi €ClQ) tel quel|f — fill o1 <e.
Théoréme 1.1.10. Sip € [1, 00, Uespace (L, ||.||,)) est un espace vectoriel normé.

Théoréme 1.1.11. (Inégalité de Holder) Soit p € [1,00[. Sotent f € LP et g € L9.
Alors :

fge Ll et /E \fFoldz < £ llol, -

Théoreme 1.1.12. (Inégalité de Minkowsksi)
Soit p € [1,00]. Sotent f € LP et g € L9. Alors :
If +gll, < Ifll, + lgll,-

Théoréme 1.1.13. (Théoréme de représentation de Riesz)
Soit 1 < p < oo et soit ¢ € (LP(E)) = LI(E) alors il existe w € LI(E) unique tel que

<, f>= / uf de Vf € LP(E).
E
De plus, on a :
lulle = ”(P“(LP)'.
Théoréme 1.1.14. L’espace C.(Q2) est dense dans LP(§2) pour 1 < p < oo.

Définition 1.1.15. Soit 1 < p < 0o, on dit qu’une fonction f : 2 — R appartient d
LF .(Q) si flg € LP(Q) pour tout compact K C Q.

Lemme 1.1.16. Soit f € L} .(Q) tel que

/ fu dxr=0Vu e C().
- JE

Alors, f =0 p.p sur Q.

Théoreme 1.1.17. (Théoréme de convergence monotone de Beppo Leui).
Soit (fn)nen une suite croissante de fonctions de L'(S) telle que sup/fn < 00.
n

Alors f, converge p.p sur Q vers une limite finie notée f et de plus, f € LI(Q) avec
| fn = fllpr — 0 quand n — +oo.

Théoreme 1.1.18. (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue).

Soit (fn)nen une suite de fonctions de L*(Q). On suppose que :

a) fa(z) = f(z) pp. sur Q,

b) il existe une fonction g € L'(R) telle que pour chaque n, | fa(z)| < g(z) p.p. sur Q.
Alors, f € LY(Q) et || fa — fllp1 — 0 quand n — +oc.



Lemme 1.1.19. (Lemme de Fatou)
Soit (fn)nen une suite de fonctions dans M(Q)* alors :

/ lim inf f,(z) de < lim inf/fn dz.
n—+00

n—+00

Théoréme 1.1.20. (Théoréme d’Ascoli)
Soit K un espace métrique compact et soit H un sous ensemble borné de C(K).
On suppose que H est uniformément équicontinu i.e

Ve >0, 36 > 0 tel que d(x1,22) < 8 = |f(z1) — f(z2)| <&, Vf € H.
Alors, H est relativement compact dans C(K).

Lemme 1.1.21. (Inégalité de Jensen)
Soit f une fonction convere de R dans R et X une variable aléatoire sur un espace de
probabilité (2, A, P). On suppose que X et f(X) sont intégrables, alors on a :

/f(X)dP > f (/XdP) .

Notion de convergence faible

Définition 1.1.22. (Convergence faible dans un espace de Banach)

Soit (E, ||.||) un espace de Banach et E' son dual topologique (i.e Uespace des formes
linéaires continues sur E), soit (un)nen C E et u € E. On dit que la suite u, converge
faiblement vers u si pour tout élément F de E', on a F(u,) — F(u) dans R.

Définition 1.1.23. (Convergence faible dans L?)

Soit (E, B, m) un espace mesuré, p € [1,400|[, (fn)nen C LP et f € LP. On dit que la
suite (fn)nen converge faiblement vers f si pour toutg € L9, on a / frngdm — /fgdm.
Définition 1.1.24. (Convergence faible * dans le dual d’un espace de Banach)

Soit (E,|.||) un espace de Banach et E' son dual topologique, s0it (Fp)nen C E et

F € E'. On dit que la suite F, converge faiblement vers F pour la topologie faible * si
pour tout élement u de E, on a Fy(u) — F(u) dans R.

Espace L?(0,T; X)

Soit X un espace de Banach.

C([0,T);X) :={f:[0,T] = X continue}.

On considere 'espace

T
LP(0,T: X) = {: [0,7] = X mesumbze;/ IF(E)%dt < o0}, 1 < p < +oc,
. 0

muni de la norme

T
1oz = /0 17 (I dt



et

L>(0,T;X) := {f : [0, T] = X mesurable;3C > 0 tel que ||f(t)|x < C p.pt€]0, T}
qui est muni de la norme

£l (0,7;x) 1= inf{C > 0 tel que || f(t)]x < C ppt €0, T[}.

Théoreme 1.1.25. (Théoréme d’Egorov)

Si fn :]0,T[— X est une suite de fonctions qui converge presque-partout vers f alors,
Ve > 0, 4l existe un ensemble mesurable A, C]0,T| tel que |Ac| > € et fr, = [ uni-
formément sur |0, T\ A.

Mesure de Radon

Définition 1.1.26. Soit Q un ouvert borné de R ; on appelle mesure de Radon sur Q
un élement dc_}\/l(Q) = (C(R))', i.e toute application lincaire continue(pour la norme
infinie) de Co(Q2) dans R c’est ¢ dire p € M(Q) s’identifie & Uapplication :

£ € C) /ﬂ €dp.

Remarque 1.1.27. L’espace M(RQ) peut également étre identifié au dual de lespace des

fonctions continues jusqu’au bord (M() = (C.()) ), dans le sens ot tout p € M(Q)
est égal & i € (Ce(Q)) avec p(AQ) = 0. Ainsi, pour tout o € M(Q) et £ € C(Q), on

utilise la notation / &dp pour désigner (i, €).
Q

Définition 1.1.28. La variation totale associée ¢ la mesure de Radon p, notée || est
définie par :

00 +o0
|l (B) = sup{z |u(B:)|; B = U B; avec B; un borélien fizé}.
i=1 i=1

Remarque 1.1.29. |u| € MT(Q), Uespace des mesures de Radon positive.

On désigne par M;(Q2) l’espace des mesures de Radon dont la variation totale est
bornée. ’

Définition 1.1.30. Soient pu,v € Mp(2). La mesure u est absolument continue par
rapport @ v et on note u << v, si v(A) = 0 implique que u(A) = 0 pour tout A C Q.

Du théoréme de décomposition de Radon-Nykodim, on sait que si p € (Mp(Q2))™ et
v € (Mp(2))" telle que p << v alors il existe une mesure de Radon bornée sur R™
notée D, telle que pour tout A C Q,

w(a) = [ Dowv,
A

ou Dy € (Mp(2))" est la densité de p par rapport & v qui peut se calculer par
différentiation.

10



1.1.2 Espaces de Hilbert et de Sobolev
Espaces de Hilbert

Définition 1.1.31. Soit H un espace vectoriel.

1) Un produit scalaire de H est une forme bilinéaire (.,.) sur H X H d valeur dans R,
symétrique et définie positive.

2) Un espace préhibertien (réel ou complexe) est un espace vectoriel (sur R ou C) normé
dont la norme est induite par un produit scalaire.

3) Un espace de Hilbert (réel ou complexe) est un espace vectoriel (sur R ou C) normé
complet dont la norme est induite par un produit scalaire. C’est donc un espace de
Banach dont la norme est induite par un produit scalaire.

Définition 1.1.32. 1) Deux vecteurs u et v de H sont dit orthogonauz

si (u,v) =0 (on écritu L v).

2) Si K est une partie de H, on appelle orthogonal de K et on note K+
l'ensemble des vecteurs u€ H qui sont orthogonauz d tous les vecteurs de K.

Théoréme 1.1.33. (Projection sur un conveze fermé)
Soit K C H un convezxe fermé non vide. Alors. pour tout f € H, il existe u € K unique
tel que

— u| = mi —v|.
|f —ul = min|f -]
De plus, u est caractérisé par la propriété :
u€ K,
(f—u,v—u) <0, Vv € K.

On note u = Pk f, la projection de fsur K. On a :

|Pxf1 — Pxfall < lf1 = fall, Yfr, fo € H.

Corollaire 1.1.34. Soit M € H un sous espace vectoriel fermé. Soit f € H.
Alors, u = Py f est caractérisé par

u€ M,
| (f—wv)=0, VveM.

De plus, Py est un opérateur linéaire.

Espace de Sobolev

Définition 1.1.35. On note H(Q) l’espace des fonctions mesurables de carré intégrable
dont chacune des dérivées partielles premiéres (au sens des distributions) est de carré
intégrable, c’est-a dire :

HYQ) = {ve L*Q)/Vi=1,..,N, 8%3 e L*(Q)}.

On munit cet espace du produit scalaire

" (du Ov
(U,U)Hl(g) = (U7U)L2(Q) + Zz:; (ad_’z;z’ (9_.’1,‘1> L2(§Y)

(u,v)L2(0) + (Vu, Vo) p2(g).
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La norme correspondante est

ou
oz;

1
2
12 n)

Proposition 1.1.36. Soit m € N. L’espace de Sobolev H™(§2) est défini par

“u“Hl(Q) (v, u)gr(q) = (

H™(Q) = {v/Va € N*,|a| < m, D € L?(Q)}.

Définition 1.1.37. Soit p un élément de [1, 00|, Q un ouvert de R™. On appelle espace
de Sobolev d’ordre m et on note W™P(Q)(resp. H™(2) si p = 2), l’ensemble

Wm™P(Q) ={ue L2.(Q) tel que Ya € N quec |a] < m, D% € LP(Q)},

est un espace de Banach pour la norme

Ilullwrn,p(n) = Z IIDQuHZ,(Q)

laj<m

Définition 1.1.38. On appelle H}(Q), la fermeture de D(Q) dans H(Q) muni de la
norme ||| g1(q)- En d’autres termes,

HY(9) = {v € H(@)/(un) € D(Q) avee lim [[vn — vllsa(a = 0},

Définition 1.1.39. Soit p un réel, 1 < p < 0o, m un entier > 2; on appelle espace de
Sobolev et on note Wy P (Q), Uadhérence de D(Q2) dans W™P(().
1.1.3 Espaces des fonctions a variations bornées (BV(R))

Définition 1.1.40. Soit f une fonction définie sur un ensemble totalement ordonné E
et ¢ valeur dans R (ou plus généralement dans un espace de Banach F). On lui associe
Uapplication

Tf R — [0, OO]

définie par

—sup{2|f z;) — flzj—1)f N e N, —co<zg < -+ < zNy =2}
z€R
j=1

Ty est une application croissante.

Définition 1.1.41. On dira que f est d variation bornée si Ty est bornée. Dans ce cas,
on notera u € BV (R) et

VT(f) =supTf(z) = lim Ty(x).

zER T—r+00

Remarque 1.1.42. BV (R) définit l’ensemble des fonctions & variations bornées et est
un espace vectoriel sur lequel la variation totale VT définit une semi-norme .
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Lemme 1.1.43. Si f € BV(R), alors pour tout (z,y) € R?, on a :

(
(z <y) = |f(z) = f(y)l < Ty(y) — Ty(a).
Lemme 1.1.44. Si f € BV(R) alors :
/‘f(w+ h) - f(x)
h

sup
h#0

Définition 1.1.45.

dr <VT(f) < +o0.

£l = VT(f) +Slﬂ§p|f|

est une norme sur BV(R) On muni 'espace vectoriel BV (R) de cette norme

Proposition 1.1.46. L’espace vectoriel ainsi normé BV (R) est un espace de Banach.

1.2 Suites régularisantes et Convolution

La notion de support de fonction continue est bien connue : c’est le complémentaire
du plus grand ouvert sur lequel f est nulle (I'adhérence de l’ensemble {z, f(z) # 0}).
Quand on travaille avec les fonctions mesurables il faut étre bien prudent puisque ces
fonctions sont en général définies presque partout et la définition précédente ne convient
plus. La notion appropriée est donnée dans la proposition ci-apres :

Proposition 1.2.1. Seit Q@ C R™ et soit f une fonction définie sur Q a valeur dans
R. On considére la famille de tous les ouverts (w;)ier, wi C Q tels que pour chaque
i€ 1,f=0pp surw.
On pose w = Uwi .

iel
Alors, f =0 p.p. sur w.
Par définition, suppf = Q/w.

1.2.1 Convolution

Théoréme 1.2.2. Soit f € L}(R™) et g € LP(R™) avec 1 < p < 00. Alors, pour presque
tout x € R™, la fonction y = f(x — y)g(y) est intégrable sur R™.
On pose :

(@)= [ 1=

Alors, f xg € LP(R") et
I1f = allp < 11l llgll,

Proposition 1.2.3. Soit f ¢ L}(R") et g € LP(R"). Alors

Supp(f * g) C Supp f + Supp g.
Proposition 1.2.4. Soit f € C/(R™) et g € L} (R™).

loc
Alors f * g € C(R").
Proposition 1.2.5. Soit f € C¥R") et g € LL_(R™)(k entier). Alors, f xg €

loc

C(R™) et D*(f x g) = (D°f) = g . En particulier, si f € C°(R") et g € L} (R")
alors f + g € C*°(R").
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1.2.2 Suites régularisantes

Proposition 1.2.6. Il existe une fonction numérique ¢ définie sur R" vérifiant :
1) pZ0etp>0,

2) p € C(R™),

3) supp(w) C {z € R”|||z|| < 1},

5 /1; o(z)dz = 1.

Définition 1.2.7. (Suites régularisantes)

Soit p une fonction vérifiant les hypothéses de la proposition précédente; on appelle
suite régularisante associée a p, la suite de fonctions (pg)ren+ définie par :

P R* 9 R, z+— pp(z) = k"p(kz).

(Des éléments de la suite régularisante associée a p).
1) On a px 2 0, pr € CZ(R").
2) On a supp(px) C B(0, 3).

3) Pour tout k € N*, / prdr = 1.
]Rn

Proposition 1.2.8. Soit f € C(R"); alors p, x f — f uniformément sur tout compact
de R™,

Théoréme 1.2.9. Soit f € LP(R") avec 1 < p < 00. Alors, pp* f — f dans LP(R™).

Corollaire 1.2.10. Soit Q C R™ un ouvert quelconque. Alors, C°(Q) est dense dans
LP(Q), pour 1 < p < co.

1.3 Opérateurs maximaux monotones

Définition 1.3.1. Un opérateur (multivoque) est une application de H dans P(H)
(ensemble des parties de H). Le graphe, le domaine et l'image d’un opérateur A se
notent et se définissent respectivement par :

G(A)={(z,y) e Ex F:y = Az},

D(A)={z€ E: Az # @}
et

R(A)={y € F:3z € E tel que y € Az}.

Définition 1.3.2. (Opérateur monotone)
Un opérateur A est dit monotone si Vry,x2 € D(A), (Az1 — Az, 21 — 22) > 0 ou plus
précisément Yy; € Az1,y2 € Axzo alors (y1 — y2,21 — 22) > 0 ou encore (Av,v) > 0.

Définition 1.3.3. Un opérateur de H est dit mazimal monotone s’il est mazimal dans
U’ensemble des opérateurs monotones.

On insiste sur le fait que A est maximal dans I’ensemble des graphes monotones. Un
opérateur qui est seulement maximal dans I’ensemble des opérateurs univoques mono-
tones n’est pas nécessairement maximal au sens de la définition précédente.
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Définition 1.3.4. (Opérateur mazimal monotone)

Un opérateur A est dit mazimal monotone si A est monotone et si de plus pour tout
(z,y) € Hx H tel que (y—Ae,z—¢) > 0, Ve € D(A) (ou plus précisément (y—n,z—¢) >
0V (e,m) €A) alors y € Az.

Proposition 1.3.5. Soit A un opérateur de H, il y’ a équivalence entre les trois pro-
priétés suivantes :

1) A est mazimal monotone.

2) A est monotone et R(I + A) = H (c’est a dire VH,3u € D(A) tel que u+ Au= f).
3) Pour tout A >0, (I + MA)™! est une contruction définie sur H tout entier.

Exemples d’opérateurs maximaux monotones

Exemple 1.3.6. Soit A un opérateur mazimal monotonc de H, les opérateurs A~1, A\ A
pour tout A > 0 sont marimauxr monotones.

On définit ’opérateur sous-différentiel de f noté Of par
Ve e D(f), Of = {y e H:Vze H, f(2) > f(z) + (3,2 — 2)}.

Exemple 1.3.7. Soit f : H — R une fonction convere, fermée et propre. Alors,
Uapplication sous-différentiel Of : H — H est mazimal monotone.

Exemple 1.3.8. Soit ¢ une fonction convere propre sur H. Si ¢ est sémi-continue
inférieurement (s.c.t) alors Op est maximal monotone.

1.4 Equation associée & un opérateur maximal monotone

1.4.1 Equation du type %% + Au 3 f avec u(0) = ug

Définition 1.4.1. Soit A un opérateur de H et f € LY(0,T; H). On appelle solution
forte de I’équation %% + Au > f, toute fonction u € C([0,T]; H), absolument continue

sur tout compact de |0, T| vérifiant u(t) € D(A) et ‘é—’t‘ + Au> f p.p. sur 10,T].

Définition 1.4.2. On dit que u € C([0,T]; H) est solution faible de !’équation ‘(11—1; +
Au > f s’il existe des suites fn, € LY(0,T; H) et u, € C([0,T); H) telles que u, soit
solution forte de ’équation %%ﬂ + Aun 3 fn, fun— f dans LY(0,T; H) et

un — u uniformément sur [0, 7.

Lemme 1.4.3. Soit A un opérateur mazimal monotone, f,g € L'(0,T;H). u et v

des solutions fortes des équations ‘(11—1; +Au> f et % +Av3sg,ona:

1) [ut) - ()] < Ju(s) ~ o(s)] + / f(o) — g(o)ldo, VO<s<t<T:

t

2) (u(t) — u(s), u(s) ~ o) < Jlu(t) = af? = lu(s) = o < [ (£(0) = y.u(o) - 2)do,
V0 <s <tV(z,y) e H ’

Théoreme 1.4.4. Soit A un opérateur mazimal monotone de H. Pour tout
feLY0,T;H) et ug € D(A), il existe une unique solution faible de u de ’équation
%% + Au > f telle que u(0) = uy.
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1.4.2 Casou A=0yp

Dans le cas particulier ot A est le sous-différentiel d'une fonction convexe, les solu-
tions faibles de I’équation %% + Au 3 f sont en faite des solutions fortes dés que

f € L?(0,T; H). On suppose dans ce paragraphe que ¢ est une fonction convexe s.c.i
telle que mingy = 0. On pose A =9yp et K = {v € H,p(v) = 0}.

Théoréme 1.4.5. Soit f € L?(0,T; H), alors toute solution faible de I’équation %% +
Au 3 f est solution forte \/{du € L2(0,T'H) et on a les estimations suivantes :

1) [/OT du(t) 2tdtr < [/OT Fi ()|2tdt] + \/_/ t)|dt + \}ﬁdist(u(O),K),

dt
/67’ dtr < [/()T|f(t)|2dt]7 +—= / [f(®)|dt + — dzst( (0),K) V6 €

10, 7.
La fonction t —> ¢(t) appartient a L'(]0,T]) et est absolument continue sur tout
intervalle [8,T], V6 €]0,T| avec

du(t)

2 dt

‘dt‘ + dt‘p( u) = (f, da%) p.p sur |0,T].

Enfin, st u(0) € D(p) alors du ¢ 2 0,T;H) avec
dt

I\

et la fonction t — @(u(t)) est absolument continue sur [0, T].

du(t)
dt

TSUOT ldt} Y-

Remarque 1.4.6. Supposons que f € L'(0,T; H) ﬂLlloc(O,T;H) ; alors toute solution
fazble de Uéquation ‘g dy ¢ +0p(u) 3 f est une solution forte et

a't_e loc(O T; H)

1.5 Théorie des sémi-groupes non linéaires

Soit C une partie non vide d’un espace de Hilbert H et soit (S(t));>o une famille d’ap-
plications de C dans C dépendant d'un parametre £ > 0.

On dit que S(t) est un sémi-groupe continu de contractions non linéaire sur C' (par
commodité on dira simplement sémi-groupe) s'il vérifie les propriétés suivantes :

1) S(O) =Id et S(t; + t2) = S(tl) . S(tg) Vit > 0;

2) }1_13(1)|S(t)x -z|=0,VzeC,;

3)|St)z —St)y| < |z —y|, Vz,y € C, Vt > 0.

Rappelons d’autres part qu’étant donné un opératcur maximal monotone dans H, 1’ap-
plication S(t) qui a z € D(A) fait correspondre la valeur & 'instant ¢ > 0 de la solution
de ’équation %% + Au 5 0,u(0) = z, définit un sémi-groupe sur D(A); ce sémi-groupe
est prolongé par continuité sur TA)

On obtient ainsi le sémi-groupe engendré par —A sur D(A).
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On va montrer qu’inversement & tout sémi-groupe S(t) défini sur un convexe fermé C,
on peut associer un opérateur maximal monotone A unique tel que W = C et que
S(t) coincide avec le sémi-groupe engendré par —A.

Théoréme 1.5.1. Soit S(t) un sémi-groupe sur un convexe fermé C alors, il eriste
un opérateur mazimal monotone A unique tel que T‘l—) = C et S(t) coincide avec le
sémi-groupe engendré par —A.

Autrement dit, il existe un opérateur mazimal monotone A tel que W =C et

- S(t
lim z= St = Az pour tout x € D(A).
t—0 3

1.6 Processus Stochastique

1.6.1 Notion de processus

On désigne par (2, F, P) un espace de probabilité, I un ensemble arbitraire et S un
espace métrique muni de la tribu borélienne notée B(.S). I est souvent appelé ensemble
des indices (souvent, on aura I = R,R;, RPN, ...). I peut faire référence au temps,
I’espace ou aux deux & la fois.

L’indice i € I désigne alors un instant dans R™, une date dans N, un point, ou encore
un point a un certain instant. S est appelé espace d’état (souvent, on aura S = R, C,
CN, un ensemble fini ou dénombrable). Si espace d’état S est de la forme R%, on parle
de champ aléatoire.

Définition 1.6.1. Un processus aléatoire générulise la notion de variable aléatoire uti-
lisée en statistique élémentaire. On le définit comme une famille de variables aléatoires
X (1), associées a toutes les valeurs i € I . L’ensemble des observations disponibles (i),
constitue une réalisation du processus.

On distingue généralement les processus & temps discret et & temps continu, a valeurs
discretes et & valeurs continues. Si 'ensemble I est dénombrable, on parle de processus
discret ou de série temporelle, si I’ensemble est non dénombrable on parle de processus
continu.

1.6.2 Exemples

1- La description d’un phénomeéne par des valeurs discrétes conduit & des processus
de comptage dont le plus simple est le processus de Poisson utilisé dans la théorie des
files d’attente.

2— La notion de propriété markovienne définit une classe de processus discrets ou
continus, a valeurs discrétes ou continues, qui repose sur ’hypothese selon laquelle
I’avenir ne dépend que de 'instant présent.

1.6.3 Les processus stochastiques

Définition 1.6.2. Un processus stochastique {X;,i € I} est une collection de variables
aléatoires (c’est-d-dire, des applications mesurables) définies sur le méme espace de
probabilité (2, F, P) indexées par un paramétre t et définies sur un méme espuce de

probabilités (2, F, P).
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Un processus stochastique est noté par {X;};c;. La valeur de la variable aléatoire X;
en un certain w € Q est désignée par X;(w).

La variable X; représente 1’état du processus au temps ¢ et 'ensemble de toutes les
valeurs possibles pour cette variable est appelée ’espace des états du processus et sera
noté S. Un processus stochastique dont I’'ensemble des états S est fini ou dénombrable
est appelé une chaine. Un processus est a temps discret lorsque 1’ensemble [ est fini ou
dénombrable. ’

1.6.4 Chaines de Markov

On dispose :

- d’un espace d’état, c’est-a-direc d’'un ensemble E fini ou dénombrable,

- d’une loi de probabilité g sur E qui jouera le réle de loi initiale,

- des probabilités de transition (ou de passage) de z vers y, c’est-a-dire d’une famille
(p(,9))(z,y)cE2 de nombres réels positifs vérifiant

> play) =1

yeE

Remarque 1.6.3. Lorsque l'espace d’états E est fini, les (p(z,y)) peuvent étre écrits
sous la forme d’une matrice appelée matrice de transition et dans ce cas, les < sommes
en ligne » de cette matrice doivent toutes etre égales a 1. On dit que cette matrice est
stochastique.

Définition 1.6.4. Une chaine de Markov (X,)n>0 sur E, de loi initiale po, de pro-
babilité de transition (p(T,y))z,y est une suite de variables aléatoires o valeurs dans E
telle que :

1 - pour tout z € E, P(Xg = z) = po(x),

2 - pour tout n > 0 et pour tout (n + 1)-uplet (zo,21,...,%pn) € E™! ona

P(Xo=z,X1 =21,..., Xn = Tn) = p(To)p(x0, z1)p(x1,22)..0(Tn-1, Tn).
En particulier, on aura p(z,y) = P(X1 = y|Xo = z) = P(Xnt1 = y|Xn = ).

Proposition 1.6.5. Une suite de variables aléatoires (Xn)n>0 est une chaine de Mar-
kov de probabilité de transition (p(x,y)) si et seulement si, pour tout n > 0 et tout
(n+ uplet (zo,21,..,Tn) de E™1, on a

P(Xniy1 = TpalXn = @ny oo X1 = 21, X0 = 20) = P(Xny1 = 2pnlXn = z,) =
P(Zn, Tnt1).
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Chapitre 2

Principaux résultats

2.1 L’Equation Intégo-Différentielle Partielle (EIDP) pour
matiére granuleuse

FIGURE 2.1 — Tas de sable

Pour introduire le modele, on considéere une matiere granuleuse avec des composants
arbitraires (grains, blocs, ctc.). On versc la maticre granuleuse sur une surface plate
selon la fonction positive f(t,z) (la source) et on se concentre sur la croissance de la
hauteur du tas notée par u(t,z) (au temps ¢ et & la position z € R?). Pour commencer,
on admet que 'évolution de u est donnée par ’équation intégrale suivante :

ou(t, x)
ot

ol F(t,z,y) est une fonction antisymétrique définie sur 10, T[xR? x R?, couvrant les

échanges entre la position z et la position proche y. En effet, pour une position fixée
z € R? et un temps At suffisamment petit, ’évolution de u est donnée par :

F(t,z,y)dy = f(t,z), pour tout (t,z) € 10, T[xR?, (2.1)

u(t + At,z) ~ u(t, z) + AtQ(t, z),

ol Q(t,z) est le taux de matitres arrivant a la position . Ayant & Pesprit la source
extérieure f, Q) est donné par :

Q(t,z) = f(t,z) + In(t,x) — Out(t, ),
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ou In(t,x) représente la quantité de blocs arrivant a la position x, des positions avoi-
sinantes et Qut(t, ) représente la quantité de blocs partant de la position  vers les
positions voisines. On note par j(t, z,y), le nombre de cubes allant de la position z vers
la position y; on a :

In(t,x) =/ j(t,y,x)dy et Qut(t, ) =/ j(t,z, y)dy.
.R2 R2

Par conséquent, on a :
F(tz,y) =it z,y) — ity 2). (2.2)

On note que :

Flt,z,y) = —F(t,y,z) car
Flt,z,y) = jt,zy)—iltyz)
= —(—jtz,y) +ity )
= —(j(t,y,z) - J(t,z,y))

= _]:(tvyvx)
et
u(t + At,z) ~u(t,z) + Atf(t,z) + At/ F(t,z,y)dy
R2
car
u(t + Aty z) ~ u(t, z) + AtQ(t, z)
or,

Q(t,z) = f(t,z) + In(t,x) — Out(t, z)

_ ) B . d
f(t,z) +/R2J(t,y,x)dy /R2J(t,x,y) y
= f(t,l‘) - ‘/]R2[j(t,x’ y) -j(t,y,:c)]dy

= f(t,x) — F(t,y, ).
R2

On obtient donc,
u(t + At,z) ~ ult, @) + Atf(t,z) - At / Ft, 2, )dy
R2
c’est a dire,
ult + At z) ~ u(t, ) + Atf(t,z) — / Flt,z,y)dy].
R2

Par conséquent,

u(t + At,z) —ult,z)
A7 _f(t,z)—/wf(t,:c,y).

On fait ensuite At — 0 dans la relation précédente pour obtenir (2.1).
Pour avoir un probleme bien posé, on a besoin de donner la counexion entre F et u. Le
modele est aussi un modeéle au stade critique. De plus, contrairement au cas de petits
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composants ol I’angle de stabilité est un facteur crucial, dans cette situation on utilise
la contrainte non locale de stabilité '

|u(t, z) - u(t,y)| <& pour |z —y| <, (2.3)

ou d > 0 et e > 0 sont des constantes données dépendant de la gravité, du contact
entre les blocs et leurs géometrics. La condition (2.3) mesure la taille des irrégularités
des éléments. On rappel qu’une contrainte similaire a déja été utilisée dans [3] avec
0 = €. En effet, cette contrainte naturelle a été obtenue en faisant p tendre vers l'infini
dans 1’équation non locale p-Laplacien. Ayant a I'esprit (2.3) et puisque les blocs de la
structure se déplacent seulement lorsque la condition limite est atteinte, la dynamique
est en retour concentrée dans ’ensemble

{(t.z,y) €10, T[xR? x R |u(t, z) — u(t,y)| = et |z — y| < e}.
Par conséquent, pour t€]0,7], on a :
Support(F(t)) C {(t, z,y) €]0, T[xR? x R?; |u(t,z) —u(t,y)| = b et |z —y| < e}. (2.4)

De plus, puisque les blocs se déplacent en tombant des positions hautes vers les positions
inférieures, alors les quantités F(t,z,y) et u(t,y) — u(t,z) ont le méme signe. Par
conséquent, en combinant (2.2) et (2.4) on obtient

u(t, z) — u(t, y)

Ft,3.9) = 17 (t,2,9)| 222

On pose
1 \
/L(t, Z, y) = 3|‘F(t’ T, y;"'
On déduit donc que u satisfait I’ EIDP suivante :

258 1 [ (ult.o) = stttz )y = £2,2) pour (8.3) € Q

lu(t,z) —ult,y)| <& pour |z —y| <eettel0,T|
wu(t) >0, p(t) est symétrique pour t €]0,T
Support(F(t)) C {(t, z,y) €]0, T[xR? x R?; |u(t,z) — u(t,y)| = b et |z — y| <€},

ou @ :=]0, T[xR2.

Alors, il est clair que ’évolution de u au point z et au temps ¢ ne dépend pas seulement
de u(t, ), mais de toutes les valeurs de u avoisinantes, formant 1’équation non locale.
On rappel que dans une EIDP standard, le noyau p est connu et est régulier. Ici
I’EIDP est non standard, puisque le calcul de u est 1ié au noyau de 'inconnu g qui est
une mesure de Radon en général (voir Théoréme 2.1). Ainsi, le premier(resp second)

terme de 'opérateur intégral s’écrit / (w(t, y)u(t, z, dy)(resp / (u(t, z)u(t, z,dy)) et
R2? R?

traduit le nombre de matériaux arrivant & la position u(t,z) provenant de toutes les
autres positions (resp partant de la position u(t, ) vers tous les autres sites).
Pour simplifier la notation, on introduit I’ensemble des profiles admissibles

K?={z € L*(R?); |2(2) - 2(y)| < 6 pour |z —y| <}
et pour tout z € Kg, on note

R2(z) = {(z.y) € R? x R |2(x) — 2(y)| = b et |z — y| <€}
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En prenant ug comme valeur initiale au temps ¢ = 0, 'EIDP s’écrit

(P? S +/RZ(U(t,x)—U(t,y))u(t,m,dy) = ft,z) pour (t,z) € Q
P

2) 0 u(t) € K& ut) 2 0, u(t)-RE(u(t)) pour ¢ €)0,T),
u(0) = up,

ol on suppose que pour tout ¢t €]0, T[, u(t) est une mesure de Radon,

u(t) € Co(R?) et on utilise la notation u(t).RE(u(t)) pour indiquer que

Supp(p)(t) C RE(u(t)).

Pour montrer les résultats d’existence et d’unicité de la solution pour (P?), on considere
’espace

M3(R? x R2)* = {i € My(R? x R?); / /ax,y)u(dx,dy) = ¢(y, 2)u(dz, dy)

pour tout € € C(R? x R?)}
ol on utilise u(dz, dy) pour indiquer du(z,y).

Théoréme 2.1.1. On suppose que f € BV(0,T;L*(R?)) N L}(0,T;Co(R?)) et qu’il
eziste o € L*(]0,T|) tel que pour tout h € R?, on ait

sup |f(t,z+ h) — f(t,z)| < alt), pour tout t €]0,T]. (2.5)
z€R?

Alors, pour tout ug € Kg NC(R?), (P%) a une unique solution u au sens suivant :
u € WHee(0,T; L2(Q)) N L®(0,T;Co(R?)), u(0) = ug, pour tout t €]0, T, u(t) € K¢ et
il existe p(t) € M3(R? x R%)* tel que

p(OLRE (u(?))
et

[, [ et - uttipmte.az.dn = [ (.2) - Zetaie
R? JR2 R?

pour t €]0, T et pour tout & € Co(R2)NL2(R?). De plus, si pour 1=1,2, u; est la solution
correspondante & f; alors, pour tout 1 < g < 00, on a

d
o[~ wllame) < [1f1 = follLem2)

et
EH(Ul —u2) V|l i ge) < (1 = f2) |l we) dans D'(10,T7)).
Proposition 2.1.2. On note par HKg(z) la fonction indicatrice de K2 définie par
[ o0size K2,
]IKg(z) - { +00 sinon.

Iks(z) est conveze car K 3 est convere.
Le sous différentiel de Igs dans L?(R) est donné par g € B]IK;s(v) si et seulement si
ve KS, ge L*(R) et

Rg(z—v)'gOpourzng.
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Grace & [16], on sait que pour tout ug € K¢ et f € BV (0,T; L*(R?), lc probleme
d’évolution

{ Ut + GHKg (U) 2> f dans ]D’T[ [2 6)

u(0) = u,
admet une unique solution, dans le sens que « € W1(0, T'; L?(R?)), u(0) = up et pour

tout ¢ €]0,T|, u(t) € K2 et /RQ(f(t) B Bg(tt)

La connexion entre le modele (P°) et la dynamique (2.6) est donnée dans le théoreme
suivant.

)(u(t) — 2) > 0, pour tout z € K?.

Théoréme 2.1.3. Sous les hypothéses du Théoréme 2.1.1, u est solution de (PE‘S) si et
seulement si u est solution de (2.6).

Remarque 2.1.4. 1. On rappel que si 6 = € — 0, il est prouvé dans [J] que la solution
variationnelle u® converge vers la solution du probléme local du tas de sable

{ Byu + Ol (u) 3 [ dans 10, T, (2.7)

u(0) = up,

ol

K ={ze WHQ)nW" > (Q);|| v 2|l =) < 1}

2. Dans le cas d’une distance euclidienne, il est connu que le probléme (2.7) est équivalent
au probléme d’évolution de surface (1.1), ot il faut gérer le probléme dans un bon sens
en tenant compte du fait que m est une mesure (voir par exemple [33] et ses références).
Par conséquent, par le Théoréme 2.1.3 et la remarque précédente, puisquee = § — 0,
la solution ug de (Pf) converge vers u, unique solution du modele d’évolution de surface
(1.1). Quant au noyau g, il nest pas difficile de voir que, en prenant une sous-suite
er — 0, ue, converge dans My(R?) faiblement vers la mesure de Radon positive p.
Cependant, la caractérisation de p est un probléme ouvert; il pourrait étre la densité
muis lo preuve n'est pas trés claire.

3.0n voit que (P?) est une équation couplée entre u et un noyau . Grdce au Théoréme
2.1.8, lunicité de la solution u de (PS) est liée a l'unicité de la solution du probléme
d’évolution gouverné par un opérateur sous-différentiel. Pour le noyau inconnu de p,
on voit qu’il n’a pas d’équation mais seulement une restriction sur son support. On ne
sait pas si p est unique ou non, ou meme si ¢’est une fonction réguliére.

2.2 Le modele Stochastique d’Evans - Rezakhanlou pour
un tas de sable

Le but de cette section est de faire une connexion entre 'EIDP (P?) et le modele sto-
chastique d’Evans-Rezakhanlou introduit dans [23]. On rappel bri¢vement ce modeéle.
L'objectif est d’étudier 1’évolution d’un tas de blocs de cubes au repos sur un plan
lorsque de nouveaux cubes sont ajoutés au tas, ou placés sur une case inoccupée dans
le plan ou sur le sommet d’une colonne disponible.

On considére un ensemble de sites marqués par un couple d’entiers ¢ = (i1,i2) € Z2.
L’expression de la source est une fonction f :)0, T[xZ? —» Z? attribuant les cubes par
unité de temps sur les sites i € Z2.

L’évolution du tas est spécifié par deux regles pour ’ajout des cubes :
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e Le cube est assigné a une position liée & plusieurs pentes en “escaliers” le long des-
quelles il peut se déplacer et le cube choisira au hasard une position parmi les chemins
en escalier disponible.

e Le cube assigné n’a pas de position en escelier dérivant de la position o il # été placé
et reste en place.

/4.

FIGURE 2.2 — Modeéle d’Evans-Rezakhanlou

Définition 2.2.1. Un escalier est une chaine de positions adjacentes avec des hauteurs
de différences égales a un cube.

On suppose gu'un cube se déplace en chutant dans I'une de- quatres directions (en
avant, en arriére, & gauche, a droite) afin d’obtenir une configuration stable, ce qui
signifie que les hauteurs de deux colonnes adjacentes quelconques de cube peuvent
différer d’au plus un.

Méme si la source est déterminée, il est clair qu'on a besoin d’utiliser une approche
stochastique pour décrire I” évolution de la hauteur du tas.

Définition 2.2.2. Un treillis (en anglais : lattice) est un ensemble partiellement or-
donné dans lequel chaque couple d’élémenls admel une borne supérieure et une borne
inférieure.

On considere le treillis O := Z? munie de la norme
8] = 1] + i2]
et on note i = (iy,i9) € Z? pour indiquer un site caractéristique dans Z2.

Définition 2.2.3. On dit que 1,7 € Z? sont adjacents, noté i ~ j, si |i — j| < 1.
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On considere maintenant P'espace de Hilbert

H:={y:7? -——>/R; Inll := an(i)2 < 00}

e

S
Deéfinition 2.2.4. Une configurction (stable) est une fonction n : Z* — R?* telie que :

[ in) ~ ) < Vsiing
| et 1 est a support horné.

L’espace d'étude est
={n: Z2 = R; e.ét un"e (:onfigILr'atiO'n}.

Pour sunphﬁel la présentation, on suppose dans cette section que f , la fonction coutrol-
lant le taux de nouveaux cubes ajoutés (ou retirés du tas si f est négative ) est positive.
En déposant les cubes avéc in taux f, on génére un processus stochastique (nit),t >0)
dans U'espace d’étude S. 11 est clair que la probabilité que n(t) soit situé (au temps t)
ddns un ensemble douné I' de S sous la condition que le mouvernent du systéme jus-
qu’au temps s (s < 1) ) est compietement connu, dépend seulement de I'état du systeme
an temps s. En d’autres termes, (r]( ),t > 0) est un processus de Markov. Pour étudier
le processus (n(t).t > 0), on a besoin de connaitre sen générateur infinitésimal A. Pour
ce faire, les auteurs de [23] considerent p\z 4,§) la probabilité qu'un cube placé sur une
configuration dounée £ € S & la position ¢ finira en j apres étre descendu en’tombant
par dessus le bas €. Par conséquent, pour tout 4,5 € Z2, ona

G<~\'17£)/1cbvp( )y =1
ez

En cutre, ils introduisent le facteur ¢(j, n, 7} (un facteur fortement non local) enregis-
trant le taux auquel, au temps 7, de nouveaux cubes viennent se poser sur le site j
apres sa chute. Le parameétre ¢ est douné par

iy ry = pi. 4,0t (t,7) pour (1,4) € Z° x [0, 00] (2.8)
IEZZ
et satisfait «
Sy =Y fti) car Y pli gonlt)) = (2.9)
jezz LEZZ jEZ?

On indique par B(S) l'ensemble des fonctions bornées définies sur S .
Grice a |23], le génératcur infinitésimal du processus de Markov (n(t),t > 0) cst donné
par L; : F € B(S) — L, F € B(S) lopérateur dépendant du temps défini par

LoF)(€) =D (. & )(F(T;(8) ~ F(€)), (2.10)

jez?

pour tout t > Oet £ € S et

T;:6€€ S—T;(6) € S avec T(§) = { ggz% Ts}—ziosni i~
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Pour donner la connexion entre 'EIDP (P?) et le processus de Markov (7(t),t > 0), on
pose § = %, €= % pour P, N € N* et on suppose :
(Hy) : u=0.
(Hp) : f € BV(0,T;L%(R?) est telle que f(t) est positive et
a support compact pour tout t €]0,T[.
(H3) : f:0,T[xZ* — R est donné par

fle,i)=f ( ——) pour tout (t,i) € [0, 00[xR2. (2.11)

t
P'N
On introduit le processus stochastique (npn(t),¢t > 0) donné par

npn(t,z) = sn(Pt,[Nz]) pour tout t > 0 et z € Z?,

ou (npn(t),t > 0) est le processus de Markov généré par f. On remarque que (mpN)
décrit I’évolution aléatoire de la hauteur des blocs de la structure dont la base est un

coté de longueur € = % et de hauteur § = 1%.

Théoréme 2.2.5. Sous les hypothéses (Hy — H3), soitu une soluttion de (2.7),0u € =
1/N, § = —}13, N, Pe N* et R? muni de la norme

[(z1,22)] = |z1) + |x2|, pour tout (x1,z2) € R2 (2.12)

Pour tout t €]0, T, on a

(E URQ u(t, z) - nP,N(t,x)IZD% < 42 (/Ot } £s, %ﬂ)dxdsf

+ (/(:/Rz [Nz] d:zds)%,

N )
ol [z] = ([z1], [z2]) pour tout = = (z1,22) € R? et, pour tout i = 1,2, [r;) indigue la
partie entiére du nombre réel x;.

f(t’x) - f(S,

Une situation typique pour le Théoréeme 2.2.5 correspond au cas o f(t) est une
constante sur chaque ensemble I; = {x € R [Nz] = i} avec i € Z?, c’est a dire

flt,z) = f(¢, [—]jvx—]) pour tout (t,z) €]0,c0[xR2. (2.13)

En pareil situation, on imagine que la source est attribuée sur les sites I; qui sont les
blocs dont la base est un carré de longueur € = 1/N et de hauteur § = —lp. En particulier,
on a ce gui suit.

Corollaire 2.2.6. Sous les hypothéses du Théoréme 2.2.5, on suppose de plus que
(2.13) est satisfaite. Alors, pour tout t €]0,T[, on a

E [ - lu(t,z) - nP,N(t,CC)P} < 5./(: /RZ |f(s,z)|dzdt.
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Remarque 2.2.7. 1. En général, la norme de R? est prise de facon arbitraire dans la
formulation de (P®). De plus, dans le Théoréme 2.2.5, R? est équipé de la norme (2.12)
selon la norme de Z2. Cela est li¢ au mouvement que l'on assigne aux cubes (en avant,
en arrére, d gauche ou & droite). Maintenant, si on permet aux cubes de se déplacer
dans huit directions en ajoutant les déplacements sur les diagonales alors, les résultats
du théoréme restent vraies en équipant Z2 de la norme |(i1,12)|o0 = max(|i1], iz]) et R?
de la norme correspondante |(x1,2)|0o = max(|z1], |12|), pour (x1,z2) € R2.

2. Le Théoréme 2.2.5 implique que la solution de UEIDP est une approximation déterministe
de la hauteur aléatoire n(t), pour t €]0,T[. En effet. on fait

(e,8) — (0,0), on constate que u et npn coincident avec la solution du probléme non
local du tas de sable (2.7).

3. Pour simplifier, on suppose i¢i la donnée initiale de la hauteur n(0) = 0 et ug = 0.
Des résultats similaires peuvent étre prouvés pour des données initiales plus générales
par redimensionnement et en utilisant les mémes techniques.

4. En utilisant le fait que pour 1 : Z* — R? et u(t,.) : R = R2, les solutions de (2.7)
sont lipschitziennes continues, il est prouvé dans (23] que la convergence de npn de u
reste vraie dans C(R?) lorsque § = € = T{/' - 0.
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Chapitre 3

Equation Intégro-Différentielle
Partielle (EIDP) stationnaire

Afin d’étudier (P?), on utilise la théorie des sémi-groupes associés au probléme d’évolution
dans un espace de Hilbert. Cette approche connecte 1’étude de ’équation d’évolution
avec une équation stationnaire associée obtenue par la discrétisation implicite en temps

d’Euler.

Définition 3.1. Pour o > 0, on dit que (t;, fi)i=1,.n est une o— discrétisation si
O=ty<t1 < ..<tp1<T=t, avect;~t;_1 =0, f1, ... ,fn € L2(R2), tel que

n &
;/ti_l 17 = fill 2y < o

Définition 3.2. Pour tout o > 0, on dit que u, est une solution o—approchée de (P?),
s’il existe (i, fi)i=1,..n une o— discrétisation telle que

[ ug pourt €0, ;]
Yo = { u; pour t € [ti—, 4], i=1,..,n (3.1)
et u; est solution de la discrétisation implicite en temps d’Euler de (P?) :
w(@) +9 [ ()~ wG)ne ) = ofi@) T ua poura € R
R .
u; € (K2), i 2 0, i (R2) (u).
On voit que (3.2) est un cas particulier du probleme stationnaire
@) + [ (ule) ~ uly)ue, dy) = §(2) pour @ € B, 59

R
u € (K2),p >0, (RE)(u),

oll on suppose sans perte de généralité que o = 1. Ici, f est une fonction donnée dans
L%(R?) et le couple (u, ) inconnu. Daus le but de prouver 'existence et 'unicité de la
solution de (P?) on étudie le probleme stationnaire (3.3).

Théoréme 3.3. Pour tout f € Co(R?) N L%(R?), (3.3) a une unique solution u dans le
sens sutant :

u € KNGy, 3u € ME(R? x R?), ue RE(u),

/ u()E(x)dz + / / (u(2) — u(y))E(@)plde, dy) = / f@e@)dz, Y
R2 JR2 JR? R?
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pour tout £ € Co(R?) N L2(R?). De plus, u est solution de (3.4) si et seulement si
u=Pgs(f), (3.5)

ou Py est la projection sur le convere K? par rapport ¢ la norme L2(R?).

La preuve du Théoreme 3.0.10 est une conséquence du lemme suivant.

Lemme 3.4. On suppose que f € L*(R?). Si u est solution de (3.3) alors u = Prs(f)-

Preuve

Soit u solution de (3.3). L’objectif est de montrer que
/ (f(z) — u(@))(u(z) - 2(z))dz > 0 pour tout z € KC. (3.6)
R2

Pour tout A > 0, on note par py la régularisation classique dans R? et zy = z * py,
la régularisation standard de z par convolution. On a que /I\irr}) 2y (x) = 2(z) et que
—

4§
Z) € K P
Utilisant u — z) dans I’équation intégrale satisfaite par u dans (3.4), on obtient

A—=0

Rz(f(sv)—U(x))(U(x)~Z(x))dx = lim (f() w(z))(u(z) - zx(z))dz

= lim (U(x)—U(y))(U(ﬂc)‘ZA(x))u(dx,dy)

A—0
- tmh
on a
(w(z) —u@®)® + (u(e) - u®)(uly) - 221)) + (ul@) - u(®))(2ay) - 22(2))
= (u(z) — u@)[(u(x) — w(y)) + (uly) — 22(¥)) + (2a(y) — 2a(2)]
= (u(z) — u(y))[u(@) — uly) + w(y) — 2x(y) + 2x(y) — 2x(2)]
= (u(z) - u(y))(u(z) - 2a(2))

En intégrant doublement sur R? on a

n= [ [ e iz d)+ [ [ () = u))(uly) - @)z, dy) +
/R 2 / (ul2) ~ uly)) (27(8) — (&) u(d, dy)
= [, [ @)= uwudz. -1+ [ [ (@) -u@) )=zl an).

Cela implique que

oy = [ [ @)~ uPutdsdn) + [ [ @)~ a0 - et dy)

En mettant (u(x) — u(y))? en facteur dans I’égalité précédente, on obtient

2y = /R2 /RZ z) — u(y)) (1 + %) p(dz, dy).
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Puisque u € K¢ alors on a

21, > /W /W (1 . M) u(dz, dy)

et comme zy € K¢ alors |z)(z) — zA(y)| < 6.

Par conséquent, 21y > / / (1 - g) u(dz, dy).

On a done 21, > 0, ce qui 1mphque que }‘m}) I, > 0.
—

On obtient alors / (f(z) — u(@))(u(z) — z(z))dz > 0 pour tout z € K2.0O
R‘Z

Afin de prouver l’ex1stence de la solution pour (3.3), on utilise ’équation non locale

p—Laplacien

p—2

4 = (1 2) - uylu))dy = (@) pour = € B2, (37)

up(z) + J(z —y) 5

R2

oun J € CC(RQ) est une fonction radiale continue & support compacte dans B(0,¢),
J(0) >0 et / J(z)dz = 1. Grace a [3], on sait que pour tout f € L2(R?) N L>(R?),
2
(3.7) a une unique solution u,. De plus, pour tout 1 < p < 0o, on a
NupllLome) < 1FHl Lawe) (3.8)
et, si u; est la solution correspondante pour f; € L%(R?) N L*°(R?), pour i = 1,2 alors
lur — wallzaqrey < [1f1 = follLawe) (3.9)

et
(w1 = u2) Tl L rey < N1(f1 = f2) Tl (rey- (3.10)

L’objectif est de prouver qu'en passant & la limite dans (3.7), on obtient la solution de
(3.4).
D’abord, on donne quelques estimations qui seront utiles dans la suite.

Lemme 3.5. On suppose f € L*(R?) et considérons u, solution de (3.7). Alors,

72 [, [T 0l ~ wpwPdsdy =2 [ (70) - wloupleldz (311

1
777 |, | e -l - w)Pddy <2 [ (f@Pa @12)
R2 JR2 R2
De plus, pour tout h > 0,

llup(- + R) = up()llzazy < IIf(- +h) = f(O)llLame), pour tout 1 < g <oo  (3.13)

et pour tout 1 < q < oo, on a

/11&2 /]R2 J(z — y)|up(z) — up(y)|Tdady < </]R{2 /Rz J(z - 9)[up(z) - up(y)lpdzdy)g

(3.14)

30



Preuve

On doit montrer que
|, [t nluste) - uplo)Pazay
R2 JR?

= 2/ J(z - y)|up(z) - up(y)|”_2(up(:c) = up(y))up(z)dzdy.
]R2 R2
(3.15)

On a que

|up() — up(y)IP lup(2) = up(y) P2 (up(z) — up(y))?
Jup(2) = up(¥)P 2 (up(z) — up(y)) (up(2) — up(y))
| )

‘up(x) - up(y) P 2(“17(37) ~ up(y) Jup(z)

~lup(@) = up(y) P~*(up(2) — up(y))up(y)-

I

Par suite, on obtient que

/R2 /R2 J( ~ y)lup(x) - up(y)Pdzdy
= /11@2 /1R2 J(@ ~ Y)|up(x) ~ up() P2 (up(z) — up(y))up(z)dady
_ / / J(z — y)lup(z) - up[y)|17—2(up(x) — up(y))up(y)dzdy.
Rr? JR2

Onpose 1= [ [ 3= luna) ~ wr(1)P*(ua) = o)l

En permutant = et y dans I'égalité précédente on obtient

I= /R2 2 J(y — z)|up(y) — up((E)lp_2(up(y) — up(z))up(z)drdy
= /R2 /]R2 T(y — 2)up(z) — up(y) P2 (up(2) — up(y))p () drdly.
Aussi, comme J est symétrique, on a

- / / J(z = )lup() — wp@)P 2 (up(z) — up(y)up(e)dady.
R2?2 JR2

Par suite, on a

/R/R (& - )luple) - up(y)Pdady

J(I = y)lup(z) —up(y) P~ 2(up( ) — up(y))up(z)dzdy
R2
" /R A J(@ = y)lup(e) = up(3) P~ (up(z) — up(y))up(z)dady.

On obtient donc en conclusion que
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/Rz /R2 J(z~ y)lup(x) - up(y)|pd.’1:dy
z = y)lup(z) = up ()~ (up() — up(y))up(®)dady.
2[ [ 9= 0lnla) - w)P () - w)ul)dzdy

g

Montrons ’égalité (3.11)

On multiplie (3.7) par u, et on integre sur R? pour obtenir pour tout z € R?,
P p

p—2
/up T)up(z dx+// Up(®) — up(y)
R2 R2 JR2

- 35 (up(x) - up(y))up(x)d-TdQ =
|, f@hus(o)de

]RZ

En utilisant (3.15), on a
1
= _ _ \|P -
/1R2 up(T)up(z)dz + 23p—2 /R2 /R2 J(z — y)lup(z) — up(y)|Pdzdy /R2 f(@)up(z)dz,

ce qui implique que

557 [, [, 7= ulun@) —wPdedy = [ fu(e)iz = [ uyleyuy(e)is
D’ou (3.11).

Montrons 'inégalité (3.12)

Montrons que [[up||2r2) < || fllL2®2)-

On sait que
1
/ up(x)up(z)dz + 252 / / J(x — y)|up(z) — up(y)|Pdzdy = / f(z)up(z)dx
R2 R? JR? R2
et _1:‘2'/ / J(z — y)|up(z) — up(y)|Pdzdy > 0; par conséquent,
267 R2 JR2 )
ona / up(z)up(z)dr < / f(z)up(z)de.
2 2

R R

Ce qui implique que [up||L2(m2y < || fllL2(me)-

D’apres (3.11), on a que / (f(z) — up(z))up(z)dz > 0, donc,

R2
f@un(@) > [ uple)ulaldo > 0.
R R?
Par suite, on a
Fz/ / (@ = y)lup(z) = up(y ll”dxdy</f up(z)dz
Rr2 JR2

1
P

or, [ s < ([ 1@ra) ([ e 2dz)
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Ce qui implique que —20—1):5 /R2 /112{2 — y)|up(z) — up(y)Pdady < /R2 |f(z)|dz

car</R |up(z) 2d:c)% (/ |f (x 2d:c>%.

D’ ou le résultat O

Montrons ’inégalité (3.13)

On considére uy(. + h) comme solution de (3.7) correspondante & f(. + h), alors, en
utilisant l'expression (3.9) avec u; = up(. + h), up = up, fi = f(.+ h) et fo = f, on
obtient :

lup(. + h) = up( )l pamzy < If( +R) = f()llLagey-O
Montrons 'inégalité (3.14)
On pose
1= [ [ 7= u)luple) - uuly)lrdody.
R2 JR2
On a
1= [ ] e 9l - w)ddy
R2 JR?
= [ [ =08 hugla) - oy
R JR?
p—q
= [, [ 9= 0 unla) - )l o - )y

En appliquant 'inégalité de Holder, on obtient :

p—q

< (o) (] f e -vo)
(/};2 /}R2 J(z — y)|up(z) — up(y)lp) ? car /}R2 J(z)dz = 1.

Lemme 3.6. Si f € L2(R?)NL>®(R?) est a support compact et v, — u presque partout
dans R?, alors u est & support compact.

5]

IA

|

Preuve

Pour démontrer le lemme, on suppose que Supp(f) C B(0, R) pour R > 0 et on montre
qu'il existe R’ > 0, tel que
Supp(u) € B(0, R ). (3.16)

On voit que pour tout A >0, on a

|f(@)] < dr(z) := (|| fllLom2) + AR+ |z]))", pour presque tout x € R®.  (3.17)
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En utilisant (3.7), on déduit que

1
up(z)—dp(z)+ 2 ./R? J(x—y)®p(Up(z,y))dy < 0 pour presque toul x € R?, (3.18)

car
|f(2)| < dr(z).
En effet, de (3.7) on a

wio)+ [ = H W2 0) — )iy = £00)

Comme f(z) < |f(z)| donc, on obtient

wi@)+ [ -y 2020, 0) )iy = @) < 15
R2 .

Par conséquent,

wi@) + [ =) B -2, o) )y = f12) < 11(0)] < dnio);
]R?
d’ou

w(e) — da(a) + [ @~ ) p-2uy() — uy()ay <0

c’est a dire

(@) = dnle) + 5 [ Tl@ = 9@Tya) <0

Aussi, on a
1
up + dp(z) + 2 /]R2 J(z — ) ®,(Up(x,y))dy > 0 pour presque tout x € R?, (3.19)

car étant donné que —dgr(z) < f(z) < dgr(z),

~drlo) < 110) = up(o) + [ It = ) EE P2y (0) — iy

Par consc¢quent,

(e) +dnle) + [ o - ) e

- up() — up(y))dy > 0

c'est & dire .
wla) + dale) + 5oz | J(@ = 9)@Uy(a.))dy 2 0

ot on note ®p(r) = |r|P~2r pour tout r € R et Up(z, y) = up(z) — up(y) pour z,y € R?.
En multipliant (3.18) par (up(z) — dr(z))* et en intégrant sur R2, on obtient :

| o dre@Nupta)=dnta) otz [ T80 ) o) -d(e)) dady <.
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Comme (up(z) — dr(z))* = sup{(up(z) — dr(z)),0), on a:

/R2(UP'—dR(-'L'))+(U (-'L' +d$+m /R2 - J .’L‘ y ))( p(x)_dR(fI:))+dII:dy <0
donc,
z=/Rz(( ~ dplz 2dx<—W/R2 /R (2-)@p(Up(z, 1)) () —di(z)) " dady.

2//1R J(z — 9)Bp(Up(z,9)) (up(z) — dr(z)) " dzdy

// J(z = y)®p(Up(z, y)) (up(z) — dr(z))tdzdy
+ / /R - J(z — y)p(Up(x, y))(up(z) — dr(x))* dzdy.
En permutant z et y dans le second terme de 1’égalité précédente on obtient :
2//%2 R? J(z - y)(I)P(U (z, y))(up(x) - dR(:E))+dxdy
- // J(z~ Up(z,y))(up(z) — dr(z)) " dzdy

R2 xR?2
/ /R g VT 2)®p(Up(y, ) (up(y) — dr(y))* dedy.

Par conséquent,

/ / (@ — )8 (Uy(e, 9)) up(e) - dr(c))*dady
R2xR2
/ / J(z — 9)®,(Uy(2,1))(1p(z) — dr(c))* dady
R2xRR2
/ / Iy — 2)8,(Up(, 1)) (up(y) — dr(y))* dedy.
R2xR2
D’ou

/ / T~ )0yl () (o)) ddy
R2xR2

/ /R i Up(z,9))((up(z) ~ dr(x))" = (up(y) — dr(v))*)dzdy. (3.20)

De plus, puisque

(Pp(Up(z, y)) — Pp(D ( ) (up(2) — dr(2))* = (up(y) — dr(y))™) 20
ot Dp(z,y) = dr(z) — dr(y), pour tout z,y € R?, alors

L, [ 7@ (@ Upta,1) =Dy ) (@) ~dn(a)) () =dilw) ey 2 0

Par conséquent,

35



//]Rz R2 J(z - y)q)P(UP(‘E»y))((up(m) — dp(z))* - (up(y) — dr(y))")dzdy
. J(& — 9)®p(Dy (7, ) ((up(z) — dr(@))™ = (up(y) — dr(y))")dady.

En utilisant (3.20), on obtient

//R? - )@, (Up(@, y)) (up(x) — dr(z)) " dzdy
4 /R 7@V BADpE ) (r(z) — dn(@))”  (uply) — dr(y) oy
//Rz R2 J(z — y)2p(Dp(z,y))(up(2) — dr(z)) " dzdy.

Cela implique que

<5 [ [ 7= 0BDela ) (1) ~ dala)*dady

< 3l [ /R e
X

ou on utilise le fait que |[up||po®2) < [|f]]Loo(R2)-
Puisque | 7 dr(z)| < 6, pour x € R?, on a |dr(z) - dr(y)| < Ae, pour tout |z —y| <&
et (3.21) implique que

//RZsz — dp(z)*)dz < 8| ]| oo (me) (E)p— //R2XR2 z — y)dzdy.

Maintenant, on choisit € > 0 de sorte que ’\5 < 1 pour obtenir

lim inf// ((up(z) — dr(x))T)dz = 0.
p—0 R2xR2

Grace au Lemme de Fatou, on déduit que

lim / /]R . (@) ~ da(z)) )z =0.

Ce qui implique que ((uy(z) — dr(z))*)? =0 p.p. .
Par conséquent,

1

) dr(z) — dr(y)[" dady, (3.21)

)

u < dp pour presque partout x dans R2.

Multiplions (3.19) par (~u;(z) — dr(z))™ et intégrons sur R?, pour obtenir
| ((e) + dn(@)(~ula) - dn(a)*de
t 5 [, ] - 9O upls) - dn(o) dsdy > 0

Comme (—uy(z) — dr(z))t = sup(—up(z) — dr(z),0) donc,
(up(z) + dr(z)) = ~(—up(z) — dr(z))*; on obtient

- [ U= wl@) - da(@) e
51 [, L, 70— 08(U(o0)) (~up(a) - dnla))* dody > 0
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ce qui ¢quivaut a
| (10(a) = dnta)) iz

53 [, ||, 7@ - 02uUy(e.1))(~us(o) ~ dala))*dady <.

Do,
/ up(x) —dp(z) 52 / / (2-y)®,(Up(z, ¥))(—up(z)—dr(z)) T dzdy,
// e - Up(,9))(~up(x) — dr(x)) " dzdy
R2xR?
// @ = Up(z,9))(—up(z) — dr(x))*dzdy
R2xR2
// Jz - (x ) (—up(z) — dr(z)) " dzdy.
R2xR?
En permutant x et y dans le second terme de 1’égalité, on obtient :

/ /]Rz R2 J (@ - ¥)2p(Up(z, y)) (—up(x) — dR(CE))-"dxdy
J(z - Up(z,y))(—up(x) — dr(z))"dzdy
R2xR?
// — ) 8p(Up(y, 2)) (—up(y) — dr(y)) " dzdy.
R2xR?

Par conséquent,

// J(z — 9)®p(Up(z, y))(—up(z) — dr(x))* dzdy
R2xR?

//Rz R2 J@ -y Up(z,9))(~up(z) — dr(x))*dzdy
// y — )0, (Up(x, y))(—up(y) — dr(y))* dedy.
R2xR2
Do

/ / J (& — y®y(Up(2, 1)) (~tp(z) — dr())* dzdy
J JR2xR?

= 3/ [ 9= BT ) (up(o) — da@)* ~ (~us(s) ~ dnlu)*dody,
(3.22)
De plus, puisque

(@p(Up(z, y)) — @p(Dp(, ) (—up(z) — dr(@))™ — (~up(y) — dr(y))*) 2 0
ot Dp(x,y) = dr(x) — dr(y), pour tout z,y € R?,

/1R2 - J(z=y)}(2p(Up(z, ¥)) = 2p(Dyp(z, y))) ((—up(@) —dr(2)) T —(—up(y)—dr(y)) " )dady > 0

donc
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/ /R o J(z — y)®p(Up(z, y))((—up(z) — dr(z))" = (—up(y) — dr(y))")dzdy
> ./‘/]RZ . J(l' - y)‘I)p(Dp(:v,y))((—up(x) - dR(;z;))+ _ (_up(y) _ dR(y))+)d:L'dy.
En utilisant (3.22), on obtient

//sz]Rz T — y)2p(Up(z,y))(—up(z) - dR(l'))+d:L'dy
>4 [ 7@ = DRD @) (- (15(0) ~ (o)) ~ (-(0) - dnly))" )y
> /~/]sz]R2 J(z — y)@p(Dp(z, y) ) —up(z) - dp(z))* dzdy.

Cela implique que

- 610 52 //}szmp J(& = y)Pp(Dp(, y)) ((—up(z) — dr(z))* dzdy,

< 3l llequey [ /R e
. X

ou on utilise le fait que ||up||poomz) < |[f]|Loo(r2)-

1

) dn() — dr(y) [ dady, (3.23)

)

Puisque | 7 dr(z)| < 8, pour & € R?, on a |dr(z) — dr(y)| < Ae, pour tout |z —y| < ¢
et (3.23) implique que

Ae\P!
/ / (Cup(a) ~ dufa) Vo < Sl () [ [ @ wyasdy
R2xR2 R2xR2

Maintenant, on choisit € > 0 de sorte que E < 1 pour obtenir

lim inf —dg(z))")%dz = 0.
L in //szmz —up(z r(@))")%dz =0

Grace au Lemme de Fatou, on déduit que

dm [ [ (uple) - da@) e =0

Ce qui implique que ((—u,(z) — dr(z))*)? =0 pp. .
Par conséquent,

u(z) > —dgr() pour presque tout = € R,

On conclut donc que ~dg(z) < u(z) < dr(z) pour presque tout z € R2.
Ainsi, pour tout 0 < A < g,

Supp(u) C B(0, R)) ot Ry = R+ }|fllL=(g2)-
En faisant A — g, on obtient R = R + 511 .f1l Loo (m2), ce qui donne (3.16).00
Lemme 3.7. Si f € Co(R?) N L%(R?) alors
up — u dans C(R?) et dans L%(R?), (3.24)
ot u € Co(R?) et u = Prs(f)-

38



Preuve

D’abord, on suppose que f € C.(R?). En utilisant (3.13) avec ¢ = oo et le Théoréme
d’Ascoli, on déduit V’existence de u € C(R?) et une sous-suite que l'on note aussi par
p tel que (3.24) soit satisfaite. De plus, grace & (3.9), avec ¢ = 2, on voit que up, = u
faiblement dans L?(R?). On doit montrer que u € K . Grace & (3.12) et (3.14), on a

o= [ [ I~ (o) - u)dady

q

< ([, [ 76 sut@) - uptr)’
< (=% [ er)’

On prend g > 1 fixé et on fait p — oo en utilisant (3.22), pour déduire que

INRC

Puisque g > 1 est arbitraire, on déduit que |u(z) — u(y)| < & pour z — y € Supp(J) =
B(0, ¢). Ce qui implique que |u(z) — u(y)| < & pour |z — y| < € et donc, u € K?.
Maintenant, pour tout £ € K2, on doit montrer que u = IP’Kés( f), autrement dit, on doit
montrer que

(w);“( dedy < 1.

A;ﬂm—uunwm>—&m>supwrwmsexﬁ (3.25)

On montre que 35§ € K : en effet, comme ¢ € K?, alors

§(z) - £(y)] < 6.

En multipliant I'inégalité précédente par 5 on a 25lé(z) — €(y)| < 376 ce qui

implique que |n—:‘_—1§(m) — n+1§( )| < nilé
Etant donné que ;25 <1, il résulte que ‘nﬂé(m) - #g(;,)‘ <é.

On prend u, — 25§ comme fonction test dans (3.7), ce qui donne

n

| (la) = f@)upte) = 25
_ o [€(=) — €y)
SRS ‘m+nm
Puisque |%ﬁ’%| < e <e, supp(J) = B(0,¢) et lupll oo w2y < 1l Loo(m2), alors
p—2
(up(:r) - §(x)) dedy=0.  (3.27)

i // 5 )
im
p—oo Jp2 g2 n+1/n n+1

Par conséquent, en faisant p — oo dans (3.26) et en utilisant (3.27), on déduit que

/n; u(z) (u(x) — ni 15(90)) dz > /.2f(:c) <u(x) _ Zlf(x)> dx

Ensuite, en faisant n — co on obtient (3.23) car &y — let on a

/ u(z) (u(e) — £@)) de > [ (o) (ule) - €()) da,
R2 R2

&(z))dx (3.26)

p—2
(up(:r) - nL—i—lé(m)) dzdy.
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dots (3.25).
Maintenant, pour tout f € Co(R?), on considere une suite f, € C.(R?), telle que

fn— f€C(R?).

On note par up, la solution de (3.7) correspondante a f,. Grace a la propriété de
contraction L de Pgs et de la solution de (3.7), on a

|PKgf($) — up()| ||]P’Kg‘f - ]P’Kg‘fn”Lw(R?) + ||PKgfn - upn||L°°(R2)

<
+ lupn - up||L°°(R2)
< Nf = fallzeomey + Pxs fr — upnll Lo re)-

Grace a la premiére partie de la preuve, il découle que
plLr&SUPlHDKgf($) —up(z)| < ||f = fallpeomey-
En faisant n — oo ensuite dans l'inégalité précédente, on déduit aussi que (3.24) est

vérifiée. [

Lemme 3.8. Si f € Co(R?) N L2(R?) et u = Ps(f), alors u est solution de (3.4).

Preuve

On rappel que u € Co(R?) et
up = u dans Co(R?), (3.28)

ot u, est la solution de (3.7). On doit montrer que u est solution de (P?). Pour ce faire,
on prend

-2
up(z) — up(y) 7

4]

et on montre que la limite faible de u, dans M,;(R? x R?)T est un noyau pour ’équation
intégrale de (P?). Grace & (3.12) et (3.15) avec ¢ = p — 2, on voit que

[ oot (% L. |f(z)|2> v

p—2

pp = J(@ —y)

En effet, on a

up(x) — up(y)
)

pp=J(z—y)
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En posant ¢ = p — 2 dans (3.12) et (3.14), on a :

1
//up(w,y)dwdy < W(/ J(x-y)lup(w)—up(y)lpda:dy)
R? JR? R? JR?
1 (ér2 »
< 5 (52 L, L7 0lule) - )P dody)

IN
kS
I S
[\~
|
TN
&
T~
[\~
%\
[ ]
Es
[ ]

P

P

2

p—

P

2

J(z —y) lup() — up)P dxdy) ’

p=2

p=2

< @7 (5 [, [ 0 o) - w)P dody ) |
< @7 (g [ [0 0luto) - wploiPdady ) ©
< @ (5 [, [ @0l - wPday)

p—2

En utilisant (3.12), on obtient
' (2 1t 2dm) "

/ / pp(z, y)drdy < (
R2
0 p=2
ce qui implique que/ /~up(x,y)da:dy < (—2/ |f(a;)|2dx) ]
R2 JR2 5 R2

Par conséquent, y, est borné dans L!(R? x R?) et donc, il existe u € M§(R? x R?)*

tel que
pp — p faiblement x dans My(R? x R%)T,

montre que la mesure p est & support dans [Ju(z) —

(3.29)

En conclusion, puisque p, est symétrique, alors p € M§(R? x R?)*. Maintenant, on

() =det|z—yl <e| Mest

clair que p[|z —y| < €]. On prend 0 < A < § et A un ensemble ouvert tels que
A Clu(z) —u(y)| = 6 et |z — y| < €. Grace & (3.27), il existe pg > 1 tel que, pour tout

D >po,0na

sup [up(2) - up(y)] < 5 - A
(z,y)€EA

<11m//Ja:—
p—oo

Ce qui implique que

Par conséquent,

p—2

up z) - up(y) dzdy = 0.

4]

pflu(z) —u(y)| 26— Aet [z —y| <el.
Puisque 0 < X < J est arbitraire, on déduit que :

No<a<sllu(@) —u(y)[ 26— Aet |z —y| <¢]
[lu() —u(y)l =d et |z —y| <e].

Supp(p) C
-
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Maintenant, en multipliant (3.7) par une fonction test £ € C.(R?) et en intégrant sur
RZ2, on obtient

| wewis [ [ 16—y
RZ R2 RZ

- / f(2)é(z)dz.
R?

p—2

up(@) = W) T )~ (u)e(e)dady (3.30)

4]

Grace & (3.28), le premier terme de (3.30) converge vers / u(z)é(z)dz et
]RZ

(up(x) — up(y))é(z) — (u(z) — u(y))é(z) uniformément pour tout (z,y) € R2.

Par conséquent,

lim/ J(z—y)
p—0 JRr2 JR2

= [, [ ) - ute)eta)dady.

Cela implique que u satisfait 1’équation intégrale (3.4) pour tout £ € C.(R?). Par densité,
on déduit que cela reste vrai pour tout £ € Co(R?) N L%(R?). Par conséquent , u est
solution de (3.4).0

p—2

Ul®) =W\ ) ()€ () dady

4]
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Chapitre 4

Preuve des principaux résultats

4.1 Existence et unicité de solution pour 'EIDP

Gréace au Théoréme 3.0.10, les preuves des théorémes 2.1.1 et 2.1.3 découlent en utilisant
les arguments de la théorie des sémi-groupes non linéaires. Tout d’abord, rappelons que

Prs = (I+ /\BHKg)_l pour tout A > 0.
Par conséquent, le probléme stationnaire (3.3) est équivalent &
u+0lgs 2 f. (4.1)

En particulier, le Théoréme 3.0.10 donne une caractérisation de 0l ks en terme d’équation
intégrale.

Corollaire 4.1.1. On considére f € Co(R?) N L% (R?) et u € Co(R%) N K?. Alors,
f € 0lgs si et seulement s’il eziste p € M3 (R? x R?) tel que

/LLRg(u)

/ / (u(z) - u())e(@)plde, dy) = [ f@)e()de,
RrR2 JR? R2
pour tout £ € Co(R?) N L2(R?).

Preuve

On rappel que :
Si f € Olgs(u) alors on a / F@)(u(t) — 2z)dz > 0 pour tout 2z € K?.
€ R?

Siu=Pgs(f +u) alors, u € K2 et / f(#®)(z —u(t))dr <0.
€ . R2
On doit montrer d’abord que f € Olgs si et seulement si u = ]P’Kg(f + u).

e On suppose que f € Jlgs(u) alors, par définition, on a / f@®)(u(t) — 2)dz > 0 pour
[ Rz

tout z € K°. Autrement dit, on a ft)(z — u(t))dz < 0 et donc,
R2
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e On suppose maintenant que u = Ps(f + u), alors par définition, on a u € K? et

/ F(£)(z - u(t))dz < 0 d'oir f € Dls(u).
R2

Par conséquent, grace au Théoreme 3.0.10, si u est solution de (3.4), alors u = PKés.
Etant donné que u = Pgs(f + u) alors on u est solution de (3.4) en posant f = f + u.
Par conséquent, on a

|uot@es [ [ e - uwieued) = [ (70 + u@)e)ds

Par simplification, on obtient donc que
L, | @) - ue@ntdz,ay) = [ f@)e(a)doD
R2 JR2 R2

Le Corollaire 4.1.1 suggere une connexion entre le probleme (P?) et le probleme (2.6).
On sait, grace a [16], que 9l ;s est un graphe maximal monotone dans L?(R?) et, grace
a [11], que, pour tout 1 < g < oo, si u; est la solution correspondante & f; € LI(R?)
pour ¢ = 1,2, alors,
lur — uallamey < [1f1 = follLa(me) (4.2)
et
[[(u1 — u2) ™ || Lrmey < (1 — f2) 7 ey (4.3)
En particulier, cela donne le concept de solution variationnelle pour (PE‘S ). Cela corres-

pond & la solution de ’équation d’évolution (2.6).
Définition 4.1.2. Pour une donnée f € L2 (0,T; L*(R?)) et ug € K¢, on dit que u
(resp. uy) est solution variationnelle (resp., solution variationnelle c—approchée) de

(P3) si uw e WH(0,T; L2(R?)), u(0) = ug, et, pour tout t €]0,T|, u(t) € K¢ et

/R2 (f(t) - 615536)) (u(t) — z) > 0 pour tout z € Kg

(resp. uq est donné par (3.1) et u; = Pys(ui—1 + afH).

En utilisant la théorie des sémi-groupes dans les espaces de Hilbert pour les problemes
d’évolution gouvernés par des opérateurs sous-différentiels (cf. {12, 16, 36]), on a le
résultat suivant.

Théoréme 4.1.3. On considére ug € K2, T > 0 et f € L?(0,T; L*(R?)) alors on a :

1. Pour tout ¢ > O et pour toute o—discrétisation du probléeme (P%), il
eziste une unique solution variationnelle o~ approchée de (P?).
2. Il existe un unique u € C([0,T]; L>(R?)) tel que u(0) = ug et, lorsque
o—0,

uy — u dans C([0,T]; L2(R?%)).

3. 8i f € BV(0,T; iQ(RQ)) alors, la fonction u donnée en 2 est 'unique
solution de (2.6), appelée solution variationnelle de (P?).
4. Si, pour i = 1,2, u; est la solution (donnée en 2) correspondante a f;,

alors pour tout 1 < ¢ < ¢,
d /
Eﬂul — Uzl par2) < [If1 = follpamey dans D (]0,T)
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£ s —wa)* aqaey < [ = £2)* sy dans D' (0.7,

5. En particulier, si f > 0 alors, u > 0 presque partout dans Q.

Preuve

1) Soit (¢;, f;) une o— discrétisation du probleme (P?).
On considere

2

R
ui € (KQ), pi 2 0, i (R2) (w),

oy | @)+ [ o) —uil)ule.dy) = 0@ + s pour 2 € B,
la discrétisation en temps d’'Euler associée & (P?).
On pose u, définit comme suit

w = W pour t € [0,14],
7 ] wypour t € [ti_1, 4], i=1,..,n.

u, est donc une solution o-approchée de (P?2). De plus, u; est solution varia-
tionnelle du systeme précédent, alors u; = Pgs(ui—1 + 0 f;). Par conséquent
u; est solution faible du probleme (P). On peut donc conclure que u, est
I’'unique solution o- approchée de (P?).

2) D’apres le Théoréme 1.4.4, le probleme u; + 8l gs = 0 telle que u(0) = uo
admet une unique solution variationnelle. En appliquant la définition 1.4.1,

on déduit que
uy — u dans C(0,T; L*(R?)).

3) Utilisant le Théoreme 1.4.5, la partie 3 découle.

4) Soient u; et ug deux solutions faibles du probleme associé & f1 et fo
respectivement ; on a :

lur(t) = ua(t)|| Laqmey < llwa(s) — ua(s)|Lage) + /St 1 f1(7) = fa(7)ll Lacm2);
ce qui équivaut a
w1 () = w2 ()l Lamey — lua(s) — ua(s)llLagmey < /: [f1(7) = fa(7) || Lagmeyd
Par conséquent, Vs,t € [0,T] avec s < ¢, on a :

t d . t
[ ) = walsae) < [ 1A2(7) = far) s

Puisque Vs,t € [0,7] avec s < t on a [s,¢t] C [0,T], on peut écrire
T d T
| grlus(n) = lsagey < [ 1A() = o)l
0o 07 0
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Ce qui implique que

2 (7)) gy < 153 7) ~ Fa ()

En conclusion, on a

d
gg”ul —ugllLame) £ 11 — fall pawey-

t
Aussi, on a |uy(t) — ua(t)| < |ui(s) — ua(s)] +/ |fi(T) = fa(r)|dr.

Puisque fus (£) ~ua(t)] > 0, on & Jus () ~ ua(t)] = (wa(t) ~ ua($))*; de méme,
on a |f1(7) = fa(7) = (fu(7) = fo(7)) .

Par conséquent,
(ua () = ua(t)™ < (ua(s) — ua(s))™ + / (fi(r) = fa(r))Fdr.

Ainsi, pour tout s,t tels que s < t, on a :

't

ot d
| ) —wa®)ar < [ (hir) - far))*ar

8

Puisque pour tout s,t € [0,T] on a [s,t] C [0,T] on peut écrire

T T
|| g - w) e < [ () - fatr)tan

Dot

/]R2 /OT %(UI(T) — up(7))Vdr < /R? /OT(fl(T) ~ fo()) T dr;

c’est a dire

/OTC%./R?(M(T) — ug(r))tdr < /OT/R2(f1(T) _ fo(r)) .

Ce qui implique que

4
dr R2

()~ war) i < [ (h(r) = folr)
En conclusion, on a

d + < +

EH(UI —u2) | wey < (1 — f2) Tl Lo mey-
5) On suppose que f > 0 alors, f; > 0 pour ¢ = 1,2.

On remarque que (0, 0) est solution du probleme. On pose u; =0 et f; =0,
en utilisant (4.3) on obtient :

I(=u2)¥llzx < I(=f2) (.
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si fo > 0, alors —fo < 0. Par conséquent, (—fa)™ = 0 et donc ||(=f2) ||z =
0' .
On déduit donc que ||(—ug)™|| = 0.
[(~u2)ll;r =0 = (~u2)™ =0pp.
= —ug <0 p.p.
= ug > 0 p.p.
On voit alors que si fo > 0 alors ug > 0.

De méme on montre que si f; > 0 alors u; > 0.
En conclusion, on a que si f > 0, alors u > 0 presque partout dans Q.[]

Enfin, utilisant la caractérisation de 'opérateur 91 k3 (cf. Corollaire 4.1.1) et le Théoreme

4.1.3, on montre I'existence et I'unicité de la solution pour (P%). Pour ce faire, pour
commencer on démontre lc lemme suivant.

Lemme 4.1.4S0us les hypothéses du Théoréme 2.1.1, soit u solution de (2.6). Alors,
pour tout t > 0, u(t) € Co(R?) N L2(R?).
Preuve

On considere _
ui = Pys(uim1 + o f*) pour i=1,...,n,
ol (t;, fi)i=1,..n €st une o—discrétisation de (2.6). On peut supposer sans perte de
généralité que f; € Cy(R?) et on prend
fo(t) = fi pour tout t €]t;_1,t;[eti=1,..,n.

En utilisant le Lemme 1.1.45, on peut supposer que

T
tim [ ot ) = folt Mg dt =0 (4.4

unt formément par rapport & o.

Grace au Lemme 3.0.13, on déduit que u; € Co(R?) pour tout i = 1,...,n et donc que
uy € Co(R?) pour tout ¢ €]0,T[. De plus, pour tout » € R?, on sait que

lui(x + h) — ui(x)] < |lug(- + k) — uo()|| Lo ey + Z I fi(- +h) = fil )l Lo ®2y;

=1

par conséquent, pour tout ¢ € [0,7'[, on a
)~ 1o ()] < (. + 1) = w gy + [ 1o+ 1) = FrOllmy o
pour presque tout r € R? .

Grace aux hypothéses du Théoréme 2.1.1 et (4.4) on déduit que

lim max |uy (¢, + h) — uy(t, )| = 0 uni formément par rapport o o. (4.5)
h—0 zcR2

On rappel que uy, — u dans Cg(0,T; L2(R?)) quand o — 0. Utilisant (4.5) et le
Théoreme d’Ascoli, on déduit que u(t) € Co(R?) pour tout t € [0, T]. On obtient donc
que u € Cp(R?) N L#(R?).0
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Lemme 4.1.5. Sous les hypothéses du Théoréme 2.1.1, la solution de (2.6) donnée
par le Théoréme 4.1.3 est U'unique solution de (PE‘S)

Preuve

Tout d’aberd, utilisant le Corollaire 4.1.1, on voit qu’une solution u de (P?) est une
solution de (2.6), ainsi u est unique. Maintenant, on considére u comme solution varia-
tionnelle de Pys. Alors, u € WH*(0,T; L*(£2)), w(0) = up et f(t) - ul) ¢ s (u(t)),
pour presque tout ¢t €]0,T[. Grace au Lemme 4.1.4, on sait que u(t) € Co(R?) pour
tout ¢t € [0,T], alors, utilisant le Corollaire 4.1.1, pour tout ¢t €]0,T[ fixé, il existe

p(t) € ME(R2), tel que p(t)LRE(R?) et

[ [ to —utngamut.oin = [ (160 - 2L s, (a0)

pour tout £ € Cy(R?). Ce qui met fin a la preuve.C]
Maintenant on peut achever la preuve des théoremes 2.1.1 ¢t 2.1.3.

Preuve du Théoréme 2.1.1

On suppose que f € BV(0,T; L%(R?)) N L(0,T;Co(R?)) et qu'il existe a € L'(]0, T])
tel que pour tout & € RV | on ait (2.5).

Alors, d’apreés le Lemme 4.1.5, (P?) admet une unique solution. De plus la partie 4 du
Théoreme 4.1.3 dit que si,'pour i = 1,2, u; cst la solution correspondante a f;, alors
pour tout 1 < ¢ < o0,

d /
Ezliul —uzllpame) < lf1 = fallpawe) dans D (]0,T7)

et
d /
Zi—t”(ul —u2) ey € (f1 = f2) T llLr(mey dans D (10, T).

Ce qui met fin & la preuve.l]

Preuve du Théoréme 2.1.3

D’aprés le Lemme 4.1.5, on sait que si u est solution de (2.6) alors u est I'unique solution
de (P?).

Réciproquement, si u est solution de (PE‘S) alors d’apres le Théoréme 4.1.3, on voit que
u est solution de (2.6). O

4.2 La connexion entre ’EIDP et le modele stochastique

Grace a [23], on sait que la connexion entre le modéle stochastique et le modele
d’évolution de surface pour un tas de sable est donnée a travers les dynamiques non
linéaires suivantes dans H :

{ Oyt + Ol g (4) > f pour t >0,

a(0) =0, (4.7
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ot H = 1%(Z2), ol & représente le sous différentiel de I dans H, avec

K :={ne€ H;In(i) - n(j)| <1 sii~j}.
En d’autres termes, § € 9l si et seulement si 4 € K, g€ H et

> gi)(ai) — €(3)) 2 0 pour tout € € H.

i€Z?

Puisque K est un sous ensemble fermé et convexe de H pour f € BV(0,T; H) donnée,
le probléme d’évolution (4.7) a une unique solution (cf. [16]) au sens suivant :

& € Wheo(0,T; H), i(t) € K pour presque tout t € [0,T],

Z(f(t,z) — Ogtu(t, 1)) (a(t, <) — é(z)) > 0 pour presque tout t € (0,77, Ve K.
1€Z2

1l s’agit d'une analogue discréte de (2.6) et donc une analogue discréte de (P?). En
particulier, en subdivisant le plan en carré de coté %, avec N € N*, on montre le
résultat suivant, en prenant une connexion explicite entre la solution de (P?) et la
solution de (4.7).

Lemme 4.2.1. Sous les hypothéses (Hy) — (H3), on suppose qu’il existe N € N*, tel
que (2.138) soit satisfaite. Alors, u est solution de (P?), avec ¢ = 7{,— et § = %, st et
seulement si

1.

u(t,x) = Fu(Pt, [Nz]) pour tout (t,z) € [0, 00[xR?,

ol 1 est solution de (4.7).

Preuve

On sait que les deux problemes (P9) et (4.7) ont des solutions uniques.
Pour la preuve du lemme, on choisit 4 solution de (4.7), alors u(t,z) = 4(Pt, [Nz])
est solution de (P?).
On montre que u(t) € K2 pour tout ¢t > 0.
En effet, on a :
@ est solution de (4.7), alors u(t,z) = $4(Pt,[Nz]) et & € K.
Par définition de K ,ona
1a(i) — a(4)] < 1,
ce qui implique que |Pu(z) — Pu(y)| < 1, d’ou |u(z) — u(y)| < $ et par conséquent,
luz) —u(y)| < 6.
i ~ j implique que |i — j| < 1; puisque (2.13) est vérifié, on a

[Nz — Ny| < L.

Par conséquent, |z —y| < %, d'o [z — y| < e.
On obtient donc que u € Kg .
Malintenant, pour £ € Kg donné, on doit montrer que

J = Rz( f(t,z) — Bpu(t, z)) (u(t, x) — £(z))dz > 0. (4.8)
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Pour tout i € Z2, on note
I = {z e R%; [Nz = i}. (4.9)

Puisque pour tout z € I, u(t,z) = 6a(Pt,i), f(t,z) = f(Pt,i) et |I;] = 2 alors,

;7=Z/ (t,2) - Brult, ) (ult, 2) — £(2))d

1€Z2
NGED ata(Pt,i))(F a(Pt,i) I;I £(z)dz)
i€Z2 L
= 6% ) (f(Pt,i) — Ba(Pt,4))(a(Pt, i) — £(1)),
1€Z2

ol

60 = 53 | co)ie

Onafek, donc en utilisant le fait que @ est solution de (4.7), on déduit que J > 0.
On a donc u solution de (P?).00

La connexion entre le modele stochastique et le modéle discrét pour 1’évolution du tas
de sable est donnée par le résultat suivant.

Proposition 4.2.2. On suppose que f e BV(0,T;1(2?), f >0 et f(t) a support
borné pour tout t € [0, T[. On considére @ solution de (4.7) et on considére (n(t),t > 0)
le processus stochastique généré par f. On a

E Z(n(t,i) — a(t, 1) / Z F(s,5)ds pour tout t > 0. (4.10)

1€Z2 i€Z2?

On rappel que la preuve de la Proposition 4.2.2 (cf.[23]) est basée sur l'inégalité

> el m t)(n(t, 5) <Y f) w(i)), Yw € K. (4.11)

JEZ2? 1€Z2

Pour montrer (4.11), les auteurs de [23] définissent deux types d’ensembles (type 1 et
type 2) et montrent (4.11) en séparant les calculs en respectant chaque cas. Ici, on
utilise essentiellement la remarque suivante et on donne une preuve directe et courte

de (4.11).

Remarque 4.2.3. Pour § € S, si p(,5,£) > 0, alors il existe au moins un escalier
fo=1~i]~ ... ~iy =7, tel que £(ip) = &(ip+1) + 1 pour tout p=10,1,...,m — 1. On
note cet escalier par C(i,j). c’est a dire

C(l,]) = [i77:la ""7im—laj]'
De plus, pour k € C(i,7), on note par k le coté adjacent de k satisfaisant u(k) = u(k)+1.

Pour tout 7, j € Z? tel que p(4,4,&) > 0, C(4,5) est non vide et peut ne pas étre unique.

Lemme 4.2.4. Sous les hypothéses de la Proposition 4.2.2, (4.11) est vérifiée.
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Preuve

Gréce & (2.8), on a

222 (3, m,)(n(t,5) = w(3)) ‘ZWp(i,jm(t))f(t,i)(n(t,j) —w(j))

) = J.’}Ejzzpu,j,n(t»f(t,z')(n(t, i) — w(3))
. Z PG, 3:n(0) £t ) (W) = w(5)) = ((t,5) = 1(t, 7))
S hen

Puisque }: p(i,7,m(¢)) = 1 pour tout (3,t) € Z%x]0, 0cl, alors
jez?

I

L= f(t.0)n(t5) — w(i)).
1€22
On doit montrer maintenant que I < 0.
Grace a la Remarque 4.2.3, on a

L = ) p(i,5n@)fE) Y, (wk)-wk) — (n(k,t) —n(k,1)

J#i kec(i, )\
< Dol an@)fEd) Y (wk) —wk) - 1)
J# kec(ii)\i
< 0, (4.12)

carw € K et k~ k.0

Remarque 4.2.5. Dans la preuve de (4.12), on prend un escalier arbitraire C(i,7)
associé a p(i,7,m(t)) > 0. La preuve est indépendante du choix d’un tel C(i,7).

Le reste de la preuve de la Proposition 4.2.2 découle de [23].

Preuve de la Proposition 4.2.2

1) Pour tout w € S et t > 0, on doit montrer que

L= 3t 8) —w@)) < 3 Ft,3) e, ) —wii) + 5 3 S8,
i€Z2 jez2 jEZ2
Par définition de £, on a

1= elin (Z(Tj(ﬂ(t))(i) — 0@~ 3 (nlt,i) - w(z‘>>2) .

1€22 A jEZ2

Par conséquent, on a

I= % S clGn, &) 3 (@) - D) Ty ) +n(6) - 20()

j€Z2 icZ?
1 , . .
= 52 @) +1 - 2uw(j))
j€Z?

= Y G mG) - wi) + 3 X im0,

jez? jez?
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Grace a (2.9), on déduit que
I=Y" c(Gnt)0G) - thj
jez? ]EZ2

Utilisant le Lemme 4.2.4, on déduit que

I</§:fsy (t,8) ~ w(i)) + 5 3 ei,n.1).

i€Z? jez?

On conclut que

1 .
S cim ) -wi)+3 X 160 < [ 3 Fodate-u)+ 3 X .o
jez? ]€Z2 €22 jer?

2) Pour tout w € WH(0, T, H) tel que, pour tout ¢t € [0, 7], w(t) € K, on doit montrer
que

1 i) — w(t, )2 t 1, s (w(i, s) — n(i, s
2Z(n(t’) (t,4)) S/o{wa(’)((’) n(i,s))

i€Z2? 1€72
+ Y £(s,9)(n(s,4) — w Zfsylds+M()
Jjez? 1€Z2

ou L, est donné par (2.10) et (M(t))s>0 est la martingale satisfaite par
E(M(t)) = 0 pour tout t > 0.

Comme dans (23], on utilise I’équation intégrale stochastique suivante.
Pour tout F : §x]0, 0o[— R lipschitzienne continue en t et F(n(.,0),0) =0, on a

F(n(.,t),t)=/0 (%F-u F)( (,s)) + M(2), (4.13)

ol (M(t))s>0 est la martingale satisfaisant E(M(t)) = 0 pour tout ¢t > 0.
Soit F' donnée par

F(& 1) = % S (€) - w(i))? pour tout (€.t) € Sx]0, T,
1€Z?
Alors,
= - Z ws(i, ) (E(G) — w(i,s)) pour tout (£,t) € §x]0,T|

i€Z?

et (4.13 ) implique que, pour tout ¢t > 0,

LS (e, i)-w / S i, )Wl 8) = 1(6,5)) + Lo(F(n(.,5), ) | ds+M(2).
1€7Z2 1€Z?
Par conséquent, utilisant la premiére étape, on obtient

LS ot~ wle) /[ZW (:5) = 1)

i€Z2 i€Z?
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+ Y f(s,5)(n(s,5) — w Zf(SJ]derM(t)

jez? zEZ?

3) Puisque i est une solution de (4.7) et 7(t) € K pour tout t >0, on a

> (i, s)(ali, 5) = n(i, 8) + Y f(5,5)(n(s,4)als, §)) < 0 pour tout t > 0.

i€z JEZ2
Alors, utilisant le 2) de la preuve avec w = 4, ot 4 est solution de (4.7), on a

‘Z(”(“ — w(t,i))? / > f(s.5)ds + M(t).

€72 i€Z2

Par conséquent, on a

—E(Z(n(m ﬁ(tﬂ)sé (/Zf(sy ) E (M(1)).
i€7.2

i€Z?

Comme E (M(t)) = 0, en simplifiant 'inégalité précédente par %, on déduit (4.10).0

Preuve du Théoréme 2.2.5

On considére up v solution de 'EIDP associée a fy donnée par

fa(tz) = f(t, ijlvzﬂ) pour tout (t,z) €]0, co[xR2.

ri= (B[ e - np,N(t,m)PD%

et en utilisant 'inégalité de Jensen, on obtient

1< (][ i) - noate.o) D (| lurwttn) - ute m)F) 1)

Pour le dernier terme de (4.14), on utilise la seconde partie du Théoréme 2.1.1 pour
obtenir

En prenant

/R lult,3) — upw(t,2)Pd < /0 /R 15(t,2) = f(t ) dods

Pour le premier terme de (4.14), puisque fy satisfait (2.13), en utilisant le Lemme 4.2.4
et le fait que |I;| = €7, on obtient

EURz(nP,N(t,m)—uP,N(t,m))Qdm] ZEU(nPN(m upn(t,z))%d }

i€Z?

= 6%%E [Z(n(Pt,i) - a(Pt,i))ﬂ .
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Par suite, utilisant (4.10), on obtient

INA

E [/W(np,zv(tafﬂ) - UP,N(tsx))2dx} 8% /OPt Y fls,5)ds

jEZ?

Pt
5252/0 Zf(—;;,j)ds

jEZ2

Pt s
62/ fn(=,z)dzds
o Jre' P

IN

IN

IA

Pt
5/ fn (s, z)dxds.
o JRr2

Par conséquent, (4.14) implique que

1< 63 (/Ot o fN(s,x)dxds) : + (/Ot «/R2 lf(t,z) — fN(s,x)Id:cds)% 0O
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Conclusion

Dans ce mémoire on a développé le modele mathématique intitulé Equation Intégro-
Différentielle Partielle (EIDP)associé a la dynamique de la matiére granuleuse qui
modélise la formation d’un tas de sable lorsqu’on déverse le sable sur une surface plate.
On montre qu’il existe une connexion entre I’ EIDP le probleme d’évolution et le modele
stochastique d’Evans-Rezakhanlou. Cette conuexion est tres utile car permet de mon-
trer Pexistence e 1'unicité de solution de 1' EIDP.

Comme perspectives, on pourra étudier ’évolution d'un tas de sable sous 'effet de fac-
teurs externes (vent, eau..), modéliser les avalanches et faire des simulations numériques.
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