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Résume

Notre étude porte sur la modélisation mathématique de la dynamique d’un systéme
aquatique : le poisson-plancton (phytoplancton et zooplancton) en présence d’une sub-
stance toxique, [1, 5]. Aprés la construction des modeles, nous procédons a I'étude des
modéles non structurés basés sur des systemes d’EDO, singuliers, le dénominateur d’un
des termes de réaction pouvant s’annuler [4, 5]. L’ analyse mathématique permet d’isoler
des conditions d’extinction en temps fini ou de persistance. On étend ensuite les modeéles
précédents au cadre avec structuration en espace, pour prendre en compte les hétérogé-
néités spatiales du milieu. On obtient des systémes d’EDP du type Réaction-Diffusion
singuliers [1, 4]. Une analyse approfondie donne des critéres d’existence sur un intervalle
de temps infini et d’existence sur un intervalle de temps fini de solution. Parallélement,
nous avons mis en place, une méthode numérique du type Splitting d’opérateurs dans le
but de valider les modéles spatiaux et d’étudier le procéssus d’invasion. Les simulations
numériques ont permis d’établir l'effet fondamental de la toxine produit par le phyto-
plancton toxique sur le zooplancton et le poisson.

Mots clés : Blooms, Dynamique des populations, analyse mathématique, simulation
numérique, réaction-diffusion, hétérogénéité spatiale, systéme proie-prédateur, effet de
toxine. :
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Chapitre 1

Introduction générale
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1.1 Les biomathématiques

L’apparition depuis les années 1980 de puissants moyens de calcul, leur démocrati-
sation et leur banalisation ont entrainé I’explosion des modéles mathématiques, en par-
ticulier dans les sciences du vivant. En quelques jours, il est devenu 'facile’ de concevoir
le modéle d’un systéme biologique complexe et de générer une pléiade de courbes colo-
rées et de graphiques séduisants. Les sciences du vivant qui jusqu’alors avaient été peu
mathématisées ont été atteintes de plein fouet par cette vague de nouvelles techniques
mathématiques.

Les biomathématiques se définissant comme une association de deux sciences, les ma-
thématiques et la biologie, sont constituées de l'ensemble des méthodes et techniques
mathématiques, numériques et informatiques qui permettent d’étudier et de modéliser
les phénomenes et processus biologiques. L’étude des phénomeénes biologiques nécessite
donc une collaboration des scientifiques de divers domaines (biologie, mathématiques, in-
formatiques, épiémiologie, écologie évolutive etc). Le premier objectif dans la démarche
de cette discipline est d’établir un modéle mathématique adapté au probléme biologique
posé. L’établissement de ces modeéles peut se faire de deux maniéres : soit & partir des phé-
nomenes biologiques observés, construire des modéles adaptés ou en partant de la théorie
pour construire des modeles généralistes qu’il s'agira ensuite d’appliquer & des problémes
existants. La complexification du modéle entraine inévitablement une complexification de
son étude mathématique et parfois, on ne peut faire grande chose que de le simuler, et
encore faut-il s’assurer quand & la véracité des résultats numériques 7 Mais quelles qu’en
soient les difficultés, des problémes décrivant des phénomeénes concrets restent posés et il
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faut tot ou tard les résoudre.

1.2 La dynamique des populations

La dynamique des populations est 1'étude des fluctuations en nombre des populations
d’animaux ou de plantes. Elle est d’une importance fondamentale en écologie car toutes
les populations subissent, méme & des degrés divers des variations (accroissement ou
diminution) en nombre sur une courte ou longue période. Cette variation, matérialisée
par les naissances et les décés, fait augmenter ou diminuer les populations chaque fois
d’une unité. Son étude est donc fondamentale en écologie. Un nombre important d’auteur
s’est intéressé a cette étude.

En effet, Thomas Malthus [5] énonga que théoriquement toute espéce a une capacité
de croissance pouvant excéder une valeur moyenne observée. Cette capacité de croissance
est dite croissance exponentielle ou géométrique ou Malthusienne. Selon la théorie de
Malthus I'accroissement de la population est conventionnellement décrite par I’équation

suivante :
AN _

At
avec AN la variation en nombre, At la variation dépendante de la variable temps ¢t > 0,
r le taux d’accroissement et N le nombre d’individu dans la population.

rN

Dans un milieu ou les ressources sont disponibles et illimitées pour chaque individu, une
telle croissance infinie est possible. Cette situation ne peut pas s’appliquer au cas des
grands mammiferes a des périodes ou saisons de reproduction si bien que la croissance
se fait par étape jusqu’a atteindre un nombre maximal K d’individus que le milieu peut
supporter. Dans ce cas 'accroissement de la population est contrdlé par des facteurs dits
de densité dépendante tels que la nourriture, 'espace, etc. Dans ce cas la formule proposée

AN N
‘A—t”’N(l‘R)

ou K est le nombre maximal d’individus que le milieu peut supporter. On remarque que

par Malthus devient :

si N tend vers K alors % tend vers 1; autrement dit, quand la population s’agrandit par
rapport & K son taux de croissance diminue ou devient nul. Cette nouvelle fonction dont
la croissance est limitée par des facteurs de densités dépendantes est appelée fonction de
croissance logistique. Cette fonction de croissance logistique est trés utile car elle traduit le
phénomene de ’accroissement réel de la population faunique malgré diverses interactions
entre les prédateurs et les proies qui y existent.

Lotka — Volterra [5] proposa un modeéle proie-prédateur régissant la dynamique entre
la population et de sa ressource par le systéme ordinaire a deux équations différentielles

suivantes :
dN
E = N(T' - ClN)
(1.2.1)
P _ P(acN —d)

= =
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avec T, a, ¢, d > 0 ol 7 est le taux de croissance de la population de proie en ’absence de
prédateurs, a est le taux d’attaque des prédateurs ou nombres de proies consommées par

prédateur par unité de temps, ¢ le taux de conversion de la quantité de proies consommées
en effectif de prédateurs et d est le taux de mortalité des prédateurs en I’absence de proie.
En outre, Yodzis [4, 5] généralise le systéme proie-prédateur dans (1.2.1) par:

%‘:[— = f(N) — PF(N, P)
(1.2.2)
dP

ou N et P désignent respectivement les densités de proies et de prédateurs.
Dans ce systéme généralisé, trois fonctions sont & spécifier :

— f(N) : le taux de croissance de la population de proie en I’absence de prédateurs,
- F(N, P) : la réponse fonctionnelle du prédateur, c’est-a-dire le nombre de proies
consommées par unité de temps par un prédateur,
- G(N, P) : la réponse numérique du prédateur décrivant la production de prédateurs,
c’est-a-dire le taux de conversion de la proie en prédateur.
De fagon générale, Rosenzweig — MacArthur [5] propose un modeéle prédateur-proie
de la maniére suivante :

B = oX) - Jx)x

(1.2.3)
dy

hatal -
7 cf (X )Y dY
avec f et v des fonctions définies par :

X
Xh-f-X.

o(X) = eX (1-%) et f(X)=bh

La fonction ¢ est appelée logistique et le parameétre e est la croissance intrinséque corres-
pondant au taux de croissance a faible densité (X <« K.). La constante K est la capacité

de charge et correspond a la quantité maximale que peut accueillir le milieu. Autrement
dit, lorsqu'il n'y a pas de prédation, la densité de proie converge vers cette valeur. Dans
ce cas le modele de Lotka — Volterra [5] a des limites puisque selon ce modeéle, la den-
sité de la population de proie croit vers 'infinie en temps infini, ce qui n’a pas de sens
biologiquement.

La fonction f est appelée généralement fonction réponse et avec une faible densité de
proie, elle est linéaire et quasi constante lorsque nous sommes & une forte densité.

Biologiquement, la fonction f peut étre pergu de la maniére suivante : On considére qu’un
prédateur chasse ses proies avec un taux d’attaque p et peut les manger avec une vitesse

v, admettons ensuite qu'il fasse ses deux opérations séparément. On peut imaginer qu'il
utilise une fraction de temps A a chasser sa proie et donc 1 — A temps pour le manger.
Comme il doit manger exactement ce qu'il a chassé, on aura :

%
oX +v

1-Ar=XxX = A=
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Et par conséquent la quantité de proie ingérée par unité de temps est :

v
NoX QX(QX-I-V) S a)
Revenons maintenant au modele et plus précisément aux questions que l’on peut se poser
une fois celui-ci établit. Une premiére interrogation peut-étre : est-ce que le probleme
est bien défini? dans ce sens y a-t-il existence et unicité des solutions? (ceci intéresse
probablement plus les mathématiciens que les biologistes). Pour certains modeles établis,
par des équations aux dérivées ordinaires, on peut vite les résoudre en utilisant certains
théorémes comme par exemple, le théoréme de Cauchy — Lipschitz, [1, 5].

On peut également se poser certaines questions du type : le modéle est-il borné ou réci-
proquement peut-il avoir des valeurs qui tendent vers l'infini ? Quel est ou quels sont le ou
les comportement(s) asymptotique(s) du modele ? y'a t-il des équilibres? Ces équilibres
sont-ils stables ? etc.

Pour les biologistes, c’est probablement la pertinence du modele qui les intéresse plus
Les résultats mathématiques ou numériques sont-ils conformes aux observations biolo-
giques? Est-ce possible d’obtenir certains parametres intervenant dans le modele gréce
a des méthodes d’optimisation? Si tel est le cas pour les biologistes, pour le numéri-
cien, il s’intéressera aux questions suivantes : le schéma utilisé pour les simulations est-il
convergent ? Y a t-il pas d’autres qui sont meilleurs ? Les préoccupations que évoquent les
numériciens ont vraiment des mérites puisque, pour de trés gros modeles, les simulations
numériques peuvent &tre trés couteuses en temps.

Dans le cadre de ce mémoire, nous nous intéressons a la dynamique d’une population
de poisson et de sa ressource qui est le plancton en présence d’une substance toxique
avec les différentes floraisons qui s’y effectuent. L’objectif fondamental de ce travail est
d’établir et d’étudier un modele régissant la dynamique du systéme poisson-plancton en
tenant compte de la toxine libérée par le plancton végétal (le phytoplancton). Pour mieux
comprendre le comportement de la dynamique dans son ensemble, nous allons regarder
des modeéles non structurés et des modeles structurés.

Signalons que depuis ces derniéres décennies, l'effet de la toxine produite par le phy-
toplancton en milieu marin est d’une grande préoccupation pour de nombreux chercheurs
[1, 10]. Et de nombreux modeéles ont été congus pour expliquer ces phénomeénes. Notre
étude s'inscrit dans cette optique de recherche de 'effet de la toxine.

1.3 Structure du mémoire

Ce mémoire est structuré de la maniére suivante.

Aprés ce chapitre introductif dans lequel nous avons présenté la problématique biolo-
gique qui a motivé I’étude de ces phénomenes de la dynamique des populations, nous allons
restreindre le chapitre 2 aux rappels de quelques outils mathématiques indispensables &
'étude des modeles que nous allons construire.
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Pour ce qui concerne le chapitre 3, nous présentons les différents modeéles. Partant des
modeéles généralistes proie-compétiteur-prédateur en présence d'une substance nuisible
avec une subdivision de la population de la proie, nous allons construire le modéle phyto-
plancton non toxique-phytoplancton toxique-zooplancton-poisson en présence de toxine.
Pour y parvenir, nous procédons a I'établissement de quelques modeéles intermédiaires en
présentant dans chaque cas deux types de modeles, I'un faiblement structuré et 'autre
avec une structuration spatiale. Pour les constructions, nous allons d’abord établir le
modéle phytoplancton-zooplancton en présence de toxine et le modeéle phytoplancton-
zooplancton-poisson en présence de toxine. Ensuite, comme le phytoplancton est subdi-
visé en deux types (phytoplancton non toxique et phytoplancton toxique), nous allons
construire le modele phytoplancton non toxique-phytoplancton toxique-zooplancton en
présence de toxine et le modeéle phytoplancton-zooplancton-poisson en présence de toxine
avec subdivision du phytoplancton.

Dans le chapitre 4, il est question d’'une étude mathématique des modeles établis.
Nous somme appelés & vérifier principalement I’existence et 'unicité locale ou globale des
solutions.

Par ailleurs, le chapitre 5 présente les résultats obtenus lors de nos simulations numé-
riques confirmant ainsi les résultats de 'analyse mathématique.

Enfin, le chapitre 6 est consacré a la conclusion et aux perspectives futures de re-
cherche.



Chapitre 2

Préalables Mathématiques

Dans ce chapitre, nous ferons essentiellement un rappel sur les résultats
mathématiques qui servirons d l’analyse mathématique de nos différents modéles
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2.1 Quelques résultats sur les EDOs

2.1.1 Définition

Définition. 2.1.1 Soient I un intervalle de R, X un espace de Banach et Uy, ... Uy, des
ouverts de X. Une équation différentielle sur l’espace de Banach X est une équation de
la forme :

H(t,y,y,..y®) =0, (2.1.1)

ou k est un entier non nul appelé l'ordre de ’équation, H est une fonction donnée de
k +2 variables supposées réqulieres sur I x Uy x Uy X ... x Uy, y est la fonction inconnue
de I dans lespace de Banach X ety ,... y* sont ses dérivées successives. Le probléme
est de trouver un intervalle ouvert I de R et une fonction y : t — y(t) dérivable sur cet
intervalle jusqu’a Uordre k et vérifiant l'équation (2.1.1) pour tout t € 1.
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Remarque. 2.1.1 L’équation (2.1.1) est de la forme générale. Il est plus pratique de
travailler avec les équations plus particuliéres dites du type explicite, pour lesquelles il
existe une fonction G réguliére sur I X Uy x Uy x ... x Ug_ tel que

2® = Gt ./, g ) (212)

2.1.2 Equations aux différentielles ordinaires

Considérons le systeme différentiel ordinaire suivant :

dz
E = g(l‘, t)’
(2.1.3)

.'L'(t()) =2y

avec T € R" et g € CO(R™ x R*,R").
On a les définitions suivantes :
- Le systéme (2.1.3) est dit autonome si la fonction g ne dépend pas explicitement
du temps. Autrement dit, si la fonction g ne dépend pas explicitement du temps, le
systeme (2.1.3) s’écrit alors :

dz

T g('r))

at (2.1.4)
.’L'(O) =2y

et non-autonome dans le cas contraire.
- Le systeme (2.1.3) est dit linéaire si g(z,t) = M(t)x ol M(t) est une matrice carrée
d’ordre n et non linéaire sinon.

Théoréme. 2.1.1 (EXISTENCE ET UNICITE DES SOLUTIONS LOCALES) Supposons que
la fonction g soit continue par rapport d t et satisfait d la condition

lg(z2,8)—g(z1, )| < llz2=21l, Va1, 22 € B={z€R" : [e—xo] < p}, VtE [to, ta].
Alors il eziste o > 0 tel que le systéme (2.1.3) ait une unique solution sur [to, to + a].

Théoréme. 2.1.2 ( Cauchy — Lipschitz ) [5/ Supposons que la fonction g soit conti-
nue par rapport d t et satisfait la condition

lg(22,t) = g(ar, )] < Lilzz — 21, V¢ € [to, ],

alors le systeme (2.1.1) admet une unique solution sur [ty, t].
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2.1.3 Stabilité d’un équilibre

On dira que z* est un point d’équilibre du systéme (2.1.3) si g(z*,t) =0, Vt>0.
On a les définitions suivantes :
- On dira que z* est un point d'équilibre stable si :
Vn > 0,Vty € R*, 3 afty,n) > 0 tel que

Vaz, |lz—12% <alto,y) = Vt>0, [lg(t+1to,t0,z)—2"|| <7

ol g est la solution du systéme (2.1.1).
Dans le cas ou on peut choisir « indépendamment de ¢y alors le point d’équilibre
z* est dit uniformément stable. Un point d’équilibre qui n'est pas stable est dit
instable.

- Un point d’équilibre z* est dit asymptotiquement stable s’il est uniformément stable
et il existe un réel strictement positif Y(zo) tel que
lz — z*|| < T(to) = ||q(t + to, to,z) — z*|| — O lorsque t — +o00.
Toujours dans le cadre des notions de stabilité, nous allons maintenant énoncer le
théoreme de Lyapunov sur les questions de stabilité des équilibres des systemes
dynamiques. Pour ce faire nous donnerons quelques définitions :

- Une fonction ¢ : RT — R™ est dite de classe k si elle est continue, strictement
croissante et ¢(0) = 0.

- Une fonction V : RT x R® — R est dit définie positive si elle est continue,
V(t,0) =0, Vt >ty et Ip > 0, ¢ de classe k telles que
o(llzll) < V(t,x), Yt > to, Vo € B, = {||lz € R* /||z|| < p} (La boule ouverte de R™
de centre 0 et de rayon p ).
La fonction V sera dite définie négative si —V est définie positive.

- On dira que V est radialement non borné si pour une certaine fonction continue
¥ : RY — R de classe k, telle que 1¥(p) — 0 quand p — oo et on a
P(z))) V(¢ ), Yt > b,V z € R™

- On dira que V est décroissante au sens de Lyapunov s'il existe une constante r > 0
et une fonction ¢ : R* — R* de classe k, telles que
V(t,z) <¢(||z|), Yt > to, Vz € B,.

Théoréme. 2.1.3 (Lyapunov) : Supposons que z* est un point d’équilibre du systéme
(2.1.1) et soit V(t,z) une fonction de classe C* définie positive telle que

_ V() , o OV(ta)

Vit z) 5 e, gi(t, z).

On a les situations suivantes :
(i) SiV(t,z) <0, Vt>ty, Vz € B, , alors z* est stable.
(i) SiV(t,x) est définie positive et décroissante et si V(t,z) <0, Vt > to, Yz € B,,
alors * est uniformément stable.
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(ii1) Si V(t,z) est définie positive, décroissante et V (t,z) est définie négative, alors
x* est uniformément asymptotiquement stable.

(vi) St V(t,z) est définie positive, décroissante sur R", radialement non borné et

V(t,x) est définie négative sur R", alors x* est globalement uniformément asymp-
totiquement stable.

2.2 Quelques résultats sur les systemes différentiels

planaires

Considérons le systeme suivant :

d.’El
Y, = T1,T2),
7 fi(z1,72)
(2.2.5)
d.’L‘2
— = folzy, T
2 = )
Nous pouvons réécrire le systéme de la maniére suivante : i f(z)
avec
( i, )
T =
)
et

=-(%)

ou f est suffisamment réguliere et f;, fo continliment différentiables.
Un premier résultat est le critere de Dulac.

Proposition. 2.2.1 (Critére de Dulac) , [5] Soit ) un ouvert simplement conneze du

plan.
St
oF 0G
o oy
n’est pas identiquement nul sur Q et que
oF | 9G
Jr Oy

est du signe constant sur §), alors le systéme (2.2.5) n‘admet pas d’orbites fermés.

Ce critére nous permet d’avoir une premiére information sur les solutions du systéme
(2.2.5).

Pour étudier la dynamique en temps long des solutions du systéme (2.2.5) on utilise le
théoréme de Poincaré — Bendixson, [5].



2.3. PROBLEME DE CAUCHY

Théoréme. 2.2.1 (Poincaré — Bendixson) ,[5] Supposons qu’une orbite z(zo,t) > 0
du systéme (2.2.5) est bornée, alors une des assertions suivantes est vraie :
(a) L’ensemble w—limite w(zy) est un singleton T avec T état stationnaire du systéme,
de plus, la solution ¢(t,xq) vérifie p(t,z9) — T quand t — +o0.
(b) w(zy) est une orbite périodique A et soit on a x(zo,t) > 0 = wlzy) = A, soit
Vorbite x(xg,t > 0) décrit une spirale qui tend vers w lorsque t — +00.
(c) w(zp) est constitué des états stationnaires du systéme (2.2.5) et d’orbite ayant des
¢tats stationnaires pour ensemble 8 — limite et w — limite.

Remarque. 2.2.1 Sous les hypothéses du théoréme (2.1.3), si le critére de Dulac s’ap-
pligue, alors seul le cas (a) reste possible pour le systéme (2.2.5).

2.3 Probleme de Cauchy

Soit A un opérateur linéaire non borné, fermé et de domaine D(A) dense dans un
espace de Banach X.
On considére le probléme suivant : trouver u tel que

du
o= Al + £(0)

(2.3.6)
u(0) = ug

ol ug et f sont donnés.
Le probléme ci-dessus (2.3.6) est connu sous le nom du probléme de Cauchy.

Remarque. 2.3.1 Lorsque f =0 dans le systéme (2.3.6) le probléme de Cauchy est dit
homogéne.

Théoréme. 2.3.1 Soit (A, D(A)) le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe (T (t))>o
sur l'espace de Banach X. Pour tout ug € D(A), le probléme de Cauchy

du
@ = A+ ) (2.3.7)
u(0) = ug

admet une unique solution u : RY — D(A). u(.) et de classe C* de Rt — X. De plus,
u(t) = T(t)uyp.

Remarque. 2.3.2 Lorsque f # 0 dans le systéme (2.3.6) le probléme de Cauchy est dit
non homogéne.

Définition. 2.3.1 Soit ug € D(A) et s, f € L*0,T,X). La fonction u € C(0,T, X)
définie par :

u(t) = T(t)ug + /Ot T(t—s)f(s)ds,0<t<T (2.3.8)
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Définition. 2.3.2 Une fonction u : [0,T] — X est solution classique du probléme
(2.3.6) sur lintervalle [0,T], si u est continue de [0,T) — X, u(t) € D(A) pour tout
t €]0,T] et u est de classe C* sur 10, T et satisfait les équations de (2.3.6) pour tout
t €]0,T1.

Théoréme. 2.3.2 Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe (T(t))s>0

(i) Si f € L'(0,T, X), alors pour tout up € X, le probléme (2.3.6) admet au plus une
solution. Si cette solution existe alors elle est donnée par (2.3.8).

(ii) Soit f € LY0,T,X) et f est continue sur 10,T[. Si f(s) € D(A) pour tout
0<s<TetAf(s) € LY0,T, X), alors pour tous s € D(A), le probléme (2.3.6)
admet une solution classique u(.) sur [0,T].

(i) Si f est de classe C' de [0, T vers X, alors le probléme (2.3.6) admet une solution
classique u(.) sur [0, T) pour tout uy € D(A).

Nous avons vu que si 'on exige plus de régularité sur le terme non linéaire du probléme
(2.3.6), on obtiendra plus de régularité sur la solution de ce probléme lorsque 1'opérateur
A est le générateur infinitésimal d'un Cy semi-groupe. Dans le cas ou A est le généra-
teur infinitésimal d’un semi-groupe analytique, nous avons des résultats de régularité plus
forts. Nous résumons ces résultats dans ce qui suit apres avoir donné la définition d’une
fonction Holderienne.

Définition. 2.3.3 Soit I un intervalle.
- On dit qu'une fonction f : I — X est Holderiénne d’ezposant 6, 0 < 8 < 1 sur
I s’ existe une constante L telle que

IIf(t) = f(s)|| < LIt — s|° pour tout s,tel.

— [ est dit localement Holderiénne sur I si pour t € I, il eziste un voisinage de t
dans lequel f est Holderiénne.

L’ensemble des fonctions Holderienne sur I, d’ezposant 8, est noté C°(1 : X).

Corollaire. 2.3.1 Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique T'(t).
Si f € LY0,T, X) est localement Holderiénne sur 10,T), alors pour tout ug € X, le
probléme (2.3.6) admet une solution.

Théoréme. 2.3.3 Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique T'(t)
et soit f € C°([0,T]: X). Si f est solution du probléme de Cauchy (2.3.6) alors :
(i) Pour tout s >0, Au € C°([s,T]: X).

d
(%) Siug € D(A) alors Au et d_?ti sont continus sur [0, T).

(113) Siug =0 et f(0) =0 alors Au et % e CY([0,7)).
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Un autre type de probléme que nous rappelons ici est le probléme aux équations semi-
linéaires, c’est a dire les équations suivantes :

d"zi(tt) +Au(t) = f(t)u(t)), t>0 (239)
u(0) = up

Nous nous contentons pour ce type d’équations de donner un résultat d’existence local
dans le cas ou (—A) génere un semi-groupe compact.

Théoréme. 2.3.4 Soit X un espace de Banach et U C X un ouvert. Soit (—A) le
générateur infinitésimal d’un semi-groupe compact T(t), t > 0. Si0 <a < oo et

[ :[0,a[xU — X est continue alors pour tout uy € U 1l existe t; = t1(ug), 0 < t; < a
tel que le probléme (2.3.9) admet une solution u € C([0,t,],U).

2.4 Quelques méthodes pour étudier les équations
caractéristiques

Dans cette partie nous exposons quelques méthodes pour étudier des équations ca-
ractéristiques provenant des équations différentielles ordinaires. Nous commengons par
rappeler la méthode de Sturm, [1] permettant de localiser les racines d’une équation
polynomiale. Nous présentons ensuite la méthode de Routh — Hurwitz, [1] qui donne
des conditions nécessaires et suffisantes de stabilité d'une équation polynomiale. Enfin,
nous présentons la méthode de Pontriaguine,|[1] qui est une généralisation du résul-
tat de Routh — Hurwitz. La méthode de Pontriaguine concerne les équations quasi-
polynomiales.

2.4.1 Meéthode de Routh — Hurwitz

Le critere de Routh — Hurwitz donne des conditions nécessaires et suffisantes pour
que tous les zéros du polynome

P(z) = agx™ + a;2" ' + ... + ag,

ag # 0 et a; € R, 7 =0, n soient & partie réels négatifs.

Nous nous contenterons de donner le résultat dans le cas des équations caractéristiques
provenant de la linéarisation de systemes ordinaires. Ainsi, nous avons le critére de
Routh — Hurwitz suivant :

Toutes les racines de I’équation

" +a 2" . +a, =0
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ont des partie réel négative si et seulement si les inégalités suivantes sont satisfaites

a; a3 adb -+ 0
1 a3 a4 -+ 0
a; as .
ay > 0, >0,..,1 0 as >0 (2.4.10)
1 ag )
0 Qn

Exemple
- si n =3, '"équation s’écrit

:z:3+a1:c2+a2:c+a3 =0.

Dans ce cas les conditions (2.4.10) s’écrivent
a; >0, ajap9—a3 >0, a3 >0
~ Sin =4, Péquation s'écrit
gt + 0,2 + a0® + azz + a, = 0.
Dans ce cas les conditions (2.4.10) s’écrivent

a; >0, aja9—a3 >0, ay(aaz ~ aya4) — ag >0, a; >0.

2.4.2 Méthode de Pontriaguine

La méthode de Pontriaguine concerne des équations de type quasi-polynomiales;
c’est a dire des équations de la forme

h(z,e*) =0

ou h(z,y) est un polyndme en z et y. Nous commencerons par donner des définitions qui
nous seront utiles dans la suite.

Définition. 2.4.1 Soit f(z,u,v) un polyndme en z, u et v, que nous écrivons sous la
forme

flz,u,v) = 37279 (u,v),

m,n € N ot O (u,v) est un polyndme de degré n, homogéne en u et v. On appelle terme
principal dans le polyndme f(z,u,v) le terme 2" ®2(u,v) tel que : pour les termes @7 (u, v)
de f(z,u,v) on ait sost

r>m et s>n ou r=m e s>n ou r>m et s=n.
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Remarque. 2.4.1 Evidemment il existe des fonctions quasi-polynémiales qui n'admettent
pas de terme principal.

Nous introduisons les notations suivantes avant de rappeler les résultats diis 8 Pontriaguine :
Soit 2"®*(u, v) le terme principal de f(z,u,v). On note par :
r2(u,v) = ) 9(u,v)
n<n
et on note aussi
®:%(2) = 9**(cosz, sinz).

Théoréme. 2.4.1 Soit f(z,u,v) un polyndme et soit 2" ®(u,v) son terme principal.
Si € est tel que **(e + 1y) est différent de zéro pour tous y € R, alors dans la bande
—2km < z < 2km, z =z + iy, la fonction F(z,cosz, sinz) posséde exactement (4sk + )
zéros pour toute valeur assez grande de k. Ainsi, pour que toutes les racines de la fonction
F(z) soient réelles il faut et il suffit qu’elle admette 4sk + r racines réelles dans la bande
—2km <z < 2kw pour k assez grand.

Afin d’annoncer le théoreme principal de Pontriaguine, nous énongons la définition
suivante :

Définition. 2.4.2 Soient p(y) et qly) deuz fonctions d variable réelle. On dit que les
zéros de ces fonctions sont alternés si tous les zéros p(y) et q(y) sont simples, si entre
deuz zéros de l'une il existe au moins un zéro de l'autre et si les fonctions p(y) et q(y) ne
s’annulent pas simultanément.

Théoréme. 2.4.2 Soit H(z) = h(z,€%), ot h(z,t) est un polyndme en z et en t et
admettant un terme principal. On sépare la fonction H(iy) en partie réelle et imaginaire :

H(wy) = F(y) +iG(y).

Si tous les zéros de la fonction H(z) sont a partie réelle négative, alors les zéros des
fonctions F(y) et G(y) sont réels, alternés et on a :

G'(y)F(y) - Gy)F (y) >0 . (2.4.11)

pour tout y. De plus, pour que tous les zéros de H(z) soient d partie réelle négative, il
suffit que 'une des conditions suivantes soit satisfaite :
- Tous les zéros de F(y) et G(y) sont réels, alternés et inégalité (2.4.11) est satisfaite
pour au moins une valeur de y.
- Tous les zéros de F(y) sont réels et pour chaque zéro y = yo, la condition (2.4.11)
est satisfaite; c’est d dire : F' (yo)G(yo) < 0.
- Tous les zéros de G(y) sont réels et pour chaque zéro y = yo, 'inégalité (2.4.11) est
satisfaite; c’est d dire G (y)F{yo) > 0.



Chapitre 3

Modélisation mathématique

Dans ce chapitre, il s’agit de modéliser mathématiqguement un systéme biologique.
Pour cela, nous partirons des modéles généralistes afin d’établir notre modéle
proprement dit.
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3.1 Généralités

3.1.1 Notions aquatiques

Le plancton est l'ensemble des étres vivants animaux et végétaux évoluant dans le
milieu marin et ne pouvant pas lutter contre les courants.
Sous forme d’algues bleues microscopiques (cyanobactéries), le plancton existe sur terre
depuis les balbutiements de la vie; il y a pres de 3,8 milliards d’années.
On les trouve aussi bien dans les eaux douces marines que saumditres {mélange d'eau
douce et d’eau salée comme par exemple les estuaires).
Le plancton est également présent dans les endroits les plus surprenants tels que les em-
bruns, les mares, les lavoirs et les fontaines; on en trouve méme dans les snintemente da



3.1. GENERALITES

roches.

La majorité du plancton est invisible a 'oeil nu. En effet, sa taille varie de 0,2 micromeétre,
pour certains virus et bactéries, a 200 micrometres.

Le plancton se compose de deux types : le zooplancton (plancton animal) et le phyto-
plancton (plancton végétal).

— Le zooplancton est constitué par I’ensemble des organismes hétérotrophes : inca-
pables de synthétiser la matiere organique. Il est essentiellement représenté par les
copépodes (jusqu'a 80 pourgent). Le zooplancton joue un réle trés important dans
le réseaux trophiques non seulement parce qu'il représente une source de nourriture
importante pour les poissons et pour les invertébrés prédateurs, mais parce qu'’il
mange intensivement les algues, les bactéries, les protozoaires et autres invertébrés.

~ Le phytoplancton est composé principalement d’algues cilicieuses unicellulaires et
microscopiques appelées diatomées. Il regroupe un ensemble d’organismes auto-
trophes photosynthétiques capables de produire la matiére organique a partir de
'eau, du C'O,, des nutriments minéraux et de 1'énergie lumineuse.

La figure (3.1) donne quelques images microscopiques sur le plancton

FIGURE 3.1 - Le plancton animal

Cependant, nous ne saurons parler du plancton dans le milieu aquatique sans évoquer
la population de poisson. Le poisson est un vertébré qui respire par des branchies, se dé-
place a 'aide de nageoires et possede une température corporelle qui n’est pas constante.
1] est aussi connu comme le maitre de 1'élément particulier qui est 1’eau, donc le principal
prédateur sur les différentes composantes du plancton. Ce qui fait du poisson I'acteur
principal de la chaine alimentaire aquatique.

La figure (3.2) ci-dessous décrit la chaine alimentaire en milieu aquatique.
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FIGURE 3.2 — Chaine alimentaire aquatique

3.1.2 Présentation des modéles

La modélisation de I’évolution dans le temps d’une population de densité N est donnée
de fagon générale par la relation suivante :

Nit+At)=NEt)+ A+I-E-M

avec :
~ A est le nombre de nouveau nés,

~ I représente le nombre d’individu se déplagant dans cette population,
~ F est le nombre d’individu quittant cette population,
~ M est le nombre d’individu mort dans cette population. L’'inégalité

A+I>E+M
décrit la croissance de cette population tandis que la population décroit lorsque

A+I<E+ M.
Ainsi la contrainte principale de notre modélisation est la conservation de la positivité.
Une population de densité initiale positive doit conserver une densité positive au cours du
temps. Nous allons présenter dans la suite quelques types de croissance démographiques
fréquemment utilisée en dynamique de population.
L’écriture génétique de ces modéles continus est la suivante :

dN
o = Ng(N) (3.1.1)

avec N(0) = N, > 0 ou Ny est la densité de la population initiale et g(/N) une fonction
polynomiale en P communément appelée taux de croissance.
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3.1.2.1 Croissance exponentielle/Croissance Malthusienne

C’est le modéle de croissance le plus simple, proposé par Malthus, [5] en 1798. On
part du principe que toute population tend a croitre géométriquement en densité.
En considérant une population qui se reproduit avec un taux de fertilité a et qui meurt
avec un taux de mortalité m et en posant § = a —m, ce modéle exponentiel se caractérise
par un taux de croissance intrinseque constant :

g(N) =14 (3.1.2)

L’équation (3.1.1) et (3.1.2) a pour solution N(t) = N,e®. Selon le valeur de ¢, on a les
comportements asymptotiques suivants :

- si § > 0, la population croit exponentiellement vers une densité infinie,
i.e N(t) — +oo quand t — +00.

- si § = 0 la population reste & densité constante i.e N(t) = Ny Vt > 0.

— 8i § < 0 la population décroit exponentiellement vers une densité nulle,
ie N(t) — 0 quand t — +o00.

3.1.2.2 Croissance Logistique/Croissance a densité dépendante

Dans le modele précédent, si I'on se place dans le cas d’une population viable, i.e
d > 0, la population va croitre exponentiellement, ce qui, outre 'hypothése de ressources
infinies, est contredit par les observations biologiques. Le modele de croissance logistique,
proposé par Verhulst, [5] en 1838, propose la solution suivante :
On considére que la population s’autorégule i.e que si la densité de la population aug-
mente fortement, les individus vont se retrouver en compétition (recherche de ressource,
le territoire et la reproduction par exemple). Et de ce fait introduit une contrainte dans le
modele de croissance exponentielle. Dés lors on parle de croissance a densité dépendante
ou logistique que nous pouvons écrire sous la forme (3.1.1) en prenant

g(N) = (0 —kN(t)) (3.1.3)
ou k est appelé coeflicient logistique de la population .

La solution de I'équation (3.1.3) est :

NoK
N(t) - No + (K — NOC_&)
avec (5
a—m
K=1=7%

On obtient les résultats suivants :
- si § <0, alors N(t) — 0 quand t — +o0,

— si § > 0, alors N(t) — K quand t — +o00.
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De plus, N(t) = K est une solution stationnaire et on a N(t) est décroissante pour tout
t>0si Ny > K et N(t) est croissante pour tout ¢t > 0si Ny < K.

Plus généralement, lorsque la population est viable et n’est soumise & aucune prédation
ou compétition inter-spécifique, la densité atteint la valeur stable K que l'on appellera
capacité maximal d’accueil du milieu.

3.1.2.3 Modé¢le Bi-stable/Effet Allée

Une extension des modeles précédents consiste a prendre la fonction
g(N) = bl + ng + b3N2.

Le taux de croissance intrinséque g(N) admet un maximum global pour une densité in-
termédiaire N ,0 < N < 400, qui caractérise P'effet Allée si I'on suppose by > 0 et by < 0.

Nous allons présenter dans la suite, des modeles généralistes proie-prédateur en pré-
sence de substance nuisible et un modéle prédateur-compétiteur-proie en présence de
substance nuisible. Egalement, nous présenterons le modeéle proie-prédateur en présence
de substance nuisible avec subdivision de la population de la proie et le modele prédateur-
compétiteur-proie en présence de substance nuisible avec subdivision de la population de
proie. Nous ferrons ensuite une application aux cas existants : le modéle zooplancton-
phytoplancton en présence de toxine et le modéle poisson-zooplancton-phytoplancton en
présence de toxine. Enfin, nous présentons le modele zooplancton-phytoplancton en pré-
sence de toxine avec subdivision de la population de phytoplancton et le modele poisson-
zooplancton-phytoplancton en présence de toxine avec subdivision de la population du
phytoplancton.

3.2 Modéles non structurés

Notre travail de modélisation est une réadaptation des travaux de Yodazis, [1, 5];
Abderrahim El Abdllaoui,[1]; Wendkouni Ouédraogo, [5, 7, 8] et Samares Pal,
[1]. Nous commencerons par les modeles généralistes non structurés. Dans la suite, nous
appliquerons ces modeéles généralistes aux problemes existants.

Nous utiliserons les équations différentielles ordinaires comme outils mathématiques pour
construire ces différents modéles.

Nous ferons 'hypothese qu’il n’y a pas migration des populations de poisson et de zoo-
plancton.

3.2.1 Modeéle proie-compétiteur-prédateur en présence de
substance nuisible avec subdivision de la proie

3.2.1.1 Le modele proie-prédateur en absence de substance nuisible

Le modele construit ici est une réadaptation du modele proie-prédateur généralisé par
Yodzis, [5].
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En effet en considérant la dynamique de la population de proie et de prédateur sans I’effet
d’aucune substance nuisible ou P et F' représentent respectivement la densité de la proie
et la densité du prédateur, on a le systeme suivant :

dP

O = 8(P) - (P, F)P

. (3.2.4)
E = gl(Pa F)F

ou
— ¢(P) est le taux de croissance de la population de la proie,
— go(P, F) est la quantité de proie consommée par un prédateur pendant une unité
temps,
- ¢1(P, F) représente le taux de conversion de la proie en prédateur.
Une fois le modeéle proie-prédateur obtenu, nous introduirons maintenant ’action d’une
substance nuisible sur ce modele.

3.2.1.2 Le modéle proie-prédateur en présence de substance nuisible

Dans cette sous section, il s’agit de trouver un modele Proie-Prédateur prenant en
compte 'effet d’une substance nuisible produite par la proie. Ainsi lorsque nous ajoutons
Peffet d’une substance nuisible au systéme (3.2.4), on obtient le systéme suivant

dP

at = ¢1(P) — g2(P, F)P

I (3.2.5)
dt =93(P,F)F—94(PaF)F

ou
— ¢1(P) est le taux de croissance de la population de la proie,
— go(P, F) est la quantité de la proie consommée par un prédateur par unité temps,
- ¢3(P, F) représente le taux de conversion de la proie en prédateur,
— g4(P, F) est le taux de mortalité du prédateur dii & la consommation de la proie
nuisible.
Maintenant, nous regarderons un systéme prédateur-compétiteur-proie en présence de
substance nuisible.

3.2.1.3 Le modeéle proie-compétiteur-prédateur en présence de substance nui-
sible

La densité de la population de prédateur est noté F. Celles du compétiteur est Z
et la densité de la proie est P. Ainsi la dynamique du modeéle traduit par le systéme
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proie-compétiteur-prédateur en présence de substance nuisible s’écrit :

dP
E :¢2(P) _g5(PaZaF)P—g6(P7ZaF)P
dz
i 97(P,Z,F)Z — gs(P,Z,F)Z — go(P, Z, F)Z (3.2.6)
dF
| =gw(P, Z,F)F —gu(P,Z, F)F

ou :
— ¢2(P) est le taux de croissance de la proie,
- g5(P, Z, F) est la quantité de la proie consommée par un compétiteur pendant une
unité temps,
- g¢(P, Z, F) est la quantité de la proie consommée par un prédateur pendant une
unité temps,
- g7(P, Z, F) représente le taux de conversion de la proie en compétiteur,
- gs(P, Z, F) désigne le taux de mortalité du compétiteur,
- go(P,Z, F) est la quantité du compétiteur consommée par un prédateur pendant
une unité temps,
— g10(P, Z, F) représente le taux de conversion de la proie et du compétiteur en pré-
dateur,
- g11(P, Z, F) est le taux de mortalité de la population des prédateurs.
Pour mieux comprendre ces différents modéeles ellaborés, nous subdiviserons la population
de la proie en une population de proie nuisible et en une population de proie non nuisible.

3.2.1.4 Le modele proie-prédateur en présence de substance nuisible avec sub-
division de la population de la Proie

Dans le cas ou la population de la proie est subdivisée en population de proie non
nuisible noté P, celle de la proie nuisible noté P, et la densité de la population du
prédateur noté Z, on a la dynamique du systéme suivant :

dP,
= = ¢3(P1) - g12(P1, Py, Z) Py

dt

dP.

2 = 04(Py) - g13(P, P2, Z) Py (3.2.7)
dt

dz

‘(E = 914(P1,P2,Z)Z - 915(P1,P2,Z)Z

ol :
— ¢3(Py) est le taux de croissance de la proie non nuisible,
— g12(P1, P2, Z) est la quantité de la proie non nuisible consommée par un prédateur
pendant une unité temps,
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— ¢4(P,) représente le taux de croissance de la proie nuisible,
- q13(P1, Py, Z) est la quantité de la proie nuisible consommée par un prédateur pen-
dant une unité temps,
- g14(P1, Py, Z) représente le taux de conversion de la proie non nuisible en prédateur,
- q15(P1, Py, Z) représente le taux de mortalité du prédateur di & la libération d’une
substance nuisible par la proie.
3.2.1.5 Le modele proie-compétiteur-prédateur en présence d’une substance
nuisible avec subdivision de la Proie

Pour la construction de ce modele, notons P, la densité de proie non nuisible, P, la
densité de proie nuisible, Z la densité du compétiteur et F' celle du prédateur. Alors la
dynamique du modele proie-compétiteur-prédateur en présence d’une substance nuisible
avec subdivision de la proie est :

dP
~7 = 95(P1) = 016(P, P2, Z, F)Pr = gur(Py, P, Z, F) P
dP,
d_t :¢6(P2)—918(P1,P2>Z,F)P2“glg(Pl,Pz,Z,F)Pz
(3.2.8)
dZ
d_t :gZO(PlaP27Z7F)Z_921(P11P2127F)Z_922(P17P2aZaF)
dF
Tl 923(P1, P2, Z,F)F — guy(P,, P>, Z, F)F

ou :

— ¢5(P;) désigne le taux de croissance de la population de la proie non nuisible,

- q16(P1, P, Z, F) est la quantité de la proie non nuisible consommée par un compé-
titeur pendant une unité temps,

- qi7(Py, P2, Z, F) est la quantité de la proic non nuisible consommeée par un prédatew
pendant une unité temps,

— ¢6(P2) est le taux de croissance de la population de la proie nuisible,

- g18(P1, P», Z, F) est la quantité de la proie nuisible consommée par un compétiteur
pendant une unité temps,

- q19(P1, P2, Z, F) est la quantité de la proie nuisible consommeée par un prédateur
pendant une unité temps,

- ga0(Py, P2, Z, F) est le taux de conversion de la proie non nuisible en compétiteur,

- gn(P1, P, Z, F) représente le taux de mortalité du compétiteur dii & la libération
d’une substance nuisible par la proie,

- 922(P1, P, Z, F) est la quantité du compétiteur consommeée par un prédateur pen-
dant une unité temps,

- g23(P1, P2, Z, F) représente le taux de conversion de la proie et du compétiteur en
prédateur,

~ gu(P1, P2, Z, F) est le taux de mortalité de la population du prédateur.
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Apres avoir établit les modeles généralistes, nous allons faire des applications de ces
modeles généralistes & des problémes existants dans la suite de nos modeles.

3.2.2 Le modéle phytoplancton-zooplancton-poisson en présence
de toxine avec subdivision du Phytoplancton (P;,P;,Z, F)

3.2.2.1 Le modéle phytoplancton-zooplancton en présence de toxine (P, Z)

Nous appliquerons le modéle généraliste du systéme (3.2.5) a la dynamique d’une
population de phytoplancton noté P et zooplancton noté Z en présence de toxine, ou le
phytoplancton est la proie, le zooplancton le prédateur, la toxine est la substance nuisible.
En restant dans la logique des travaux de Abderrahim El Abdellaoui, [1] nous dési-
gnons par :

- gZ(Pa Z) = Z/Lp,

~ 3(P,Z) = 1. P — oy ~ fay,

P
- ¢1(P)=r,P|1- 7 qui représente la densité de la population du phytoplancton

P
choisit de type logistique a densité dépendante,

- g(P,Z) = :_ P la réponse fonctionnelle de type Holling II.
Y

ou :
~ rp est le taux de croissance intrinséque de la population du phytoplancton,
— p, est la quantité du phytoplancton consommé par un zooplancton pendant une
unité temps,
- K, représente la capacité d’accueil maximale de la population du phytoplancton,

r, est la quantité du phytoplancton converti en zooplancton,
— [, est le taux de mortalité naturel du zooplancton,
— [k, désigne le taux de mortalité extérieur du zooplancton,
— 0, est la toxine libérée par le phytoplancton,
— 7 désigne la constante de saturation.
Alors on a la dynamique du modéle est donnée par le systéme suivant :

(4P P
= =7P (1 - E) — 2P, P(0)=Py >0

< (3.2.9)

dz 6,PZ
—_—_ZPZ— ZZ— ZZ—p ) ZO :Z >0
=7 Por Z = fhz oy 0) = 2y

3.2.2.2 Le Modele phytoplancton-zooplancton-poisson en présence
de toxine (P,Z, F)

Considérons la dynamique de la population du phytoplancton noté P, la population
du zooplancton noté Z et celle du poisson noté F.
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; ;
Op + Az pe + Ap

FIGURE 3.3 — Modele poisson-pooplancton-phytoplancton+toxine

Le poisson est le prédateur, le zooplancton est le compétiteur et le phytoplancton est la
proie.

En application du modéle généraliste (3.2.6), et restant dans la dynamique des travaux
de Wendkouni OUEDRAOGO, LS 7, 8] nous désignons par

95(P.Z, F) = ueP, go(P,Z, F) = ,g7(PZF)—rz< | K2 %P

P ) 9s(F, 2, F) = N+ P’

aP+ 7

A F
aP+ 7’

ApAF )
MNP+ A2

bo(P) =, (1 - Kﬁp) |

de type logistique a densité dépendante, avec
- la quantité .- P désignant la capacité d’accueil du zooplancton c’est-a-dire le nombre

gg(P,Z,F)Z glo(P,Z,F)ZTf(l— g”(P,Z,F)=mf,

maximal de zooplancton pouvant survivre.
P 7 MNP+XMZ

AT O
_ MolF et AZF désignent respectivement le terme de prédation pour le phyto
oP+Z " aP+Z 0 b P poried

plancton et le terme de prédation pour le zooplancton.

, la capacité d’accueil maximal du poisson,

P
En effet, les termes de prédation du poisson dépendent de la proportion iz du phy-

toplancton et du zooplancton par rapport a la proportion total de la proie. Mais

P+2Z
si nous tenons compte de la préférence du poisson par rapport a ces proies, on fera ’hy-

pothese que le poisson chassera, « fois un phytoplancton qu’un zooplancton.
En supposant que :
— Tp est le taux de croissance intrinseque du phytoplancton,
— pe désigne le taux phytoplancton consommé par unité de temps par un zooplancton,
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— ), est le taux de phytoplancton consommé par unité de temps par le poisson,
- 7, est le taux de croissance intrinseque du zooplancton,
- )\, représente le taux de zooplancton consommé par unité de temps par le poisson,
~ my est le taux de mortalité extérieur du poisson.
alors, on a le systéme suivant :

dP P ApPF

&P (1| - ppPZ -2 P(0)= Py >0

iz wZ\ O,PZ  NZF B

= =nz(1- >_7+P—aP+Z’ Z0)=Z>0  (32.10)
dF M F

E TfF (1— /\ZP—i-/\pZ) mfF, F(O)—Fo>0

qui représente la dynamique du modele (P, Z, F') en présence de toxine.

3.2.2.3 Le modéle phytoplancton-zooplancton en présence de toxine avec sub-
division du phytoplancton (Py,P,Z)

FIGURE 3.4 — Modele Zooplancton-Phytoplancton toxique-Phytoplancton non toxique

Pour adapter le modele généraliste (3.2.7) au modele Phytoplancton-Zooplancton en
présence de toxine avec subdivision du phytoplancton, en phytoplancton non toxique noté
Py, en phytoplancton toxique est noté P, et en zooplancton noté Z, nous choisissons les
quantités suivantes :

~ a(P) = 1, P, (1 - %)

1
- 912(P17P27Z) :‘LLPIZ,
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P,
- ¢4(P2) = Tp2P2 (1 - 72)
02,
- PP 7)= ,
913( 1,142, ) ’Y+P2
- qu(P, Py, Z) = B,P1 — 1 — pa,

Py
— gi5(P, Py, Z) = .
915(1 2 ) 'y+P2

avec
v+ Py

ou :

non toxique et du phytoplancton toxique,

Tp, est le taux de croissance du phytoplancton non toxique,

Tp, €st le taux de croissance du phytoplancton toxique,

r, est le taux de croissance du zooplancton,

Uy, est la quantité du phytoplancton non toxique consommée par unité de temps

l

par un zooplancton,

— 6, représente le taux de toxine libéré par le phytoplancton toxique,

la réponse fonctionnelle type Holling II .

K et K, désigne respectivement la capacité d’accueil maximale du phytoplancton

— B, représente le taux de phytoplancton non toxique converti en zooplancton,

- w1 est la mortalité naturelle du zooplancton ,
— o représente la mortalité extérieure du zooplancton,
- # est le taux de toxine consommé par le zoooplancton.

Ainsi on a le systeme suivant :

—=Tp1P1 (1_E>_l“l’p1PIZ7 P1(0)>0

Z(0) = Zy > 0

dP, P

dt

dP2 P2

“2 . p(1-22

i 2( K2>

dz

T BPrZ — 2 — paZ —

(3.2.11)

Maintenant, nous allons introduire la population du poisson au systeme phytoplancton

scindé et zooplancton en présence de toxine.

3.2.2.4 Le modele phytoplancton-zooplancton-poisson en présence de toxine

avec subdivision du phytoplancton (P, P,,Z,F)

A présent nous allons subdiviser la population de phytoplancton et nous considérons
Le systeme phytoplancton-zooplancton-poisson en présence de toxine avec subdivision du
phytoplancton. En appliquant le modeéle généraliste (3.2.8), au systéme Phytoplancton-
Zooplancton-poisson en présence de toxine avec subdivision du phytoplancton, nous de-

signons par :

~ ¢5(P) =1, Py (1 _h

K

/\p1 a()F

>7916(P1,P2,27F) =qu,g17(P1,P2,Z,F) =

00P1+00P2+Z)
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!
A, + 0

FIGURE 3.5 — Modgle [zooplancton- phytoplancton toxique| et [poisson- phytoplancton
toxique non toxique]

PQ 92Z /\maoF
— P = P ]_——), P,P,Z,F = y P,P,Z,F = !
b6(Pa) = 7, 2( X, g18(P1, P ) ") 910(P1, P ) 0Pt ouPrt Z
6P
_ o peZ _ 2 _
- g20(P1aP2aZaF> =T, (]- P1+P2)’ g21(P1)P2)Z>F> - "/+P2’ gQQ(PI)P27Z>F> -

AF
a0P1+a0P2+Z’

- 923(P1,P2,Z,F>:7'f (1*/\
14

/\Pl/\Pz/\ZF
AP A APy A A 2

>>924(P1)P272)F>:mf'

Maintenant, nous faisons I’hypothese que le poisson chasse «g fois la population de phy-
toplancton que celle du zooplancton. Ainsi on a :

Ap 0P F ApsCto P F NIF

: e
ooPL+ oo+ 727 ogP + agPy + Z oo+ P+ 2
ment la prédation pour le phytoplancton non toxique, la prédation pour le phyto-

représentant respective-

plancton toxique et celle du zooplancton,

P P & P P, P P Z M, Ao APy + A Ap, 2
~ Les quantités 42 = HaTl THaD2 o 01, B2 2 Ao T R T2
L. Hey . Hey :uﬂruég , /\Pl_ /\Pz_ /\Z /\Pl/\P2/\Z
désignant respectivement la capacité d’accueil maximal du zooplancton et la capa- .
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cité d’accueil maximal du poisson,
et

- K et K, désigne respectivement la capacité d’accueil maximale du phytoplancton
non toxique et du phytoplancton toxique,

- 1p, et rp, désignent respectivement le taux de croissance du phytoplancton non
toxique et du phytoplancton toxique,

- 1y et r, représentent respectivement le taux de croissance du poisson, et le taux de
croissance du zooplancton,

— Uy, est la quantité du phytoplancton non toxique consommée par unité de temps
par un zooplancton,

- 0, représente le taux de toxine libéré par le phytoplancton toxique, zooplancton ,

-« représente le taux préférence du phytoplancton par le poisson,

— t est la mortalité naturelle du zooplancton

- o représente la mortalité extérieure du zooplancton,

— 0 est le taux de toxine consommé par le zoooplancton.

— v est la constante de saturation.

— e, est la quantité du phytoplancton non toxique consommeée par un zooplancton
pendant une unité temps,

- Ay, est la quantité du phytoplancton non toxique consommé par un poisson pendant
une unité temps,

- A, la quantité de phytoplancton toxique consommée par unité de temps par un
poisson.

- )\, la quantité du zooplancton consommeée par unité de temps par un poisson.

- my est la mortalité extérieur du poisson.

et on a le systéme suivant :

( dPl _ Pl /\maoPlF
*dt——’f'mPl(].—'?{—l)—/LGIPlZ—QOP1+a0P2+Z, P1(0)>0
dP2 P2 ) 92P2Z /\ma()PgF
“r2 _ %) _ — P(0) >0
dt Tp2P2 (1 K2 ’ ’)’*Pg a0P1+a0P2+Z’ 2( ) >
_ (3.2.12)
az b Z 0P, 7 X\ ZF
—='rzZ<1— Hate )— 2 _ CZ(0)=Z5 >0
dt pe L+ P2) v+ P aPi+ah+Z
dF Ap1 Aps AL F
= — - F =
= (1 NP bz, b PO =R>0

qui représente la dynamique du systéme (P, P, Z, F)
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3.3 Modele avec structuration spatiale

3.3.1 Le modéle proie-compétiteur-prédateur en présence d’une
substance nuisible avec subdivision de la Proie

Ici nous prenons en compte la dimension spatiale en supposant que la population de la
proie, des prédateurs et celle des compétiteurs, peuvent se mouvoir dans un espace dont
nous définirons les limites. Nous présenterons les modéles par des systémes d’équations de
type réaction diffusion qui exprime la conservation des densités de proies, de prédateurs et
de compétiteurs. C’est un type de modele spatio-temporel couramment utilisé en écologie
ou en biologie.

3.3.1.1 Le modéle proie-prédateur en présence de substance nuisible

Nous allons présenter d’abord le modéle du systéme proie-prédateur en présence de
substance nuisible avec une structure spatiale et obtenir les autres modeles en procédant
par le méme raisonnement. Ainsi, on a le modéle de réaction-diffusion suivant :

8,P - div(dp(a)V P) = ¢1(P) - ga(P, Z)P,
(3.3.13)
8,7 — div(dz(z)VZ) = g3(P, Z)Z — g4(P, Z) Z,

ou ) est le domaine spatiale dans lequel se trouve la population de proie et de prédateur.

On suppose que 2 est borné et que les conditions au bord de {2 sont du type Neumann

P
((?)_,/: g—f =0, P(0,z) = Py(z) >0,z € Q, Z(0,z) = Zp(z) > 0,2 € A CR™

3.3.1.2 Le modele proie-compétiteur-prédateur en présence de substance nui-
sible

Dans la méme dynamique, nous allons écrire le modele proie-prédateur-compétiteur en
présence de substance nuisible en modeéle de type réaction-diffusion de la maniére suivante :

[ 0,P — div(dp(z)VP) = d3(P) — g5(P, Z, F)P — go(P, Z, F)P

0,7 — div(dz(z)VZ) = g1(P, 2, F)Z — gs(P, Z,F)Z — go(P, Z, F)Z  (3.3.14)

L 8tF - d’L’U(df(ﬁL')VF) = 910(P> Z, F)F — 911(P7 Z, F)F

ol {2 est le domaine spatiale dans lequel se trouve la populations de proie, de prédateur
et de compétiteur.

(gn sup%ose qug {2 est borné et que les conditions au bord de {2 sont du type Neumann
P Z F

E = % = E = O, P(O,IL') = Po(l') > 0, T € Q, Z(O,.’L') = Z()(.’L') > 0, F(O,.’E) =
F()(]I) > 0, z € Q CR".
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3.3.1.3 Le modele Proie-Prédateur en présence de substance nuisible avec
subdivision de la proie

Dans cette méme optique, le systéme proie-prédateur en présence de substance nuisible
avec subdivision de la proie s’écrit :

( 0,P, — div(dp,(z)VPy) = ¢3(P,) — g1o( Py, P2, Z) P,

¢ O,P, — div(dpy(z)VPy) = ¢u(Py) — g13(PL, Po, Z) P, (3.3.15)

8tZ — d’LU(dZ(I)VZ) = 914(P1,P2,Z)Z - 915(P1,P2,Z)Z

ou § est le domaine spatiale dans lequel se trouve la populations de proie, de prédateur
et de compétiteur.

On suppose que {2 est borné et que les conditions au bord de {2 sont du type Neumann
oP, 0P, 0Z

E:E:EZO,Q(.T,O):QQ(.T)>OpOU.I'Q:P1, Pg, Z,.’EEQ
3.3.1.4 Le modéle Proie-Compétiteur-Prédateur en présence d’une substance
nuisible avec subdivision de la Proie (P, P, Z,F)

Finalement, nous allons écrire le modéle proie-prédateur-compétiteur en présence de
toxine avec subdivision de la proie en modeéle de type réaction-diffusion de la maniere
suivante :

0. P — div(dpl(-r)vpl) = ¢5(P1) - 916(P1,P2,Z> F)Pl - 917(P1,P2,Z, F)Pl

O, Pp — div(dpg(x)VPz) = ¢6(P2) - 918(P1, Py, Z, F)Pz - 919(P1, P, Z, F)Pz
(3.3.16)
0.2 — div(dz(z)VZ) = guo(P1, P2, Z, F)Z — g (P, P2, Z,F)Z — gpo(P, P», Z, F)

6tF - d’LU(df(I)VF) = 923(P1, Pz, Z, F)F — 924(P1, Pg, Z, F)F

ou {2 est le domaine spatiale dans lequel se trouve la populations de proie, de prédateur
et de compétiteur.

On suppose que {2 est borné et que les conditions au bord de €2 sont du type Neumann
o~ _ 0B, _0Z _OF

= 0, Q(z,0) = Qo(z) > 0 pour Q = P, P, Z, F, z € Q.
modéle Phytoplancton-Zooplancton -poisson en présence de toxine avec sub-
division de la proie (Py,P3, Z, F)

Les modeles de diffusion sont un choix simple et raisonnable pour modéliser la disper-
sion des différentes populations sur un domaine spatiale que nous noterons 2, [5, 7, 8, 23|.
Pour ce faire, nous allons modifier les modéles non structurés présentés précédemment en
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modele de type réaction-diffusion. Dans ces modeles, les parameétres démographiques dé-
pendront de la variable spatiale = dans l'esprit des travaux de Ainseba et Al dans [3].
Soit {2 le domaine spatiale d’étude, on suppose que tous les coefficients démographiques
définis dans la section précédente dépendent maintenant de la variable spatiale x.

3.3.2.1 Le modéle phytoplancton-zooplancton en présence de toxine (P, Z)

Nous allons présenter d’abord le modéle du systeme phytoplancton-zooplancton en
présence de toxine avec une structure spatiale et obtenir les autres modeles en raisonnant
. , - :
de la méme maniére. Ainsi, on a le modele de réaction-diffusion suivant

0.P — div(dp(z)VP) = r,(z)P (1 - ) — up(2)ZP

Ky(z)
0,2 — div(dz(2)VZ) = r,(2)PZ — p1, (%) Z — iy (x)Z —

avec les conditions au bord {2 du type Neumann.

dq(z)VQ(z,t).v(z) =0,z € 0Q,t > 0 pour Q = P et Z ol v est le vecteur unité normale
a 00 sur Q et les conditions initiales positives et bornées.

Q(z,0) = Qo(z) >0 pour @ =P, Z, z €.

Remarque. 3.3.1 Le choiz des conditions de fluz nul au bord du domaine correspond a
Uhypotheése d’un milieu fermé c’est-a-dire que les populations du miliew marin sont isolés.

3.3.2.2 Le modele phytoplancton-zooplancton-Poisson en présence de toxine

(P,Z,F)

Dans cette méme optique, le systéme phytoplancton-zooplancton-Poisson en présence
de toxine s’écrit :

0,P — div(dp(z)VP) = rp(x)P (1 -

0,7 — div(dz(2)VZ) = r,(z)Z (1 -

O F — div(df (£)VF) = r4(z)F (1 - /\zz\xp)(?/-\:i\t)(f)2> —mg(z)F

|
avec les conditions au bord de {2 du type Neumann.

dg(z)VQ(z,t).v(z) = 0,z € 0Q, t > 0 pour Q = P, Zet F ou v est le vecteur unité
normale & 082 sur 2 et les conditions initiales positives et bornées.

Q(z,0) = Qo(z) >0pour Q=P, Z, F,z €.



3.3. MODELE AVEC STRUCTURATION SPATIALE

3.3.2.3 Le modéle phytoplancton-zooplancton avec subdivision de phytoplanc-
ton (Pl, P2, Z)

Dans ces mémes conditions, le systeme phytoplancton-zooplancton en présence de
toxine avec une subdivision de la population de phytoplancton s’écrit :

0,P; — div(dr,,(z)P,) = r,, (z) P, (1 - KP(lx)) 1 (@)PZ

8Py — div(dr,(2) Py) =y (2) Py (1 - Kizx)) _ ;zi(gljfi : (3.3.19)
A7 — div(dr.(z)Py) = Bu(2)PiZ ~ i (2)Z — 1a(2)Z — %

avec les conditions au bord {2 du type Neumann.

dq(z)VQ(z,t).v(z) =0,z € 0, t > 0 pour @ = P, P, ,Z ou v est le vecteur unité
normale a 02 sur (2 et les conditions initiales positives et bornées.

Q(z,0) = Qo(z) >0 pour @ = P, P, Z, z € Q.

3.3.2.4 Modele phytoplancton-zooplancton-Poisson avec subdivision du phy-
toplancton (P;,P,,Z,F)

Finalement, dans le cadre spatiale, le systéme de réaction-diffusion associé au modele
(Py, Py, Z, F) s’écrit de la fagon suivante :

4

P Ap (z)ao(z) PLF
KI(I)) ~Ha(D)PZ - ao(z)Py + ap(z) P, + Z

8tP1 — dw(dpl(x)VPl) = Tp1($)P1 (1 -

' 2 (z) P
0Py — div(dpe(z)V Py) = 1p,(2) P (1 _ P, ) B 0y(z) P22

Ks(z) y(z,t) + Py

/\p2($)a0($)P2F
ao(z) P, + ap(z) Py + Z

0(z) P2 (3.3.20)
(z,t)+ P,

— div(dz — rr _ fe, (T)pe (2) 2 _
A — dnldsla)va) =l )Z(l uq(x)P1+uﬂ(r)Pz> Y

A(z)ZF
ao(z) Py + ag(z) Py + 2

O, F — div(df (z)VF) = ry(z)F (1 _ Api (T) Apy (2) Az (2) F )

Ao (2)A:(2) P14 Ay (2)2:(2) P + A, (2) Ay (2) 2

—ms(z)F
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avec les conditions au bord €2 du type Neumann.

dq(z)VQ(z,t).v(z) =0,z € 0N, t > 0pour Q = Py, Py, Z et F ol v est le vecteur unité
normale a 0f) sur ) et les conditions initiales positives et bornées.

Q(z,0) = Qo(z) >0 pour @ = P, P, Z,F, z € Q.



Chapitre 4

Analyse mathématique

Notre travail dans cette partie, portera sur l’analyse mathématique des modéles

pratiques.
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4.1 Modéles non structurés

4.1.1 Etude du modéle Phytoplancton-Zooplancton avec subdi-
vision du Phytoplancton (Py, P2, Z)

4.1.1.1 Transformation du systéme (3.2.11)

Considérons maintenant le systeme défini par :

( dP, P
d—tl =r, P (1 - #) — P Z,  Pi(0)>0
1
dP P 02 P22
2o B(1-2) -2 P0)>0 1.
dz 0P, 7
— =B,PZ7 — 7 — el - ———, Z(0)=2Z;>0
|t B.P H1 H2 y+ By ( ) 0

Pour I’étude globale de ce systéme, nous allons faire une mise en forme adimensionnel des
équations du modele dans les soucis de simplicité et sans perte de généralité en calculant
les variables sur la valeur de la capacité d’accueil.

Pour ce faire, posons :

P
_la PZZ&‘
K K

Puis en utilisant le temps adimensionnel, 7 = up Kt, nous avons les équations adimen-

Ki=Ki=K, p=m+, P=

sionnées suivantes :

dP
— =Pl = ) = AZ=m(P, P, 2)
r
dP2 CP2Z
L _bP(1-P)V—- — =7,(P,. P, 7 1.
=Pl = ) - 1 =m(PL P ) (412)
dz gPZ
i — — =m(P, P,
w ePZ - fZ 1+ Py m3(Py, Py, Z)
ou
a= A ,b= i y C= 02 ,dzﬁae:&) = s y § = 6
ule uP1K uplry ,y :LLPI K/'LPI /'LPI’Y

4.1.1.2 Existence et unicité locale

Dans cette partie, nous allons vérifier I’existence, I'unicité locale de solution du systéme
(4.1.2). comme nous devrions tenir compte de la positivité de ces solutions, nous allons
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également énoncer un résultat qui assure la conservation de la positivité de nos solutions.

Proposition. 4.1.1 Le systéme (4.1.2) admet une unique solution mazimale (Py(7), Py(1), Z(7))
définie sur un intervalle [0, Tmaz[. De plus 'ensemble {P, > 0, P, > 0,Z > 0} est posi-
tivement invariant pour le systéme (4.1.2).

Preuve : En effet,
— Le théoréme de Cauchy — Lipschistz, [10] assure 'existence et I'unicité de solution
locale du systeme (4.1.2),
— Montrons maintenant que I’ensemble { Py, P;, Z} est positivement invariant pour le
systéme :

m1(0, P, Z) =0, pour P, >0,Z >0

my(P,0,Z) =0, pour P, >0,Z >0 (4.1.3)

L 7T3(P1,P2,0) :07 pour Pl ZO,PZ 2 0
Par conséquent, on en déduit que 'ensemble {P; > 0, P, > 0,Z > 0} est positivement

invariant pour le systéme (4.1.2). On a ainsi montrer I'existence de solution locale du
systeme.

4.1.1.3 Analyse de la stabilité

Pour étudier la stabilité des états d’équilibres du systéme, nous allons déterminer ces
différents états et ensuite nous verrons leurs stabilités.
Les états d’équilibres du systéme (4.1.2) sont donnés dans la proposition suivante :

Proposition. 4.1.2 Les états d’équilibre sont les suivants :
- Véquilibre triviale du plancton Ey = (0,0, 0)

— Déquilibre triviale du phytoplancton tozique et du zooplancton Ey = (1,0, 0)
- Déquilibre semi-triviale du phytoplancton E; = (0,1, 1)
- Véquilibre semi-triviale du Zooplancton E3 = (1,1,0)

- Véquilibre semi-triviale du phytoplancton tozique Eyq = (i, 0,a(l1 — i)) admissible
e e

st et seulement si Sz K > p
- Déquilibre positive E* = (P}, Py, Z*)

avec P f
eP -
Z*=a(l-P), Pb=|————
=P B <g+fd— ePl*d)
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Ou P} satisfaisant la relation :
APP + BPY*+ CP; + D =0, A = cae’d?, B = —cae®d® — 2ca(g + fd)ed,
C = —bge(l +d) + 2ca(g + fd)ed + ca(g + fd)?, D = bg(g+ fd + f) — ca(g + fd)?

Preuve : En effet, lorsque nous considérons le systéme

aPl(l——Pl)—PlZ:O
CPQZ

Py(1—P;) - =

e ¥ (4.1.4)
gP2Z

PZ-f7- =0

hZ =141 ha

alors on a les solutions suivantes :

- Si P, = P, = 0 alors on obtient que Z = 0. Par suite, on a I’équilibre Ej.
— En procédant de la méme maniere, on obtient les points d’équilibres F,, Es, Ej3

— En faisant maintenant P, = f—, P, = 0 alors, on obtient Z = a1l - i qui est
e e

admissible si et seulement si a (1 - i) > 0. Par suite, 5, K > p.
e

— Soit maintenant E*(Py, Py, Z*) 1'équilibre positive, alors chaque équation du sys-
téme s’annule en ces points. Ainsi de I’équation aP;(1— P}) — PfZ* = 0, on obtient
que Z* = a (1 — P*). En remplagant cette valeur dans les deux derniéres équations,

ePl — f
g+ fd—eP}d

AP 4+ BP? + CP; 4+ D =0, A = cae’d?, B = —cae*d* — 2ca(g + fd)ed,

C = —bge(1+d) + 2ca(g + fd)ed +ca(g + fd)*, D = bg(g + fd + f) — ca(g + fd)?

on trouve Py = ( ) avec P} satisfaisant la relation :

Lemme. 4.1.1 L’équilibre positive E* eziste si et seulement st Ty < 6y < Ty, My < P} <
M, avec :

re082(v+ Klpry o rebrapey(KO 4 pK + i)
(282K + 0+ wrp (0+p) ~° Krp, (6 + p)* ’

) Mgzmax{l,i-i—i}
ed e

T =

M, =

S S

Nous allons a présent regarder la stabilité des états d’équilibre ci-dessus.

Proposition. 4.1.3 :

1. L’état Ey = (0,0,0) est un point selle,
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2. Les états Ey = (1,0,0), Fy = (0,1,0) et F3 = (1,1,0) sont des points selles in-
stables,

3. L’état

€

E, = (g,[],a(l - Z))

est instable si
pp BzyKrp,
> 0.

e (BzK — 1)

Preuve : En effet,

1. Les coordonnées du point d’équilibre Fy étant tous nuls, alors 'état Ey = (0,0, 0)
est un point selle.

2. Les points d’équilibre F1, F, et E3 sont constitués des coordonnées nulles et positives
alors les états £y = (1,0,0), £, = (0,1,0) et F5 = (1,1,0) sont des points selles
instables.

3. Notons maintenant

a— 2aP1 -7 0 —Pl
cZ cPy
—9gPy — 2 _
J(P, Py, Z) = L A v T+ P
9z 9P,
__ = P — f_
ez (1+ Ppd)? B =1 P

la matrice Jacobienne du systéme (4.1.2). Alors

_ 0 S
e e
J(Ey) = 0 b—ac(l—=) 0
f f
1-2) - - L
ae(l-7) —ag(l-=) 0
et le polyndme caractéristique J{E;) est donné par :
Tz (X) = {b ~ac(l - f) _X [XZ + %X taf(l— g)}
Par suite E; = (i,O,a(l — i)) est instable si b — ac (1 — i) >0 = b <
e e e ppY

T‘Pzﬂz pzlez

M2P1KTP1(K/BZ - lu’)

. En remplagant a, b, ¢, f et e par leurs expressions, on obtient
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€

Ey= (g,O,a(l - i)) est instable si

pp BzvKrp,

> 0.
rp (BzK — 1) 2

Théoreme. 4.1.1 Toutes les trois espéces persistent si

o < W—ij{‘—z"-) (4.15)

Preuve
Considérons la matrice variationnelle du systéme (4.1.2) donnée par :

—aPf 0 P
cZ* cZ* cPy
. 0 —bP; - -2
M* = 2 (1+P;d)2+1+P;d 1+ Pyd
__gZ*
z* —_ 0
‘ (1 + P3d)?

d’aprés P’analyse de la stabilité de 1'équilibre positive E*, on a

v(BzK — 2u)

g < e

et on rappelle que les propriétés de stabilité de E* dépendent du phytoplancton toxique.
Posons Xy = Py et par la suite, on obtient les inégalités suivantes en X,

_[be, fd+gd+ fd*—g M —+/M?—4ALN M+ vM?*—-4LN
min | —d, : < Xp < (4.1.6)
o ed(d+ 1) oL 2L

Pour ’équilibre positive
E* = (P, P;,Z7),

I’équation caractéristique est :

X34+ A(Xo) X2 4 Ax(Xo) X + As(Xp) =0

avec

cZ*Pid

- Al(XO):an+bP2*—m
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s+ PreZ”

Z*P* * D%
- Ay(Xo) = P} (bP; _ o hd ) - (ch 5

(1+Pd)2)  (1+ Prd)

cZ*Pyd aPrgcZ* P}
- A3(Xo) = PfeZ* | bP; — 2 -1 2
o(Xo) = Fie ( ’ (1+P2*d)2) (1+ Pgdy
cZ"Pyd cZ* gF;
P Bi(Xo) =bP;————% _ etdelégalitéb(1-P}) = ——  ePr—f=_2"2
osons B1(Xj) y (1+P2*d)2’e e I'égalité b(1—Py) 1+P2*d’€P1 f T+ Pid
On obtient
- Al(Xg) = an + Bl(Xo)
_ cgZ" By -
— AZ(XO) = LZXOBI(XO) — (1—+P)2*—d)3 +P1 ez

abXo(eXo — f)

2
- - N
(1+P2*d)(g+fd—edX0)2( LXg+MN = N)

- A3(Xo) =
Ou

L=2de*(d+1), M =ed(3g+3f+3fd+e+ed),

N=(g+ fd)?+ f(g+ fd) —eg + efd + edg + efd>.

Sid>1,onalL >0 M >0 N >0.Deméme, ona A;(Xy) > 0, A3(Xg) > 0 si les
conditions (4.1.5) et (4.1.6) sont vérifiées.
Posons maintenant

b A%(X,)b
(52(X0) = A] (Xo)Az(Xo)—Ag(Xo) = B] (Xo)Xo[azXo—§]+GX0A?(X0)+(1X§€Z*+Q_I(d¢

. Si les conditions (4.1.5) et (4.1.6) sont vérifiées, alors 42(Xy) > 0. Ainsi, d’apres le critére
de Routh — Hurwitz E* est localement asymptotiquement stable.

4.1.2 L’étude du modéle phytoplancton-zooplnacton-poisson en
présence de toxine avec subdivision du phytoplancton (P, P, Z,F)

En rappel il s’agit du systéme :

dd—}:l =1, P (1 - %) — p P Z - aOP?p-LaaO(il’f-k > P(0) >0
Dol B)- 2 e
(4.1.7)
(fi—f =74 (1 - Nezl]iellieiipz) - ’70]‘:21{2 - ao Py izfo};z +2Z 20)=2%>0
(fi—]; =k (1 IR +A§:f;2i o, APQZ)) —mky F0)=F>0
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4.1.2.1 Etude globale

Pour I'étude globale de ce modele, nous allons transformer le systéme de sorte & ob-
tenir un systeme différentiel non-linéaire régulier et ce, indépendamment des parameétres

démographiques.
En effet, posons :
Bl =aoP By= 0oPy, Q= — T2 (14 tion du phytoplanct foxi
=P, P=oyP, Q1 = ———— roportion du oplancton non toxique
1 of1, I 0£2, W1 P+P+2 prop PY;)Z q
+
et du zooplancton dans la population totale de ressource), ()2 = — 272 _ (La propor-
p pop ), @2 H+Q+Z(pp

tion du phytoplancton toxique et du zooplancton dans la population totale de ressource),

%:R+&+Z
totale)

Notre objectif est de ramener le systéme (4.1.7) sous la forme suivante :

(le ratio poissson/ressource totale) et H = P, + P, + Z (la ressource

= Gi(,01,0:,Q5)
L GylH,Q1,Qu,Qs)
j 0 (4.1.8)
B Gy(11,01,22,Q9
B (1,01, 02,Q)

Nous faisons I'hypotheése que 0 < Q1 <1et 0< @y < 1.
Ona:

dH dPl dP2 dz ( Pl ) )\pla()PlF ( Pg)
ar i P(1-2L) . PZ- pf1-2
@ Tata T ) SN o AL R K,

02P2Z _ )\pza()PQF 71— [,Lﬂ/,LQZ _ GPQZ _ )\ZZF
v+ B oaoP, +agPy+ Z ,uQPl +p61P2 v+ P ab +oB+ 2

En développant et en remplagant H, @, @2, Q3 par leurs valeurs, il vient que :

o = [rn-@)- T2 (=@ ra (1-Q0)= 1= QuP H)+Qut Qe 1) (1-Qu)H

dt
_(92 + 0)(1 - QI)H +r (1 _ :uéuu'cz(Ql + Q2 B 1) ))
7+(1_Q1)H ? :U'ez(l_QZ)"':uel(l_Ql)

(s = Ap)Q2 + (s = Ap) Q1+ Ap, + Ap, — AZ>Q3}H

De fagon analogue, on a :
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d@Qy
dt

=(1-Q)|pe,(1-Q)H ~7 ( _ Hale(@+Q2—1) )_0(Q1+Q2_1)H

pe (1 = Qa) + pe, (1 - Q1) y+(1-Q)H

(1-Q) (1-Q)H, Q21 —QuH
B T
Ap Q3 TzQ3 Hey ey (@1 + Q2 — 1)

ooy taat T

bl - Q) T (1= Q1)

_(1Af%)}“ (T'Pz(l—Ql)_%(l—Ql) H)+ (rp (1 - Q)
CTE (L= Qu)H) + (@1 + @ — 1)(—pe (1 - Qo — 2O QU

K +{(1-Q1)H

Nelpez(Ql + Q2 - 1) ))) —((/\z — /\pl)Qz + (/\z — /\Pz)Ql + /\Pl + /\P2 - /\Z) QS]Ql'

i (1 (1= Q2) + e (1 -G

dQ2 9 + 92 /1’61/1’62 Ql + Q2 - ]‘)
dt =(1-6) [/\ZQS ( fhey (1 = Q2) + e, (1 Ql)) }
/1161/1'62 Ql +Q2 9+92)H
+Q1 {:T‘Z (1 - /‘1’62( Q2 + /1’61 ) ZQ3 ]- - QI)H:‘

-Hl—QuPH(1~( —9H ) AEQ4

[QEU—QQ——- QuH) + Qa @-iﬂl—Q)H)
Q

((92 + (9)(1 - ) (1 _ ) (Ql + Q2 - 1) ))
7+(1_Q1) /'sz( Q2)+/1'61(1_Q1)

—((Az = Ap)Q2+ (A, — Ap)Q1 + Ap, + Ap, — /\Z)QS] Q2

+(Q1+Q2—1) (‘ﬂq( - Q)H

dQs _ . (1 3 ApAp, A Q3
dt d Ap A (1= Q2) + MAz(1 — Q1) + Ap AR, (@1 + Q) — 1

- (rr1 - @) = 20 - QUE) + (ra(1- Qo) - (1 - Q)%H)

K,
(62 +0)(1 — Ql)H+r (1 _ Habe(@+Q2-1) )
7+(1—'Q1)H ¢ )u'ez(]' _Q2)+)u'61(1_Q1)

—((As = Ap)Q2+ (A = Ap,)Q1 4+ Ap + Ap, — Az) Qs]Qs-

) Qs — mes

+(Q1+Q2_ 1)(_/1'61(1 _QZ)H_
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En posant :

[ F(Q1, H) = (rp,(1 - Q1) — F*(1 — Q1)*H)

Fp(Qo, H) = (rp (1~ Qo) ~ 2+(1 - Q2)*H)

F3(Q1, Q2 H) = (Q1 + Q2 — 1)(—pe (1 - Qo) H (4.1.9)

_ (92 + 9)(1 - QI)H +r (1 _ ,u'q,u'm(Ql + QZ - 1) )
v+ (1-Qu)H ¢ ey (1 = Q2) + e, (1 — Q1)

| Fa(@1,@2,@3, H) = ((A: = Ap)@2 + (A: = Ap)Q1 + Ap, + Ap, — Az)Q3

On obtient

dH

- = Fi(Q, H)+ Fo(Q2, H) + F3(Q1,@2, H) — F4(Q1,Q2,Q3,H)}H-

posons maintenant

He Hey (Ql + @2 1) )

(1 - QI)VI(QI,Q2>Q3,H) = (1 - Ql) l::u‘ﬂ(l - QZ)H - T (1 - ,u'ez(]- N Qz) + P«q(l _ Ql)

0@+ Qo DA
v+ (1-Q1)H

(1 - Q1)@3 +7p

(1:83) (1_ (1 —Qz)H)

K,
Qa1 - Q2)pe H  ApQs

(1-Ch) (1-Q1)
r2Q3 (1 _ Babe(@1+ @2 —1) ) A% ]
Hey

(4.1.10)

-y 0-Qo)tm-Q)) (1-Q)

\ QIVZ(Q17Q21Q3aH) = [Fl(QlaH) + FZ(Q27H) + F3(Q17Q2’H) - F4(Q17Q2aQ37H)]Q1

Alors, on obtient :

dQ

n = (1 - Ql)vl(QlaQZaQ3)H) - QIVZ(QI)Q27Q3; H)



4.1. MODELES NON STRUCTURES

En outre, en posant

(1 - QI)L1<Q1»Q27 @3, H) = (1 - QZ) [[’\ZQEE + f(fi%gf)}]
ry (1 _ MG]/‘LGZ(Ql + QZ - 1) ) J
fres (1 — Q2) + pe, (1 — Q1) (0040 )
_ Py ey (1 + &2 — 1
QJAQMQ%Q%H»—Q{w(l—#41_Q9+u41_gg)“*ﬂ% (41.11)
0+ 6,)H B (1-QH
—mHJ(l —Ql)Lz«x(Ql,Qz,Qs,H) = (1—Q1)[TP2<1— K, )_’\P2Q3

\ Q2L4(Q1,Q2,Q3, H) = Q2 {Fl(Ql,H) + Fy(Q2, H) + F3(Q1,Q2, H) — F4(Q1,Q2,Q3,H)}

Alors, on a :

dﬁz (1-Q2)L1(Q1,Q2, Qs, H) + Q1L2(Q1, Q2, @3, H) + (1 — Q1) L3(Q1,Q2, @3, H) —

Q2L4(Q1, @2, Q3, H)

Finalement, en posant :

AP AP 22 Q
Q3V3(Q1’ Q2,Qs) = Tf (1 Y Q2)+)\1)\ZP(11 P(291)+§\P1)\P2(Q1+Q2 ) @ — me3
(4.1.12)

Q3Va(Q1,Q2,@3) = Q3 [F1<Q1aH) + F5(Q2, H) + F3(Q1,Q2, H) — Fy(Q1, @2, Q3, H)

Et, on obtient :

@L@MQMM)%wm%%ﬂ

Par suite, le systeme (4.1.7) s’écrit de la fagon suivante :

dH

o = C1(H,01,0:,Q)
ﬁhaw@@@
(4.1.13)
D2 (#0100
B 4(H,0.,0,0)
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Le systéme (4.1.7) admet une solution si et seulement si le systéme (4.1.8) admet une so-
lution. En effet les résultats que nous allons obtenir sont transposable au systéme (4.1.7)
en utilisant

P=(1-Q)H, Po=(1-Q)H F=QH et Z=(Q1+Qy—1)H.

Pour P’étude du systéme (4.1.8), nous allons vérifier d’abord I'existence et 1'unité locale
des solutions. Mais nous devons tenir compte de la positivité de ces solutions. Ce qui nous
ameéne & énoncer un résultat important qui nous assure la conservation de la positivité.

4.1.2.2 Existence et unicité de la solution locale

Proposition. 4.1.4 Le systéme (4.1.8) admet une unique solution mazimale

(H(t), Q1(t), Q2(t), Qs(t)) définie sur un intervalle [0, Tmaz]. De plus, 'ensemble
{H>0,0<Q1 <1,0< Q2 <1,Q3 > 0} est positivement invariant pour le systeme
(4.1.8).

Preuve :En effet,

— Le théoréme de Cauchy — Lipschitz assure ’existence et unicité du systéme (4.1.8).
— Montrons que 'ensemble {H > 0,0 < @; < 1,0 £ Q2 < 1,Q3 > 0} est positivement
invariant pour le systéme (4.1.8).
En considérant le systeéme (4.1.8), on a :

G1(0,Q1,Q2,Q3) =0, 0<@1<1,0<5@Q<1et@3>0

G'-’-(O)O’QZ;O) = —-Tz < 0, 0 S Qz S ].
(4.1.14)
G3(0707 ]-70) = /\Pl — /\\Z > 0

| G4(H,Q1,@2,0) =0, H>0,0<@Q1<1et0<Q,<1

Par conséquent, on en déduit que 'ensemble {H > 0,0 < Q; < 1,0 < Q2 < 1,Q5 > 0}
est positivement invariant pour le systéme (4.1.8).

On a ainsi montré l'existence d’une solution locale du systéme (4.1.8). Mais lorsque
Tmax = +oo, le probléeme (4.1.8) admet-il une solution globale ?

Remarque. 4.1.1 La solution du systéme (4.1.8) est globale signifie qu’il y a existence
des quatre populations (Phytoplancton non toxique, Phytoplancton tozique, Zooplancton
et Poisson) sur un intervalle [0, +00[. Par contre si la solution n’est pas globale, cela si-
gnifie qu’au moins une des quatre populations va disparaitre un moment donné.

Pour létude de l'ezistence globale, nous sommes amené d trouver des conditions sur les-
quelles les variables H, @1, Q2 et Q3 seront bornées afin de pouvoir appliquer le théoréme
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de Cauchy — Lipschitz. De la méme maniére, nous allons montrer que dans certaines
conditions, on a Q3 qui s’explose en temps fini et par la suite, nous verrons les conditions
sur lesquelles l'une au moins des quatre populations va s’éteindre. Nous énongons les hy-
potheéses suivantes :

Hypothese 1

Ap Ap, A Q3 )
rell— — —ms >0
! ( A A (1= Qo) + A A1 = Q) + A e Qi+ Q= 1))

Hypothese 2
()\z - )\PI)QQ + ()\z - )\Pg)Ql > )\z - )‘P1 - )‘PZ'

4.1.2.3 Existence et unicité de solution globale

Nous allons regarder maintenant 1’existence et 'unicité de solution globale du systeme
(4.1.8). Pour ce faire, nous allons énoncer la proposition suivante.

Proposition. 4.1.5 La variable d’état Q3 du systéme explose en temps fing si ’hypothése
1 est vérifiée et hypothése 2 n’est pas vérifice. Cest-a-dire qu’il existe Tp,y < +o00 tel
que Q3(t) — +oo quand t — +o0. Le probléme de Cauchy (4.1.8) admet une solution
globale en temps H > 0,0 < Q1 <1,0< Qs <1 et Q3 > 0 c’est-d-dire Tyqy = +00 sS0US
I’hypothese 2.

Ap Ap A Q3 ) _

1_
( ApAz(1 = Q2) + Ap A-(1 = Q1) + Ap AR, (@1 + Q2 — 1)
mr>0pour 0< @, <1, 0<Q2<1

De méme V; < 0 si Fy, F,, F3 sont strictement négatives et Fy est strictement positive

Preuve:OnaVj > Osiry

¢’est-a-dire

/J)elﬂ)eg(Ql + Q2 - 1) . K2 Kl
- Q)+ (i=Qy HS"””(l—Q; 1—@)

avec @1 et (), vérifiant

Q1+Q2<1<

(/\z - /\Pl)QZ + (/\z - /\Pz)Ql < /\z - /\Pl - /\Pg-

Dans ces conditions, on a Q3 — +00 quand ¢t — Trar (Thez < +00), c’est-a-dire que
@) explose en temps fini lorsque 1’ hypothése 1 est vérifiée et I’ hypothése 2 n’est pas

vérifiée. Inversement, toujours sous les conditions 0 < Q; <1, 0< Qs <1l et
Ap,Ap, A Q3

re|l—
! ( )‘Pz)‘z(l - Q2) + )‘P1>‘Z(1 - Ql) + )\PIAPZ(Ql + Q2 - 1)
maintenant trouver la condition sur laquelle V4 > 0. V; > 0 signifie que F, F,, F3 sont

— my > 0. Nous allons

strictement positives et Fy est strictement négative c’est-a-dire

Hey Hey (Ql + QZ - 1)

Gt > 1> o) + (1= Q)

et 1> maa 20 0
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avec @ et () vérifiant

(/\z - /\Pl)Q2 + (/\z - /\Pz)Ql > /\z - /\Pl - /\Pg

Regardons maintenant la deuxiéme équation du probléme (4.1.12), on procéde de la méme
maniere, on voit que Q3(t) ne peut pas tendre vers 'infini quand ¢ — Tpnay (Tinas < +00)
avec la condition

) (1 Ar AR Qs )——m >0
T =)+ e (= Q) + Ao (@ + Q@ —1) )

De plus F; < 0 et F; < 0 entraine que H est bornée. Par conséquent, on a existence de
solution globale en temps du systéme (4.1.8) lorsque 0 < Q, <1,0< Q, <1
On en déduit alors le corollaire suivant :

Corollaire. 4.1.1 ona :

- Si I’ hypothése 1 est vérifiée et I’ hypothése 2 n’est pas vérifiée, nous avons une
extinction d’au moins une des quatre population.
- Sous I’hypothése 2 nous avons [’existence des quatre populations.

4.1.2.4 Analyse de la stabilité des équilibres

Pour étudier la stabilité des états d’équilibres, du systéme 4.1.7, nous allons déterminer
ses différents états et ensuite nous verrons leurs stabilités.

4.1.2.4.1 Equilibres semi-triviaux

En ce qui concerne la détermination des différents états stationnaires semi- triviaux,
nous énoncons le résultat suivant.

Proposition. 4.1.6 Les états semi-triviauz du systéme (4.1.7) sont les suivants :

(Bh) : A=K\, Pb=K,, Z=0,F=0

(Bp) :Pi=0,P,=K,, Z=0,F=0

(E3) :PA=K,, P,=0,Z2=0,F=0
1) -

K, my K,
P=0PR= +me— , Z=0F=(1-—- +ms—
(Eq) - Py s = (rp,rs+my Tf)rpzrf ( h )T +my Tf)TPzrf/\Pz
myg
Cet état est admissible si et seulement sirp, >1— — et ry > my
Ty
K K
(ES) .'P]I lTPl—‘, PQIO,Z:-———1TP1 ,Fz(]
Ki+rp P K1 + fhe, TRy
1 my K
(Eﬁ) P1 = (TPITf—me—Tf) , P2 = O, Z = O, F = (1———)(7"p1rf+mf—rf)
TRTf rf TRTfAP,

m
Cet état est admissible si et seulement sirp >1— —L et Tf > my
Ty
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Preuve :
Nous cherchons les états d’équilibre a composantes positives ou nulles. Pour cela, nous
allons résoudre le systeme suivant :

Py

7

>‘P1 aoPlF

P(1="1) -y Pz- =
" l( Kl) Hatl agPy +agP + 7 0

P 0, P, 7 A BF
rp2P2<1——2>— 2nd p2 Q0L ~0

K, Yy+P aPi+toP+ 272

(4.1.15)
o1 _HapaZ \_6RZ _ AZF 0
: Pe Pr + e, Po Y+P,  ogP toagP+Z
Ap: Ap, AL F

Fl1- P17 p27'2 _ F=0
" ( /\Pz/\zpl+/\P1/\ZP2+/\P1/\P2Z)) "

\

Mais les singularités en P, = P, = 0 font que I'état (0,0,0,0) n’est pas admissible.
- 8i Z =0, F =0, alors on obtient que P, = K; et P, = Kj,
-SiP=0,Z=0, F=0,alors P, = K,

-SiP,=0,Z =0, F=0, alors on obtient que P; = Kj.

Considérons a présent des états a deux composantes respectivement nulles, alors on a :

P
-Si P =0, Z =0, alors P, et F vérifient I"équation rp, P, (1 - —2> —ApF=0¢et

K,
ApF
reF (1 - 1;; ) — msF' = 0. Comme, on cherche P, # 0, on tire la valeur de F’
2

P.
dans la seconde équation qui nous donne F = 2 ( - Ti) En remplacant cette
)\P2 Ty K
expression dans la premiere équation, on obtient P, = (rp,ry + my — ry) i et
TRTf
. my K
parsuite F = |1 — — | (rprs+m;—r
( y (rpiry + my f)TPlrf/\Pl
m
admissible si et seulement si rp, > 1 — ety > my
Ts
. - P
- S8i P, =0, F =0, alors P, et Z vérifient rp, Py (1 — ]—<—) — pe, PLZ =0 et
1
r22 (1 - ﬂ; ) = 0. En tirant P, dans la premiere équation,
1
Tp P
onary — pK; — e Z = 0. Remplagons maintenant la valeur de P, dans la deuxiéme
1
K K
équation. Nous obtenons que Z = L et par suite P, = _arh
p1 Ky + parp K +rp
, P
- S8iP,=0,Z =0,alors P, et F vérifient rp, Py (1 - ?l)_/\p‘F =0etry (1 -
, : ApAp,AzF P m
my = 0. De I'équation ry (1 - %’%) —my = O on trouve F’ = xj— (1 - r’f\)

ApAp,AzF
/\Pg /\ZPI
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En remplagant cette valeur de F' dans l'autre équation, on trouve P, = (rpr; +
K K

ms —7y)

TPlrf’\Pl

m
et finalement F = (1 — —L)(Tplrf +my —ry)
TPTf Tf

admissible si et seulement si rp > 1 — —L et Ty > my.
s

4.1.2.4.2 Stabilité des équilibres semi-triviaux

Pour I’étude de la stabilité de ces états, nos résultats sont obtenus par application du
théoreme de Lyapunov.

Proposition. 4.1.7 On a :
- Les états F1, E,, et FE3 sont toujours instables.

- L’état B4 est localement asymptotiquement stable si et seulement si

. —/\_1_:1_ my <0, ry— 9K2(7'P2Tf+mf-rf) _ Az (I—T—f
& AP2 ’ VTR T+ (szrf +my — Tf) QoT p, Tf

) <0,

mpg m m
—3Tp2+7”f—mf >0et|—3rp, — 2;7 (T‘f —mys+ 2-;})-}-2 (T‘f —my+ 47}{ + 37'p2) >

4;
6K rp,
(e, K1 + per7p,)

- Ej est localement asymptotiquement stable si et seulement sirp, —7

Kirp, Tp K,
— 1 4+2 1| <0et 22—
K, +rp * K etrara Ki+rp K

0,ry—my <0, 7p —Tz— (
- L’état Fg est localement asymptotiquement stable si et seulement si

A
sz""‘( —?) <0z =321~y <0, —rp+rp—my <0 e
f P Ty my
/\plmf(l—“—)

my m my Ts
2|rp +ry—my+4—|—|rp + 2 L) (r; —ms+2— |+ >
(P1 f f T‘f) ( 1 T )( f ! rs TPlerl(TPl'rf+mf—r,)

4.

Preuve :
Notons J(P, Py, Z, F) la matrice Jacobienne du systéme (4.1.7) au point (P, P, Z, F).
Alors, on a :

My My My My
My My My Moy

J(P, Py, 2, F) =
(PP 2, F) My, Msy My Mag
My My My My
ou :
p dPl)
dt rp (aoPy + Z)Ap, F
S My=—" 2P P2 F)=rp -2 2P — .7~ ,
11 apl ( 1,42, 4, ) TP Kl 17— e (a0P1+a0P2+Z)2
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dP
()
dt /\p agPlF
- M, = PP Z F)= : .
w=gp, P ) = B P+ 2
dP;
a(_
dt ApagP F
— = P. = — 1
M13 6Z (Ph Q,Z,F) :UelP1+ (a0P1+a0P2+Z)2
(9(‘%}) )\p aoP
- My = P, Py, Z,F) = — L
M14 oF (1) 2y 4Ly ) (a0P1+O£0P2+Z)
dP,
v 8(?) (P P 7 F)— /\pzangF
21 — (9P1 1,42, 4, - ((10P1+a0P2+Z)2'
dP,
()
dt rp 92’)/2 (a0P1 + Z)/\p aOF
- My = P, Py, 2, F)=rp, —2-22P, - - el
22 8P2 ( 1,42, 4, ) rp, K2 2 ('Y+P2)2 (a0P1+a0P2+Z)2
8 (%) —02P2 )\p a()PQF
M= g P ) = ot (ot aoBy 2
dP,
(@)
dt /\p a0P2
— = P F = - : :
M OF (P B, 2, F) (0P + 0Py + Z)
dz
()
dt Tzle B2, 2 Azag
= Mo = PP 7 F)= €2 ZF.
i 0P, (P P2, 2, F) (u52P1+u61P2)2+(010P1+010P2+Z)2
dz
(%)
dt T2 fhe, Z° 6vZ Az 0y
- My = PP, Z F)= art — F.
32 6P2 (1 2 ) (a0P1+a0P2+Z)2 (7+P2)2+(a0P1+a0P2+Z)2Z
dz
(%)
dt TZ e, ey Z oP, (P + P)AzapZF
~ My = P, Py, Z,F) = rp—2 a2 - .
33 oz P2 F)=rr BoPitpa Py (Y+ ) (P +aP+ 2)?
dz
ol —=
) 2
- M= %R (Pl’Pz’Z’F):_a0P1+a0P2+Z'
dF
ol —
- (dt)(P PyLZ.F) — mpAp NG, ALF
4 6P1 ban —(/\PQ/\ZP1+/\P1/\ZP2+/\P1’\P22)2
dF
ol =
M = <dt)(P P ZF)— mfA%DIAPQA%F2
27 P, D T B AZPL + AR Az Py + Ap Ap Z)?
dF
()
t 2 2 2
- M43: d (P].;PZSZ)F) = mf/\Pl/\PZ/\ZF

0z ()‘Pz)‘ZPI +)\P1)\ZP2+)\P1)\P2Z)2



4.1. MODELES NON STRUCTURES

5 (4F
dt ApAp AzF
M= —2L (P P2 F) =1 —m;—2 AP,
i TG IE N el Al A Ve Wiy W W iy W

Pour savoir si un état est stable ou pas, nous allons regarder ’ensemble des valeurs propres
de la matrice Jacobienne en ces différents états que nous noterons spectre(J). Lorsque
toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne en un point sont de méme signe et
non nulles c'est a dire que si spectre(J) C R% ou spectre(J) C R, nous dirons que I'état
est asymptotiquement stable et dans le cas contraire on dira que 1'état est

instable.
— La matrice Jacobienne pour I'état (E)) s’écrit de la fagon suivante :
A L& K
—Th 0 THe K —00;;1+(:10;(2
0 62K /\PzaoKz
v+ K, ao Ky + oK,
J(Er) =
0K,
0 0 rg-— 0
z Y + K2
0 0 0 T‘f — mf
On a donc
0K,
tre(J(E,)) =< —rp,,—Tp,, T3 — ———,T¢f — My ¢ .
spectre(J(Ey)) { TP, TR, T2 Y+ K, Ty mf}

Il s’en suit que I'état (K, K3,0,0) est instable puisque ry —ms > 0 (le taux de
croissance de la population de poisson est supérieur au taux de mortalité du pois-
son) et —rp, < 0, —7p, <0

— Pour ce qui concerne 'état E, on a :

rp, O 0 0
(92K2
0 —Tp, — —-)\p2
J(Br) = TR
0 0 rz- 0
v+ K
0 0 0 ry—my
La matrice J(F,) est également triangulaire supérieure. On a
0K,
spectre(J(Ey)) = {'rpl, —Tp,, Tz — WTK_z’Tf - mf}

Comme rp, > 0, —rp, < 0 alors, on en déduit I'instabilité de I’état E,.

- En considérant la matrice Jacobienne au point Es, on a :
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—Tp 0 0 ~He,
0 rp, O 0
0 0 0 0
0 0 0 r f—myg
La matrice J(F3) est également triangulaire supérieure. On a

J(E3) =

spectre(J(Es)) = {-rp, —Tp,, 0,75 —mys}

Comme 7p, > 0, —rp, < 0 alors, on en déduit l'instabilité de 1'état Fs

- Pour I état (Ey),on a :
An A A Au
Ay Ay Ay Ay

J(E,) =
E)= | Ay Ay Ay Au
Ay Ap Ay Ay
ou :
—Au—rpz—;Pl ( _ﬁ)
Py Ty

- A22 =—-Tp, — T__(errf +my — rf)‘
f

€2K2(rp2rf + mf d T‘f)

— Ay =— :
YTy 4 (rp,Ty +my — 1)
— Ay = —Ap,.
0K2(TP2Tf+mf—Tf) Az my

- A =17 - I-—1

Yrp,Ts + (TpTf+ Mg —~T5)  QoTp, T

_mf
meTp,T

- Ag =L oy

/\plf(g/\p2 (T‘pzT‘f +my — T‘f)

2
m m
_A42:_f( __f)_

/\P2 rs
2
m m
“A“?’:Tf( __f),
z Tf

mg

—A44=rf—mf—2( —-—).
Ts
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Le polyndme caractéristique de la matrice J(E,) est donné par :

Trey(X) = (A — X)(Ass — X)(X? — (Agy + Awa) X + AgpAgy — ApsAa)

Par suite, les valeurs propre de J(E4) sont données par :
M = A, Y2 = Ass, v3+ 71 = AnAag — ApAy et vz = Ay + Agg. Donc I états (Ey)
est localement asymptotiquement stable si et seulement si

1 <0, %<0, v3+7<0 et v >0,

c’est-a-dire que

ﬁ( m;) <0 rg— 9K2(7'P2Tf+mf_7'f) _ Az (I_Ti
© T areret(TRTp My =) Corp, rs

) <0, =3rp,+ry—my >0

<—3Tp2—2ﬂ) (Tf—mf+2w) +2<Tf—mf+4m+37‘p2) >4
Ts Tf Ts

- Pour I’ état (Fs), on a :
Bn Bz Biz Bu
By Bz By By

J(Es) =
(Bs)=1 By By Bwn Bu
By, By By Buas
ou : K
Tp, Tp
1 TPI <K1+TP1 + Kl)
_ BIBZ_ME_
K1+TP1
By =- Ap Qopie, K17py

/‘Lela0KlTP1 + KITP1 .
— By = By3 = Byy = By = Bgp = Byz = By, = 0.

B, =7 0K 17p,
- 2 —Ip,— .
: 'Y(HelKl + uflT‘Pl)
Tz
- By =—.
Her
Tz ﬁKlrpl
- B32 = - — .
He, 7(M€1K1 + /‘Lflrpl)
— B3 = -1z
Az K
~ By =- z/Tp

te, (0 Kirp, + K1 +7p,)

~ By =rs—my.
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Le polyndme caractéristique de la matrice J(FEs) est donné par :

TJ(ES)(X) = (Byy — X)(Bss — X)[X2 — (Bu1 + Bs3) X + Bi1Bsz — By3 By

. Par suite, les valeurs propres de J(Es) sont

192K17'p1
pe, K1 + perrp

Kirp  orh

— et
K1+7‘P1 Kl)

71=TP2—7( )>’72:Tf‘mf7’73+74:”’1_TZ_(

=rzrp |2 K +2 1
Y3Y4 =TzTp K, Ty K,

Donc I'état (Es) est localement asymptotiquement stable si et seulement siy; < 0, 2 < 0,

x . 92K1’!‘P
s+ Y4 < 0 et y374 > 0 c’est a dire rp, — Tie, Kt ey <0, 7rp=my<0,7p —17—

(Klfif:ﬁ + 2%) <0etrzrp (QA— + 2 1) > 0.
- Pour I’ état (Es), on a :

Cu Cp Ci3 Cuy

Ca Cyp Cyz Cy

Cyt Cyp Cy3 Cyy

Cya Cy Ciz Cy

J(Es) ==
ou :

2
- Cu=rp = —(rpry +my—ry).
/

m
- Cp=1-—L
Ty
K m
-~ 0'13:—-'uel l(rplfrf+mf—7“f)+1——i.
rpTf Ty

- Cuu=—Ap,.

- Cu=Cp=0y=05=C5=C>04=0.

Ap, Tf
A
- Css—TZ—)\—Z( —ﬂf-)
Py Ty
i(i-5)
- Cu= !

)‘Pz Ty
- 043:?[(1_7"7‘)
VA Ty
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Le polynome caractéristique de la matrice J(Es) est donné par :

T g)(X) = (Co2 — X)(Cs3 — X)[X? — (C11 + C14) X + C11Caq — C14Cli]

. A
. Ainsi les valeurs propres de J(Eg) sont y, = rp, — —2 (1 — EL No =Tz — )‘_Z( - E),
)‘Pl Tf )\P1 Ty
Y3+ V4= —Tp + T —my et
my
mg my my )‘lef( —T‘_)
v = 2re 1y —my A=) = (P + 2 (rp—my 2= ) + L4
s s e’ T Kirprpmg—r,)
Donc (Eg) est localement et asymptotiquement stable si et seulement si y; < 0, v, < 0,
A m
v3+ 7 < 0 et y3y4 > 0, c'est & dire rp, — ﬁ(1 - —f) <0, rg— %1(1 — fﬂ) <0,
API ’f‘f P .rf

—rp +1f—mg<0et

m
m m mp\  A™ (1 - ?)
2(7’P1+Tf°“mf+4r—f)—(rpl+2r—f) (rf—-mf+2——{)+ !
f f

>
Tf TPITle (TP1Tf+mf—Tf>

4.

Pour I'instant, nous nous sommes focalisés sur les états d’équilibres semi-triviaux, mais
lorsque 1’état d’équilibre n’est pas trivial c’est a dire si (P, Py, Z, F) # (0,0,0,0), quelles
seront les conditions sur les parameétres démographiques pour ’existence de ces états?
Pour répondre a cette question, nous allons regarder les états persistants.

4.1.2.5 Equilibre strictement positive

Pour ’étude de ’équilibre strictement positive, nous allons faire une mise en forme
adimensionnelle des équations du systéme (4.1.7).
En effet, considérons le systéme (4.1.7) suivant :

( dP1 P1 )\pla()PlF

=P (1= ) a7 - . P(0)>0
dt Tpl l( K] Hafa C!0P1+C!0P2+Z 1( )
dP2 PQ) 92P2Z )\p2a0P2F
i P(1-22] — — ,  PB(0)>0
dt " 2( K2 ’)/+P2 a0P1+a0P2+Z 2()
(4.1.16)
dz PTA VA XN ZF
— =r,Z|1- Heiley _Jree , Z(0)=2Z5>0
dt /.1.€2P1+/J.61P2 ’)/+P2 a0P1+a0P2+Z
dF Ap Ap, AL F
= —rFl1- PLpa 2 -msF F0)=Fy,>0
| ( %&H+%&g+%%g)7w 0)=Fo>
\ . . Py
En posant les parametres adimentionnels 7 = p, Kt, K1 =K, =K, P = 72
P, Meybey Z ApApAzF
Pb=—= Z=—>1" __ ¢ F= 1Py ‘
e PETN A Az Pr + Ap Az Ps + Ap g, Z

on obtient le systeme suivant :



4.1. MODELES NON STRUCTURES

( dPl ’U1P1F
“loep(1-P)-PZ7 - —11
a (1= h)-h P+ P +sZ
dP, —cP,Z IP,F
—2=bP(1-P) - -
dr 21— P) =7 +dP, P +P,+s2
(4.1.17)
dz UQPQZ —nZF
= eZ(1-2) - -
Ak vy i sy e
E:gF(l—F)—fF
\ d7
Avec
rp, /\pl 1 b Tp, c 02 d K I )\p2
a: y ’U = y S = ——, = y = y == —’ —_ y ’U =
HMQK ' )\/J'elK o pe K pe, Ky gt no K7
o, n= i g= et f= L
Hep Ky phey 0 K pe K pe, K

Soit maintenant E*(Py, Py, Z*, F*), le point d’équilibre strictement positive. Alors la
matrice variationnelle au point d’équilibre E* est :

Dy Dy Dz Dy

Dy Day Dag Doy

M* =
D31 D3 D3z Dy
Dy Dy Dgz Dy
" D Pret D WP E

- = —Q = .

H LT T (P4 Pyt s27)?

sv Py F*

- Dy =-P! t Dy =aP; — z*.

13 1+(P1*+P2*+SZ*)26 =y —adt

cdZ* Py [F*Py

- Dy =0 et Dy = —bP} 2 2

e I (7= FR Oy ey

—cP; lsPyF* cZ*

- Dy = 2 — 2 t Dy = —b+bP} + ———

BETRdR (BB rezy o M T T Ty

- 2" nZ*F*

- Dy =0et D3y = +

o 2T +dB)? T (P + By +s27)?

dPy Z*F* P.

-D33:—6Z*+ Y2 2 ns 2et D34=6Z*—6+ V2t

(1+dP; 2 " (Pr+P; +s2%) 1 +dP;

- D41 20, D42 =0, D43 =0et D44 = —QF*
Le polynéme caractéristique de la matrice M* est donné par :

P(X) = (X* = (D11 + Dyg)X + D11 Dag)(X* — (Dyy + D33) X + Dy D33 — Dy3Dsy).

Posons maintenant Pr 4o F*
Tp T
~ a1 =—(Di1 + Dy) = #_’ a0 = DDy =
e, K

. (cZ* +vy)dPy  (IPy+nsZ*)F*
Dig) = bP; +eZ" — -
et I (W= e A

T‘plT‘fPI*F*

R = (Dnt
€1
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Py Z* — bugd — VP — (ecdZ* — cvy) Py Z*
by = DyyDss—DysDig) = ebP;Z*+(C vy vad Cc?ff ;}1:3)2 (ecdZ* — cvo) Py Z
2
(el + nsb) Z* Py F* N (nscdZ* + nc + nedPy — slvg) Py Z*F* + luyd Py2 F* 12 nslZ* Py F*
(P + P+ 527 1+ dPR(Pr + P + 522 (P + P +52°)!
alors, on obtient :

P(X) = (X*+ a1 X + ao)(X? + b1 X + by) (4.1.18)

Proposition. 4.1.8 Le polynéme (4.1.18) posséde au moins deuz racines strictement
positives si et seulement st ['une des conditions suivantes est vérifiée :

i) —signe(ap) = signe(ay) est positive et —signe(by) = signe(b;) est positive,

i) a® =4ay , signe(ag) = —signe(a;) est positive et b? = 4by,
signe(by) = —signe(b;) est positive,

1) signe(ay) est négative, ag = 0 et signe(b;) est négative et by = 0.

Preuve : Nous allons considérer d’abord le cas ag # 0 et a; # 0 et by # 0 et by # 0.
Nous avons une condition nécessaire sur les discriminants du polynéme c’est-a-dire
Ay =a2—4dag > 0et Ay =02 —4dby >0

i) Lorsque nous avons A; > 0et Ay >0ona:

— quatre racines x; > 0, x2 > O et x3 > 0 et x4 > O si et seulement si gy > 0
,a; < 0etby >0etbd <0 cest-a-dire —signe(ap) = signe(a;) est positive et
—signe(by) = signe(b;) est positive,

- au moins deux racines strictement positives xo > 0 et x5 > 0 si et seulement si
ap < 0et a;>0et by <0etb >0 cest-a-dire —signe(ag) = signe(a;) positive et
—signe(by) = signe(b;) positive,

ii) Si Ay =0et Ay =0, nous avons deux solutions xo = =* > 0 et x; = ‘TI’L > 0Osiet
seulement si —signe(ag) = signe(a;) positive et —signe(by) = signe(b;) positive,

— De plus si ap # 0 et a; # 0 et by # 0 et b; # 0, alors on obtient au moins deux
racines Yo = v/—ag > 0 ct x; = v/—by > 0 si et seulement si signe(ag) est négative
et signe(by) est négative,

iii) Enfin si ag = 0et a; # 0et by = 0 et b; # 0 alors on obtient au moins deux racines
Xo = —a1 > 0 et x; = —b; > 0 si et seulement si signe(a,) est négative et signe(b,)
est négative.

4.2 Modeéles structurés

4.2.1 Etude du modele phytoplancton-zooplancton-poisson avec
subdivision du phytoplancton (Pq,P2,Z, F)

Le modéle phytoplancton non toxique-phytoplancton toxique-zooplancton-Poisson en
présence de toxine avec une structuration spatiale en rappel est donné par le systéeme
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suivant :
’ . ~ B _ A(@ag(z)PLF
0Py — div(dp, (z)V P)) =1, (2) Py (1 Kl(x)) e, (2) P Z 0@ Pyt 2@ Pt Z
. B B O(0)P2Z  Apy(@)g(z)RF
0Py — div(dpy(z)V Py) = 1y, () Py (1 Kz(x)> Yz,t) + Py ao(z)Pr+ao(z) P+ 2
, fey () ey (2) 2 0(z) P, 2
~ _ - _ 42.19
02 ~ din(de(a)V ) = r.(z)2 (1 peo(2) P + uﬂ(x)Pz) v(z,0) + P 219
~ M(z)ZF
Oto(l‘)Pl + Oto(.’L')PQ +Z
, Apy (%) A, ()N () F )
OF — div(df (z)VF) = Fl1- L P2 - F
= d(f (@) VE) = 7z) ( A M @P A A e P+ Mo mmZ) 2

avec les conditions aux bords §2 du type Neumann.

dg(z)VQ(z,t)v(z) =0,2 € 0Q,t > 0 pour @ = Py, P5,Z et F ouv est le vecteur unité
normale & 0f) sur ) et les conditions initiales positives et bornées.

Q(z,0) = Qo(z) > 0 pour Q = P, P, Z, F, x € §). Nous rappelons que le choix des condi-
tions au bord de type Neumann est conditionné par I'’hypothése de population évoluant
dans un milieu isolé.

Nous ferrons les hypotheses suivantes :

Hypothese 5 :

Les parametres démographiques du systéme (4.2.19) sont constants en temps et stricte-
ment, positifs.

Hypothese 6 :

Les coefficients de diffusions du systéme (4.2.19) sont indépendants de la variable spatiale.

Remarque. 4.2.1 L’hypothése 5 signifie que nous considérons le cas d’une diffusion iso-
trope c’est-d-dire identiques dans toutes les directions et constante en temps.

Soient dp, = dpi(z,y), dps = dpa(z,y), dz = dz(z,y) et df = df(z,y) les coefficients
de diffusion des populations Py, P,, Z et F. Sous I'hypothése 5, le modele de réaction-
diffusion s’écrit :
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Pl A a()PlF
8,P, - V.(dp,VP,) = P(l——)—e Z-—==
1 (dp1VP) =1, P K, Ha b agPr+ogPy+ Z
P, _ 0,P, 72 >‘P2a0P2F

6tP2—V.(dp2VP2) =T'p2P2(1— )

?2 ’Y+P2—Q0P1+Q0P2+Z
(4.2.20)
€ € Z 0 Z
0Z —V(dzVZ)=r,Z|1- Heifey — bz — A2
teg P1 + e, Pa v+ P, oPi+agP+2

/\Pl/\Pz/\ZF
_ —m:F
/\pg/\zpl + /\p1 AP+ /\pl/\mZ) "

8,F — V.(df VF) = rsF (1

Sous I’hypothése 6 le systéme 4.2.19 s’écrit :

Pl /\ QoP}F
0P, — AP)) = P(l———)—ePZ— p1
= dp(B8) i K Haf1 agPL +agP+ Z
P, 0, P2 Ay, 0o Py F
8Py — dpa(OSBy) = 13, P (1__)_ __w
142 p2(AP) Tpyd2 K, P, ooPtooPrt Z
o (4.2.21)
fey My 2 Pz NZF
0Z —dz(AZ)=71,Z|1- 17 - -~
t Z( ) ' ( H62P1+[,L61P2) ’Y+P2 aOP1+QOP2+Z

~ Ao A A F oy F
Aos e PLt A As Py + A Ay

8,F — df(AF) =1, F (1

Dans la suite, nous présenterons la méthode numérique que nous utiliserons pour résoudre
ce systéme.

4.2.2 Méthode numérique du modele phytoplancton-zooplancton-
poisson avec subdivision du phytoplancton (P, P2, Z, F)

Nous considérons les hypotheses biologiques posées dans le chapitre précédent, c’est-
a-dire une population de poissons chassant sur deux populations de proie. Toutes les
especes vivent dans un milieu fermé que nous allons présenter par la suite par le do-
maine O = [0, 1] x [0, 1]. Les modeles que nous utiliserons sont du type réaction-diffusion
dans l'objectif de déterminer l'impact de la diffusion des populations sur la dynamique
spatio-temporelle du systéme plancton-poisson en présence de toxine. Pour les modéles
fortement structurés, Popérateur différentiel spatial devient beaucoup plus complexe pour
les systémes de réaction-diffusion et cela augmente a la fois la complexité du probléeme
numérique ainsi que le temps de calcul nécessaire pour nos simulations numériques. Nous
rappelons que 'objectif visé ici est de valider les modeles avec une structuration spatiale.
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Nous poursuivons 1’étude mathématique engagée précédemment sur ces modeles en pro-
posant une méthode numérique de type Splitting d’opérateurs. Nous allons montrer en
quoi cette méthode numérique est particulierement adapté a ce type de probléme. Nous
allons faire 'hypothése des conditions initiales strictement positives pour les densités de
population. Cette hypothese est nécessaire dans ce sens ol elle nous permet de valider le
choix du modeéle et de la méthode numérique.

4.2.2.1 Rappels d’algebre linéaire

Définition. 4.2.1 Soit M = (m;) une matrice carrée d’ordre n, M est positive si (m;;) >
0pour1<i,5<n.

Définition. 4.2.2 Soit M = (m;;) une matrice carrée d’ordre n. On dira que M est une
L-matrice st

- (my) >0 pour 1 <i<0;

- my; <0 pour 1 <4,5 <n avect # j.

Définition. 4.2.3 Soit M = (my;) une matrice carrée d’ordre n. M est une matrice d
n

diagonale strictement dominante positive siVi € [1,n] (my;) >0, [my [> ), | my|.
j=1, j#i

Proposition. 4.2.1 Si M est une matrice a diagonale dominante, alors M est inversible.

Théoreme. 4.2.1 Soit M une L-matrice inversible. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :
i) M~ est positive,
i) Il existe une matrice D diagonale positive et inversible telle que D™'MD est d
diagonale strictement dominante.

Pour une preuve de ces résultats, voir dans [5, 15].

4.2.2.2 Discrétisation

Pour ce qui concerne la discrétisation de nos parametres démographiques, la premiére
étape consiste a discrétiser ’espace. Nous utiliserons un maillage rectangulaire régulier :
A} :O, IN = ]., I, =T +7;hz, Vi = 2,...,N
h = 0’ Yn = 1, Vyi=Uh +7;hy) Vi= 2; >N

avec
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Apres avoir discrétisé Py, P, Z et F, nous allons numéroter a nouveau par colonnes et
ainsi on obtient respectivement ¢J;, Z et F avec ); = P, i = 1,2 quatre vecteurs colonnes
de dimension N2. Nous faisons la méme pour les paramétres 7,,, Tp,, Aprs Apyy Azy K1, K2
Pers Hegs Ty Vs G0, 8, ms et 03, mais en conservant la méme numérotation dans toute la
suite. Ainsi le systeme (4.2.21) s’écrit :

<—> AP = (PO (1= () ~ P2 g R

B i 4P = P (1 (P8) D OB
0~ G(AZ) = (D) (1 - i) - e MO (122)
F - dAF) = ()P (1 Do O P (f ¢ );(;’E )z')(z( > fﬁopl) A )i(2): )
~(my)i(F)

Avec A la matrice du Laplacien discrétisé, contenant les conditions de Neumann, [5].
Par soucis de simplicité d’écriture, nous écrivons & nouveau le systéme (4.2.23) sous la
forme suivante :

Pl /\P CtoPl.}—
— dp AP, = P(l——)—ePZ— :
P =T T ) T T Pt aoPa + 2
P2 62732 /\P Cto'Pz}—
— dps AP, = 1, P (1——) :
PERTRTR) Ty P P taoPr t 2
(4.2.23)
dZ - 0P, 2 MEF
8% Az =,z |1~ Htale - _
dt ‘ ( /162731 + N51P2) v+ Py ooyPr+ agPy + 2
dF A A AT
_ dfAF = F PP s —mF
o~ YAT =T ( Do P+ Amxzpﬁxplxpzz) My

ou les seconds membres sont des fonctions vectorielles qui utilisent les opérations terme
a terme.

4.2.2.3 Splitting

Pour résoudre le systéme (4.2.23), nous allons adopter la méthode des différences finies
pour approcher les dérivées temporelles, [5]. Nous utilisons des approximations centrées
en avant avec un pas constant h;. X; et X, ! représentent respectivement les valeurs
approchées de la variable X au temps

, hy
ti=t0+'lht et tl+% :tl+?
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Nous faisons I’approximation suivante pour x = Py, Py, Z ou F

dx(tn) _ X+l = Xn _ Xn4l” Xnij n Xnt+l = Xn

dt ht ht ht

- Résolution de la partie linéaire de I’équation en P,

(,Pl)n+% - (Pl)n
hy

oll encore, <I>p1(7’1)n+% = (P1)n avec ®p = I — dp b A et I représente la matrice

- dPIA(Pl)n+% =0

identité de dimension N2.
- Résolution de la partie linéaire de I’équation en P,

(PZ)n+% - (PZ)n
hy
ol encore, ®p,(Ps), 1= (Py)n avec ®p, = I — dpohy A et I représente la matrice
identité de dimension N2.

- dpzA(P2)n+% =0

- Résolution de la partie linéaire de I’équation en Z

(Z)n+% - (Z)

=~ dzA(Z),3 =0

ol encore, CDZ(Z)M% = (Z), avec 7 = I — dp;hA et I représente la matrice
identité de dimension N2.
- Résolution de la partie linéaire de I’équation en F

(Flass — (F)
hy
= (F), avec ®p = [ —dfh, A et [ représente la matrice identité

= = dpA(F) 1 =0

ou encore, ®p(F), 1

de dimension N2.
Nous allons nous intéresser maintenant a la résolution des parties non-linéaires des équa-
tions précédentes :

- Résolution de la partie non-linéaire de 1’équation en P,
(P) 1= (Pin

"y (P1)n
?Lt =7 (P1)ns1(1 — ;{1+1

aO(Pl)'rH—l i . '
) Ap F i.e (P1)na1 solution strictement
ao(P1) 1 +0(Puss +(2) 1+6p n+% (P)n+1

n+ 5 n+ E

) - /1'61 (P)n+1zn+l

positive de

Tp b aOht/\P ]:'n.+l
%(Plz)n+l+(1“rmht+ "

ao(Pl) 1 +O£0(P2) 1 + 2 1 +(5p1

"2 "y "

tie e Zni1) (Pr)ng1—
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- Résolution de la partie non-linéaire de I’équation en P,

(PZ)n+% - (7)2)71 (7)2)71-}-1 ) (7)2)71+1(Z)n+

1
2

=1 (Py)nes(l — _
ht TP2( 2) +1( K2 ) 7+ (PZ) 1
n+ —
(P2) ’
Qo2 )nt1 . . .
— Ap,Fri1 1. (Pa)ny solution strictement
ao(Pl)n+% + ao(Pg)n+% + (Z) 1 +5p2 27 nt3 +
n+ —
2
positive de :
Oohi( 2, 1) aghidp, F. o 1
Tpat o 2\ enyl 0t AP,y
P2, 1+ (1=7p, byt + )(P2)n+1—
K, ( el ( Pt 7+(P2)n+% aO(Pl)n-}-% +a0(7)2)n+% +Zm-% +6p2 (Pa)ns
(7)2)n+% =0
- Résolution de la partie non-linéaire de 1'équation en 2
(Z)"+1_(Z)n Heq He (z)n+1 0(Z)n+1(P2)n+%
— i =71,(Z)na(1 - u(Q(Pl);;wq(Pz)ﬁ%) T TP,

A2 (Z)nt

- 1 L ion stri ositive de
BaP), g T20(Pa),, y B,y F5e Fop1ie (Z)n41 solution strictement p
.U'cl,uvczrzht Z2 1 h Gh‘(PQ).,H_% /\zht(]:).,H_%
“‘2(7)1)11+%+'u"1 (P2)n+% ( )n+1 + ( —Teft ’7+(7’2)n+% ao(P1)n+%+a0(732)n+%+(2)n+%+5, -
(Z)n+% =0

- Résolution de la partie non-linéaire de ’équation en F
L bl (1)) 0s) (Fhnts
= rp(Flna(1- (APQ)(A,)(PI)M%+(Aff)(xf)2(7>2)n+%+(xpl)(A,,2)(Z)n+%+5f)—(mf)(f)n+1
i.e (F)ns1 solution strictement positive de

(Ap))(Apy)(A2) 2 _ —
(Apz)(xz)m)ﬂ%+(A,,1)(ilz)(éz)w%+(Ap1)(xp2)(3)n+%+5f (Flagi + (1 = rphe + mp)(F)nta

(]:)n+% =0

les termes multiplicatifs

ao(Pr)n1 op(Py)nt1
ao(Pi)nst +o(Pa)pys + (2)n41 +0p 7 0o(Pi)ngs + 0(Pa)nys + (2)p41 + 6p)

Al et ’\Pl’\Pz’\Z (]:n+1)n+1

(Pt + @0(Po)pyt +(Z)nypr +6:  ao(Pr)ny) + 0(Pa)nys +(Z)ny1 + 0p

ajouté & ces étapes servent a garantir 'existence d’une racine strictement positive aux
trindmes en

(Pi)n+1, P2)nt1, Znt1 €t Fopa

En effet, d’aprés 'hypothése de stricte positivité de
(Pl)na (P2)n) Zna fna (Pl)n+%) (P2)n+%a Zn+% et fn+%a

le discriminant est strictement positif. Nous avons donc deux racines réelles. De plus le
terme constant est strictement négatif, on en déduit qu'une des deux racines du polyndme
en (P;)n4; est strictement positive. En considérant les mémes hypothéses ci-dessus et le
résultats (P1)n41 > 0, on obtient que (Py)n+1 > 0. De fagon analogue, on montre que
Zny1 > 0et Frpyy > 0.

En définitive, il nous revient de retenir que cette méthode nous permet de réduire la
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résolution de la partie non-linéaire a4 une simple recherche de racine strictement positive
d’un trinéme du second degré.
Pour ce qui concerne la conservation de la positivité de

(Pl)m (7)2)11, Zn et ]:n

nous avons le résultat suivant :

Proposition. 4.2.2 (Conservation de la positivé)

Si les densités initiales de populations sont strictement positives, ie (Py)o(z) > 0, (P2)o(z) >
0, Zo(z) > 0 et Fo(x) > 0 pour tous € Q ou encore (P1), >1, (Pa), >1, Z, >1 et F, >,
alors la méthode de Splitting décrite dans la section précédente conserve la positivité.

Preuve : Nous allons montrer que dans le cas de densités initiales de populations stric-
tement positive c'est-a-dire (P} )o(x) > 0, (Py)o(z) > 0, Zo(z) > 0 et Fy(z) > 0 pour tous
z €  ou encore (Py), >1, (Pa), >1, Z > et F, >, la méthode de Splitting décrite dans
la section précédente conserve la positivité.

Raisonnons par récurrence : Sous I'hypothése que (Py), >1, (P2) >1, 2, >1 et F >y,
nous allons montrer que Vn € N, (P1), > 0, (Po)n > 0, Z, > 0, F, > 0 avec
(Py)ny (Pa)n, Zn, JFn obtenus aprés n itérations de notre méthode numérique. Pour ce
faire, procédons par récurrence. Considérons alors la propriété S, définie par :

(Sp): Yne N, (P1)n >0, (P2)n>0, 2,>0, Fo,>0.

— Puisque les conditions initiale, (Py)e > 0, (P2)o > 0, Z5 > 0, Fy > 0 sont
strictement positives, donc la propriété Sy est vrais.

— Supposons que la propriété est vraie jusqu’a I'ordre n c’est-a-dire 5, est vraie .

— Montrons que la propriété est vraie a 'ordre n + 1.
Nous allons montrer que (P, ), > 0. Nous faisons d’abord la remarque que la matrice
®,, = I —dy, ALA est & diagonale strictement dominante et d’aprés la proposition
précédente, la matrice ,, est inversible, par conséquent (P, ), 1= @;ll(Pl)n existe
et est unique. Ensuite comme @,, est une L — matrice, nous pouvons appliquer le
théoreme (4.2.1) & ®,, avec D = I. @, étant a diagonale strictement dominante,
on en déduit que @ est positive. Par suite, on a (P1),.1 = @, (P1)n 2 0 car
(Pl)n 2> 0.
Nous allons maintenant supposer qu'il existe i tel que ((Py),, %)i = 0 alors on a
(P)ns1)i = (Pn-t)i = .. = ((P1)o)i et cela contredit le faite que (P1)o > 0 et
on conclut que (Py),,1 > 0.
De fagon analogue, on montre que (Pz), >0, Z, > 0 et F,, > 0.
Ainsi d’aprés le principe de récurrence, la méthode utilisée garantit la conservation
de la positivité des répartitions des populations Py, P, Z et F.



Chapitre 5
Résultats numériques

Les résultats numériques seront donnés pour les modéles faiblement structurés et les
modéles possédant une structuration spatiale.
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5.1 Modeéles non structurés

Dans cette partie, nous allons nous intéresser aux comportements des différentes popu-
lations intervenant dans nos modéles. L’objectif fondamental de cette section est de corro-
borer les résultats mathématiques établis lors de I'analyse mathématiques de ces modeles
et aussi regarder l'effet de la toxine libérée par le phytoplancton toxique sur nos diffé-
rentes populations. Nous allons montrer a travers nos expériences numériques qu'il peut
avoir stabilité et existence d’équilibre de nos systéme si la toxine est libérée sous certaines
quantité. Nos résultats numériques dans cette partie concernent deux modeles : le modele
phytoplancton non toxique-phytoplancton toxique-zooplancton (P, Py, Z) et le modeéle
phytoplancton non toxique-phytoplancton toxique-zooplancton-poisson (Py, P, Z, F').
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5.1.1 Méthode numérique

Notre étude numérique dans le cadre des modéles non structurés portera sur le modéle
poisson-zooplancton-phytoplancton en présence de toxine avec subdivision du phytoplanc-
ton (P, P, Z, F). 1l s’agit du systéme suivant :

dP,
d—;:r,,lplu—%)—ﬂﬂplz— aOPA”;a;)I;;F+Z, P(0)>0

B -ty BRZ roobsF Py(0) >0

it PN K Y+ P, Pt agPt 2 C

iz _, 7 (1 __HabaZ ) OBZ AZE Z(0) = Zy > 85'1'1)
dt ¢ b, Pi+ e Pa) v+ P aoPi+ P+ 2 -0

dF A A A F

@ - T SR B e az) T h PO =h>0

Nous remarquons que ce systeme est singulier en P, = P, = 0. Pour perturber numéri-
quement nos résultats, nous allons ajouter un terme o > 0 dans le systéme (5.1.2). Le
systeme s’écrit donc sous la forme suivante :

( dPl Pl /\pIQOPlF

Ceci nous permet d’éviter la singularité en P, = P, = (.
Le schémas résultant d’une semi-discrétisation forme un systéme d’équations aux diffé-
rentielles ordinaires (ODFE's), donc nous allons avoir recours aux solveurs ou intégrateurs
d’ODEs pour le résoudre. De nos jours, il existe plusieurs librairies de solveurs dans
les principaux langage de programmation tels que FORTRAN et MATLAB. Dans
MATLAB par exemple, on peut citer entre autre ODE45, ODE23, ODE113, ODE15s,
ODE23s, ODE23t, ODE23tb et ODE15i, [5]. Ces différents solveurs sont utilisés pour
résoudre les systémes d’ODEs (raides ou non raides) s’écrivant de la fagon suivante :

X' = f (t’ X )7

(5.1.3)
X(tmin) = Xt,m-n

pour tout
tmin <t < tmaz-
Dans le cadre de nos simulations, nous avons choisi le solveur ODE45 car ce solveur
convient parfaitement pour les problémes raides et permet également de résoudre des
ODEs avec une matrice de masse de la forme
A(t, X)X = ¢(t, X),
(5.1.4)
X (tmin) = Xt

min

Loy P(1->1)—u. P2Z- , 0)>0

a 1( Kl) Hatl aoPL+ooPa+Z 4+« (0)

By o Pry_0PZ MO0 Do F Py(0) > 0

i P KY y+P wPitagPht+Z4a’ P (512
A e, Z oP, 7 JZF 1.
2 z(1- —Haka Lk A . Z(0)=Z,>0

dt u€2P1+qu2+a ’Y+P2 OtoP1+OtoP2+Z+Ot

dF Ap Ap, AL F

e A P17Pa’ % -m;F, F0)=F>0

a ! ( /\p2/\2P1+/\p1,\zP2+/\pl>\,,ZZ) s 0)="Fo
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pour tout
<t<t

tmin maz-*

5.1.2 Simulations numériques du modele (P, P;,Z)

Dans cette partie de nos résultats numériques, nous regardons la dynamique des trois
especes deux a deux : phytoplancton non toxique-zooplancton, phytoplancton toxique-
zooplancton. Ensuite nous regardons le comportement de ’ensemble phytoplancton toxique-
zooplancton-phytoplancton non toxique en fonction de la valeur de la toxine libérée 8 = 6,.
Les parametres utilisés sont donnés dans le tableau suivant :

Parametres Tpl | Mel | Apt | Qo | Tp2 | Ap2 | T2 | e | Ty | B | | 2
Valeurs | 1,9 | 08 | 02| 045 | 1.12 | 002 | 2,3 | 03527060503

Tableau 5.1 — Valeurs utilisées pour la simulation.

\Paramétres Kl | Pw P20 ZO FO Kz 1 Y \
l Valeurs 100.000 | 80.000 | 80.000 | 60.000 | 40.000 | 100.000 0.0005J

Tableau 5.2 — Valeurs utilisées pour la simulation.

Pour nos simulations, nous avons utilisés & = 0,001 comme parametre de perturbation.
Pour les valeurs utilisées dans le cadre de nos simulations, nous avons tenu compte des
conditions d’existence d’équilibre et plus particulierement les équilibres a composantes
strictement positives. Toutes nos implémentations ont été effectués sur un PC, proces-
seur, AMD E-300 APU, 1.30 GHz, mémoire vive 4.00 Go.

5.1.2.1 La dynamique du systéme (Pq,P3,Z) sous la valeur seuil
de la toxine

Pour cette simulation, nous considérons comme valeur de la toxine libérée 6 = 0, 234.
Les simulations numériques montrent qu’apres une phase transitoire, un équilibre s’installe
avec coexistence des trois populations. Les figures 5.1 et 5.2 montrent le comportement
de la dynamique. Nous remarquons a travers cette figure l'existence d’un centre et cela
confirme que la dynamique converge vers un point d’équilibre. Comme interprétation bio-
logique, nous pouvons dire que si la toxine est libérée sous cette valeur, I'impact n’est pas
significatif sur la population du zooplancton et méme sur le phytoplancton non toxique.
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Autrement dit 1’effet ne perturbe pas la s

urvie des autres espece marines. Nous parlerons

dans ce cas d’un phénomeéne de subsistance du zooplancton malgré la consommation du

phytoplancton toxique.
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FIGURE 5.1 — Dynamique du systéme phytoplancton non toxique-phytoplancton toxique-

zooplancton
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FIGURE 5.2 — Dynamique du systéme phytoplancton non toxique-phytoplancton toxique-

zooplancton

Remarque. 5.1.1 Ce résultat confirme les observations biologiques quand a la résistance

du zooplancton face a la libération de la toxine par le phytoplancton dans le milieu aqua-

tique.

Nous continuons nos expériences numeériques dans 1’objectif de déterminer avec exactitude
les conditions du blooms du phytoplancton toxique en augmentant la valeur de la toxine

libérée.



5.1. MODELES NON STRUCTURES

5.1.2.2 La dynamique du systéme (P, P;,Z) sur la valeur seuil
de la toxine

Nous considérons comme valeur de la toxine libérée 6 = 0,497 pour cette simulation.
Les simulations numériques montrent qu'aprés une phase transitoire, un équilibre s’installe
avec coexistence des trois populations. Les figure 5.3 et 5.4 montrent le comportement
de la dynamique. Nous remarquons a travers cette figure toujours I’existence d’un centre
et cela confirme que la dynamique converge vers un point d’équilibre. Et par conséquent
nous pouvons dire que la toxine n’influence pas significativement la dynamique du milieu.
Comme interprétation biologique, nous pouvons dire que si la toxine est libérée sous cette
valeur I'impact n’est pas significatif sur la population du zooplancton et méme sur le
phytoplancton non toxique. Autrement dit l'effet ne perturbe pas la survie des autres
espece marines. Nous parlerons toujours dans ce cas du phénomene de subsistance. Notre
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FIGURE 5.3 — Dynamique du systéme phytoplancton non toxique-phytoplancton toxique-
zooplancton

objectif c'est de regarder le comportement de la dynamique au dela de la valeur du seuil
de la toxine libérée.

5.1.2.3 La dynamique du systéme (P;, P, Z) au dela du seuil de
la toxine libérée

Nous poursuivons nos simulations numeériques en considérant maintenant le systéme
phytoplancton non toxique-phytoplancton toxique-zooplancton évoluant dans une zone ou
la toxine est libérée avec la valeur § = 1,58. Le but étant de montrer numériquement les
effets néfastes de la toxine si la libération atteint cette valeur. Les simulations numériques
montrent qu’aprés une phase transitoire, il n’existe pas de point d’équilibre au sein des
populations. Les figures 5.5 et 5.6 montrent ’évolution de la dynamique des densités des
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phytoplancion toxique.

Zzooplancton. phytoplancton non toxique

FIGURE 5.4 — Dynamique du systeme phytoplancton non toxique-phytoplancton toxique-
zooplancton

populations. La non existence de point d’équilibre confirme le fait que la toxine joue un
role néfaste sur la dynamique du systeme. Comme interprétation biologique, nous pouvons
dire que la toxine atténue la reproduction du zooplancton et méme contribue a la mortalité
de cette espéce.
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FIGURE 5.5 — Dynamique systéeme phytoplancton non toxique-phytoplancton toxique-
zooplancton

Remarque. 5.1.2 Lorsque nous sommes dans ces genre de situation on parle du blooms
phytoplanctonique. Cette période correspond a la remonté des eaux froides.

Nous continuons nos expériences numériques, mais cette foi-ci en considérant le systéme
poisson-zooplancton-phytoplancton non toxique-phytoplancton toxique. Il faut noter ici
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FIGURE 5.6 — Dynamique du systéme phytoplancton non toxique-phytoplancton toxique-
zooplancton

que notre objectif est de confirmer les résultats mathématiques du modele (3.2.12) et
regarder les conditions sur le blooms du phytoplancton. Dans le but d’approfondir nos
résultats, nous pressentons une séries de simulations numériques pour regarder la dyna-
mique des quatre espéces dans son ensemble.

5.1.3 Simulation numérique du modele (P, P, Z, F)

Dans cette sous section de notre étude numérique, nous présentons une séries de si-
mulations numériques obtenus lors de nos expériences numériques sur ce modele. Nous
voulons regarder le comportement de la dynamique de ces quatre populations en faisant
varier la valeur de la toxine libérée par le phytoplancton toxique. Afin d’observer de ma-
niere explicite le comportement de notre dynamique, nous allons considérer le systéme
poisson-phytoplancton non toxique-phytoplancton toxique d’une part et d’autre part le
systéme zooplancton-phytoplancton non toxique-phytoplancton toxique.

5.1.3.1 Comportement de la dynamique pour en dessous du seuil de la toxine
libérée

Nous considérons pour cette simulation, comme valeur de la toxine libérée § = 0, 247.
Les simulations numériques montrent qu’aprés une phase transitoire, un équilibre s’ins-
talle avec coexistence des trois populations. La figure 5.7 montre le comportement de la
dynamique. Nous remarquons a travers cette figure ’existence d’un centre et cela confirme
que la dynamique converge vers un point d’équilibre. Comme interprétation biologique,
nous pouvons dire que si la toxine est libérée sous cette valeur I'impact n’est pas si-
gnificatif sur la population du zooplancton et méme sur le phytoplancton non toxique.
Autrement dit, ’effet ne perturbe pas la survie des autres espéces marines. Nous parlerons
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dans ce cas d’un phénomene de subsistance du zooplancton malgré la consommation du
phytoplancton toxique.
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FIGURE 5.7 — Dynamique du systéme phytoplancton non toxique-phytoplancton toxique-
zooplancton-poisson

5.1.3.2 La dynamique du systéme (P;, P2, Z, F) sur la valeur seuil de la toxine

Si on considére comme valeur de la toxine libérée # = 0,497, les simulations numériques
montrent qu’apres une phase transitoire, un équilibre s’installe avec coexistence des trois
populations. La figure 5.8 montre le comportement de la dynamique. Nous remarquons
a travers cette figure toujours l'existence d'un centre et cela confirme que la dynamique
converge vers un point d’équilibre. Et voila pourquoi nous pouvons dire que la toxine
n’influence pas trop la dynamique du milieu. Comme interprétation biologique, nous pou-
vons dire que si la toxine est libérée sous cette valeur I'impact n’est pas significatif sur la
population du poisson et du zooplancton. Autrement dit ’effet ne perturbe pas la survie
des autres espece marines. Nous parlerons dans ce cas d'un phénomeéne de subsistance de
la population de poisson et du zooplancton. Nous poursuivons nos simulations numériques
en considérant maintenant le systeme phytoplancton non toxique-phytoplancton toxique-
zooplancton évoluant dans une zone ou la toxine est libérée avec la valeur 4 = 1, 286.
Les simulations numériques montrent qu’apres une phase transitoire, il n’existe de point
d’équilibre au sein des populations. La figure 5.6 montre ’évolution de la dynamique des
densités des populations. La non existence de point d’équilibre confirme le fait que la
toxine joue un réle néfaste sur la dynamique du systeme. Comme interprétation biolo-
gique, nous pouvons dire que la toxine atténue la reproduction des poissons et celle du
zooplancton.
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FIGURE 5.8 — Dynamique du systeme phytoplancton non toxique-phytoplancton toxique-
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FIGURE 5.9 — Dynamique du systéme phytoplancton non toxique-phytoplancton toxique-

zooplancton-poisson

5.2 Modéle structuré

Ici, nous nous intéressons a la simulation du modéle fortement structure a quatre
espéces (phytoplancton non toxique, phytoplancton toxique, zooplancton et le poisson).
L’objectif est de regarder l'effet de la toxine sur le comportement des différentes popu-
lations en fonction de la quantité de toxine libérée par le phytoplancton toxique. Nous
présentons dans cette section, une synthése des résultats observés lors de nos simulations
numériques pour le systéme (4.2.19) avec structuration spatiale. Notons ici que la mé-
thode est la méme que dans le cas non structuré, c’est a dire de regarder la diffusion
de chaque population en faisant varier la valeur de la toxine libérée. Les coefficients de
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diffusion utilisés sont donnés dans le tableau suivant

p1 dpz d, df ‘
Valeur utilisée | 0,001 | 0,001 | 0,001 | 0,001 |

Parameétre d

Tableau 5.3 — Valeurs utilisées pour les coefficients de diffusion

Nous avons utilisés & = 0,001 comme parameétre de perturbation au cours de nos expé-
riences. Toutes nos implémentations ont été effectué sur le logiciel FreeFem-+. Free-
Fem++ est un logiciel permettant de résoudre numériquement des équations différentielles
s’écrivant sous la forme simplifié :

0,Qi — div(d(x)AQi) = f;

11 posséde son propre langage de script, inspiré du C++, pour décrire le type de probleme
différentiel, les équations aux dérivées partielles avec des conditions initiales et aux limites.
Il peut ainsi résoudre les problémes dits multi-physiques, présentant des nonlinéarités,
en bi comme en tri-dimensionnel, sur des maillages pouvant aller au million de neouds
(ordinateur de calcul standard ) jusqu’a quelques milliards de noeuds (gros systéme multi-
processeurs dédié au calcul). Dans le cadre de la mise en place de notre programme de
simulation, une discrétisation en temps (schéma implicite d'Euler) a été utilisé avant
d’appliquer une formulation variationnelle. Cette derniére est passée dans le logiciel de
résolution d’EDP FreeFem++ qui retourne les solutions faibles du systeme d’EDP. Ces
solutions sont ensuite représentées dans le domaine 2 = [0;1] x [0; 1].

5.2.1 Répartition spatiale du systéme en dessous du seuil de
libération de la toxine

Nous considérons tout d’abord que I’ensemble évolue dans une zone ou la toxine est li-
bérée avec la valeur de 6 = 0, 22. Les figures 5.10,5.11,5.12, 5.13 montrent les répartitions
spatiales des différentes populations. La figure 5.10 montre la répartition du phytoplanc-
ton non toxique. On constate une forte répartition de cette population et cela explique
la stabilité du systeme malgré sa consommation par le zooplancton et les poissons. Cette
situation montre que cette espece survie.

La figure 5.11 montre la répartition du phytoplancton toxique. On constate une faible
répartition de cette population. Comme la répartition est faible, cela explique la faible
libération de la toxine par cette population compte tenu de leur nombre réduit.

La figure 5.12 montre la répartition du zooplancton. On constate une forte répartition
de cette population et cela explique 1’équilibre de la dynamique du systéme. Puisque la
répartition est forte, nous pouvons dire que l'effet de la toxine est insignifiant quand aux
processus de régénération de cette espéce (faible taux de mortalité due & la libération de
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la toxine et la consommation par les poissons).

La figure 5.13 montre la répartition de la population de poissons. On constate une forte
répartition de cette population et cela confirme 'existence d’état d’équilibre du systéme.
Comme interprétation biologique, nous pouvons dire que la toxine n’a pas d’effets signi-
ficatif quand aux processus de régénération de I'espece (faible taux de mortalité due a la
libération de la toxine).
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F1GURE 5.10 - Distribution spatiale du phytoplancton non toxique

5.2.2 Répartition spatiale du systéme sur la valeur du seuil de

libération de la toxine

Nous poursuivons nos simulations numériques en considérant cette foi-ci que I’ensemble
évolue dans une zone ou la toxine est libérée avec la valeur de § = 0,467. L’objectif
est de comprendre comment chaque population évolue. Les figures 5.14,5.15,5.16,5.17
montrent les répartitions des différentes populations. La figure 5.14 illustre la répartition
du phytoplancton non toxique. On constate une forte répartition de cette population et
cela explique la stabilité du systéme malgré sa consommation par le zooplancton et de la
population de poisson. Cette situation confirme toujours la survie de cette espéce.

La figure 5.15 montre la répartition du phytoplancton toxique. On constate une faible
répartition de cette population. Comme la répartition est faible, cela explique la faible
libération de la toxine.

La figure 5.16 montre la répartition du zooplancton. On constate une forte répartition
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de cette population et cela explique la stabilité de la dynamique du systéme. Comme la
répartition est forte, nous pouvons dire que l'effet de la toxine est dérisoire quand aux
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processus de régénération de l'espéce(faible taux de mortalité due a la libération de la
toxine).

La figure 5.17 montre la répartition de la population de poissons. Ici encore, on observe
une forte répartition de cette population et cela explique la stabilité du systéme. C’est
pourquoi d'un point de vu biologique, nous dirons que la toxine n’a pas d'impact négatif
quand aux processus de régénération de I’espece(faible taux de mortalité due a la libération
de la toxine).

5.2.3 Répartition spatiale du systeme au dessus du seuil de li-
bération de la toxine

Nous allons terminer nos expérimentations numériques en regardant la répartition spa-
tiale de nos différentes populations lorsque la toxine est libérée avec la valeur 8 = 1,78. Le
but étant de comprendre comment chaque population évolue. Les figures 5.18, 5.19, 5.20, 5.21
montrent les répartitions des différentes populations. La figure 5.18 montre la répartition
du phytoplancton non toxique. On constate une répartition moins dense que précédem-
ment et cela explique la diminution considérable de cette espéce du a 'augmentation du
nombre de phytoplancton toxique.

La figure 5.19 montre la répartition du phytoplancton toxique. On constate une forte
répartition de cette population. Comme la répartition est forte, cela explique la libération
de la toxine en grande quantité par cette population.
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La figure 5.20 montre la répartition du zooplancton. On constate une faible répartition
de cette population. Comme la répartition est faible, du point de vue biologique, nous
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FIGURE 5.17 — Distribution spatiale de la population du poisson

pouvons rapidement dire que la toxine impact négativement le processus de régénération
de Pespéce. En effet, la consommation répétée du phytoplancton toxique contribue a la
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diminution de leur capacité de reproduction et méme augmente leur taux de mortalité.
La figure 5.21 montre la répartition de la population de poissons. On constate une faible
répartition de cette population. D’un point de vue biologique la faible distribution de
cette population confirme les effets néfastes de la toxine. Autrement dit la toxine libérée
contribue a atténuer le processus de régénération du milieu.
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FIGURE 5.18 — Distribution spatiale du phytoplancton non toxique

Remarque. 5.2.1 Dans ce cas de figure nous parlerons du phénomeéne du blooms planc-
tonique qui correspond auz floraisons.
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FIGURE 5.19 — Distribution spatiale du phytoplancton toxique
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FIGURE 5.20 — Distribution spatiale du zooplancton
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FIGURE 5.21 — Distribution spatiale du poisson



Chapitre 6

Conclusion générale et perspectives
futures de recherche
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6.1 Bilan du travail

Les travaux qui ont été présentés dans ce présent mémoire font partie du cadre géné-
rale de I’écologie mathématique. Nous nous sommes intéréssés a ’étude de la dynamique
de population du plancton et de son prédateur, le poisson. La conservation de la diversité
dans le milieu aquatique passe d’abord par une bonne compréhension des intéractions
entre la population du poisson et de son régime alimentaire (plancton). Le choix de nos
modeles pour cette étude était multiple. Nous avons opté pour une approche permettant
de modéliser I’évolution de la population en temps fini. Pour ce qui concerne notre travail,
nous avons considéré un systéme prédateur (poisson)- compétiteur (zooplancton) - proie
(phytoplancton) en présence de toxine. Les hypothéses biologiques prises en compte sont
suffisamment faibles, mais permettent néamoins de donner une idée sur comment évolue
une telle population.

Apreés une introduction, un préalable mathématique, notre étude a été consacrée & la
construction et a I’étude mathématique des modeéles non structuré, c’est-a-dire sans struc-
turation continue en espace. Dans un premier temps, nous nous sommes intéréssé aux mo-
deles généralistes proie-prédateur en présence de substance nuisible, proie-compétiteur-
prédateur en présence de substance nuisible, proie-prédateur en présence de substance
nuisible avec subdivision de la proie et proie-compétiteur-prédateur en présence de sub-
stance nuisible avec subdivision de la proie. Par la suite, nous avons appliqué ces modéles
aux problémes existants : le modéle (P, Z), (P, Z,F), P, P»,Z) et (P, P5, Z, F).

Nous avons mis en évidence les caractéristiques biologiques ayant un rdle prépondérant



sur la dynamique en temps long du systéme : parameétres démographiques, prédation,
préférence de prédation et dans certains cas, la densité initiale des populations. Dans
nos investigations numériques, nous avons pu établir un seuil de I'efficacité de toxine en
dessous duquel le systeme est instable et au dessus duquel le systéme est stable. Nous
remarquons alors que, malgré I'effet indésirable de la toxine, les substances toxiques contri-
buent & la stabilisation du systéme, controle les efflorescences (blooms) du plancton et
peut donc agir comme un facteur de controle biologique de ces blooms.

Dans la séconde partie de notre étude, notre objectif était d’'introduire une dépendance
continue en espace dans les modeles non structurés. Nous avons donc étudié un systéme
non linéaires d’équations aux dérivées partielles du type réaction diffusion afin de traduire
les hétérogénéités spatiales du systéme biologique. On a également considéré une dépen-
dance en la variable spatiale pour les parametres démographiques de nos modeéles. En
ce qui concerne ’étude mathématique du modéle avec structuration spatiale, nous avons
utilisé une méthode du type Splitting d’opérateurs dans le cadre des densités initiales
strictement positives. Nous avons également établit que pour les diffusions faibles, les
modeles spatiales se comportent localement en espace comme les modeles non structurés.
Nous remarquons également & travers nos simulations des modeles fortement structu-
rés, que la toxine posseéde un effet indésirable mais agit comme un facteur de contréle
biologique de ces blooms.

6.2 Perspectives futures de recherche

Pour la réalisation de notre mémoire, nous sommes parvenus a établir un nombre im-
portant de modele avant de construire le modeéle dont il est question de notre theme. Dans
’avenir, nous comptons achever I’étude de ces modeles. Nous avons également I'ambition
de tenir compte des phénomenes de saisonnalité, de la température de 'eau ou plus géné-
ralement de la dépendance en temps des parameétres de nos modeéles sans oublier I’amé-
lioration des programmes informatiques. Enfin, Wendkouni OUEDRAOGO, dans ces
travaux de these a intégré la notion de cannibalisme entre les espéces et nous comptons
en faire une perspective.
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