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Résumé

Dans ce travail, il s'agira d'abord de faire un rappel sur quelques notions d'action de groupe

et un rappel d'algèbre non associative. Nous généralisons ensuite le procédé de gamétisation

introàuit dans [7] en utilisant une combinaison linéaire quelconque d'une algèbre pondérée et de

son algèbre gamétique associée: une telle combinaison est appelée homogamétisation. Outre la

donnée d'une condition de la pondérabilité de l'homogamétisation, on introduit le groupe des

opérateurs d'homogamétisation sur lequel sont définies deux actions agissant sur les classes d'al

gèbres pondérées et la K-algèbre libre K(X) des polynômes à variables dans X = {Xl, ... ,Xn }.

Quant aux algèbres définies par une identité, on établit que -cette propriété se préserve sous l'ac

tion du groupe des opérateurs d'homogamétisation sur l'algèbre et son identité. Enfin, on aborde

la notion d'invariance et d'invariance universelle par homogamétisation, puis nous terminons par

la mise en place d'une méthode de construction explicite des -éléments de f{ (X) invariants ou

invariants universels pour cette action du groupe.



Introduction

Dans ce travail, K désigne un corps commutatif de caractéristique différente de 2 et les K

algèbres considérées ne sont pas nécessairement associatives, ni commutatives. On dit qu'une

algèbre A est pondérable par w, si west un morphisme de K-algèbres non identiquement nul de

A dans K. Le couple (A, w) est alors appelé algèbre pondérée.

La notion de gamétisation d'une K-algèbre commutative pondérée a été définie dans [8] en

utilisant la structure sous-jacente de l'algèbre gamétique associée. Ce procédé s'étend sans modi

fication aux algèbres pondérées non commutatives. Étant données "( E K* et w une pondération

sur A, la gamétisée au taux de 1 - "( de (A, w) est l'algèbre A.,., obtenue de A en substituant son

produit originel par le produit

1-"(
(xy),,! = (xy + -2-(w(x)y +w(y)x),

pour tous x, y E A.

L'étude des algèbres pondérées définies par les identités non homogènes se rapporte à celle

des identités plus simples à travers la gamétisation. On définit dans [8] la notion d'identités inva

riantes et invariantes universelles par gamétisation. Toutes ces identités sont rendues explicites

dans [7] pour le cas des algèbres non associatives ou non commutatives.

Dans ce travail, nous utilisons les travaux de C.Mallol et de RVarro proposés dans [6] pour

généraliser ce procédé de gamétisation. Cette généralisation appelée homogamétisation, est in

troduite suite à la gamétisation et permet à cet effet, de bénéficier des résultats analogues avec

moins d'hypothèses. Ainsi, partant d'une algèbre pondérée (A,w) qui n'est ni commutative ni

associative, on effectue une combinaison linéaire non nécessairement convexe de A avec son al

gèbre gamétique associée. Une telle combinaison est appelée homogamétisation. Une fois une

homogamétisation obtenue, nous établissons une condition nécessaire et suffisante d'existence

d'une pondération sur cette dernière.

Le groupe H des opérateurs d'homogamétisation est ensuite introduit, puis on définit des

opérations de ce groupe sur les classes d'algèbres pondérées et sur la K-algèbre K(X) des po-



lynômes à variables dans X = {Xl, X2, ... , Xn }. Ces opérations ne sont autres que des actions du

groupe H.

Enfin; on restreint la notion de stabilisateur sous H en introduisant la notion d'invariance

et d'invariance universelle par homogamétisation. On termine en montrant que les polynômes

invariants universels par homogamétisation sont exactement les invariants universels par gamé

tisation. Ces derniers sont utilisés pour retrouver la forme explicite des orbites et les polynômes

invariants par homogamétisation.



Chapitre 1

Définitions et résultats de base

Dans ce chapitre, il s'agit du rappel de quelques définitions et résultats.

1.1 Action de groupe

Définition 1.1.1. Soient G un groupe et X un ensemble. On dit que G agit (à gauche) sur X,

si il existe une application de G x X -----+ X, (g, x) t---+ gx telle que,

(ii) \:fx E X, ex = x où e représente le neutre de G.

Si G agit sur X, on dit que X est un G-ensemble.

Soient X un G-ensemble et x un élément de X.

Définition 1.1.2. On appelle orbite de x, l'ensemble G· x défini par:

G· x = {gx,gE G}.

On définit sur X une relation d'équivalence l'V par:

\:fx, y E X, x l'V y <===} y E G . x.

Pour la relation""" ainsi définie, la classe d'un élément x de X est donnée par x = G . x.

Remarque 1.1.3. Si X est de cardinal fini alors il existe une famille finie {Xl, ... ,xn} d'éléments

de X telle qu'on ait l'égalité ci-dessous:

n

X = L IG . xil où IXI et IG . XiI représentent respectivement le cardinal de X et de G· Xi.

i=l

Cette égalité est appelée formule des classes de l'action de G.



Définition 1.1.4. Soit x un élément de X. On appelle stabilisateur de x, le sous-ensemble de

G noté Stab(x) et défini par :

Stab(x) = {g E GI gx = x}.

Remarque 1.1.5. Le stabilisateur d'un élément est un sous-groupe de G.

1.2 Algèbres non associatives

Définition 1.2.1. On appelle anneau tout ensemble non vide A muni de deux lois de composition

interne: une addition:

A x A -+ A, (x,y) f----t x+y,

et une multiplication:

A x A -+ A, {x,y) f----t xy,

telles que (A, +) est un groupe abélien et la multiplication est distributive par rapport à l'addi

tion.

L'anneau est dit commutatif (respectivement associatif) si la multiplication est commuta

tive(respectivement associative).

L'anneau est dit unitaire si la multiplication admet un élément neutre.

Définition 1.2.2. Soit K un corps commutatif. Un ensemble non vide A est appelé K-algèbre

si A est muni d'une structure de K-espace vectoriel et d'une application bilinéaire: A x A -+

A, (x, y) f----t xy. La K-algèbre A est alors munie d'une structure d'anneau sous-jacente. Les

propriétés de commutativité et associativité d'une K-algèbre A sont équivalentes à celles de

sa structure sous-jacente. Elle est dite non commutative (respectivement non associative) si sa

structure sous-jacente n'est pas nécessairement commutative (respectivement associative). Si la

structure sous-jacente est unitaire alors l'algèbre est dite unitaire.

Exemple 1.2.3. (i) La multiplication des polynômes fait du iR-espace vectoriel (lR[X], +,.)
des polynômes à une indéterminée, une ~-algèbre commutative, associative et de dimension

infinie.

(ii) Si n est un entier naturel, alors la multiplication matricielle fait du ~-espace vectoriel

(Mn(~)' +,.) des matrices carrées d'ordre n, une ~-algèbre associative, non commutative

et de dimension finie n2.



Définition 1.2.4. Soient A une K-algèbre, 11 un nombre entier naturel et (eikSi:sn une famille

d'éléments de A. On dit que la famille (eih:Si:Sn est une base de A si elle est une base pour sa

structure de K -espace vectoriel.

Si (ei)l:Si:sn est une base de la K-algèbre A alors pour tous 1 ~ i,j ~ 11, il existe une unique

famille (À~~)) dans K telle que:
l:Sk:Sn

n

eiej = L À~~) ek

k=l

(1.2.1)

Les scalaires À~Jl, À~]), ...,À;7) sont appelés constantes de structure de A et la relation (1.2.1) est

appelée la table de multiplication de A.

Remarque 1.2.5. Une K-algèbre peut être définie par la donnée de sa table de multiplication.

Comme -exemple, considérons la K-algèbre A de dimension 3 et {u, v, w} une base de A telle

qu'on ait la table de multiplication consignée dans le tableau ci-après:

* u v w

u w w v
j

v -w v u

w -v -u u

À travers le tableau on a : uv = -vu et u2u = wu = -uw = -uu2
. Ainsi, l'algèbre A que définit

cette table de multiplication est non commutative, et non associative.

Définition 1.2.6. Soient A une K-algèbre et x, y, Z E A. Alors on définit les opérateurs com

mutateur et associateur respectivement par [x, y] = xy - yx et (x, y, z) = (xy)z - x(yz).

Remarque 1.2.7. Le commutateur est bilinéaire et l'associateur est trilinéaire. Une K-algèbre

A est commutative si tous les commutateurs sont nuls. De même on a l'associativité si tous les

associateurs sont nuls.

Définition 1.2.8. Une K-algèbre A est dite de Jordan si pour tous x, y appartenant à A, on a:

{
[x, y] = 0

(x, y, x2) = 0

Soit a un élément d'une K-algèbre A.

Définition 1.2.9. On pose Ra : A -----+ A, x I---7xa et La : A -----+ A, X 1---7 ax. Les applications

Ra et La sont respectivement appelées multiplication à droite par a et multiplication à gauche

par a.



Remarque 1.2.10. {i) Si A est commutative alors Ra = La pour tout a E A.

(ii) Si A est associative alors pour tous entier i E N et a E A on a R~ = Rai et L~ = Lai.

Pour des raisons de non commutativité et de non associativité on n'a pas nécessairement

x2x = xx2 pour tout x E A. On posera donc x3 = x2x ou x3 = xx2 selon le cas. Ainsi, on

introduit (cf [11]) la notion de puissances principales à droite et puissances principales à gauche.

Définition 1.2.11. Soient A une K-algèbre et x un élément de A. On définit les puissances

principales à droite de x par Xl = x et Xk+l = xkx puis les puissances principales à gauche par

lX = X et k+I X = xxk . Ces deux notions coïncident sous l'hypothèse de la commutativité ou de

l'associativité.

Définition 1.2.12. Une algèbre A est dite à puissances associatives si pour tout x E A et pour

tous i, j appartenant à N*, xiXi = x i+j .

La notion d'algèbres pondérées a été introduite grâce aux travaux de I.M.H Etherington

(cf [3]). Son développement fait partie de l'étude des algèbres non associatives, notamment les

algèbres génétiques, les algèbres train et les algèbres de Bernstein (cf [5],[12]).

Définition 1.2.13. Soit A une K-algèbre. On appelle pondération ou fonction poids sur A toute

forme linéaire non nulle w : A ----t K telle que pour tous x, y E A, w(xy) = w(x)w(y). La paire

(A, w) est alors appelée algèbre pondérée.

Pour tout élément x de A, le scalaire w(x) est appelé le poids de x.

Remarque 1.2.14. En général il n'y a pas unicité de la fonction poids. En effet, soit la K-algèbre

de dimension 2, de base {u, v} et définie par la table de multiplication suivante:

u2 = u, V2 = v, uv = vu = O.

On considère les applications linéaires w et w' définies respectivement par

w(u) = 1 et w(v) = 0,

w'(u) = 0 et w'(v) = 1.

Les applications w et w' sont deux pondérations distinctes sur A.

En effet, w et w' sont distinctes par définition. Soient a, b, a, (3 E K. Posons x = au + bv et

y = au + (3v. Alors on a :

w(xy) = w[(au + bv)(au + ;3v)] = w(ao:u2 + b;3v2
) = ao: = w(x)w(y).



De même on a

w'(xy) = w'[(au +bv)(lYU + j3v)] = w'(alYU2 + b;3v2
) = bfJ = w'(x)w'(y).

Les applications w et w' sont donc des pondérations de A.

Remarque 1.2.15. Pour toute fonction poids sur A, il existe dans A un élément de poids 1.

En effet: si west une pondération alors il existe Xo E A tel que w(xo) =J. o. Par suite l'élément

c = w(xot1xo est de poids 1.

Proposition 1.2.16. Soient (A,w) une algèbre pondérée et c un élément de poids 1. Alors A se

décompose comme suit :

A = Kc EB kerw.

Cette décomposition de A est connue sous le nom de "décomposition de Lévl'.

Démonstration. En effet, pour tout x E A, on a (x -w(x)c) E kerw. De même w(x)c appartient

à Kc et x = w(x)c + (x - w(x)c). Ce qui conduit à l'égalité A = Kc + kerw.

Soit x E K c + ker w tel que x = O. Soient Àc et u les traces respectives de x sur Kc et

Ker w. Alors on a À = w(x) = O. Par suite on a U = :r = O. Ce qui achève la preuve de cette

proposition. 0

Théorème 1.2.17. Soit A une K -algèbre munie d'une pondération notée w. Alors, west l'unique

pondération sur A dès que son noyau est nit, c'est à dire pour tout x E kerw, il existe un entier

n E N* tel que xn = O.

Démonstration. Soient w et w' deux pondérations et x appartenant au noyau de w. Supposons

que le noyau de west nil. Alors il existe n E N* tel que xn = O. On obtient w'(x) = 0 car

w'(xn
) = w'(xt. Ainsi kerw C kerw'. De même si x E kerw', alors de la décomposition de Lévi on

a x = w(x)c+xo, avec Xo E kerw. Le fait que x E kerw' et kerw C kerw', alors on a w(x)w'(c) = O.

par suite w(x) = 0 car si l'on suppose w'(c) = 0, w' sera identiquement nulle sur A. Ainsi, on a

l'égalité kerw = kerw'. Soit à présent x E A \ kerw. Comme x2 - w(x)x E kerw = kerw', alors

on a:

o

Ce qui traduit l'égalité w = w'.

w'(x2
- w(x)x)

w'(x)\w'(x) - w(x))

w'(x) - w(x) puisque w'(x) =J. o.

o



On définit la notion de K-algèbres train sur la classe des K-algèbres pondérées.

Définition 1.2.18. Éant donnée une K-algèbre pondérée (A,w), A est dite K-algèbre train de

rang fi si, il existe des scalaires 'YI, 12' .. In-l appartenant à K tels que pour tout x appartenant

àA,

Le polynôme P = xn + IIXn -
1 +... +rn-IX est appelé polynôme train associé à l'identité. Ses

racines dans une extension convenable de [{ sont appelées racines train principales.

La proposition suivant se déduit du théorème précédent.

Proposition 1.2.19. Toute K -algèbre train possède une unique pondération.

1.3 Décomposition de Peirce

La décomposition de Peirce concerne la classe des K -algèbres pondérées admettant un élément

idempotent.

Définition 1.3.1. Soit e un élément non nul de A. Alors e est dit idempotent s'il vérifie e2 = e.

Proposition 1.3.2. Soit (A, w) une K -algèbre pondérée. Alors tout élément idempotent de A

est de poids a ou 1.

Démonstration. Soit e un élément idempotent de A, alors on a, e2 = e. En appliquant w à cette

égalité, on obtient w(e)2 - w.(e) = w(e)(l - w{e)) = a. Par suite w(e) = 1 ou w(e) = a. 0

Soit A une K-algèbre associative admettant un élément idempotent noté e. Si X est un

sous-ensemble de A alors on pose :

Xe = {xe/x EX},

eX = {ex/x EX},

X(l- e) = {x - xe/x EX},

{1 - e)X = {x - ex/x EX},

Aij = {x E A/ex = ix, xe = jx}, pour tout (i,j) E {a,l}2. On note Xij un élément de

Aij .

Remarque 1.3.3. On a les égalités ci-dessous:

Au = eAe, AlO = eA(l - e), Am = (1 - e)Ae, et Aoa = (1 - e)A(l - e).



Proposition 1.3.4. (i) Si X est un sous-espace vectoriel de A, alors les ensembles, Xe,

eX, X(1- e) et (1 - e)X, le sont.

(ii) Si X est un idéal de A à droite, alors eX et (1 - e)X sont des idéaux de A à droite.

(iii) Si X est un idéal de A à gauche, alors Xe et X(1 - e) sont des idéaux de A à gauche.

(iv) On a :

Démonstration.

A = eAe EB eA(l - e) EB (1- e)Ae EB (1 - e)A(l - e) (1.3.2)

(i) Ces ensembles sont non vides dès que X l'est. Soient a E K, x et y deux éléments de eX.

Alors il existe x', y' E X tels que x et y s'-écrivent respectivement x = ex' , y = ey'. Ainsi, on a

x +ay = e(x' + ay'). Comme X est un sous-espace vectoriel de A alors x' +ay' appartient à X.

Par suite x + ay appartient à eX. D'où eX est un sous-espace vectoriel de A. Par analogie on

vérifie que Xe, X(l - e) et (1 - e)X sont des sous-espace vectoriel de A.

(ii) Soient a E A et x E eX. Alors x s'écrit x = ex' avec x' E X. X étant un idéal de A à droite

alors xa = (ex')a = e{x'a) E eX, d'où (eX)A c eX. En vertu du (i), eX est un sous-groupe de

A. Par conséquent eX est un idéal de A à droite. De façon analogue, on vérifie que (1 - e)A est

un idéal de A à droite.

(iii) On procède de la même manière qu'en (ii).

(iv) Pour tout x appartenant à A, on a : x = exe +(ex - exe) + (xe - exe) + (x - ex - xe + exe).

On a donc A = eAe + eA(l - e) + (1 - e)Ae + (1- e)A(l - e).

Posons Xll = exe, xlO = (ex - exe), XOI = (xe - exe), XOO = (x - ex - xe + exe). Soit x E

eAe + eA(1- e) + (1 - e)Ae + (1 - e)A(l - e) tel que x soit nul. Xij étant la trace de x sur

Aj alors x s'écrit x = Xll + XIO + XOI + XOO' En effectuant exe, on obtient Xll = O. De Xll = 0,

le produit ex donne XlO = O. Et ainsi de suite on obtient XOI = 0 et XOO = O. Par conséquent

A = eAe EB eA(l - e) EB (1 - e)Ae EB (1 - e)A(l - e). 0

En plus de la décomposition de A donnée en (1.3.2) on a,

A = AeEBA(l- e)

et A = eA EB (1 - e)A

(1.3.3)

(1.3.4)

Les décompositions en (1.3.3) et (1.3.4) sont respectivement appelées décomposition de Peirce à

droite, décomposition de Peirce à gauche de A suivant l'idempotent e. Celle en (1.3.2) est appelée

décomposition de Peirce suivant l'idempotent e.



Propriété 1.3.5. Le dictionnaire des produits des composantes de Peirce est donné par l'en

semble des relations du système suivant:

{
A.).. Ak1

c. _Ail avec i,j,k,l E {O, l}.
AIJAI-JI - 0

Démonstration. La K-algèbre A étant associative, alors tous les associateurs sont nuls. On a :

{

(e,Xij,Xkl)=O ..
_ avec 2,),k,l E {O,l} et Xij E Aij,Xkl E Ald .

(Xij, xH, e) - 0

Du système, il vient que e(XijXkl) = iXijXkl et (XijXkl)e = lXijXkl. D'où l'inclusion.

On a de plus (Xij, e, Xkl) = O. Ainsi (j - k)XijXkl = O. En prenant k = 1 - j, on obtient

o

La décomposition de Peirce s'étend aux K-algèbres commutatives à puissances associatives

et aux K-algèbres de Jordan. Soit A une K-algèbre à puissances associatives admettant un

idempotent e. Alors la décomposition de Peirce suivant l'idempotent e est la suivante: A =

A1(e) EB AI/2(e) EB Ao(e), où A.x(e) est le sous-espace vectoriel de A associé à la valeur propre À.

Le dictionnaire des produits des composantes de Peirce de cette décomposition est donné par:

A~(e) C A.x(e) avec À E {a, l},

AI/2(e)A.x(e) C AI/2(e) EB A1_>.(e), avec À E {O, 1},

Ao(e)AI(e) = 0,

Aî/2(e) C Ao(e) EB AI(e).

Si A est de Jordan et admettant un idempotent e alors dans sa décomposition de Peirce suivant

l'idempotent e on a le dictionnaire ci dessous:

A~(e) C A.x(e) avec À E {a, 1},

AI/2(e)A.x(e) C AI/2(e) avec À E {D, 1},

Ao(e)A1{e) = 0,

Aî/2(e) C Ao(e) EB A1(e).



Chapitre 2

Mélanges d'algèbres et

homogamétisation d'algèbres pondérées

2.1 Mélanges d'algèbres

Dans (10] Rees définit la notion de combinaison linéaire d'algèbres. Soient A un K-espace

vectoriel et A(A) la famille des K-algèbres définies sur le K-espace vectoriel A. Notons (xy)u le

produit de la K-algèbre U. Les applications suivantes:

A(A) x A(A) ----+ A(A), (U, V) I----t U +V : (XY)U+B = (xy)u + (XY)B, \Ix, y E A

et

K x A(A) ----+ A(A), (a,U) I----t aU : (xy)oU = a(xy)u, \Ix, y E A, a E K

font de A{A) un K -Bspace vectoriel. Et ainsi se dégage la notion de combinaison linéaire d'al

gèbres.

Définition 2.1.1. On appelle combinaison linéaire d'algèbres toute écriture de la forme
n

L aiUi avec ai E K, Ui E A(A).
i=l

n

Définition 2.1.2. (i) Soit L (liUi une combinaison linéaire d'algèbres. La combinaison est
i=l

n

dite convexe si Lai = l.
i=l

(ii) On appelle mélange d'algèbres, toute combinaison convexe d'algèbres à coefficients réels

positifs.



Définition 2.1.3. Soit (A, w) une K-algèbre pondérée. A est dite algèbre gamétique si le produit

vérifie
1

xy = -(w(x)y + w(y)x), \Ix, y E A.
2

2.2 Gamétisation d'algèbres pondérées

Dans {7], les auteurs définissent la notion de gall1étisation d'algèbres pondérées. La gall1é

tisation est un outil permettant de simplifier l'étude de certaines familles classiques d'algèbres

pondérées (cf [2]).

Définition 2.2.1. Soient (A,w) une K-algèbre pondérée et 1 un scalaire non nul de J<. On

appelle algèbre gamétisée de (A,w) au taux de 1 - ~( et notée A" l'espace vectoriel A muni du

produit résultant du mélange convexe entre le produit originel et le proàuit gamétique donné

par la pondération. On définit ce produit par

1 -, ( )(Xy), = IXY + -2- w(x)y + w(y)x \Ix, y E A.

On dit que A, est obtenue par gamétisation au taux de 1 - 1 de A.

Remarque 2.2.2. (i) L'application west aussi une pondération sur AT

(ii) On a Al = A et Ao est l'algèbre gamétique. Le cas Ao n'a pas d'intérêt car on perd toute

l'information du produit originel de l'algèbre. Ce dernier cas sera donc dorénavant exclu.

Proposition 2.2.3. Soit (A, ),EK* la famille des gamétisées de (A,w). Étant donnés nE N*,
n

01, .... , On E J< et ;1, ..... , ln E J<*, l'algèbre U = LOi (A,J est munie du produit
i=l

n n 1 n

(x, y) r--7 (xY)u = L ai(xY)'i = [L aili]xy +'2 [L Oi(l -,i)](w(x)y +w(y)x).
i=l i=l i=l

n n

Et en plusU = LaiA'i est une gamétisée de (A,w) si et seulement si la combinaison LD:i(A,J
i=l i=l

est convexe.

Démonstration. Soient x, y E A. Alors

n

(xY)u = L O i(XY)'i
i=l

~ai(Î'iXY+ 1 ~ "fi (w(x)y +w(y)x))

n 1 n

- [L ani]XY + '2 [L Û:i{1 - ;i)] (w(x)y + ",,(y)x).
i=l i=l



n

Supposons que U est une combinaison convexe. Alors L Qi = 1 et ceci entraine que
i=l

n n n

L Qi(l - li) = 1 - L Qi/i' Par suite U est la gamétisée au taux de 1 - L Qi/i de A.
i=l i=l i=l

Réciproquement si U est une gamétisée de A alors

n n

1- LQi/i = L Qi{1- li)
i=l i=l

n n

= LQi - LQi/i'
i=l i=l

n

Par suite, L Qi = 1. Ce qui traduit la convexité de la combinaison.
i=l

Proposition 2.2.4. (a) A, = A si et seulement si A est gamétique ou 1 = 1.

(h) Pour tous " t5 appartenant à K*, (A,) J = (A6), = A,J'

o

Démonstration. (a) A, = A si et seulement si pour tous x, y E A, (xy), = xy : ceci est équivalent

à l'égalité IXY + 1 ; 1 (w(x)y + w(y)x) = xy, pour tous x, y E A. D'où A, = A si et seulement

si pour tous x, y E A,

(l-,)[xy-~(W(X)y+W(y)X)] =0, \/X,YEA.

Cette égalité est vérifiée si et seulement si 1 = 1 ou A est gamétique.

(b) Pour tous x, y E A

IJ

Au-delà de la gamétisation, on définit la notion d'homogamétisation qui est une vue plus

générale que la gamétisation.

2.3 Homogamétisation d'algèbres pondérées

Le terme homogamétisation est issu de la fusion de deux termes : homothétie et gamétisation.

Comme la gamétisation, l'homogamétisationrepose aussi sur la classe des K-algèbres pondérées.

Elle est une généralisation de la gamétisation.



Définition 2.3.1. Pour tous (J,7 E K on considère le produit ("')Ca,T) défini par,

A x A ----t, (x,y) f------1 (XY)(a,T) = (Jxy+ ~(w(x)y+w(y)x) .
...,

On définit l'algèbre ACa,T) comme étant l'espace A muni du produit (... )Ca,T)'

Proposition 2.3.2. (i) La famille des K -algèbres {A(a,T); (J, 7 E K} est stahle par combinai

son linéaire.

(ii) Pour (J =f 0 et (J + T = 1, A(a,T) correspond à la gamétsation au tau de 1 - (J.

Démonstration. Soient a, /3, (J, T, (J', 7' E K. Alors on a :

(i)

(XY) = (xY) + (xY)
orA«1,7)+t/A«1',7/) or.4«1,7) orA«1/,7/)

7 7'
= a(Jxy +a2"(w(x)y +w(y)x) + /3(J'xy + /32(w(x)y +w(y)x)

a7 + /37'= (a(J +13(J')xy + 2 (w(x)y +w(y)x)

= (xY)
(ora+t/a' , orT+t/T')'

(ii) Pour (J =f 0 et (J + 7 = 1 on a :

(XY)Ca,T) = (JXY + ~(w(x)y +w(y)x)

1-(J
=(JXY + -2-(w(x)y +w(y)x).

o

Si (J = 0, on perd toute l'information du produit originel de l'algèbre. C'est pourquoi doré

navant on impose que (J soit non nul; dans ce cas (J + 7 = 1 correspond à la gamétisation de A

au taux de 1 - (J et en particulier pour (J = 1, 7 = 0 on a AfûT ) = A.
\ ,

Proposition 2.3.3. Si (J =f 1 alors A(a,T) = A si et seulement si (J + 7 = 1 et A est gamétique.

Démonstration. Soient (J,7 E K. Alors A(a,T) = A si et seulement si pour tous x, yE A,

(XY)Ca,T) = XV· D'où
7

((J - l)xy + ? (w(x)y +w(y)x) = O.



Si A est gamétique et a + T = 1 alors on a :

(a - l)xy + ~ (w(x)y + v,J(y)x) = (a - l)xy + IXY

= acar a - 1 = -1.

D'où (*) et par suite A(O",T) = A.

Pour .4.(O",T) = A on a (*). Après avoir appliqué w à (*), il vient que,

(a + T - l)w(xy) = O.

Comme west une pondération alors il existe cE A tel que w(c) = 1. Ainsi en faisant x = y = c

dans (**) on obtient a +T = 1.

En remplaçant T par 1 - a dans (*) on a,

(a -1) [x y - ~ (w(x)y +w{y)x)] = O.

Comme a - 1 # aalors A est gamétique. o

Proposition 2.3.4. Le produit de A(O",T) est obtenu par combinaison linéaire d'au plus deux

gamétisées de A.

Démonstration. Si a +1 = 1 alors .4.(O",T) correspond à la gamétisée AO".

Sinon, soient " " E K* tels que, # " et A p k y' les gamétisées respectives. Résolvons

l'équation A{a,T) = aA"Y + f3Ay' d'inconnues a, f3 dans K. Alors pour tous x, y appartenant à A

on a:

A(a,T) = aA"Y +I3A"Y' Ç:=:> (XY)(a,T) = a(xy)"Y +(3(xy)"Y'
T

Ç:=:> axy + 2"(w(x)y +w(y)x) =

(0:, + (3,') xy + ~ [0:(1 - ,) +{3(1 - ,')J (w (x) y + w(y) x)

{
0:, + (31' = a

Déterminons a, (3 en imposant (sys)
a(l - ,) + (3(1 - ,') = T.



Alors:

{

!3 = ~(a - œy)
(sys) Ç=::} 1 '

Q (1 - ,) + " (a - ct 'Y)(1 - ,') = T

1
(3 = ~, (a - Q'Y)

Ç=::} (,' - ,) a
Q = T - -(1 - ,)

" "T'Y' + (,'-l)a 1.( ) T,+ (l' -l)a
Ç=::} Q = et f3 = - a - Q, = ---'--------'----

,'-, ," ~f-'"

o

La loi multiplicative de A(a,r) peut être interprétée comme une composition du produit de A

par une application linéaire. En effet, on a le résultat suivant.

Proposition 2.3.5. La loi de A est obtenue,

(i) Soit en composant par une homothétie de rapport a la différence de A et de son algèbre

gamétique associée si a +T = O.
T

(ii) Soit en composant la loi de A par une gamétisation au tau de -- suivie
a+T

d'une homothétie de rapport a + T si on a a + T i=- O.

Démonstration.

. ( 1 1
(z) Pour a + T = 0, on a a xy - 2(w(x)y +w(y)x)) = axy - a

2
(w(x)y + w(y)x)

1
= axy + '2(w(x)y +w(y)x)

= (xY)(a,r)'

(ii) Pour a +T i=- 0 on a :

(a + T) ((1 - a: T)xy + ~ a : , (w( x)y + w(y)x)) = axy + ~ (w(x)y + w(y)x)

= (xY)(a,r)'

o

Remarque 2.3.6. On a (A(a,r))2 c kerw si et seulement si a +T = O. En effet,

(A(a,r)r c kerw Ç=::} w((XY)(a,r)) = 0; \fx, y E A

Ç=::} (a +T)W(XY) = 0; \fx, y E A



Puisque west une pondération, il existe cE A tel que w(c) = 1. En faisant x = y = c on obtient

0- + 7 = O.

La proposition suivante nous donne une condition suffisante d'existence d'une pondération

sur A(a,T)'

Proposition 2.3.7. Si 0- + 7 1- a alors A(a,T) est pondérable.

Démonstration. En fait pour 0- +7 1- 0, l'application w' définie par w' = (0- +7)W est K-linéaire

et non nul. Pour tous x, y E A,

w'((XY)(a,T)) = (0- +7)(o-W(XY) + 7W(XY))

= (0- + 7)((0- +7)W(XY))

= (0- +7)W(X)(0- +7)W(Y)

= w'(x)w'(y) Vx, y E A.

Ainsi, on conclut que w' est une pondération sur A(a,T)' o

À travers l'exemple suivant, on montre que la condition 0- + 7 f. a dans la proposition

précédente est e~sentielle.

Exemple 2.3.8. Soit la K-algèbre A de dimension 2, de base {el, e2} et définie par la table de

multiplication suivante: eî = el + e2,e~ = aet ele2 = e2el = O:C2 avec 0: E K. L'application

K-linéaire w telle que w(el) = 1,w(e2) = aest une pondération sur A. Considérons l'algèbre

pondérée (A, w) et l'homogamétisée A(a,-a)' Alors dans A(a,-a) on a :

2 2 0-
(el)(a,-u) = o-C I - 2(w(e l )e l +w{el)el) = o-C2,

(e~)(a,-a) = o-e~ - ~(w(e2)e2 +w(e2)e2) = O.

Supposons à présent que A(a,-a) possède une pondération notée 71. Alors on a, 7f{er) = 7f(e2) = O.

En effet, on a 7f(e~) = n(O) = 0 et donc 7f(e2) = O. Et 7f(er)2 = 0-7f(e2) = O. Par suite l'application

7fest identiquement nulle et ceci est contradictoire car 7f est une pondération sur A(a,-a)'

Pour des raisons de pondérabilité, nous considérons dans la suite les algèbres ~a,T) telles que

0- + T 1- o.

Définition 2.3.9. Soient (A, w) une K-algèbre pondérée et (0-, T) E K* x f( telle que 0- +T f. o.
On appelle homogamétisée de rapport (0-, T) de A le K-espace vectoriel A muni du produit,

T
(x, y) t----+ (XY)(a,T) = o-xy + 2(w(x)y +w(y)x).



Elle correspond exactement à l'algèbre A(a,T)' On dit que A(a,T) est obtenue par homogamétisation

de A.

Remarque 2.3.10. L'application W(a,T) = (û+T)W est une pondération sur A(a,T)' Elle vérifie la

relation suivante dite croisée: pour tous x, y E A, W(a,T)(XY) = w((XY)(a,T))' En effet, pour tous

x,y E A,

T
w«(XY)(a,T)) = W[ûl:Y + "2(w(x)y +w(y)x)]

= ûw(xy) +TW(XY)

= (û + T)W(XY).

Concernant l'homogamétisation on a les résultats suivants donnant quelques propriétés pré

visibles sur A(a,T)' les connaissant sur A.

Proposition 2.3.11. (a) L'ensemble des idempotents de A et l'ensemble des idempotents de

A(a,T) sont homothétiques.

(b) L'ensemble des automorphismes de A et celui des automorphismes de A(a,T) laissant inva

riantes les pondérations sont égaux.

(c) Si A admet une décomposition de Peirce par rapport à un idempotent de poids 1, alors cette

décomposition et la structure algébrique associée sont conservées par homogamétisation.

Démonstration. (a) On sait qu'un idempotent est de poids 0 ou 1 (d Proposition 1.3.2). Notons

Ipi(A) l'ensemble des idempotents de Ade poids i.

Considérons les applications suivantes: J.L: Ipl(A) ---t IPI(A(a,T)) , e I-----t (û +Ttle et

v: Ipo(A) ---t IPo(A(a,T))' e I-----t û-le.

Les applications J.L et v sont bien définies et bijectives. En effet pour el E Ipl(A), eo E Ipo(A)

on a:

((û +Trlel)2 = (û +Tr2(ûCl +Tel)(a,T)

= (û + TrIel'

D'où (û+Ttle est idempotent de poids 1 de A(a,T)' Par suite (û+Ttle appartient à Ipl(A{a,T))'

On a de même :

( -1)2 -2
û eo (a,T) = a aco

-1 D" -1 1 (A )= û Co. ou û eo Epo (a,T)'



Ceci assure en fait qu'elles sont bien définies.

Soient e, el appartenant à fPl (A) tels que jI,(e) = Il(el). Alors (0- +Tt l(e - el) = O. Par suite

e = el. Par conséquent Il est injective.

Vérifions que IL surjective.

Soit xE fPl(A(a,T)' Posons el = (0- + r)x.

Comme x E fPl(A(a,T)' alors X[a,T) = x et W(a,T)(X) = 1. Ainsi x2 = (0- +Ttlx et w(el) = 1.

Par suite, elel = (0-+T)2X2= (o-+T)X = el' D'où el est idempotent appartenant à fpl(A). Par

conséquent J1, est bijective.

De façon analogue on parvient à la même conclusion sur li.

Conclusion: le (a) est une conséquence des deux bijections J1, et li.

(b) Soit f un automorphisme de A. Alors vérifions que f est un automorphisme de A(a,T)'

L'application f est nécessairement K-linéaire de A(a,T) ----t A(a,T)' Pour tous x, y appartenant

à A, on a:

r
f((XY)(a,T)) = 0- f(xy) + 2(w(x)f(Y) +w(y)f(x))

T
= 0- f(x)f(y) + -(w(x)f(y) +w(y)f(x))

2

= (J(x)f(Y))(a,T)' Par suite, f est un automorphisme de A(a,T)'

De même si f est un automorphisme de A(a,T) alors pour tous x, y E A,

f((XY)(a,T)) = (J(x)f(Y))(a,T) = 0- f(x)f(y) + ~(w(x)f(y) +w(y)f(x)).

De la linéarité de f on a,

T
f((XY)(a,T)) = o-f{xy) + 2{w(x)f(Y) +w(y)f{x)). (****)

On obtient l'égalité o-(J(xy) - f(x)f(y)) = 0 de {****) - (***). Comme 0- i= 0 alors f(xy) =

f(x)f(y). Par conséquent f est un automorphisme de A.

On sait que pour tout automorphisme f de A(a,T) on a : W(a,T) 0 f = W(a,T) Ç::::} () + T)W 0

f = (0- + T)W <===} W = W0 f. Par suite les automorphismes de A(a,T) laissant invariantes les

pondérations sont les automorphismes de A laissant invariantes les pondérations.

(c) Comme W(a,T) = (o-+r)w alors kerw = kerw(a,T)' Soit e un idempotent de poids 1 et ). une
T T

valeur propre de Le. Alors pour tout xE kerW(a,T), (ex)(a,T) = o-ex +2x = (0-). +2)X' Posons e,
l'idempotent de A(a,T) associé à e à travers Il. On a e= (0- +Ttle et :

T
0-).+-

(eX)(aT) = 2 x d'où l'égalité, 0- + T



Par analogie, si >. est une valeur propre de Rel alors on a pour tout x E kerw,

(xe)(a T) = (Jxe + {r )x, 2(J+r
r

(J>,+-
__=-2 x puis on obtient l'égalité sivante :
(J+r

{ X E AI xe = >.x} = {x E Ara T)I (xe)laT) = ~x où ~ = (J >. + ~ 1.
"" (J+r J

Par conséquent les composantes de la de décomposition de Peirce se conservent par homogamé

tisation. La conservation de la structure algébrique s'explique par l'égalité

(XY){I7,T) = (JXY, pour tous x, y E kerW(a,T).

o



Chapitre 3

Action du groupe des opérateurs

d'homogamétisation sur K(X)

Dans [8], les auteurs définissent les opérateurs de gamétisation et le groupe des opérateurs

de gamétisation. Ils définissent également une action de ce groupe sur la K-algèbre libre K(X).

3.1 Groupe des opérateurs de gamétisation

Définition 3.1.1. Étant donnés un scalaire non nul, et n la classe des algèbres pondérées, on

appelle opérateur de gamétisation au taux de 1 - " l'application f, définie par:

r, :n ---+ D, (A, w) t---7 (A" w).

Proposition 3.1.2. L'ensemble f = {f", E K*} muni de la loi de composition des applications

a une stTucture de groupe abélien et est isomorphe à K*.

Le couple (f, 0) est alors appelé groupe des opérateurs de gamétisation.

Démonstration. De la Proposition 2.2.4 on a : fI = Ido, et pour tous ,,6 E K*, f, 0 f 6 =

f 60 f, = f,6' 0

Remarque 3.1.3. On retrouve les résultats énoncés dans [8] en posant 0, = f 1-1"

Le groupe f des opérateurs de gamétisation est une vue particulière de celui des opérateurs

d'homogamétisation.



3.2 Groupe des opérateurs d'homoganlétisation

La classe des K-algèbres obtenues par homogamétisation de A est stable par homogamétisa

tion. À cet effet on énonce les deux propositions suivantes afin de définir le groupe des opérateurs

d'homogamétisation.

Proposition 3.2.1. Pour tous a, a', T et T'appartenant à K, on a

(A(U,T)) (U',T') = A(uu',(U+T)(U'+T')-UU')'

Démonstration. En effet, pour tous x, y appartenant A on a :

T'
((XY)(U,T))(U1'T') = a'((XY)(U,T) + 2(W(U,T)(X)Y + W(U,T) (Y)X)

, ,Tf) ( )) T' (a +T) ( ( ) , ) )= aaxy+a 2(W\X y+w y x + 2 ,w,x y+w,y x

= aa'J;Y + ~(a'T + T'(a + T))(W(X)Y + w(y)x)

= aa'xy + ~(a'T + aT' + TT')(W(X)Y + w(y)x)

= aa'xy + ~«(a +T)(a' +T') - aa')(w(x)y +w(y)x)

o

Proposition 3.2.2. L'ensemble H = K* x K\{(a, -a) : a E K} muni du produit * défini par,

(a, T) * (a', T') = (aa', (a + T)(a' + T') - aa'), a une structure de groupe abélien. On notera le

produit (a, T) * (a', T') par (a, T)(a', T') si cela ne prête à aucune confusion.

Démonstration. Nous procédons par la vérification des propriétés d'un groupe abélien.

Pour tous (a, T), (a', T') EH on a (a, T)*(a', T') EH. Sinon, on obtiendrait (a+T)(a'+T')-aa' =

-aa'. Par suite a = -T ou a' = -T' : ceci est absurde.

Pour l'associativité et la commutativié, on se donne 3 éléments (a, T), (a', T') et (f-l,I/) de H.

On a:

[(a, T)(a', T')](f-l, 1/) = (aa', (a +T)(a' +T') - aa')(f-l,I/)

= «aa')f-l, «a +T)(a' +T'))(f-l +1/) - (aa')f-l)

= (u(a'f-l) , (a +T)(a' +T')(,1 + 1/)) - a(a'1-1))

= (a, T)(a'f-l, (a' +T')(f-l + IJ) - a'Ji,)

= (u, T)[(a', T')(p" 1/)].



. On vérifie

a/l = 1

(a +T)(p, + v) - aiL = 0

/l = a-1

a+T
(a+T)v = 1--

a

La commutativité est héritée du corps.

Vérifions l'existence d'uIl élément neutre. ~otons donc (a', T') le neutre s'il en existe. Alors on a

pour tout (a, T) EH,

(a, T)(a', 7') = (a, T) {:::::} (aa', (a +T)(a' +T') - aa') = (a, T)

{

aa' = a

{:::::} (a +T) (a' + T') - aa' = T.

Comme a =1= 0 alors on a { a' = 1 . Par suite { a' = 1
T'(a +T) = 0 T' = 0 car a +T =1= 0

sans difficulté que (1,0) représente le neutre.

Pour vérifier l'inversibilité, montrons que pour tout (a, T) appartenant à H, l'équation (a, T)(IJ. v) =

(1,0) d'inconnue (IJ, v) admet une solution dans H. Soit (a, T) E H. Alors on a :

(a,T)(/l,V) = (1,0) {:::::} (a'/l, (a' +7')(/l + v) - a'/l) = (1,0)

~{

~{ (a +T)(a- 1+v) = 1

~{

~ { v = Œ~ T - ~ = - :(::~1) = -17-
1
(17 +Tj-1 T

D'où (a, Tt1= (/l, v) = (a-I, -a-1(a +Tt1T).

Définition 3.2.3. Le groupe (H, *) est appelé groupe des opérateurs d'homogamétisation.

o

Le groupe (H, *) ainsi àéfini agit sur la classe des K -algèbres pondérées. Étant donnée la

classe des algèbres pondérées 0, l'homogamétisation est exprimée comme action du groupe H

sur 0 à travers l'application

Proposition 3.2.4. Soit n E N*. Alors pour tout ((ai,Ti)h~i~n E Hn on a)



n

De plus II (ak' 7k)A = A si et seulement si l'une des conditions suivantes est vérifiée :
k=1

n n

(a) II ak = II(ak +7k) = 1,
k=1 k=1

n n

(b) II ak =f 1 avec II (ak +7k) = 1 et A est gamétique.
k=1 k=1

Démonstration. Procédons par une récurrence sur n :

Pour n = 1 on a: (a,7) = (a,(a+7) -a)
m (m mm)

Supposons g(ak, Tk) = gak, g(ak + 7k) - gak

supérieur.

pour tout m :S n. Vérifions à l'ordre

n n n n

(an+I,7n+d II (ak, Tk) = (an+l, 7n +I)( II ah, II (ak + Ik) - II (Jk)
k=1 k=1 k=1 k=1

n n n

= (an+1 II ak, (an+1 + 7n+d II (ak +7k) - an+1 II ak)
k=1 k=1 k=1

n+1 n+1 n+1

= (IIak,II(ak+Tk)- IIak)
k=l k=1 k=l

n+1

= II{ak' Tk)'
k=1

n n

Posons a = II ak et 7 = II (ak +7k)' Alors on a :
k=1 k=1n n n

(II ak, II(ak +Tk) - II ak) = (a,7- a) et
k=1 k=1 k=1

n

II (ak' Tk)A = (a, 1 - a)A = A(U,T-U)'
k=1

Si a =f 1, alors de la Proposition 2.3.3, A(d,T-U) = A si et seulement si on a (b) c'est à dire

a =f 1, 7 = 1 et A est gamétique.

Si a = 1 et ~U,T-U) = A, alors pour tous x, y E A on a

7-a
(a - l)xy + -2-(w(x)y +w(y)x) = 0 (e)

En appliquant w à (e) il vient que, pour tous x, y E A, (T-l)w(xy) = 0, et par suite 7 = 1. (a) est

alors vérifié. Réciproquement si (a) est vérifié on obtient directement l'égalité ~U,T-U) = A. 0

Outre l'action du groupe H des opérateurs d'homogamétisation sur n, on définit une deuxième

action de H sur la K- algèbre libre K(X).

3.3 Action du groupe H sur K (X)

Les définitions suivantes sont données dans [13] par KA.Zhevlakov et ses collaborateurs.



Définition 3.3.1. Soit X = {XI,X2""'Xn} un alphabet de cardinal n. Alors on note M(X)

le magma engendré par X et K(X) la K-algèbre libre non nécessairement commutative et non

nécessairement associative de M(X). La longueur d'un monôme W E M(X) est appelée le degré

de W et est noté Iwi. Pour tout Xi E X on dénote par Iwli le degré de w en Xi : c'est le nombre

d'occurrence de Xi'

Définition 3.3.2. Soit f = L~l akWk avec WI,'" , Wn E M(X); al,'" ,an E K*. Le degré

de f est défini par max{jwkl, 1 ~ k ~ m} et pour tout Xi E X le degré de f en Xi

est défini par max{lwkli, 1 ::; k ::; m}.

Pour tout entier d on désigne par Md(X), l'ensemble des monômes de degré d et par K (X)d

le sous-espace vectoriel de K(X) engendré par Md(X). On note Cd la dimension de K(X)d sur

K et Wd,i un élément de Md(X). La famille (Wd,ih~i~cd est alors une base canonique de K(X)d'

Le lemme suivant est énoncé dans [6]. Il nous donne une formule explicite pour le calcul de

la dimension de K (X)d'

Lemme 3.3.3.

Pour tout dE N*, (3.3.1)

Définition 3.3.4. (i) Soient (A,w) une K-algèbre pondérée et f = L~l QkWk un polynôme de

K(X). On dira que le polynôme f est une w-identité ou que A vérifie l'identité f si

m

L (hw(adlfll-Iwkll ... w(an)lfln-lwklnWk{al'··· ,an) = 0, Val,'" ,an E A
k=l

(3.3.2)

(ii) Une algèbre vérifiant une telle identité est dite w-polynômiale. Le polynôme de plus haut

degré de f est appelé polynôme directeur de l'identité. Mais lorsque le polynôme directeur est

un monôme, l'identité est dite w-monômiale.

(iii) Le polynôme f est dit homogène si pour tous 1 ::; k ::; rn et Xi E X on a IJli = IWk/i.
(iv) Une K-algèbre A est dite définie ou caractérisée par une identité f si A vérifie ridentité f et

ne vérifie pas une autre identité dont le degré ou le nombre de monôme du polynôme directeur

est moins que celui de f.

On donne quelques exemples d'algèbres classiques w-lllonômiaies.

Exemple 3.3.5. (i) Toute K-alg€bre train (A,w) de degré n de polynôme train P vérifie

l'identité P. Le monôme directeur de l'identité est W = xn .



(ii) Les algèbres gamétiques, les algèbres de Bernstein et les algèbres d'Etherington sont toutes

w-monômiales. Ces classes d'algèbres sont respectivement caractérisées par x2-w(x)x = 0,

(x2? - w(x)2X2= 0 et (X2)2 - w(x)3x = O.

m

Proposition 3.3.6. (i) Si A vérifie l'identité f = L ()kWk, alors f(l1) = 0 avec
k=1

11 = (1, . .. , 1) E Kn.

(ii) Si Card(K) ~ max{lflxi' Xi E X} (c'est à dire que K est suffisamment grand pour

linéariser f), alors l'algèbre A vérifie l'identité f si et seulement si

f(YI, ... ,Yn) = 0 pour tous YI, ... ,Yn E A, tous de poids 1.

Démonstration. (i) Il suffit de prendre ai = c Vi = 1,'" 1 n avec c un élément de poids 1 de A.
m

On obtient alors L ()kW(C, ... ,c) = O. En appliquant w à cette dernière égalité, il résulte
k=1

m

que z= ()k = O.
k=1

(ii) Si l'algèbre A vérifie l'identité f alors f(YI"" ,Yn) = 0 pour tous YI,'" ,Yn E A de poids

1.

Supposons que f(YI,'" ,Yn) = 0 pour tous YI,'" ,Yn E A, tous de poids 1. L\den

tité est alors vérifiée pour toute famille Yi,'" ,Yn de poids 1 de A. Soient à présent

YI, ... ,Yn E A \ ke[(.l"l. On sait que pour tout W appartenant à M(X), W(YI,'" ,Yn) =
W(yiwl1

••. YhW\n )w(w(yI)-lYI1' .. ,W(YntIYn). En remplaçant W(YI, ... ,Yn) dans le membre

de gauche de l'identité (3.3.2) on a pour tous YI, ... ,Yn E A,

L~I Okw(yâfiI -IWkiI ... w(Yn)lfln -IWklnw (yiWkiI ... y~Wkln)Wk (w(Yd-IYI' ... ,W(YntIYn) =

w(y~fll ... y~ln)/.(W(YItIYI,'" ,lkl(YntIYn) = O. On étend le résultats à kerw. En effet,

si Y = (YI,'" ,Yn) appartient à An, alors de la décomposition de Lévi on a Yi = ai + bi

avec ai E A \ kerw et bi E kerw.

o

Définition 3.3.7. On définit action du groupe H sur l'algèbre K (X) par,

H x K(X) ---+ K(X), ((a, T), f) f---t (a, T)f notée f(a,T) et défini par,

VXi EX, (Xi)(a,T) = Xi, et pour tous f,9 E K(X),

(af + 9)(a,T) = afCa,T) + 9(a,T) Va E K,

(Jg)(a,T) = a: T (U)(a,T) (9 )(a,T)) + 2(a: T) (J(a,T) (11 )9(a,T) + 9(a,T) (11 )f(a,T) )

où 11 = (1, ... , 1) E Kn.

Proposition 3.3.8. Pour tout f E J( (X) et pour tout À E K*, f(>\a,ÀT) = f(a,T)'



Démonstration. Comme pour tous 1,9 E K(X) et pour tout a E K on a (al + g)«(1,r) =

al(eJ,r) +9(eJ,r) , alors il nous suffit de faire la vérification pour les monômes. Acet effet raisollllons

par récurrence sur le degré des monômes.

Si west un monôme de degré 1 c'est à dire w = Xi E X alors on a,

Supposons que la proposition est vérifiée pour tout monôme de degré inférieur ou €gale à n.

Soit à présent w un monôme de degré n + 1. Alors il existe deux monômes u et v de degré au

plus n tels qu'on ait w = uv. Par suite,

= (uv )«(1,r)

= w(o-,r)'

o

Le résultat suivant fourni une légère facilité pour les calculs de l'action du groupe H sur

K(X).

Proposition 3.3.9. POUT tous W E M(X) et 1 E K(X) on a :

W(o-,r)(~') = w(l1) = 1 et l(o-,r)(l1) = 1(11) où 11 = (1, ... ,1) E K n

Démonstration. Montrons d'abord que pour tout W E M(X), W(o-,r)(l1) = w(l) = 1.

L'égalité w(1) = 1 est vraie par définition de M(X). Vérifions par récurrence sur le degré d de

w E M(X) que w{o-,r) (li.) = w(l).

Si d = 1 alors il existe Xi E X tel que w = Xi' Et par suite w(o-,r) (1l) = (Xi)(o-,r) (11) = l.

Supposons l'égalité vraie pour tout élément de degré inférieure ou égale à d. Soit W un monôme

de degré d +1. On sait que w s'écrire sous la forme w = uv avec 71, v de degré au plus d. On a



donc;

W(a,T) (1) = a: TU(a,T)(] )V(a,T) (li) + 2(a: T) (Ua,T) (1 )V(a,T) (1) +V(a,T) (] )U(a,T) (1))

= U(a,T) (1 )V(a,T) (])

=u(])v(Jl)

= w(ll).

Enfin, pour tout 1 E I«X) tel que 1 = 2::r=1 ()iWi avec Oi E I<, Wi E M(X) on a,

n

l(a,T){]) = (L:OiWi)( (])
i=l ,a,T)

n

= L:0i(wd(a,T)(])
i=l

= I(Jl)·

lJ

On définit sur H un relation d'équivalence ~ liée à l'action du groupe. Étant donnés (a, T)

et (T,6) appartenant à H, (a, T)~h: 6) si et seulement si l(a,T) = ky,d) pour tout 1 E I«X).

Proposition 3.3.10. Si la structure sous-jacente de I«X) est intègre alors la classe d'équiva

lence d'un élément (a, T) appartenant à H est donnée par, (a, T) = {(,Xa, ÀT), À E I<*}.

Démonstration. De la Proposition 3.3.8 on a l'inclusion (a, T) ::) {(Àa, ÀT), À E I<*}.

Soient (y, 8) E (a, T) et 1 le polynôme non nul de degré 1 défini par 1 = Xl - X2. Alors de

la Proposition 3.3.9 on a l(aT)(]) = kyd) = 0 car 1(]) = O. Ainsi, on obtient _a_i(2aT ) =, , a+T '

,: 81(;,8)' Comme 1 est de degré 1 alors l(d,T) = 1 = ky,d)' De l'hypothèse d'intégrité sur

K(X), on a _a_ =~. D'où l'existence d'un scalaire À tel que, = Àa et ,+8 = À(a+T).
a+T ,+u

Ainsi T = À8. Par suite (T,6) = (Àa, Ài). D'où (a, T) C {(Àa, ÀT), À E f{*}. Par conséquent

(a, T) = {(Àa, ÀT), ÀE f{*}. 0

Remarque 3.3.11. Considérons l'algèbre I< (X)C = K (X) EB K e qui est obtenue par adjonction

d'un élément c tel que e2 = 0, cf = le = 1, VI E K(X).

On simplifie les calculs de l'action du groupe H sur K (X) en définissant sur K (X)C le produit,



La restriction du produit * à J((X) coïncide avec l'homogamétisation du produit : c'est à dire

pour tous f, 9 appartenant à J((X) on a,

Ainsi de la Proposition 3.3.9 on en déduit que,

Exemple 3.3.12. Nous calculons f(C1,T) à travers le produit * avec f = (xy)( uv). On a :

f(C1T) = ((xy)(uv)), (C1,T)

1 ( 7 )( 7 )= a(a +7) VJ{XY)(C1,T) + 2"C a(uv)(C1,T) + 2"C

= 1 [_l_ fax + ~c) (ay + ~c) + ~cJl x [_1_ (lU + ~c) (av + ~c) + 2::c]
a(a + T) a + 7 \ 2 2 2 a + 7 \ 2 2 2

a3 a2
T

=( )3(XY)(uv)+ ( )3(XY)U+(XY)V+X(uv)+y(uv))
a+7 2a+7

a7 { a72
+ ( )2\XY+UV)+ ( p{xu+xv+yu+yv)

2a+7 4,a+T
7 2

+ ( )2(X+Y+u+v).
4a+7

Les deux résultats suivants établissent un lien entre les actions du groupe H sur une algèbre

pondérée (A, w) et les identités vérifiées par A.

Proposition 3.3.13. Pour tout w E M(X) et pour toute famille al, ... , an d'éléments de A on

a,

Démonstration. De la relation W(C1,T) = (a +T)W on a,

w((al' ... ,an)(C1,T)) = (a +7t lW(C1,T) (al, ... ,an) (C1,T)

( + )-1 ()Iwb ()Iwin= a 7 W(C1,T) al ...W(C1,T) an

= (a+7tl((a+7)lwhw(al)lwll) x .. · X (a + 7)lwlnw{an)IWln)

1( ) (lw\l+"+lwin) 1 1 1 j=(a+7t a+7 W(al)W 1 x .. ·xw(an)W n

= (a +7t1(a + 7)(jwDw(al)iwh .. ·w(an)lw1n

= (a +7)(!wl-l)W(.al)lw I1 ... w(an)iWln.

o



Proposition 3.3.14. Pour tout f E K (X) et pour toute famille al, . " ,an d'éléments de (A, w)

telle que w(ai) = 1 on a :

Démonstration. Vérifions d'abord le résultat pour les monômes W E M(X) : c'est à dire que

(w(al, ... ,an))(a,T) = (0" +T)lwl-Iw(a,T)(al' ... ,an)' Pour ce faire procédons par récurrence sur le

degré d de w.

La vérification est immédiate pour d = 1.

Supposons que l'hypothèse est vraie pour tout monôme de degré k ~ d.

Soit donc w E Md+I(X). Alors il existe u, v E A1(X) de degré au plus d tels qu'on ait w =

uv, jul + Ivl = d + 1. Ainsi en posant a = (al, a2, ... , an), pour toute famille (al, a2, ... , an) E An,

on a de l'homogamétisation,

(w(a)) = (u(a)v(a))(a,T) (a,T)

= O"u(a)(a,T)v(a)(a,T) + ~ [w(u(a)(a,T) )v(a)(a,T) + w(v(a)(a,T) )u(a)(a,T)].

De la Proposition 3.3.13 on a,

( ) '[( )IUI-1 ()'Vl-l ]w(a) (a,T) = O"u(a)(a,T)v(a)(a,T) +"2 0" +T v(a)(a,T) + (0" +T' u(a)(a,T)'

De l'hypothèse de récurrence on a,

(w(a)) (a,T) = (0" + ,)lul+1vl-2 (O"U(a,T)(a)V(a,T)(a) + ~ (U(a,T)(a) +V(a,T)(a)))

_ ( ~)Iul+lvl-l (0" () () ...L T ( ( ) ( )))- 0" + 1 0" +, U(a,T) a V(a,T) a 1 2(0" + T) U(a,T) a +V(a,T) a

= (0" + T)lul+1vl-1 (0": TU(a,T) (a)V(a,T){a) + 2(0": T) (V(])U(a,T)(a) +U(])V{a.T) (a) ))

car de la Proposition 3.3.9 on a u(]) = v(]) = 1. D'où

(w(a))(a,T) = (0" + T)iul+!vl-l(uv)(a,T)(a)

= (0" +T)d(w)(a,T)(a).

m

Si f = L (hWk où (h, ... ,()m E K* ,Wb ... ,Wm E M(X). Alors pour tout a = (al, a2, ... ,an)
k==l

appartenant à An, on a

m

(J (a) ) (a,T) = I: ()kW(a,T) (aâ fh -IWkll ... W(a,T)(an) Ifln-jwkln (Wk( a) )(a,T) .
k=l '



o

Corollaire 3.3.15. Si A vérifie l'identité 1 alors A(o,r) vérifie l'identité /(o,r)'

Démonstration. Soit A une Algèbre vérifiant une identité f. Alors on a pour toute famille

(aih-::;i-::;n d'éléments de A on a

m

L Okw(aâ fb -iWkll ... w(an)lfln-lwklnWk(al' ... ,an) = O.
k==l

En particulier pour toute famille (aih-::;i-::;n d'éléments de poids (CT +T)-l de A on a

m

L (h(CT + Ttlfl+lwklwk(al"" ,an) = O.
k==l

Par suite, on obtient de la Proposition précédente l'égalité

m

.L Bk (CT +Ttlfl+lwkl(CT +Ttlwkl+l(Wk)(o,T)(al, ... , an) = O.
k==l

D'où
m

l(o,r)(al, ... , an) = L Ok(Wk)(o,r)(al, ... , an) = O.
k==l

En remarquant qu'un élément de poids (CT + Tt 1 de (A, w) est un élément de poids 1 de

(A(o,r),W{o,r)) et d'après la Proposition 3.3.6, (A{o,r),W{o,r)) vérifie l'identité l(o,r)' 0



Chapitre 4

Invariance par homogamétisation

Dans [7] C.Mallol et R. Varro abordent l'aspect invariance par gamétisation. Ceci est un aspect

particulier de l'invariance par homogamétisation. Dans ce chapitre on donnera d'abord quelques

éléments d'invariance par gamétisation avant de traiter le cas généralisé qui est d'invariance par

homogamétisation.

4.1 Invariance par gamétisation

Définition 4.1.1. Soit f un polynôme de K(X). On dit que le polynôme f est;

(i) Invariant sous f-y ou f-y-invariant, si, =1= 1 et f-y = ,lfl-lf,

(ii) Invariant universel ou f-invariant, si f est f-y-invariant pour tout, E K*.

Proposition 4.1.2. (i) Si f est f-y-invariant et A vérifie l'identité f alors A vérifie l'identité

f-y.

(ii) Si f est f -y-invariant alors pour tout>' E K, >'f est f -y-invariant.

Démonstration. (i) Soit f un polynôme f-y-invariant appartenant à K(X) tel que A vérifie

l'identité f. Alors pour toute famille (Yi)l<i<n d'éléments de poids 1 de A, on a f(Yl,'" ,Yn) = O.

Soit f-y{Yl' ... ,Yn) = O. D'après la Proposition 3.3.6, A vérifie l'identité fT
(ii) Il est claire que pour tout>' appartenant K*, >'f-y = ,I>"f!-l>'f dès que f-y = ,IfJ-lf. 0

Proposition 4.1.3. Soient f et 9 deux polynômes vérifiant f(11.) = g(11.) = O. Si les deux

polynômes f et 9 sont f -y-invariants alors f 9 et xf - ~ f le sont. Si de plus f et 9 sont de même

degré alors pour tous scalaires a,{3, af +{3g est aussi rî·-invariant.



Démonstration. Soient deux polynômes f et 9 r1-invariants vérifiant f(l1) = g(l1) = O. Alors on

a (Jg)1 = "(f1g1 = "(lfl+lgl-1fg = "(Ifgt- l fg· fg est donc r1-invariants.
1 1 - "( 1 1 'f' 1

De même, (xf - 21)1 = x"(f7 +~ f7 - 2f7 = "((Xf7 - 2 f:) = "(1 '(xf - 21)·

Et si Ifl = Igl, on a (af + (3g)7 = af7 + (3g7 = "(lfl- l (af + (3g). 0

4.2 Invariance par homogamétisation

Définition 4.2.1. Soit f un polynôme de K (X). On dit f est:

( ')( )" h ""f (a )Ifl- l
f~ û, T -mvanant par omogametIsatlOn SI (a,T) = /T ~ ~ ,

v , 1

(ii) invariant universel par homogamétisation s'il est (a, T)-invariant pour tout (a, T)E H.

Remarque 4.2.2. (i) Tout polynôme f de K(X) est (û,O)-invariallt. En effet pour tout

W E M(X) on a par définition w(a,O) = w. D'où f(a,O) = f pour tout f E K(X).

(ii) La (a, 1 - a)-invariance par homogamétisation coïnccide avec la ra - invariance par ga

métisation telle que définie dans [7].

(iii) Pour tout f E K(X), si f est (a, T)-invariant alors pour tout À E K, Àf est (a, 1 - a)

invariant. Il est immédiat que Àf est invariant universel dès que f l'est.

Proposition 4.2.3. (a) Si f E K(X) est (a, T)-invariant alors pour tout {Il, v) E H, fÜl,V)

est (a, T) -invariant.

b) Soit (ai, Tih~i~n une famille d'élément de H. Si f E K(X) est (ai, Ti)-invariant pour tout
n n n

1 ~ i ::; n, alors f est (II ai, II(ai +Ti) - II ai)-invariant.
i=l i=l i=l

( a) IfI-1
Démonstration. (a) Si f est (a, T)-invariant alors, !(a,T) = a +T f et pour tout

(p, v) E H on a :

(a,T)(f(jl,v)) = (a,T)(p,v)(J)

= (p" v)(a, T)(J)

= (p, v) (f(a,T))

= (p"v)(_a_)lfl-1
f

a+T
= (_a_) Ifl-1 ( )f

,p" Va+T

( a) Ifl-l
= -1- f(/l,v)'

aiT



(b) Pour n = 2,

(
a2 )!fl-1

(al, 7l)(a2, 72)f = (al, 71) f
a2 + '2

_ ( a2 )1J!-1( )f- al,71
a2 + '2

(
ala2 ) IJI-I

= f(al +,r)(a2 +72) .

Supposons que la relation est vraie jusqu'à l'ordre n et f est (an+l' 7n+l )-invariant. Posons
n n n

(a,,) = (II ai, II (ai + 7i) - II ai) : alors on a,
i=l i=l i=l

(al, 7r)(a2, 12) ... (an,7n)(an+1, I n+1) (1) = (a, 7)(an+1, 7n +l)(1)

= ( aan+l )U!-lf
(a + ,)(an +1 + 7n+l)

n+1 n+1 n+1
Ainsi f est (Il ai, Il (ai + 7i) - II ai)-invariant.

i=l i=l i=l o

Propriétés 4.2.4. Soient f et 9 deux polynômes dans K(X) (a,7)-invariants par homogaméti

sation. Alors les polynômes suivants sont (a, 7)-invariants sous les conditions énoncées.

(a) fg, si 7f(1) = 7g(1) =0,

(b) oJ + (3g, si f et 9 ont le même degré,

(c) hf - ~h(l)f, fh - ~h(l)f, pour tout hE K(X), jhl = 1 et 7f(1) = O.

Démonstration.

{b) On a :

(af + (3,q )((7,7") = af((7,7") + (3g((7,7")

= a(_a_)lfl-1
f + !3(_a_)J9i-1

ga+, a+,

( a) Ifl-1
= - (af + (39) car Ifl =lgl·a+1



car 7f(1) = O.

1 (J III 1 (J) III
D'où (hf - -h(ll)J)(()T) = (-) hf - - (- h{l)f

2 ' (J+7 2 a+7

(
(J ) I/hl-l 1

= - {hf - -h(l)J) car Ihl = 1 et IJhl-lhJ = Ifj.
(J+7 2

o

On désigne par Q la partie du corps K isomorphe au semi-corps Q+.

Lemme 4.2.5. Pour tout entier d 2 2 et tout Wd,i E Md(X) on al
(J d-l (Jd-2 7 Cd-l d-2 1 Ck

(Wd,i)(a,T) = (--) Wd,i + ( )d-l L Àd-1,jWd-l,j +L ( )d-l L Pk,j((J, 7)Wk,j
a + 7 (J + 7 j=l k=l (J + 7 j=l

où Àd-1,j E Q+ et Pk,j est un élément du semi-anneau des polynômes Q+[X1 , X 2].

Démonstration. Pour la preuve nous procédons par récurrence sur le degré d.

Dans le cas d = 2 on a

. Supposons la relation vraie pour tout wE Mk(X). Soit U1d+l,i E Md+l(X), Alors il existe

wr,p E Mr(X) et Ws,q E Ms(X) tels que Wd+l,i = wr,pWs,q avec r, s 2 2 et r + s = d +1.

Sous l'action de ((J,7), d'après de la Proposition 3.3.9 et l'hypothèse de récurrence on a :



D

Corollaire 4.2.6. Si ln est le polynôme directeur de 1 E J{(X) alo7's (_(J_) Ifl-1 ln est celui(J+T
de !(cv),

Démonstration. Si 1est un monôme alors ce cas est traité directement par le lemme. En utilisant

la linéarité de l'action du groupe, on étend la preuve des monômes aux polynômes. D

Le résultat suivant énonce une propriété de conservation autre que celles citées dans le cha

pitre 2.

Proposition 4.2.7. Si une J{-algèbre A est définie par une identité alors cette caractérisation

est -conservée par homogamétisation.

La preuve de cette proposition repose sur le résultat ci-dessous.

Proposition 4.2.8. Soit A une algèbre. Alors les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) A est une f{ -algèbre définie par une identité f

(ii) A(O",T) est définie par ridentité I(O",T)'

Pour la preuve nous utilisons principalement les deux corollaires 3.3.15 et 4.2.6.

Démonstration. Supposons que A(O",T) est définie par l'identité I(O",T)' Alors du Corollaire

3.3.15, A vérifie l'identité / par homogamétisation inverse.

Soit A une algèbre définie par une identité f. Alors en vertu du Corollaire 3.3.15, A(O",T)

vérifie l'identité /(O",T)'

Supposons que A(0",7) vérifie une autre identité 9 dont le degré ou le nombre de monômes

du polynôme directeur est inférieur à celui de f. Alors toujours du Corollaire 3.3.15, A

·vérifie l'identité 9(0",7)-1. Ceci est contradictoire car d'après le Corolaire 4.2.6, 9 et 9(0",T)-1

ont le même polynôme directeur à constante multiplicative près.

o

Nous abordons à présent la dernière partie du chapitre. Elle a pour objectif la d.étermination

explicite des polynômes invariants universels.



,#

4.3 Eléments de K (X) et invariance

La détermination des polynômes invariants universels et invariants par homogamétisation

utilise celle des polynômes invariants par gamétisation à travers les deux résultats suivants;

Proposition 4.3.1. Si 1 est invariant universel par gamétisation, les assertions suivantes sont

équivalentes :

(i) 1 est invariant universel par homogamétisation,

(ii) 1 est (a,a)-invariant pour a E [{*,

(iii) 1 est (1, 1)-invariant.

Démonstration. Supposons que (i) est vérifiée. Alors on obtient (iii) de la définition de l'univer

selle invariance.

En prenant À a- 1 dans la Proposition 3.3.8 on obtient 1«(J,(J) 1(1,1)' D'où l'équivalence

(ii) <===> (iii).

Supposons que (ii) est vérifiée. Alors pour avoir (i) faisons la remarque suivante:

(
a +T a +T) ( 2a 2a )pour tout (a, T) EH on a (a, T) = -2-; -')- --,1 - --

~ a+T a+T

D l'h th' (")1 (lT+T a+T\ . . t C 1 t' . . 1 'e ypo ese zz est -2-; -2-;-mvanan. omme es mvanant umverse par game-

( 2a 2a )
tisation alors 1 est \--,1 - -- -invariant.

a+T a+T
Ainsi de la proposition 4.2.31 est (a, T)-invariant. Ce qui permet d'obtenir (ii) :::} (i). La preuve

s'achève en remarquant que l'implication (i) :::} (ii) est triviale. 0

Proposition 4.3.2. Pour qu'un polynôme 1 soit (a, T) -invariant par homogamétisation, il faut

et il suffit que 1 soit (_a_, _T_) -invariant par homogamétisation.
a+T a+T

Démonstration. Pour ce faire, la Proposition 3.3.8 nous suffit. En effet en pœnant À = _1_ on
a+T

obtient l'égalité

1«(J,r) = 1(>,(J).r) = 1(IJ.,v) où (/1, v) = (a: T' a: T)' Ceci établit l'équivalence.

Le théorème suivant est une conséquence immédiate des deux résultats précédents.

o

Théorème 4.3.3. Les polynômes de K (X) invariants universels par homogamétisation sont les

invariants universels par gamétisation.

Démonstration. Par définition tout élément invariant universel par hOll1ogamétisation est aussi

invariant universel par gamétisation.



1 1
Soit f un élément invariant universel par gamétisation. Alors f est particulier (-, - )-invariant.

. 2 2
D'après la Proposition 4.3.2, f est (1, 1)-invariant et d'après la proposition 4.3.1, f est invariant

universel par homogamétisation. o

Dans [7], C.Mallol et R.Varro montrent que pour tout entier d 2 2 et pour tout polynôme

fd E I<(X)d il existe à homothétie près, un unique polynôme invariant universel par gamétisation

et admettant fd pour polynôme directeur.

Définition 4.3.4. Les polynômes invariants universels par gamétisation sont obtenus à partir

de la donnée de leurs polynômes directeurs en appliquant sur ceux-ci deux opérateurs C et S

respectivement appelés condensation et substitution. Soit Y = {PXi, xf; P 2 1, 1 ~ i ~ n}. Ces

opérateurs sont définis sur la base canonique de M(X) de la façon suivante:

C : M(X) --* M{Y)

qui à tout monôme W E M(X) y remplace les successions du type U;jXi) par PXi' celles du type

R~i (Xi) par xf et laisse inchangés les autres cas;

S : M(Y)\X --* I«X),

tel que,

,
A travers ces applications on montre que chaque polynôme invariant universel par gaméti-

sation, est engendré par la donnée d'un polynôme qui joue le rôle de polynôme directeur de

l'invariant. Ces polynômes de degré 1 sont les ÀXi (À E I<*) et ceux de degré 2 de polynôme
Cd

directeur id = L ŒiWd,i sont les À Ef~l ŒiSC(Wd,J Ainsi les polynômes invariants universels de
i=l

polynôme f(x, y) = x2(xy) - x(x2y) sont obtenus par application de cette méthode à partir du

développement de

Soit donc

(
? () 1 2) 1(3) 1 3 1 2 1)À x~ xy - x,x y + - x - -x - -x +-x

2 2 4 4'



Les polynômes invariants universels obtenus en prenant pour polynômes directeurs, les éléments

de la base canonique de M(X) forment une base de M(X) très pratique. On pourra donc ex

primer un polynôme de K (X) dans cette base.

Notons que {Wk,i; k ~ 1, 1 ::; i::; Ck} est la base canonique de K(X). Posons

si k = 1

Comme précédemment vu, les polynômes Wk,i sont invariants universels de polynômes directeurs

Wk,i et donc de même degré. Ainsi, B= {Wk,i; k ~ 1, 1 ::; i ::; cd est aussi une base de K (X).

On se servira du résultat suivant pour exprimer les polynômes Wk,i dans la base È.

Proposition 4.3.5. Soient k 2: 1, 1 ::; i ::; Cd. Alors Wk,i = BC(WA',i) où

B : M -----+ K (X)

est le morphisme de magma défini par:

p-2 (P-k-2 1 ( k + .))
B(xf) = L L 2j J S(x7+2

) +Xi (p 2: 2),
k=O]=O k

Démonstration. Pour tous X E X et j 2: 0 on a :

= R~{Rx - id)(x)

= (14 - ~id + ~idr(14 - id)(x)

j 1 (j)( l)k
= I: ?j-k Rx - "?id (Rx - id)(x)

k=O" k ..

= f _1 (j) S(xk+2).
L.....J 2J - k k
k=O



p-2
En remarquant que xP- x = L(xj

+2 - xj+1), on a
j=O

P2(j (') )xP- x = t L ?j~k J S(xk+2)
j=O k=O ~ k

= ~ (~ j~k.( j )) S(x
k
+

2
)

k=O j=k 2 k

p-2 (P-k-2 1 . +k )
Ainsi, B(xP) = L L 2

j
( J ) S{xk+2)+x = xP,

k=O j=O k
De même, pour tous x E X, j ~ aon a :

= L~(Lx - id)(x)

(
1 l)j

= Lx - "2 id + "2id (Lx - id)(x)

j l ( ')( l)k= ~ -'-k\ J Lx - -id {Lx - id)(x)t::o 2J- k 2

p-2
En remarquant que Px - x = L(J+2X _j+1 x) on a

j=O

p-2 (P-k-2 1 ( '+k))
Ainsi, B(Px ) = L L j J S(k+2x )+x = Px,

k=O j=O 2 k
B étant un morphisme de magma, alors Wd,i = B (Wd,i)' o



Proposition 4.3.6.

(p 2: 2),

(p 2: 2).

1 ( k + j ) 1 d
k

.Démonstration. En effet on a : j , = kt d k (xk
+) ) 1 et donc,

2 k . x x=-

2

De la formule de Leibniz il vient que:

= 2t (I~ ) _ (~) p-k-2 t (p ~ 1 )
)=0 J )=0 J

(
1)P-k-2 k ( - 1 )

= 2k+1 - - L p .
2 j=O j

Ce qui achève la preuve.

La proposition suivante permet d'exprimer un polynôme directeur dans la base 8.

o

Cd

Proposition 4.3.7. Soit f E K (X) de polynôme directeur L 8d,iWd,i. Alors dans la base
i=l

Cd

(Wk,i)k,i, le polynôme directeur de f est L Od,iWd,i'
i=l

Démonstration. Il vient de la proposition précédente que

B(xf) = S(xf) + Up,i avec Up,i E Lin{Xi, S(x~'); 1 < k < p},

et B(PXi) = S(PXi) + Up,i avec Up,i E Lin{Xi' S(k Xi ); 1 < k < p}. Comme C(Wd,i) est produit

d'éléments de {xf,P Xi; 1 ~ i ~ n; p ~ l} et Wd,i = BC(Wd,i) alors il en résulte que Wd,i = Wd,i +ûJ'
avec v/ E Lin{wk,i; 1 ~ k < d; 1 ~ i :::; cd. 0



En décomposant les éléments de K {X} dans la base (Wk,i)k,i des polynômes invariants uni

versels par homogamétisation, il devient facile l'obtention de l'orbite d'un polynôme sous l'action

de H.
d Ck

Proposition 4.3.8. Soit f = L L fh,iWk,i. L'orbite Hf de f sous l'action de H est donné par,
k=l i=l

(
a )k-lDémonstration. En effet, (Wki)I CYT ) = -- Wki. Ce qui conàuit donc de, \' a+T '

o

La proposition suivante énoncée réside dans l'utilisation de la base B= (wk,dk,i'

Proposition 4.3.9. Soit (a, T) E H tel que Ti- O. Pour tout JE K{X) de degré d 2 2, il existe

un polynôme F E K (X) de polynôme directeur J, (a, T) -invariant et non invariant universel si
a

et seulement si -- est une racine de l'unité d'ordre < d - 1.a+T -
Cd

Démonstration. - Soit F E K (X) de polynôme directeur f = L Od,iWd,i avec Od,i E K non tous
i=l

Cd

nuls. En vertu de la Proposition 4.3.7, le polynôme directeur de F(Œ,T) est L Od,(liJd,i'
i=l

Dans la base (W)k,i on a F = t f: Ok,iWk,i. Si F est (a, T)-invariant alors F(Œ,T) = (_a_) 111-1F.
k=l i=l a +T

a 111-1 d-lcd-k a k

Mais F(Œ,T) = (--~) F si et seulement si L L ((--~) - 1)Od-k,iWd-k,i = O. L'équiva-
a + 1 k=l i=l a + 1

lence conduit au système linéaire diagonal suivant:

((a:Tf -l)t9d- k,i = 0; 1 ~ k ~ d-1;1 ~ i ~ Cd-k (4.3.1)

d-l

Le système est à N = L Ck inconnues (191,1,'" ,Ol,n,'" "t9d- l ,l,'" ,Od-l,Cd_l) dont le détermi
k=l

d-l

nant est : ~ = II ((_a_)k _l)Ck.
k=l a +T

Si F est non invariant universel alors 6 = 0, car sinon le système (4.3.1) serait de Cramer.

Et comme (0"" ,0) E K N satisfait {4.3.1) alors t9k ,i = 0, 1 :s:; k :s:; d - 1; 1 :s:; i :s:; Cd-k. D'où



o

Cd

F = L Od/Wd,i qui est invariant universel et ceci est contradictoire car par hypothèse F est non
k=1

a
invariant universel. Ainsi, -- est une racine d'ordre 1 ::; P ::; d - 1 de l'unité.

a+7
Réciproquement, supposons que _a_ est une racine d'ordre p de l'unité avec 1 :::; P :::; d - 1.

a+7
Alors le système (4.3.1) est de rang au plus N -1. Il admet donc des solutions dans le sous-espace

l
d - 1

Jengendré par {Wd-kp,i; 1 :::; k :::; q; 1 :::; i :::; Cd-kp}, où q = -- .
p

La proposition suivante est une conséquence de la Proposition 4.3.9 et du Théorème 4.3.3.

Proposition 4.3.10. Soient f un polynôme de degré supérieur ou égal à 2 et (a, T) appartenant
a

à H telle T oF 0 et -- ne soit pas une racine d'ordre inférieur à d de l'unité. Alors tout poly
a+T

nôme (a, 7) -invariant par homogamétisation admettant f pour polynôme directeur est invariant

universel par gamétisation.

Démonstration. Les hypothèses àe la Proposition 4.3.9 sont satisfaites. Nous déduisons de cette

proposition qu'i! n'existe pas de polynôme F admettant f pour polynôme directeur qui soit (a, T)

invariant par homogamétisation et non invariant universel par homogamétisation. On conclut

donc à travers le Théorème 4.3.3.

Le résultat suivant donne davantage une précision pour les deux dernières propositions.

o

a
Proposition 4.3.11. (i) Si le polynôme F vérifie F(:E.) oF 0 alors -- est une racine de

a+T
l'unité d'ordre diviseur de d - 1.

(ii) On peut expliciter ces polynômes: si p désigne l'ordre de la racine de _a_, alors il s'agit
a+T

de la famille

Cd q Cd-kp

). [L Od,iWd,i +L L /-Ld-kP,iWd-kP,i] '
i=1 k=1 i=1

(). E K*, q = ld - 1J)
P

q

paramétrée par les L Cd - kp paramètres /-Ld-kp,i non tous nuls vérifiant la condition
k=l

n

L /-LI,i = F(]) si p divise d - 1.
i=1

Démonstration. Le polynôme F étant (a, 7)-invariant, alors Ffcyr)(Jl) = (_a_)d-IF{]). Comme
" a+7

précédemment vu au chapitre 3 à travers la Proposition 3.3.9, F{cy,r) (]) = F(Jl). Par suite

(_a_)d-I = 1.
a+7

(ii) L'obtention de la famille de ces polynômes, (a, 7)-invariants et non invariants universels

de polynômes directeurs f, est ,directe dans la preuve de la Proposition 4.3.9. [J



Conclusion

Nous avons dans ce mémoire de D.E.A, porté notre étude sur une combinaison d'une algèbre

pondérée avec son algèbre gamétique associée appelée homogamétisation.

Dans le chapitre 2, nous avons réussi à établir une condition nécessaire et suffisante pour

qu'un mélange soit pondérable. Nous avons également donné comment exprimer une gamétisa

tion à travers l'homogamétisation et réciproquement. .À. travers l'algèbre originelle, nous notons

quelques propriétés prévisibles de l'algèbre homogamétisée et vice-versa. Ces prévisions portent

notamment sur l'ensemble des idempotents, les composantes de la décomposition de Peirce sui

vant un idempotent et les automorphismes de A(O";r) laissant invariante la pondération.

Nous avons ensuite abordé la partie action du groupe H où nous exprimons l'homogaméti

sation comme une action du groupe H et nous avons donné comment calculer l'homogamétisée

d'un polynôme à travers l'action du groupe H sur K(X). Nous notons à ce niveau que: pour

qu'une algèbre soit caractérisée par une identité f il faut et il suffit que rllOmogametisée soit

caractérisée par l'identité homogamétisée de f.

Enfin, la notion d'invariance par homogamétisation est évoquée. Dans cette dernière partie,

nous avons établi une équivalence entre invariance universelle par gamétisation et invariance

universelle par homogamétisation. Les applications C et S sont ensuite utilisées non seulement

pour la construction de la base 13 où les éléments sont invariants universels par homogamétisation,

mais aussi pour exprimer les éléments de la base canonique dans la base B. La base 13 est

ainsi plus pratique et est utilisée pour exprimé l'orbite d'un polynôme invariant universel par

homogamétisation.

Nous envisageons dans la suite, nous intéressé aux questions suivantes :

- Quelles propriétés de A pouvons nous vérifier à partir de l'algèbre A(O",T) , on en cite: la

résolubilité, nilpotence de A ?

- Étant donnée une K-algèbre A, quels liens existent-ils entre un A-module et un A(O",Tt

module?

- Quel impact, l'homogamétisation, peut-elle avoir sur la combinatoire des mots?



- En prenant f{ comme un corps fini, comment construire à travers l'homogamétistion, un

système cryptographique robuste à l'attaque?
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