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Résumé

Résumé :

La présente étude porte sur les nilalgébres commutatives de dimension finie et le probléme
classique d’Albert. Le probléme d’Albert a été posé en 1948, par un célébre mathéma-
ticien américain nommé Abraham Adrian Albert. Il consiste & savoir si toute nilalgébre
commutative & puissances associatives de dimension finie est résoluble.

L’¢tude du probléme d’Albert nécessite la connaissance de propriétés spécifiques d’al-
gébre linéaire, en particulier sur les espaces linéaires de matrices nilpotentes, mais requiert
aussi la maitrise de propriétés élémentaires sur les anneaux de facon générale. Dans ce
mémoire, nous évoquons ces propriétés spécifiques et étudions des résultats déja obtenus
sur les nilalgébres commutatives de dimension finie. Une grande partie de cette étude est
consacrée aux résultats, relativement récents, obtenus sur les nilalgébres commutatives
4 puissances associatives de dimension finie suivant leur nilindice et leur dimension. De
ceux-ci, on retient principalement celui obtenu par Zelmanov, qui stipule que toute nilal-
gébre de Jordan de nilindice borné, sur un corps de caractéristique # 2, est localement
nilpotente. Ce qui a permis d’établir que toute nilalgébre commutative de nilindice 3,
sur un corps de caractéristique # 2, est localement nilpotente. Nous énoncons aussi un
résultat obtenu par Zelmanov et Suazo, sur les algébres de nilindice 4, stipulant que toute
nilalgébre de nilindice 4, commutative & puissances associatives de dimension < 10, sur ,
un corps de caractéristique # 2 et 3, est résoluble. Concernant les nilalgébres commu-
tatives a puissances associatives de dimension n et de nilindice > n — 2, on retient que
sur un corps de caractéristique 0 ou suffisamment grand, toute nilalgébre de cette classe
est résoluble, et si I’algébre considérée est de dimension et de nilindice n, alors elle est
nilpotente d’indice de nilpotence n.

Ces résultats corroborent I’hypothése que le probléme d’Albert admet une réponse
positive suivant la dimension et le nilindice de ’algébre considérée, mais aussi suivaut la
caractéristique du corps sur lequel celle-ci est définie. De plus, notons que dans certains
cas, on n'a pas de précision sur l'indice de nilpotence ou de résolubilité des nilalgébres
considérées, lorsque celles-ci sont nilpotentes ou résolubles. Ainsi, le probléme d’Albert
demeure toujours ouvert.

Mots-clef : Algébres & puissances associatives, nilalgébres, probléme d’Albert.
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Introduction générale

L’étude de la structure des nilalgébres a connu une évolution significative vers la fin de
la seconde guerre mondiale. Elle a suscité I'intérét de certains algébristes, parmi lesquels
nous pouvons citer le mathématicien américain Abraham Adrian Albert (09 novembre
1905 - 06 juin 1972). Célébre a travers ses travaux sur les anneaux & puissances asso-
ciatives, dans [1] et ]2], il fut & Porigine d’une des plus grandes problématiques dans le
domaine des nilalgébres commutatives de dimension finie, connue sous le nom du pro-
bleme d’Albert. Au fil du temps, d’autres mathématiciens tels que Murray Gerstenhaber
(un étudiant d’Albert), Myung, Fernandez et plusieurs autres éminents chercheurs se sont
intéressés a ce probléme, et ont apporté leurs contributions dans sa résolution. A titre
d’exemples, Gerstenhaber et Myung ont étudié, dans [27], le probléme d’Albert dans le
cas des nilalgébres commutatives & puissances associatives de dimension faible. Fernandez,
Garcia et Montoya ont étudié, dans [21], le méme probléme dans le cas des nilalgebres a
puissances associatives de nilindice et de dimension n. A nos jours, le probléme d’Albert
reste toujours ouvert. Il a méme été l'objet d'un article récent intitulé "On commuta-
tive finite-dimensional nilalgebras" et publié le 14 janvier 2016 par Juan Carlos Gutierrez
Fernandez et Claudia Garcia de l'institut des mathématiques et de la statistique de 1'uni-
versité de Sao Paulo au Brésil. Cet article fait I’objet de notre étude, dans laquelle nous
étudions quelques propriétés des nilalgébres commutatives de dimension finie, et exhi-
bons des conditions sous lesquelles le probléme d’Albert admet une réponse positive. Par
ailleurs, nous pensons également que cette étude nous permet d’approfondir de facon
significative nos connaissances sur la structure des nilalgébres.

Notre travail est structuré en trois chapitres. Dans le premier chapitre, nous nous
attelons & faire d’abord un rappel de quelques définitions, notations et propriétés des
algébres qui sont indispensables & la compréhension du probléme d’Albert, ensuite nous
faisons une premiére approche du probléme d’Albert en I’énoncant et en établissant le
lien entre 'étude des espaces linéaires de matrices nilpotentes et le probléme d’Albert. A
I'issue de cela, nous étudions, dans le deuxiéme chapitre, quelques propriétés particuliéres
des espaces linéaires de matrices nilpotentes, relatives au probléme d’Albert. Enfin nous
revenons, dans le troisiéme chapitre, sur les récents résultats obtenus sur les nilalgébres
commutatives de dimension finie suivant leur nilindice et leur dimension.



Chapitre 1

Rappels sur les algébres non
assoclatives

Dans ce chapitre, nous définissons dans un premier temps certaines notions et donnons
quelques propriétés des algébres non associatives. Ensuite, nous énoncons le probleme
d’Albert et effectuons une premiére approche de ce probléme. Enfin, nous explicitons le
lien qui existe entre ’étude des espaces linéaires de matrices nilpotentes et le probléme
d’Albert. On désigne K comme étant un corps commutatif.

1.1 Algébres non associatives

Definition 1.1.1. Un ensemble non vide A est appelé une K-algébre s’il est muni d’'une
structure de K-espace vectoriel et d"une application bilinéaire Ax A — A, (z;y) — zy.
Alors A admet une structure d’anneau sous-jacente.

Une K-algébre A est dite commutative (respectivement associative) si la structure
d’anneau sous-jacente est commutative (respectivement associative).

On dit que A est une K-algébre non associative si la structure d’anneau sous-jacente
n’est pas nécessairement, associative.

On dit qu'une K-algébre A est de dimension finie si sa structure de K-espace vectoriel

est de dimension finie.
Une K-algébre A est dite unitaire si la structure d’anneau sous-jacente admet un

élement unité.

Exemple 1.1.2. 1. L’ensemble C est une R-algébre associative, commutative et uni-
taire.
2. (Mp(R); +; x;-), avec n € N*, est une R-algébre associative, non commutative et
unitaire.
3. (R34;A;-), ol A est le produit vectoriel sur R?, est une R-algebre associative, non
commutative et non unitaire; car pour tous z,y € R} s Ay = —yAz etz Az =0.

[}



Definition 1.1.3. Soient A une K-algébre, n un nombre entier naturel et (e;);<i<, une
famille d’éléments de A. On dit que la famille (e;)1<;<n est une base de A, si elle est une
base pour sa structure de K-espace vectoriel.

Si (e;)1<i<n est une base de la K-algébre A, alors pour tout 1 < 4,5 < n, il existe une
dans K telle que :

unique famille (Agf))lgm

eej = Z )\g-g)ek. (1.1)
k=1

Les scalaires )\8 ), )\g) yeens )\g-l) sont appelés les constantes de structure de A et la relation

(1.1) est appelée la table de multiplication de A.
Remarque 1.1.4. Une K-algébre peut étre définie par la donnée de sa table de multi-

plication. Par exemple, considérons la K-algébre A de dimension 3 et {u, v, w} une base
de A telle qu’on ait la table de multiplication consignée dans le tableau ci-dessous :

u | v |w
wlw|v
vii-w| v u
wl|-v{-u u
A travers ce tableau, on a :
_ 2, . _ 2
uv = —vu et v*'u = wu = —uw = —uu’.

Ainsi, 'algebre A définie par la table de multiplication est un exemple d’algébre non
commutative et non associative.

Dans la théorie des algébres non associatives, il est utile de préciser le calcul des puis-
sances. En effet, si A est une algébre non associative et pas nécessairement commutative,
alors pour tout z € A on sait définir sans ambiguité z2. Par contre, n’ayant pas nécessai-

3 = z2? selon les cas. On introduit ainsi

rement 22z = zz?, on posera alors 73 = z%z ou
la notion de puissances principales a droite et de puissances principales & gauche d’un

élément x de A définies respectivement par :

ot = o = hr et ot = 2y 2 = 22k, VE > 1.

Ces deux notions coincident si 'algébre est commutative. On définit également les
puissances pleines d’un élément = de A par :

113[1] =z; x{k‘l“” = Qj[k]x[k]’ vk > 1.

Soient U et V' deux sous-espaces vectoriels de A. On note UV le sous-espace vectoriel
de A engendré par les éléments de la forme uv avec u € U et v € V.

En particulier, on définit les puissances principales & droite {resp. 4 gauche) de A par :



Al = A; AM = AR A
(resp. Al = A; A¥1 = AAF) VE > 1.

D’autre part, on définit les puissances principales de A comme suit :
Al = A,

AF = Z ALAT: k> 2
i+j=k

et les puissances pleines de A par :

Al = A
Al = AF AR g > 1,

Une K-algébre A est dite & puissances associatives si pour tout a € A, la sous-algébre
engendrée par a, notée Klal, est associative, c’est-a-dire :

Vi,j > 1; a7 =da'dl.

On dit qu'un élément = € A est nilpotent s'il existe n € N* tel que z" = 0. Alors le
plus petit entier n ayant cette propriété est I'indice de nilpotence de z. Si tout élément
z € A est nilpotent, on dit que A est une nilalgeébre {(ou nil). S’il existe un entier & tel que
tout élément a € A ait un indice de nilpotence < k, alors on dit que A est de nilindice
borné. Dans ce cas, le plus petit entier k ayant cette propriété est le nilindice de A.

On dit qu'une K-algébre A est nilpotente d’indice de nilpotence n si A™ = 0 et
A1 £ (. Autrement dit, une K-algébre A est dite nilpotente d’indice de nilpotence n
si tout produit de n éléments de A est nul et §'il existe un produit de n — 1 éléments de
A qui soit non nul. Notons déja que toute algébre nilpotente est nil, mais la réciproque
n’est pas vraie.

Une K-algébre est dite localement nilpotente si toute sous-algébre engendrée par un
nombre fini d’éléments est nilpotente.

On dit qu'une K-algébre A est résoluble d’indice de résolubilité n, si A = 0 et
A1 £,

Remarque 1.1.5. e Toute algébre nilpotente est résoluble, mais la réciproque n’est
pas toujours vraie.
e Toute algebre nilpotente est localement nilpotente.
e En dimension finie, toute algébre localement nilpotente est nilpotente. L’algébre
considérée étant une sous-algébre d’elle méme engendrée par les éléments, en nombre
fini, de sa base.




1.2 Quelques notations et classes d’algebres non asso-

ciatives

Si A est une K-algébre, on note R(A) 'ensemble des applications linéaires définies
par :

R,:A— A z+——zaouac€ A

L’application R, est appelée multiplication a droite par a.
De méme, on définit L(A) comme étant ’ensemble des applications linéaires :

Ly:A— A z+—azronac A

L’application L, est appelée multiplication & gauche par a.

L’algébre engendrée par R(A)UL(A) est appelée algébre des multiplications de A et est
notée M(A). Cest en fait 'ensemble des sommes finies d’éléments de la forme 5155...5n,
avec S; € R(A)U L(A). Si a € A, alors on note M{a) l'algébre engendrée par I'ensemble
{Los;d > 1}

Soit A une K-algebre et z,y,z € A. On pose :

[z,y] = 1y — yz (le commutateur de z et y),
(z,y,2) = (2y)z — z(yz) (L'associateur de z, y et z).

Le premier est bilinéaire et le second est trilinéaire. Il est clair que A est commutative
(resp. associative) si et seulement si tous les commutateurs (resp. associateurs) sont nuls.

On dit que A est alternative a droite (resp. & gauche) si elle vérifie I'identité (y, z,z) =0
(resp. (z,z,y) = 0) pour tous z,y € A.

On dit qu’une algébre A est alternative si elle est a la fois alternative a droite et a
gauche. Ces trois notions coincident si I'algébre A est commutative.

On dit qu’une algebre A est flezible si pour tous z,y € A on a {(z,y, ) = 0.

Elle est dite anti-commutative si 2> = 0 pour tout z € A. Par une linéarisation, on
obtient zy = —yx, pour tous z,y € A. La réciproque est vraie si la caractéristique de K
est différente de 2

Une K-algébre A est dite de Jordan, si pour tous z,y € A on a les deux conditions

[iL‘ ’ y] =0
T,y,7%) =0
Elle est dite d’Engel si toute multiplication & gauche comme & droite est nilpotente.

Soient A et B deux K-algébres, ot K est un corps commutatif. On considére le produit
tensoriel A @k B de A et B, ol une multiplication est définie comme suit :

suivantes qui sont satisfaites : { (

(a®kb)(d ®xb) =aa @k bb avec a,a’ € Aet bb € B.

Par conséquent, on a :

Zaz®K Za ®K Zaa ®1\bb



2(yz)z)z + 2((zy)2)z + 2((zy)z)2 + 2((z2)y)z + (2%y)2 + 2((22)2)Y
+(z?2)y = 4(y2)r” +8(Iy)(fc2);
(y2)t)z + ((y2)z)t + ((ty)2)z + ((zy)2)t + ((ty)z)z + ((2y)t)2
+((t2)y)z + ((z2)y)t + ((xt)y)z + (({z)z)y + (\332) )y (1.4)
+((zt)2)y = 4(yz)(xt) + 4(ty)(z2) + 4(zy)(t2).

En remplagant z par z et t par 27, avec r > 1, dans I'égalité (1.4), on a :

2(y2)z")z + 2((yz)z)a" + 2((ya")z)z + 2yz" )z + (ya)a’
+3(yz"t?) = 8(yz)z"* + 4(ya")a?

L’algébre A étant commutative, on obtient :

22(a” (zy)) + 207 (a(zy)) + 22(2(a"y)) + 2(2"y) + 27 (z%)
+32" 2y = 82" (zy) + 42 (z"y).

D’ou :

9Ly Lgr Ly (y) + 2Lgr L2(y) + 2L2 Lor (y) 4 2L Lor+1 (y) + Lor L2 (y)
+3Lgr+2 (y) =8Lgr+1 Lz(y) + 4L.7:2L.7:T (y)a vy € A

- Par conséquent :

3Lwr+2 ZSL:ET—HLI — LerzQ - 2L13TL:2E
+ 4L Ly — 2Ly Lyrsr — 2Ly Lyr Ly — 2L2Lgr V1 > 1.

O

Lemme 1.3.4. Soit A une algébre commutative & puissances associatives sur un corps
K de caractéristique différente de 2 et 3. Alors pour tout x € A, lalgébre associative en-
gendrée par les applications linéaires L,;, avec 7 > 1, est en fait engendrée par ’ensemble

{Lg; Ly}

Preuve. Démontrons que pour tout j > 1, L ;+2 s’écrit comme une combinaison linéaire
de produits de L, et L.
Pour j = 1, "équation (1.3) nous donne :

L= -QL:?; — L, L2+4L2L,.

L’application L,s s’écrit donc comme une combinaison linéaire de produits de L, et
L,». L’assertion est donc vraie pour j = 1. Supposons qu’elle est vraie jusqu’a l’ordre j —1
et montrons qu’elle reste vraie a ’ordre ;.

Puisque la caractéristique de K est différente de 2 et 3, alors la relation (1.2) devient :

8 i 2

Lgive = ngHle — ng]‘Lzz - ngjLi +

4
“LpLgy — %LzL,ﬂ-L 2

5 AL,

3 T

10



Donc L,j+2 s'écrit comme une combinaison linéaire de produits des L,, L2, L;; et
L_i+1. Suivant 'hypothése de récurrence, L,; et L+ sont des combinaisons linéaires de
produits de L, et L,2. Donc L2 s'écrit comme une combinaison linéaire de produits
de L, et L,2. On conclut que pour tout j > 1, L +2 s'écrit comme une combinaison
linéaire de produits de L, et L,2. Ce qui équivaut a dire que pour tout j > 3, L, s'écrit
comme une combinaison linéaire de produits de L, et L,2. D’ot1 la conclusion que I’algebre
engendrée par {Lg;j > 1} est la méme que celle engendrée par {Lg; L2} O

Definition 1.3.5. Une K-algébre A est dite simple si A n’est pas une zéro algebre (i.e
A? #£0) et si ses seuls idéaux sont {0} et A.
Une K-algébre A est dite algébre a division si A # {0} et si les équations :

ar =b,ya=0b(a#0,be A

ont une solution unique z,y € A. Ce qui équivaut a dire que pour tout élément a # 0 de
A, les applications linéaires L, et R, sont bijectives.
Une K-algébre A est dite centrale simple si 'extension scalaire Ar est simple pour

toute extension F' de K.

Remarque 1.3.6. e Les algébres a puissances associatives sont une généralisation
des algebres associatives, alternatives et de Jordan.
e Toute K-algébre centrale simple est simple (il suffit de poser F' = K).
¢ Si A est une K-algébre simple, alors A2 = A et donc A n’est ni résoluble, ni nilpo-
tente.
e Par ailleurs, Albert démontre dans [1] que toute algébre finie & division et simple &
puissances associatives en caractéristique différente de 2, 3 et 5 est un corps.

Proposition 1.3.7. Soit A une algébre commutative de dimension finie et @ puissances
associatives sur un corps K. Soit J un idéal résoluble de A. Si A/J est résoluble, alors A

est résoluble.

Preuve. Soient A une K-algébre commutative de dimension finie & puissances associatives
et J un idéal résoluble de A. Supposons que A/J est résoluble et montrons que A est
résoluble. Pour cela, considérons le morphisme surjectif canonique 4 — A/J, a — q,
ot @=a+J. Ona A2 = (A)? et pour tout i > 3, Al = (A)¥, On sait que A = A/J.
Etant donné que A/J est résoluble, alors il existe un entier r > 2 tel que (A)l = 0; ce
qui implique que Al = 0, d’out Al C J. Par hypothése, J est résoluble, donc il existe
un entier s > 2 tel que J*¥ = 0. Do, Alr+el = (Al)ls+Y ¢ gistll = (JbIy2 = . Par
conséquent, A est résoluble. 1

Proposition 1.3.8. Soit A une K-algébre. Si B et C sont deux idéauz résolubles de A,
alors B+ C' est un idéal résoluble de A, et si A est une algebre de dimension finie, alors
A admet un unique idéal résoluble mazimal noté Sol(A). De plus, le seul idéal résoluble
de A/sol(A) est 0.

11



Preuve. Soient A une K-algébre et B, C deux idéaux résolubles de A. Puisque B et C
sont des idéaux de A, alors B + C est un idéal de A. Par ailleurs, B/(B N C) est I'image
de l'idéal B de A par le morphisme surjectif canonique défini par

A— A/(BNC),a—a=a+BNC.

L’idéal B étant résoluble, alors il existe un entier 7 > 2 tel que BI'l = 0, d’oi1 on a
(B = BI'l = 0. Donc B = B/BNC est résoluble. Du second théoréme d’isomorphisme,
ona (B+C)/C~B/(BNC),dou (B+C)/C est résoluble. L'idéal C étant résoluble,
alors de la Proposition 1.3.7, on en déduit que B +C est un idéal résoluble. Il s’en suit que
si A est une algébre de dimension finie, alors 'idéal résoluble de A de dimension maximale
est unique et contient tout autre idéal résoluble de A. Notons Sol{A) cet idéal. L’idéal
Sol{A) est donc 'unique idéal résoluble maximal de A dans le cas oti A est de dimension
finie.

Nous allons maintenant démontrer que le seul idéal résoluble de A/Sol(A) est 0.

Soit I un idéal résoluble de A/Sol(A). Considérons le morphisme surjectif canonique
m: A — A/Sol(A),a — @ = a + Sol(A). L’idéal T étant un idéal de A/Sol(A),
alors m7(I) est un idéal de A et 7 étant une application surjective, alors [ = 7(n~}(I)) =

7=Y(I)/Sol(A). De la Proposition 1.3.7, on déduit que 7 ~*(I) est résoluble et donc #~1(I) C
Sol(A). Dot I = n}(I)/Sol(A) = 0. a
Remarque 1.3.9. e De fagon analogue, on démontre que si A est une algébre com-

mutative de dimension finie et & puissances associatives sur un corps K, alors A
admet un unique nilidéal maximal noté Nil(A) et A/Nil(A) admet un unique nili-
déal maximal qui est 0.

L’idéal Nil(A) est appelé le nilradical de A et si Nil(A) = 0, on dit que A est
semi-simple. L'idéal Sol(A) est appelé le radical résoluble de A.

e Dans [35], Schafer démontre que si A est une K-algébre commutative, alors un idéal
B de A est nilpotent si et seulement si la sous-algébre B* est nilpotente. Notons
que B* est la sous-algébre (associative) de M{A) engendrée par les Ly et Ry avec
b parcourant B. En particulier, 'algébre A est nilpotente si et seulement si M(A)
est nilpotente.

e Soit A une algébre centrale simple, commutative & puissances associatives sur un
corps K de caractéristique premier avec 30. Le degré de A est le nombre maximum
t d’idempotents 2 & 2 orthogonaux u;, prisent dans ’extension scalaire Az, tels que
1 =1u;+..+u, ou F est la cloture algébrique de K. Si le degré de A est > 2, alors
A est une algebre de Jordan. Si la caractéristique de K est 0, alors toute algébre
semi-simple et & puissances associatives est de Jordan [3, 30].

1.4 Théorie et énoncé du probléme d’Albert

Sachant déja que toute nilalgebre de Jordan de dimension finie sur un corps K de
caractéristique différente de 2 est nilpotente, Albert s’est alors posé la question, dans [2],
de savoir s'il en est de méme pour tous les types d’algébres commutatives & puissances
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associatives. En réponse a la question d’Albert, Suttles proposa, en 1972, le contre-exemple
sulvant :

Exemple 1.4.1. Soit A la K-algébre commutative de dimension 5 dont la table de mul-
tiplication dans la base B = {es, ..., €5} est la suivante :

—
. €1 €y | €3 | C4 €5

€1 0 €3 | €4 0 —€3

ea| e |0 es e3| O
es| es |es| 010] O
€4 0 €3 00 0
es|—es| 0]0|0] O

On remarque que pour tout k > 2, on a A* = Vectg{es, eq, €5 }. Ce qui implique que A est
A puissances associatives, nil de nilindice 4 et vérifie (42)? = 0. L’algébre A, ainsi définie,
est donc résoluble d’indice 3, mais pas nilpotente.

Depuis lors, la question suivante connue sous le nom de probléme d’Albert reste posée.
Toute nilalgébre commutative & puissances associatives de dimension finie est-elle ré-
soluble ?
Il existe également d’autres problémes similaires :
1. Existe-t-1il une nilalgebre commutative & puissances associatives de dimension finie qui
soit simple ?
2. 81 A est une algébre commutative & puissances associatives de dimension finie, a-t-on
nécessairement Sol(A)=Nil(A) ?
3. Toute algebre d’Engel de dimension finie (ou & puissances associatives) et anti-commutative
(ou commutative) est-elle résoluble ¢

Remarque 1.4.2. e Toute algébre anti-commutative est nil de nilindice 2. Par consé-
quent, dans la classe des algébres anti-commutatives, le concept de nilalgébre est
inutile. Dans la suite, plusieurs concepts analogues & celui de nilalgébre seront uti-
lisés. L’algébre d’Engel en est un exemple.

e Une algébre d’Engel commutative d’indice fini n’est pas nécessairement localement
nilpotente. Cependant, si I'indice de nilpotence de la multiplication & gauche est
< 3, alors toute algeébre d’Engel commutative sur un corps K de caractéristique
différente de 2 est localement nilpotente |6, 7, 18].

Par ailleurs, on ne sait pas si une algébre d’Engel commutative (anti-commutative)
de dimension finie est résoluble.

e En ce qui concerne les algébres commutatives et vérifiant I'identité z{z(zy)) = 0,
Correa et Hentzel ont démontré, dans [6], que toute algébre commutative, sur un
corps de caractéristique # 2, vérifiant I'identité ci-dessus est résoluble. Dans [18],
Fernandez démontre que toute algébre A commutative de dimension finie, sur un
corps K de caractéristique # 2 et 3, vérifiant l'identité z{z(zy)) = 0, est nilpotente.
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Dans le cas des algébres anti-commutatives, Kuzmin démontre, dans [31], la nil-
potence de toute algébre anti-commutative avec condition maximale sur les sous-
algébres et vérifiant l'identité z(z(zy)) = 0.

1.5 Approche du probléme d’Albert

Soit Klz;y] Vanneau commutatif, non associatif, des polynoémes engendrés par z et
y sur le corps K. Soient a1, ..., ar € K[z;y] et 8{a;...;,) un opérateur de linéarisation
sur K|z; y]. Cet opérateur de linéarisation est défini dans |24], par Murray Gerstenhaber.
Considérons maintenant 'anneau A = {§(ay;...;ar) @ oy € Klz;y|} comme étant I'an-
neau des opérateurs de linéarisation agissant sur K|z; y]. Dans [24], Murray Gerstenhaber
développe des propriétés intéressantes sur cet anneau. Il y démontre que toute nilalgébre
commutative de nilindice < ¢, sur un corps K de caractéristique 0, est une algébre d’Engel
et que toute multiplication & gauche est nilpotente d’indice < 2t — 3.

Pour la suite de notre travail, les trois théorémes ci-dessous, démontrés par Gersten-
haber dans [24], seront utiles.

Théoréme 1.5.1. Soit A une algébre commutative a puissances associatives sur un corps
K de caractéristiqgue 0 ou > t. Si B est une sous-algébre de A telle que o' € B pour tout
a € A, alors pour tous a,c € A, L*73(c) € B.

En particulier, si A est nil d’indice < t, alors la multiplication & gauche L, est nilpo-
tente dindice < 2t — 3, pour tout a € A.

Théoréme 1.5.2. Soit A une nilalgébre commutative de nilindice t sur un corps K. Si la
caractéristique de K est 0 ou > 2t — 3, alors L2723 = 0 pour tout a € A.

Théoréme 1.5.3. Soit A une algébre commutative a puissances associatives. S’il existe un
élément a de A vérifiant o' = 0, alors l’algébre associative M(a) engendrée par U'ensemble
{Lai;j > 1} est nilpotente d’indice f(t) < 2(t — 1) + 1.

1.6 Interaction entre le probléme d’Albert et 1’étude
de la structure des espaces linéaires de matrices
nilpotentes

Considérons maintenant A comme étant une nilalgébre de dimension finie & puissances
associatives sur un corps K de caractéristique 0 ou suffisamment grand. On rappelle que
Endg(A) est 'ensemble des endomorphismes de A sur K. Notons qu’il a une structure d’al-
gebre associative. Le Théoréme 1.5.1 nous dit que I’ensemble des multiplications a gauche
{ou & droite) est un sous-espace vectoriel d’applications linéaires nilpotentes de Endy (A).
Puisque A est de dimension finie, alors ces applications linéaires nilpotentes peuvent étre
représentées par des matrices carrées nilpotentes. Notons que plusieurs travaux ont porté
sur I'étude des propriétés des sous-espaces vectoriels de matrices nilpotentes ([4] et [5]),
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et que ces propriétés constituent un outil fondamental dans ’étude des nilalgébres de
dimension finie. En effet, I’étude de la structure des espaces linéaires de matrices carrées
d’ordre 3 nilpotentes a été trés utile dans la résolution du probléme d’Albert dans le cas
ou ’algébre considérée est de dimension n et de nilindice n—2. Nous pensons aussi qu'une
étude précise et compléte des espaces linéaires de matrices carrées d’ordre 4 nilpotentes
nous permettra de résoudre le probléme d’Albert dans le cas ol ’algébre considérée est
de dimension n et de nilindice n — 3. De plus, le Théoréme 1.5.3 nous montre que si 4
est nil d’indice borné, alors pour tout a € A, 'algébre M(a) engendrée par ’ensemble
{L.;j > 1} est nilpotente d’indice de nilpotence borné. Par conséquent, le probléme d’Al-
bert dans la théorie classique des anneaux et ’étude de la structure des espaces linéaires
de matrices nilpotentes sont étroitement liés.

1.7 Problémes et conjectures

Conjecture 1. Soit A une nilalgébre commutative a puissances associatives de nilindice
borné <t sur un corps K de caractéristique 0 ou suffisamment grand. Alors tout polynéme
homogéne f(z;y) € Klx;y] de degré en x > 2t — 3 et de degré en y égal & 1 est une
identité polynomiale sur A ; en particulier, M(a) est une nilalgébre associative de nilindice
<2t-3.



Chapitre 2

Les espaces linéaires de matrices

nilpotentes

Dans ce chapitre, K désigne un corps commutatif et M, (K) I'espace vectoriel des

matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K, avec n € N.

2.1 Introduction

Murray Gerstenhaber a établi des résultats sur les matrices carrées nilpotentes sur un
corps K donné. Dans [23], il démontre que si S est un sous-espace vectoriel de M, (K)
n(n—1)

2

, alors il existe une matrice inversible P dans M, (K) telle que PSP~' soit

composé de matrices nilpotentes, alors dim(S) < . En particulier, si dim(S) =

n(n — 1)

’algébre des matrices nilpotentes strictement triangulaires supérieures.

Notons que dans sa preuve, Gerstenhaber requiert que le corps K soit fini et qu’il
contienne au moins n éléments. Cependant, il affirme plus tard que cette derniére hypo-
thése pourrait ne pas étre nécessaire. Dans [36], Serezhkin obtient une généralisation de
ces résultats pour un corps quelconque K.

Gerstenhaber utilise dans sa démonstration (voir [33]) des techniques et théorémes
de la géométrie algébrique, et dans [32], il utilise seulement les théories élémentaires de
’algébre linéaire.

2.2 Rappels sur les matrices

Dans ce paragraphe, nous faisons un bref rappel de certaines propriétés des matrices,
utiles dans I’étude de la structure des espaces linéaires de matrices nilpotentes.

Definition 2.2.1. Une matrice carrée A est dite nilpotente, s'il existe un entier k € N* tel

que A* = 0. Le plus petit entier naturel & ayant cette propriété est I'indice de nilpotence
de A.
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Soit A = (a;;)1<ij<n, une matrice carrée d’ordre n a coefficients dans K. La trace de
A est définie comme étant la somme des éléments situés sur la diagonale principale de la

matrice A. On la note tr(A) et on a :

tT'(A) = i: Q.
i=1

Remarque 2.2.2. o L’application trace définie par M,(K) — K, A+ tr(A) est

une forme linéaire sur 1'espace vectoriel M, (K).

e Soient A et B deux matrices dans M,,(K), on a tr(AB) = tr(BA).

Proposition 2.2.3. Soit A € M,(K), ot n est un entier naturel et K un corps commu-
tatif de caractéristique 0 ou premier avec n. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) La matrice A est nilpotente.

(i1) Pour tout entier k € {1,...,n}, on a tr(A*) =0.

Proposition 2.2.4. Soit A € M,(K), ot n est un entier naturel et K un corps commu-

tatif. On a les assertions suivantes :
(i) Si A est nilpotente, alors A" = 0.

(ii) Si A est une matrice strictement triangulaire, alors elle est nilpotente.

2.3 Propriétés des espaces linéaires de matrices nilpo-
tentes liées au probléme d’Albert

Enongons maintenant une propriété remarquable des espaces linéaires de matrices
nilpotentes, établie par Mathes et al. [33]. Notons aussi qu'une preuve de cette propriété
fut obtenue par MacDonald et al. {32].

Lemme 2.3.1. Soit S un sous-espace linéaire de M,,(K) composé de matrices nilpotentes
sur un corps K.

Soient A,B € S et k € N. On suppose que K est de caractéristique 0, ou > k {orsque
n>k. On atr(A*B) =0.

Preuve. Soient A,B € S et k € N. Dans le cas ou & > n, on a A* = 0. En effet,
la matrice A étant nilpotente, alors de la Proposition 2.2.4, on tire que A™ = 0. D’ou
Ak = AmrAF = 0. Ce qui implique que tr(A*B) = 0 dans le cas ot k > n.

Supposons maintenant que k£ < n. Suivant '’hypothése du lemme, soit 1a caractéristique
de K est égale 0 ou > k. Le cas ol la caractéristique de K est nul a été étudié par Mathes
et al. [33]. Nous nous intéressons au cas o la caractéristique de K est > k.

Etant donné que A est nilpotente, alors son polynéme caractéristique est scindé et sa
seule valeur propre possible est 0. On peut donc supposer sans perte de généralité que A
est une matrice de Jordan.
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Soit A € K. L’ensemble S étant un espace vectoriel, alors AA + B € S. De la Propo-
sition 2.2.4, on déduit que (AA + B)" = 0 et que le polynéme caractéristique de AA + B

est Xyarp = (=1)"X" = ch_z»()\)X ' Le coefficient ¢;;()) est donc nul. Par ailleurs,

crri(A) est la somme des (t’ﬁl— 1) x (k4 1) mineurs principaux de AA + B. Le coeflicient
¢e+i(A) est donc un polynome en A de degré k et de coefficient dominant +¢r(A*B) ou
—tr(A*B). Puisque car(K) > k, alors le coefficient de chacun des termes du polynéme
Cre1(N) est égal & zéro. En particulier, on a tr{A*B) = 0. O

Corollaire 2.3.2. Soit S un espace linéaire de M, (K) composé de matrices nilpotentes

sur un corps K.
St A,B €S, alors tr(AB) = 0.

Preuve. 11 suffit de prendre £ = 1 dans le Lemme 2.3.1. g
Théoréme 2.3.3 ([33]). Soit X l'ensemble de matrices carrées d’ordre n sur un corps de
caractéristique 0. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Le semi-groupe additif engendré par X est composé de matrices nilpotentes.

(i) L’espace linéaire engendré par X est composé de matrices nilpotentes.
(iii) Pour toute suite finie de matrices (A;)1<i<k de X, on a :

Z t’l‘(Ag(l)Ag(g)...Ag(k)) = 0.

g€Sy

Ici, Sy est I'ensemble des permutations o sur {1,...,k}. On note que Sy, muni de la los
de composition des applications, a une structure de groupe. On l'appelle groupe symétrique.

Remarque 2.3.4. Dans le cas ot car(K) = 0, le Lemme 2.3.1 devient un cas particulier
du Théoréme 2.3.3. En effet, considérons X comme étant un espace linéaire de matrices
d’ordre n nilpotentes et soient A et B deux matrices de X. On construit une suite de
matrices nilpotentes (A;)i<i<k+1 telle que A; = A, pour 1 € {1,...,k} et A,; =B.Ona:

0= Z tT(Ag(l)Ag(g)...Ag(k+1)) =(k+ 1)!tT(AkB),

g€Sy,
d’ot tr(A*¥B) = 0 car car(K) = 0.

Une preuve relativement simple du résultat de Gerstenhaber utilisant le Lemme 2.3.1
est donnée dans [39] (une autre preuve similaire est donnée dans {32 p. 2213).

Definition 2.3.5. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K donné.
On définit un produit scalaire sur V' comme étant une forme bilinéaire symétrique non
dégénérée sur V par ’application

VXV — K, (u;v) —< u;v >
telle que les conditions suivantes soient vérifiées :
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o < u;v>=<v;u >, pour tous u,v € V (symétrie).

o < vjou+ fw >=a < v;u > +8 < v;w >, pour tous o, 5 € K et u,v,w €V
(bilinéarité).

e Soit v € V (fixé). Si pour tout u € V on a < v;u >= 0, alors v = 0 (forme
non-dégénérée).

Remarque 2.3.6. e Pour tout sous-espace vectoriel S de V', 'ensemble défini par :
St ={weV;<uv>=0vuecS}

est un sous-espace vectoriel de V. De plus, dim(S) + dim(S+) = dim(V) et on a

(SH+=5.
e Si A et B sont deux sous-espaces vectoriels de V, alors A C B implique que B+ C
At

Proposition 2.3.7. L’application bilinéaire définie par :

M, (K) x M (K) — K,(A; B) —< A; B >=tr(AB)

est un produit scalaire sur M, (K).

Preuve. Soient A, B € M,(K). On a < A; B >= tr(AB) = tr(BA) =< B; A >. Donc
I'application est bien symétrique.

Soient A, B,C € M,(K)et o, K.On a:

< A;aB+8C > = tr(A(aB+ 80))
= tr{aAB + BAC)
= oatr{AB) 4+ ptr(AC)
= a<A;B>+5< A;C >.

L’application est linéaire par rapport a la seconde variable. Vu qu’elle est symétrique,
alors elle est bilinéaire.

Soit A € M,(K) telle que pour tout B € M,(K), on ait < A; B >= tr(AB) = 0.
On pose A = (aij)1<ij<n €t B = (bij)1<ij<n, OU les coeflicients a;; et by; sont pris dans le
corps K. On a :

AB = (cij)1<i,j<ns

n
avec ¢ = E agbyj. Dol :
k=1

n n n

tT(AB) = Zcﬁ = Z aikbki.
i=1 i=1 k=1
Suivant I'hypothése de départ, on a tr{AB) = 0. Ce qui implique que :

tr(AB) = > " aub; = 0.
=1

=1

B
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Considérons la suite de matrices (B, )1<p.q<n définie par :

1 site=petj=gq
By = (M0%)1<ij<a telle que b7 = { J _

0 sinon

Ona:

— pour B = By, on a tr(AB) = a;; = 0 donc a1y = 0,

— pour B = By, on a tr(AB) = a; = 0 donc aj; = 0.
En parcourant la suite de matrices (Bp;)i1<pq<n, O aura finalement a;; = 0, pour tous
i,7 € {1,...,n}. Donc A = 0. L’application est par conséquent non dégénérée. On conclut

qu’elle définit bien un produit scalaire sur M,,(K). O

Proposition 2.3.8. Si T est l’espace vectoriel des matrices strictement triangulaires
supérieures, alors T+ est l'espace vectoriel des matrices triangulaires supérieures. Ainsi

TcTt

Preuve. Soit T 1'espace vectoriel des matrices strictement triangulaires supérieures. De
la Remarque 2.3.6, on sait que 7~ est un sous-espace vectoriel de M, (K), et a donc une
structure d’espace vectoriel. Montrons maintenant qu’il s’agit de ’espace vectoriel des
matrices triangulaires supérieures.

Soit A = (aij)1<ij<n € T+. Alors pour toute matrice B = (b;;)1<ij<n € T, 0n a
tr(AB) = 0. La matrice B étant strictement triangulaire supérieure, alors :

tT(AB Z Y ambkz = zn: En: aikbki.

i=1 k=1 k=1 i=k

Considérons maintenant la suite de matrices (B, 4)1<p<q<n, définie par :

1 sit=petj=q

L]

Bp,q bp,Q)1<1J<n telle que bpq
0 sinon

On a:

— pour B = By 5, on a tr{AB) = ag; =0,

— pour B = B3, on atr(AB) =ag = 0.
En parcourant de facon analogue la suite de matrices (B, ;)1<p<q<n, On oObtient que pour
tous 4,7 € {1,...,n}, a;; = 0si ¢ > j. La matrice A est donc triangulaire supérieure.

Par ailleurs, si A est une matrice triangulaire supérieure, alors pour toute matrice
BeT,tr(AB) =0.Donc A € T*. On conclut que T est I’espace vectoriel des matrices
triangulaires supérieures et qu'on a 7 C T+. O

Nous pouvons maintenant énoncer un premier résultat de Gerstenhaber, sur les espaces
linéaires de matrices nilpotentes.

Théoréme 2.3.9 (Gerstenhaber-Serezkin). 5i S est un espace linéaire de matrices carrées

n{n—1)
—

d’ordre n nilpotentes, sur un corps K quelconque, alors dim(S) <

20



Preuve. Soit T l'espace vectoriel des matrices d’ordre n strictement triangulaires supé-
rieures. Posons W = SN T et soit U le sous-espace vectoriel supplémentaire de W dans
S. Ainsi, on a § = W @ U. Considérons maintenant le produit scalaire, sur M,(K),
défini dans la Proposition 2.3.7. Etant donné que le sous-espace vectoriel I est composé
de matrices nilpotentes, alors U N T+ = {0}.

Soient B € U et C € T+. D’aprés le Corollaire 2.3.2, pour toute matrice A € W, on
a tr(AB) = 0. Puisque A € W =8NT, alors A € T. D’ott tr(AC) = 0. Finalement
tr(A(B + C)) = tr(AB) + tr(AC) = 0. Ce qui implique que & & 7+ C W+. Donc :

dim(U) + dim(T+) = dim{U © T+) < dim(W™).

1
Sachant que dim(W+) = n? — dim(W) et que dim(T+) = M, alors :
dim(U) + nn+l) < n? — dim(W).
< n{n — 1)
Dot dim(S) < ———,car S=U S W. O

Dans ce qui suit, nous allons donner une preuve du second résultat de Gerstenhaber,
basée sur le théoréme de Jacobson [29).

Definition 2.3.10. Un ensemble C d’opérateurs linéaires sur un espace vectoriel V de
dimension finie sera dit triangularisable, s’il existe une base B de V telle que la matrice
représentative de tout élément de C dans la base B soit triangulaire supérieure.

Definition 2.3.11. Soit C un ensemble d’opérateurs linéaires sur un espace vectoriel V.
Pour tout A € C, un sous-espace vectoriel M de V est dit invariant par A si pour tout
x € M, Az € M. Le sous-espace vectoriel M est dit invariant par C si pour tout z € M
et AeC, Az € M.

Un sous-espace vectoriel M de V est dit non trivial s'il est différent de {0} et de V.
L’ensemble C est dit réductible s'il existe un sous-espace vectoriel M de V qui soit non
trivial et invariant par C.

Definition 2.3.12. Soient V un espace vectoriel et N un sous-espace vectoriel de V. On
définit 'espace quotient V/A comme étant 'ensemble des classes [z] =z + N = {z+ z:
z€ N} avec z €V tel que [z] + [y] = [z + y] et A[z] = [Az] avec A un scalaire.

Si A est un opérateur linéaire sur V et N un sous-espace vectoriel de V invariant par
A, alors Vopérateur quotient A sur V/N est défini par Alz] = [Az] avec z € V (le fait
que N soit un invariant par A, implique que A est bien défini).

Enongons maintenant le théoréme de Jacobson [29] repris par Radjavi et Engel dans
[34].

Théoréme 2.3.13. Soit N un ensemble d’opérateurs nilpotents sur un espace vectoriel
V de dimension finie. Si pour tous opérateurs nilpotents A et B dans N, il eziste un
opérateur linéaire C sur V tel que AB — CA € N, alors N est triangularisable.
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Preuve. Nous allons procéder par récurrence sur la dimension de 1'espace vectoriel V.
Pour n = 1, A est trivialement triangularisable.

Supposons que jusqu’a l'ordre n, Pensemble A est triangularisable et montrons qu’il est
triangularisable a I'ordre n+ 1. Soit F ’ensemble des sous-espaces vectoriels de V qui sont

définis comme suit :

ﬂ{KerA . A e S},

oll S est un sous-ensemble de N.
Soit W I’élément de F de dimension maximale. II existe donc un sous-ensemble Ny de

N maximal, tel que
M={AeN :WC KerA} avec W =[Y{KerA: A € Ny}.

Pour tout opérateur A € Ay, on note A l'opérateur quotient sur V/W ('opérateur A
est bien défini car W est invariant par A). L'ensemble Ny = {A; A € Ay} vérifie les
hypothéses du théoréme sur V/W. La dimension de V/W étant strictement inférieure a
la dimension de V), alors N est triangularisable par induction. La restriction sur W de
tout opérateur linéaire de A étant nulle, il s’ensuit que N est triangularisable.

Nous allons terminer la preuve en démontrant que N' = ANj. Pour cela, supposons
par I'absurde que N # Nj. Alors il existe un opérateur B € N tel que B ¢ Nj. Ce qui
implique l’existence d’un élément z € W tel que z € KerB; d’ot Bx # 0. Démontrons
que W n’est pas invariant par B. Si W était invariant par B, on aurait Bzy = 0 pour un
certain zo € W \ {0}. Donc l'ensemble :

{z€V:Bx=0et Az = 0,VA € N\j},

serait un élément de F de dimension plus petite que celie de W. Ce qui est absurde.
Donc W n’est pas invariant par B. Etant donné que W est l'intersection des noyaux des
opérateurs de Nj et qu’il n’est pas invariant par B, alors il existe 71 € W et 4; € N tels
que A, Bz #£ 0.

Soit maintenant C; un opérateur linéaire sur V tel que A1 B + C1A; € N. En posant
By = A1B+ (C1A;, on a Byx; # 0 car C1 Az, = 0 et A; Bz, # 0. Par une démonstration
analogue & celle effectuée sur B, il s’en suit que W n’est pas invariant par B; et qu’il
existe Ay € Ny et 23 € W tels que Ay Bz # 0.

Soit & présent Cy un autre opérateur linéaire sur V tel que Ay B+ Cy Ay € N et posons
By = AyBy + CyA,. On a Byxg # 0. Par une démonstration analogue & celle effectuée sur
B, il s’en suit que W n’est pas invariant par By. Donc il existe A3 € Nj et z3 € W tels
que AzBsxsz # 0.

En réitérant toujours le méme procédé, on aboutit a I'existence de deux suites d’opé-
rateurs :

{Al, AQ, ceey An+1} Q ./Vb et {Bl, Bg, ooy Bn} Q N
et d'une suite de vecteurs {zy, ..., 2.1} C W telles que

An+1An...A1B$n - An+1Bn:L'n+1 75 0.




Puisque N, est un ensemble triangularisable d’opérateurs nilpotents sur un espace vec-
toriel de dimension n + 1, alors le produit de n + 1 éléments de N, est nul. Ainsi
Api1An...A; = 0. Ce qui est absurde. On a nécessairement N' = Aj. Ce qui implique
que N est triangularisable a I'ordre n + 1. En conclusion, N est triangularisable. O

Ennoncons maintenant le second théoréme de Gerstenhaber sur les espaces vectoriels
de matrices nilpotentes.

Théoréme 2.3.14. Soit S un espace vectoriel de matrice d’ordre n milpotentes de dimen-
n{n—1)

sion —————=, sur un corps K contenant au moins 8 éléments. Alors S est triangulari-
sable.

Preuve. Utilisons les mémes notations que le Théoréme 2.3.9. Soit 7 ’espace vectoriel
des matrices d’ordre n strictement triangulaires supérieures. Soit W = SN T et U le

: . . n(n —1
supplémentaire de W dans S. On a § = U @ W, ainsi dim(W) + dim(U) = %
Etant donné que 7+ est le sous-espace vectoriel des matrices triangulaires supérieures et
que U est composé de matrices nilpotentes, alors 4 N T+ = {0} et du Corollaire 2.3.2, on

tire que U @ T+ C W+. Par ailleurs, on a :

dim(TteU) = dim(T)+ dim({Ud)

= n(n; D + n(n; b_ dim(W) car dim(T*) = @
= n?—dim(W)
= dim(W%).

En somme, on a dim(7+ @ U) = dim(W*) et U ® T+ ¢ W*. Ce qui implique que
T+ ®U = W*. Par conséquent W = (W)4)r = (U e TH)*.

Montrons maintenant que (U & TH)t =ULNT.

Pour cela, montrons d’abord que (U & TH)* CULNT.

On sait que U C U ST, dou U & TH)*t C UL, Par ailleurs T+ C U & T, do
USTH* C(TH)* =T. Finalement, on a (U @ THt CU+NT.

Montrons maintenant que U+ NT C{U @ T+)L.

Soit A€ UL NT. Alors A € Ut et A € T. Done, pour tous B € U et C € T+ ona
tr(A(B + C)) = tr(AB 4+ AC) = tr(AB) + tr(AC) par linéarité de la trace. Par ailleurs,
tr(AB) =0car Ac Ut et Be U, et tr(AC) =0 car A € T et C € T+. Finalement
tr(A(B +C)) =0 et donc A€ (U ®T*)L. On conclut que U+ NT C (U TH)* et que
W=UeTH)t=UutnT.

Soit B € S, montrons que B? € S.

La matrice B est nilpotente, donc elle est semblable & une matrice strictement triangu-
laire supérieure. On peut alors supposer sans perte de généralité que B € W. Etant donné
que K contient au moins 3 éléments, alors sa caractéristique est > 2. Du Lemme 2.3.1, on
a tr(B*C) = 0 pour tout C' € S. Donc B? € S*. Par ailleurs, on sait que si B € T alors
BeT.DouB €S NTcU'NT =WCS (eneffet, Y c S = S+ C Ut). Par
conséquent, pour toute matrice B € S, on a B% € S.
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Pour tous A, B € S,ona AB+BA = (A+B)*- A*- B2 Sachant que (A+B)? A% B? €
S et que S est un espace vectoriel, on en déduit que AB + BA € §. Le Théoréme 2.3.13
permet de conclure que S est triangularisable. O

Dans [25], Gerstenhaber donne une frontiére sur la dimension de ’espace vectoriel S
dans le cas o toutes les matrices de S ont chacune un indice de nilpotence < £.

Brualdi et Chavey obtiennent, dans [4|, une frontiére sur la dimension de S dans le cas
oll toutes les matrices de S ont un indice de nilpotence égal a %. Dans [32], les auteurs y
généralisent les résultats de Gerstenhaber & travers le théoréme ci-dessous, pour obtenir
une frontiére sur la dimension de S en fonction du nilindice et du rang de S.

Théoréme 2.3.15. Soit S un espace linéaire de matrices d’ordre n nilpotentes, sur un
corps de caractéristique > n. St toutes les matrices de S ont un indice de nilpotence
< k+1 et ont chacune un rang <r, alors :

+kﬂ¢+U~rﬁ+1)
2 2

dim(S) < r(n —q)

. . . r
ol q est le plus petit entier possible qui soit > X Pour k =0, on prendra g = 0.

Soit () € S et J sa matrice de Jordan. On partitionne J en blocs de matrices Jj.,
avec ky > ky > k3 > ... > k> 1, ol Ji, est une matrice d’ordre k; telle que pour tout

7 € {1,...k; — 1}, les éléments qui sont a la position (j + 1;7) du bloc de matrice J,
t

soient égales & 1 et que les autres éléments soient nuls. On note que Z k; =n.

Si A est une matrice de S, on la partitionne en blocs de matrligés dont les tailles
correspondent aux tailles des blocs de matrices Ji, de J, ou J est la matrice de Jordan
de A. Ainsi un bloc A;; est de taille k; x k;. Si on pose B = J*AJ?, ou B est une matrice
qui est également décomposée en blocs de matrices de la méme maniére que A, alors on
a By = JeA;JY.

Dans [32], il est démontré que si JJA € S et que le nilindice de S est ki, alors
tr(AijJJl.j) = () pour tout entier positif [ tel que 0 <k —&; <I<k; — 1.

Soit n un entier strictement positif.

On définit une partition de l'entier n par la suite d’entiers o = (a;, ay, ..., a,) € N*
telle que a; > ay > ... > a, et n = a; + as + ... + a,. La conjuguée (ou duale) de
la partition a de n est encore une partition de n, qui est notée o* = (a}, a3, ...,a¥), ol
ay =card{i:a; > j} ( € {1,2,...,n}).

Soit 8 = (b1, by, ..., b,) une partition de n. On définit un ordre partiel sur I’ensemble
des partitions de n comme suit :

a<f<+=a+..4+a; <b +..+b; pour tout j =1,...,n.

Dans la méme dynamique, on remarque aussi que o < f = 8* < a*.
Soit A une matrice d’ordre n nilpotente et J sa matrice de Jordan, que l’on décompose
en blocs de matrices Ji, avec ky > ky > ... >k, > letoun =k +... +%;. On associe & A
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une partition de n notée jp(A) = (k1, ko, ..., kt, 0, ..., 0), qu’'on appelle partition de Jordan
de A. De méme, si S est un espace linéaire de matrices carrée d’ordre n nilpotentes, alors
on définit la partition de Jordan de l'espace & comme étant la limite inférieure (dans
l'ordre partiel des partitions de n) des partitions de Jordan des matrices de S.

Fort de ces notions et définitions, nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le
quatriéme théoréme de Gerstenhaber |26 sur les espaces linéaires de matrices nilpotentes.

Théoréme 2.3.16. Soit S un espace linéaire de matrices d’ordre n nilpotentes, sur un
corps K suffisamment grand. Si~y = (c1,...,c,) est la conjuguée de la partition de Jordan
n
(n® - Z ).
i=1
1l existe d’autres problémes relatifs aux espaces linéaires de matrices nilpotentes qui
restent posés. En voici deux exemples :

DO

de lespace linéaire S, alors dim(S) <

2.4 Questions et conjectures

Question 1. Quelle est la dimension mazimale d’un espace linéaire irréductible de ma-
trices d’ordre n nilpotentes ?

Pour n = 3m, il existe un espace linéaire irréductible de matrices d’ordre n nilpotentes
et qui est de dimension m? + 1. Cet espace est défini, dans {33|, par I'ensemble £ des
matrices de la forme :

0 A 0
Mo, 0 A,
0 =X, O

avec A € K, A € M,,,(K).
On remarque que pour tout 7' € £, T° = 0. En particulier, pour m = 1 on obtient
un espace linéaire irréductible S = {AA + uB; A\, u € K} de dimension 2 dont tous les

0 0 O 0 10
éléments sont nilpotents d'indice 3, ou A= |1 0 0|etB=|0 0 1
0 -1 0 000

En outre, il a été démontré dans [22] qu’en dimension 2 et sur un corps K algébrique-
ment clos et de caractéristique # 2 et 3, il n’existe pas d’espace linéaire irréductible de
matrices d’ordre 3 nilpotentes d’indice 3.

Pour n = 3, Fernandez démontre, de facon similaire dans |[17], que S est I'unique
espace linéaire non trivial et irréductible de matrices d’ordre 3 nilpotentes.

Comme application de ces résultats, nous pouvons maintenant construire d’une ma-
niére naturelle ’algeébre de Suttles. Soit ) un espace vectoriel de dimension 3 sur un corps
K et @ une base de V. Soient a et b deux opérateurs K-linéaires sur V tels que A soit la
matrice de a dans la base ® et B la matrice de b dans la base ®. Si on prend £ comme
étant I'espace linéaire des opérateurs K-linéaires sur V engendré par {a, b}, alors on a que
L =& @V muni du produit défini par

Vi,geetv,weV, (fiv)-(g;w) = (0; f(w) + g(v)),
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est une K-algébre isomorphe a 1’algébre de Suttles.

Question 2. Quelles sont les dimensions des espaces linéaires mazrimaur des matrices

carrées d’ordre n nilpotentes ?

Dans [16], Fascoli prouve que tout sous-espace linéaire nilpotent maximal de M(C)
est conjugué & 'un des 6 sous-espaces suivants :

(Fa. 1) ensemble des matrices strictement triangulaires supérieures,

3
(Fa. 2) {a(Es — E32) + B(Er2 + En3) + Z’YjE4j ca, B,7; € C},

j=1

3
(Fa. 3) {a(Exn — Esz) + B(Erg + En3) + Z”/iEM L, B,y € C},

=1

(Fa. 4) {a(F31 — Eg) + B(Erg + Ess) +vEo3 : o, 8,7 € C},
(Fa. 5) {a(Eay — Es3g) + B(E12 + Eaz + Es4) + v(Es1 — Eg) @ 0, 8,7 € C},

(F&. 6) {(I(Egl - E32 + E31 - E42) + ﬁ(Elg + E24 + E34) +’}’(E12 + E23 + E34) L0, 6., v E C}
On note que E;; est la matrice d’ordre n, avec la valeur 1 & la position (3, j) et 0 par
ailieurs.
Un exemple d’espace linéaire irréductible de matrices nilpotentes d’ordre n, pour
n > 3, fut obtenu dans [33]. Les auteurs y exhibent une suite de matrices nilpotentes :

n—1
T = ZEHM; Sj-1 = Ej1 — Ej119; pour tout 7 = 2,3,...,n — 1, et montrent que

l’enserilﬁle {T, S, ..., Sn—2} engendre un espace linéaire maximal de matrices nilpotentes.
En particulier, pour n = 4 et K = C, on obtient I'exemple (Fa. 4) ci-dessus. Par ailleurs,
notons que le sous-espace linéaire engendré par {7, S, 5} est irréductible.

D’autres exemples d’espaces linéaires, de dimension 2, de matrices d’ordre 5 et 7 nilpo-
tentes et de rang maximal constant sont donnés dans {5]. Ces matrices sont respectivement

de la forme :
0 a 0 0 O 00 - 0 0
26 0 a 0 0 0 0 a 0 -p
0 =60 a 0,100 0 0 o] et
0 0 0 -268 0 a f 0 0 0
0 0 p 0 «a g 0 0 —-a 0
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, avec o, 3 € K.

45
0

0

64

98 0

0

)

0
0
0

0

0

0

0 28

0

—45 0

0

27



Chapitre 3

Récents résultats obtenus sur les
nilalgébres commutatives en fonction
de leur nilindice et de leur dimension

Dans certains cas, le probléme d’Albert admet une réponse positive. C’est par exemple
le cas des algébres 4 dimension < 8. Les cas ol la dimension est > 5 furent étudiés in-
dividuellement depuis 2001 par plusieurs mathématiciens dont Correa et Peresi [9] pour
les algébres de dimension 5 en 2011, Correa [8] en 2003 pour les algébres de dimension
6. Shestakov affirma, en 1986, qu'un de ses étudiants en thése de doctorat a prouvé la
résolubilité des nilalgébres & puissances associatives de dimension < 7. Malheureusement,
ses écrits ne furent pas publiés. Dans [19], Fernandez démontre que toute nilalgébre com-
mutative (pas nécessairement & puissances associatives) de dimension < 7 sur un corps
de caractéristique 0 ou suffisamment grand est résoluble. En dimension 8, sur un corps
de caractéristique 0 ou > 7, Elgueta et Suazo [14] confirment la conjecture dans le cas
ou 'algebre est nil de nilindice 4, Fernandez et Suazo pour les algébres de nilindice 5 et
Fernandez [17] dans le cas ou le nilindice est > 6. Le probléme d’Albert reste toujours
poser en dimension 9.

3.1 Les algébres de nilindice 3

Le résultat suivant, sur la nilpotence des nilalgébres de Jordan, est du & Albert.

Proposition 3.1.1 ([40], p. 92). Toute nilalgebre de Jordan de dimension finie, sur un
corps de caractéristique différente de 2, est nilpotente.

L’exemple ci-dessous montre que 1’hypothése sur la caractéristique est essentielle.

Exemple 3.1.2. Soit K un corps de caractéristique égale & 2 et A la K-algébre com-
mutative de dimension 3 dont les produits non nuls dans la base (u,v,w) sont uv = w,
vw = u et wu = v. Cette algébre vérifie I'identité 22 = 0. Donc A est de Jordan. Par
contre, A n’est pas nilpotente car A% = A.
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Dans ce paragraphe, A est une nilalgébre commutative de nilindice 3. Donc elle vérifie
I'égalité 2° = 0 pour tout z € A. On démontre facilement que A est une algébre de Jordan.
Le corollaire suivant est une conséquence de la Proposition 3.1.1 :

Corollaire 3.1.3. Toute nilalgébre commutative de dimension finie de nilindice 3, sur un
corps K de caractéristique différente de 2, est nilpotente (donc résoluble).

Nous allons maintenant énoncer le théoréme de Zelmanov {39], sur la locale nilpotence
d’une nilalgebre de Jordan.

Théoréme 3.1.4. Toute nilalgébre de Jordan de nilindice borné, sur un corps de carac-
téristique # 2, est localement nilpotente.

Corollaire 3.1.5. Toute nilalgébre commutative de nilindice 8, sur un corps de caracté-

ristique # 2, est localement nilpotente.

Preuve. Soit A une algébre commutative, sur un corps K de caractéristique # 2, vérifiant
I'égalité 23 = 0 pour tout z dans A.
La linéarisation de cette égalité nous donne :

yz? + 2z(zY) = 0. (3.1)
Dans un premier temps, on multiplie (3.1) par z :
z(z*y) + 2z(x(zy)) = 0. (3.2)
Ensuite, on remplace y par zy dans (3.1) pour obtenir :
(zy)2® + 2z(x(zy)) = 0. (3.3)

En faisant {3.2)-(3.3), on obtient z(z%y) — (zy)z? = 0.

Donc A est une algébre de Jordan. De plus, elle est nil de nilindice 3 sur un corps K
de caractéristique # 2. Ainsi, le Théoréme 3.1.4 (Zelmanov) nous permet de conclure que
A est localement nilpotente.

Soit z € A. Considérons la multiplication & gauche par z, définie par 'application

Lz:A—>A;y»—>gjy.

L’égalité (3.1) donne L,> = —2(L,)? et ainsi on a —2Lgp = (—2L,) 0 (—2Ls), ot o est
le produit de Jordan défini comme suit :

1
LyolL,= E(LzLy + L,L,),
avec ¢,y € A. En effet, une linéarisation de L,2 = —2(L,)? par rapport & z donne :

Loy + Lpy = =2L Ly, — 2L, L.
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L’algébre A étant commutative, on a :
2L, = —2(LoLy + LyL,).

Ce qui implique que —2L, = 2(L,Ly + LyL,). Par ailleurs, on a :

(~2Lo)o (~2Ls) = Sl(-2L)(-2Ls) + (~2Lp)(~2Ly)

- %(4LaLb+-4LbLa)

— XLuLy+ LyL,).
Dot —2Ly = (—2L,) o (—2L). Donc 'application :
¢:A— Endg(A)Ta— 2L,

est un homomorphisme de K-algébres ot Endg(A)*t est le K-espace vectoriel des appli-
cations K-linéaires sur A muni du produit de Jordan o défini plus haut. On remarque
ainsi que A/Ker¢ est une algébre de Jordan spéciale et est nil de nilindice 3. De plus
Kerg = Ann(A) ={a € A:az =0,Vz € A}. O

En utilisant les résultats ci-dessus, Zelmanov et Skosyrskii ont établi dans [38] la
résolubilité d’une nilalgébre de Jordan spéciale a travers le théoréme suivant :

Théoréme 3.1.6 (Zelmanov-Skosyrskii). Une nilalgebre de Jordan spéciale de nilindice
n sans élément d’ordre < 2n dans son groupe additif est résoluble. En particulier, une
nilalgébre commutative de nilindice < 3 sans élément d’ordre < 5 dans son groupe additif

est résoluble.

Par ailleurs, Hentzel et al. [28] ont établi une identité sur cette classe d’algébre &

travers le lemme suivant :

Lemme 3.1.7. Toute nilalgébre commutative de nilindice 3 sur un corps de caractéristique
# 2 et 3 vérifie U'identité :
a(b*((d%e?))) = 0.

L’une des conséquences directes du lemme ci-dessus est que A? est nilpotente d’indice
de nilpotence < 5. Si A est engendrée par un nombre fini d’éléments n, alors A est
nilpotente d’indice de nilpotence < 3n + 5. Si A est engendrée par 3 éléments, alors
A% =0.

En considérant les propriétés des nilalgébres commutatives données ci-dessus, nous
serions tentés de penser que toute nilalgébre commutative est nilpotente. Ce qui n’est pas
toujours vrai. Dans le cas des algebres associatives sur un corps de caractéristique 0, le
théoréme de Nagata-Higman nous dit que toute nilalgébre de nilindice borné est nilpotente
d’indice borné. En contradiction avec le cas associatif, Dorofrev, dans [11], a construit un
exemple d’algebre alternative qui est résoluble mais pas nilpotente {{40] p. 127). Notons
que cette algébre n’est pas commutative. D’autre part, si on considére D comme étant
cette algebre, alors D/aenn(D) est une nilalgébre de nilindice 3 qui est résoluble et pas

nilpotente.
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3.2 Les nilalgébres & puissances associatives de nilin-
dice 4

Soit A une nilalgébre commutative 4 puissances associatives de dimension finie et de
nilindice 4 sur un corps K de caractéristique différente de 2 et 3. Alors 'algébre A vérifie

les égalités suivantes :
2.2
* =0, 2% = 0.

En linéarisant ces deux équations, on obtient les égalités suivantes pour tous
x? y’ Z e A :

(yz)r? = 0 (3.4)
2(yz)z)e + (ya*)z +yz’ = 0 (3:5)
(e0)2? + 2(e2)(yz) = 0 36)

2o +2(yz)? = 0 (3.7)

(38)

4((yz)z)z)e = (ya*)2* = —2(yz)a”.
Enoncons le théoréme suivant (voir [12]) qui nous sera trés utile pour la suite.

Théoréme 3.2.1. Soit A une nilalgébre commutative de nilindice t sur un corps K de
caractéristique 0 ou > t. On a R*73 =0 pour tout a € A dans les cas suivants :

(i) A est & puissances associatives,
(i) t <6,

(ii) A a au moins 2t — 2 éléments.

Dans notre cas, A est une algébre a puissances associatives. Donc du Théoréme 3.2.1,
on tire que R® = 0, pour tout = € A,

Proposition 3.2.2. Soient z ety deux éléments de A et a € K tels quey # 0 et zy = ay.
Alors a = 0.

Preuve. Soient z,y € A et a € K tels que zy = ay et y # 0. Du Théoréme 3.2.1, on a :

R3(y) = z(z(z{z(zy)))) = o’y = 0,
d’oil @’y = 0. Puisque y # 0, alors o® = 0; K étant un corps, alors a = 0. O

Lemme 3.2.3. Soit A une nilalgebre commutative de nilindice 4 a puissances associatives.
Alors tout monome P(z,y) de degré en © > 5 et de degré en y égal o 1 est une identité
sur A.

Preuve. Nous allons démontrer que la relation (...((yz7*)z™2)...)z™ = 0 est vraie pour
tous z,y € A et tous entiers m; tels que m; +mo + ... + my > 5.
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Du Lemme 1.3.4, on sait que L,; s’écrit comme une combinaison linéaire de produits
de L; et L,. pour tout j > 3. Par conséquent, on peut supposer que m; € {1;2},
Vi € {1,...,t}. Il suffira donc de démonter les égalités suivantes :

(({y2)z)2)z)z =0, ((yz)z)2)2* =0, ((yz)z)2")z =0, (((yz)2")z)2 =0
(yz*)z)a)z =0, ((yz)2*)2* =0, ((y2*)z*)z =0, ((yz*)z)z” = 0.

L’algébre A étant a puissances associatives, alors du Théoréme 3.2.1, on déduit que
RX(y) = ((((yx)z)z)x)T = 0 et de 'égalité (3.4), on a :
(((yz)z)z)z? = 0 en y remplagant y par (yz)z,
(({yz)z)z*)z = 0 en y remplagant y par yz,
((yz)z?)z* = 0 et (((yz)z?)z)z = 0 car (yz)z? = 0,
((yz?)z)z? = 0 en y remplacant y par yz?.
En multipliant I'égalité (3.8) par z, on a 4((((yz)z)z)z)x = ({(y2?)2*)T = 0 car R3(y) = 0.
Donc ((yz?)z?)z = 0.

Maintenant, montrons que (((yz*)x)z)z = 0. Pour cela, on considére I’égalité (3.6) en
y remplacant 2 par z et z par z2. On obtient (zy)z* 4+ 2(yz?)z® = 0. Puisque z! = 0 et
que la caractéristique de K est # 2, alors (yz?)z® = 0. Remplagons maintenant y par yz?
dans (3.5) pour avoir :

2((yz*)z)z)z + ((y2*)2*)z + (y2*)2° = 0.

On a donc (yz?)z® = —2(((yz?)z)z)z — ((yz?)z*)z =0. Sachant déja que ((yz?)z*)z =0
et que la caractéristique de K est différente de 2, alors (({yz?)z)z)z = 0.

Toutes les égalités étant établies, on conclut que l'assertion est vraie et que tout
mondme P(z,y) de degré en z > 5 et de degré en y égal a 1 est une identité sur A. [0

Lemme 3.2.4. Soit A une nilalgébre commutative de nilindice 4 a puissances associatives.

Sl existe a,b € A tels que Li(b) # 0, alors dim(A) > 9.

Preuve. Supposons qu'’il existe deux éléments a et b dans A tels que Li(b) # 0. En
remplagant x par a et y par b dans ’égalité (3.8), on obtient :

4(((ba)a)a)a = (ba*)a® = —2(ba)a®.

Ce qui implique que (ba*)a® # 0 et (ba)a® # 0 car (((ba)a)a)a # 0 et car(K) # 2. Par
ailleurs, (ba)a® # 0 implique que a3 # 0.

Soit B =< a,a?,a® > la sous-algébre engendrée par a, a? et a®.

Remarquons que (ba®)a? et a® sont linéairement indépendants. En effet, s’ils étaient
liés, il existerait A € K* tel que (ba?)a® = Aa®. De I’égalité (3.8), on aurait —2(ba)a’ = Aa3.
D’ou (ba)a® = (—g)ag’. De la Proposition 3.2.2, on déduirait que A = 0. Ce qui est absurde.

Montrons maintenant que L2(b), L,(b), L:(b), L3(b), L:(b), a, a?, a®, ba® sont linéai-
rement indépendants.
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Considérons la suite de scalaires (ag, ay, ag, a3, aq, 1. fa, 83,7) € K* telle que :
4 3
Z o L: (b) + Z,Bjaj + vba* = 0.
i=0 j=1
Ona:
agb + a1ba + az(ba)a + az((ba)a)a + as(((ba)a)a)a + Bia + Bra?
+B3a° + ybPa = 0.
En multipliant cette équation par a?, on obtient :
agba’ + a1 (ba)a® + as((ba)a)a® + az(((ba)a)a)a® + as((((ba)a)a)a)a®
+ﬂla - 520 + 53a + ’)/'(bQCL)a? = 0.

De 'égalité (3.4), on a (ba)a® = 0 et du Lemme 3.2.3, on a ({(ba)a)a)a® = 0 car le degré
de ce mondme en a est 5 et son degré en b est 1. De méme ((((ba)a)a)a)a® = 0. I’algebre
A étant nil de nilindice 4, alors a* = a® = 0. On obtient finalement 1’égalité suivante :

agba® + ay((ba)a)a” + 1a® + y(ba*)a® = 0.

Par ailleurs, en remplagant y par ba et x par a dans 'égalité (3.4), on a ((ba)a)a® = 0.
D’ott agba® + f1a® + y(ba?)a? = 0. En multipliant I’égalité obtenue par a2, on obtient :
ag(ba®)a® + 81(a*)a® + v{(ba*)a?)a* = 0.

I’algébre A étant & puissances associatives, alors (a®)a? = a°. De plus, on a a® = 0 et
((ba®)a*)a? = 0 car ({(ba?)a*)a® est un mondme dont le degré en a est 6 et le degré en
b est 1. Ce qui nous donne ag(ba?)a® = 0. Puisque {ba?)a® # 0, alors oy = 0. D’olt
B1a® + v(ba?)a® = 0. Etant donné que a® et {ba®)a® sont linéairement indépendants, alors
81 = v = 0. Notre équation de départ devient :

arba + as(ba)a + az((ba)a)a + as(((ba)a)a)a + Bra® + Bza® = 0.
En la multipliant deux fois par a, on obtient :
o1((ba)a)a + as(({ba)a)a)a + as((((ba)a)a)a)a + ay(({({(ba)a)a)a)a)a + Bra’ + Bsa® = 0.

Ce qui implique que a;({ba)a)a + as(((ba)a)a)a = 0. En multipliant encore par a, on
trouve a;(((ba)a)a)a + as((((ba)a)a)a)a = 0. Ce qui nous donne a4 ({(ba)a)a)a = 0 car
((((ba)a)a)a)a = 0. D'olt oy = 0 car (((ba)a ) Ja # 0, et aussi ap = 0.

On obtient finalement ’égalité suivante :

as({ba)a)a + as({(ba)a)a)a + Bra® + Pza® = 0.
De I’égalité (3.8), on a 4(((ba)a)a)a = (ba?)a®. D’ott {{{ba)a)a)a = i(baQ)a2 car car(K) #

o1 . o :
2 et on obtient Zc)z;,»(ba?)a2 + B:a® = 0. Puisque (ba?)a? et a® sont linéairement indépen-

dants, alors az = 8 = 0.



1
On a ay(((ba)a)a)a + B3a® = 0. En utilisant ’égalité (4.8), on obtient Zc)zél(baQ)a2 +
Bsa® = 0. Les éléments (ba®)a® et a3 étant lindairement indépendants, alors ay = 83 = 0.

Finalement, on a bien g = o1 = as = a3 = ay = 1 = P = B3 =y = 0. Donc la famille

{L8(b), Lo(b), L2(b), L3(b), LA(b), a,a?, a3, ba?} est linéairement indépendante. O

Lemme 3.2.5. Soit A une nilalgébre commutative de nilindice 4 a puissances associatives.
Si R = 0 pour tout a € A, alors (2%y)? =0 et (zy)® = 0 pour tous z,y € A.

Preuve. Considérons 'égalité (3.7). En y remplacant y par y*, on a :
y*z? + 2(yr)? = 0.

Ce qui implique que 2(y*z)? = 0 car y* = 0. Puisque car(K) # 2, alors (y?z)* = 0. En
inter-changeant z et y, on a (z%y)% = 0.

Montrons maintenant qu’on a (zy)* = 0.

Par hypothése RZ(y) = 0, donc 'égalité (3.8) entraine que (yz?)z? = 0. En linéarisant,
par rapport a z, I’égalité (yz?)z? =0, on a :

((zz)y)a” + (22)(yz®) =0,

en y remplacant z par y et y par y?, on obtient ((yz)y*)z* + (yz)(y?z?) = 0. L’égalité
(3.4) nous permet de dire que ((yz)y?)z? = 0 car (yz)y? = 0. D’ou 0 = (yz)(y*z?).
Par ailleurs, en multipliant I'égalité (3.7) par (yz), on a (yz)(y*z?) + 2(yz)* = 0. D'o
2(yz)® = —(yz)(y?z?) = 0. La caractéristique de K étant différente de 2, alors (yz)* =

0. g

Lemme 3.2.6. Soit A une nilalgébre commutative de milindice 4 a puissances associatives.
Si (A%)* £ 0, alors dim(A) > 6.

Preuve. Supposons que (A?)* # 0. Alors il existe deux éléments non nuls a et b dans A
tels que a?b? # 0. Nous allons montrer que la famille {a, b, a?, b?, ab, a®*} est libre.
Soient ay, 81, as, B2, 71,72 € K tels que :

aja + B1b+ 0120,2 + ,ngQ + v1ab + 72a2b2 = 0.

On a:

(aga+ B1b)? = ana® + Bob® + 7 (ab)® + v2(a?V?)? + 2a28.0%b* + 2a971a%(ab)
—i—2a272a2(a2b2) + 252711)2((113) + 25272(1)2(0,21)2)) + 2’)’1’)’2 (ab) (a2b2).

On sait déja que a* = b* = 0. En remplagant z par b et y par a dans I'égalité (3.7), on
a?b® = —2(ab)?. En élevant cette derniére égalité au carré, on obtient (a%6?)? = 4(ab)*
d’ot (a?t?)? = 0. Par ailleurs, I’égalité (3.5) nous permet d’avoir (ab)b? = (ba)a® = 0.

En remplagant z par a?, y par b* et z par a dans ’égalité (3.6), on obtient :

na
0,

(a*b*)a? + 24°(b%a) = 0.
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Considérons I’égalité (3.8). En y remplacant y par b et x par b, on a :
—4(((b*a)a)a)a = 2a*(b%a).

Du Lemme 3.2.4, on peut supposer que L? = 0 pour tout @ € A. Ce qui nous permet
de dire que 2a*(b%a) = —4(((b*a)a)a)a = 0, d’ott 0 = (a®b?)a® + 2a3(b%a) = (a®?)a®. On
conclut que :

(a2?)a? = (a2B2)0? = 0

Du Lemme 3.2.5, on déduit que (ab)® = 0. Par ailleurs, 1’égalité (3.7) nous donne a2b? +
2(ab)? = 0, d’on en multipliant cette équation par (ab), on a :

0 = (ab)(a®b®) + 2(ab)® = (ab)(a®b?).
Finalement, on obtient :

(ara + B1b)? = 72 (ab)? + 202 B0,

1
De I'égalité (3.7), on a (ab)? = ——2—a2b2. Donc :

(a1a + Bib)? = (20202 — LAY

2
Par ailleurs (aa 4 51b)? = a2a® + 2a, 8yab + B3b*. En multipliant cette derniére équation
par b?, on trouve (o a+£1b)%h? = o? 2b°+2a151(ab)b2—l—512b4. Puisque b* = 0 et b%(ba) = 0
(égalité (3. 4)) alors on a (aaa+ B16)*0* = a2a®b?. On remarque aussi que (aza+5,b)%b* =

(2a935 )( 26%)b* = 0, car (a%h?)b? = 0. Donc o2a?h* = 0. Etant donné que a?b* # 0,

alors a; = O
Multiplions maintenant (a;a + B1b)* par a? :

(ona + Bib)%a® = ala® + 201 Ba(ba)a® + B2a’b? = Bia’b’.

2
On sait que (a4 frb)?a? = (2098, — %)\a2b2)a = 0 car (a*b*)a® = 0. Donc f2a?? = 0.

Puisque a?b* # 0, alors 3; = 0.
Ona:
2 2 2,2 _
Q90" + ﬁgb + ’Ylab + 720 be = 0.

En la multipliant par a?, on a :
09a* + Bob?a? + 1 (ab)a’® + vo(a?h?)a? = 0.

Ce qui nous donne By0%a® = 0, d’ou 3, = 0 car b%a® # 0.
On a :
2 212 __
asa” + "Ylab"}‘ Yoa b* = 0.

En multipliant cette derniére équation par 4%, on obtient :

apa’b? + 1 (ab)b? 4 7o (ab?)b? = 0.
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Ce qui implique que aa®b? = 0, d’oit ay = 0 car a?b? # 0. Finalement, on obtient :

yrab 4 y,02b* = 0.
En multipliant cette équation obtenue par (ab), on a :
v1(ab)® + 12(a®b%)(ab) = n(ab)* = 0

car (a?b?)(ab) = 0. Puisque a?? # 0, alors de 1'égalité (3.7), on a (ab)? = —%agb2 # 0,
d’ou v = 0. )

Notre combinaison linéaire de départ devient y,a%b* = 0. Ce qui implique que v, = 0
car a?b? # 0.

On conclut que la famille {a, b, a®, b%, ab, a®b*} est libre et que dim(A) > 6. g

Lemme 3.2.7. Soit A une nilalgébre commutative de nilindice 4 & puissances associatives.
Si A est de dimension 6 et que (A*)? # 0, alors A est de Jordan et donc nilpotente.

Preuve. On a déja démontré que si (42)? # 0, alors il existe a, b € A tels que {a, b, a®, b%, ab, a*b?}
soit une famille libre de A. L’algébre A étant de dimension 6, alors la famille {a, b, a*, b*, ab, a?b? }
est une base de A. Construisons maintenant la table de multiplication de cette base en
utilisant les résultats précédents.

a b a? | b ab a?b?
a a? ab | a® | ab® | a(ab) |a(a®h?)
b ba o ba® | b | blba) |b(a®h?)

a*> | o a?b 0 |a®V? 0 0
| v ab* b¥o|a??] 0 0 0
ab | a(ab) | b(ba) | 0 | 0 |—La®? 0
a?b? | a(a®?) | b(a?b?)| 0 | 0 0 0

Soit D =< a?,b? ab,a®h? > la sous-algébre de A, engendrée par {a?, b?, ab,a?b?}. De
la table de multiplication, on remarque que D? =< a%? >, D3 =0 et que A%2 = D.
Nous allons maintenant montrer que A% = D? =< a®b*> >= Ann(A).
Montrons d’abord que A® = D? =< a2h% >.
Pour cela, il nous suffira de montrer que @, ab?, (ab)b € D*.
e Cas dea®:

Etant donné que a® € A, alors il existe {ay, ap, a3, aq, as, ag) € K° tel que :

)
a® = oqa + b + aza® + agb® + asab + aga’b’.

(a® — aya — agh)? = (03a® + agb® + asab + a6a2b2)2

= a2(ab)? + 2aza4a®h?

1
(—§a§ + 2a3a4)a262
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Donc (a® — aja — apb)? € D? =< a?b* >. En multipliant par b, on a :
(a® — 010 — a9b)*h* = 0.
Par ailleurs :
((13 — 10 — anh)? = a2a® + 20100ab + 02b? — 20503

On en déduit que (a®—aja—agh)?b* = a2b*a® 42009 (ab)b* + adb* — 2as(a’b)b? = 0.
On obtient a2a®h? — 2a5b*(a3b) = 0. En remplacant y par a® et z par b dans 1'égalité
(3.4), on obtient {a*b)b* = 0. D’ott a2a?b* = 0 et donc oy = 0 puisque a®h? # 0.
On a donc :

(a® — aob)? = adb? — 200a%h €< a®H* >,
qu’on multiplie par a* pour obtenir a3a?? — 2a9a%(a3b) = 0. Le monéme a?(ab)
ayant un degré en a > 5 et un degré en b égal a 1, alors du Lemme 3.2.3, on tire
que a*(a3b) = 0. Donc a3a*? =0, d’'ot ap = 0 car a?b?* # 0.
Par conséquent :

a® = aza® + azb® + asab + aga’b? € D.
En multipliant par a?, on a 0 = a® = aza +a4a? + asa®(ab) + aga®(a?h?) = aya?V?,
d’ott ay = 0 car a®b* # 0. On a donc a® = aza® + asab+ aga®h?. En multipliant cette
équation par (ab), on a a*(ab) = aza*(ab) + as(ab)? + ag(ab)(a®h?) = —§a5a2b2. En

remplagant z par a et y par ab dans 1'égalité (3.8), on obtient :
4({((ba)a)a)a)a = {(ba)a*)a® = —2(ab)a® = 0

car ((((ba)a)a)a)a = 0 puisque ((((ba)a)a)a)a est un mondéme de degré en a > 5 et
de degré en b égal & 1. La caractéristique de K étant # 2 alors (ab)a® = 0. Donc
0= (ab)a® = —%ag,a?bz, ce qui implique que a5 = 0 car a?b* # 0.

Ainsi, on a a® = aza® + aga®h?, d’'ott a*(a — agb?) = aza®. De la Proposition 3.2.2,
on a a3 = 0 car a® # 0. Finalement a® = aga?b? € D2

Cas de ab? :

Posons ab? = Bya+ Beb+ B3a® + B4b* + Bsab+ Bea?b* avec {B1, Ba, B3, Ba, Bs, Bs) € K°.
En multipliant par b?, on a :

0 = (ab®)b* = Biab® + Bob® + B3a®b? € Brab® + D = Bla+ Bifab + D,

d’ott 51 = 0. En effet, puisque dim(A) = 6 < 9, alors le Lemme 3.2.4 nous donne
Li(a) = 0 et P'égalité (3.8) entraine que 4({{ab)b)b)b = (ab?)b* = 0.
On a donc :

ab® = Bob + B3a® + Bib® + Bsab + Leab?.

Considérons I'égalité (3.6) en y remplagant z par b, z par a et y par b, on a :
b*a® + 2(b%)(ba) = 0.
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Ce qui implique que (b%a)(ba) = ——;—173(12 € a’D?* =0, car b* € D? et car(K) # 2.
D’ou (b%a)(ba) = 0. Aussi, en remplagant z par a?, y par a et z par b* dans I'égalité
(3.6), on a:

a’b* + 2(a®h*)(ab?) = 0.
Ce qui implique que {ab*)(a®?) = 0, car b* = 0 et car(K) # 2.
Sachant que (b%a)(ba) = (ab?)(a?b*) =0, on a :

B2 = (ab? — Bya? — Bub? — Bsab — Bea®®?)? = (ab?)? - %ﬁ§a2b2 + 283 B0,
En remplacant z par b? et y par a dans 'équation (3.7), on a :
a®(b*)? + 2{ab®)* = 0.
Ce qui implique que (ab?)? = 0, car b* = 0 et car(K) # 2. D’ou :

Bab? = (—=B2 + 2B3B4)a’h? € D* =< a®b? > .

Donc il existe un scalaire A € K* tel que 82b? = Xa?b?. Ce qui implique que a®h? =
2

%221)2, puisque A # 0. De la Proposition 3.2.2, on a % =0 car b> # 0. D’ou B, = 0.
Ainsi, on obtient :

ab? = B3a® + fub® + PBsab + Bga®b?.
En multipliant cette égalité par b?, on a 0 = b?(ab?) = Bza?b®. Ce qui implique que
B3 =0, car a’b? # 0. Par ailleurs, en la multipliant par a?, on obtient 0 = a*(ab?) =
Bya?b?. Ce qui implique que B4 = 0 car a?b? £ 0.
Ainsi, on a ab? = Bsab + Bsa®b?. En élevant I’équation au carré, on obtient :

0= (ab?)? = (Bsab + Boab®)? = B2(ab)? + B2(ab?)? + 285 B¢(ab)(ab?).

Ce qui implique que 0 = —%5§a2b2, d’ou 82 = 0 car a®? # 0. Puisque K est un
corps, alors il est intégre et donc 85 = 0. Finalement ab? = Bga?b? € D2.

Cas de (ab)b :

Posons (ab)b = y1a + Y2b + 3a® + 74b* + vsab + vea’b?.

En remplagant z et y par b et x par a dans I’équation (3.9), on a :

((ba)b)a® + (ba)(ba®) = 0.

D’ou ((ba)b)a® = —(ba)(ba®) € (ab)D?* = 0 et si on inter-change les roles de a et
b, on obtient aussi ((ab)a)b? = 0. En remplacant z par ab, z par b et y par a dans
Pégalité (3.6), on a :

({ab)a)b® + 2((ab)b)(ab) = 0.

1
Ce qui implique que ((ab)b)(ab) = —5-((ab)a)b2 = 0, car la caractéristique de K est

différente de 2. De méme, 1'égalité (3.7) nous donne a?b? +2{(ab)? = 0. En multipliant
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cette égalité par (ab)b, on a ((ab)b)(a®b?) = —2((ab)b)(ab)* = 0. Ce qui nous permet
d’avoir :

(ma+ 725)2 = ((ab)b - v3a® = yab® — ysab — 76021)2)2
= ((ab)b)? + 73 (ab)* + 2v37a’b* — 274((ab)b)b?

1
= (—aﬁ’g + 2’)’3’)’4)0,2b2.

En effet, en remplacant y par ab et z par b dans 1'égalité (3.4), on a ((ab)b)b? = 0.
Par ailleurs, en remplagant z par ab et y par b dans 1'égalité (3.7), on a :

(ab)?b* + 2((ab)b)? = 0.

1
D’ou ((ab)b)? = —i(ab)ng. En remplacant z par a et y par b dans 1'égalité (3.7),

on a:
a’b* + 2(ab)? = 0.
1 1
Dot (ab)? = —§a2b2. Ce qui nous donne ((ab)b)? = Z(a?l)Q)b2 = 0. On a bien
1
(110 + 10b)? = (—évg + 2v374)a*b® €< a®b? >= D?. Donc il existe A € K* tel que

(710 +72b)? = Aa®V?. Ce qui implique que y2a® + 72b? 4 2y, 79ab = Aa?b?. La famille
étant libre, on a v, = v = A = 0. D’oul (ab)b = ~3a? + v4b* + v5ab + 6a%b%. En
multipliant cette derniére égalité par b%, on a :

0 = ((ab)b)b® = v3a>b? + y4b" + v5(ab)b® + v6(ab?)b?,
donc 0 = v3a2b%. D’ott v3 = 0 car a?b? # 0. Ce qui nous donne :
(ab)b = v4b? + 7sab + v5a2b.
En multipliant cette égalité par (ab), on a :
m:m@mmm:%wmm+%@w%wmfwmm=hé%&ﬁ
D’ott 45 = 0. On obtient donc :
(ab)b = v4b* + 6a’b>.

En multipliant cette derniére égalité par a?

,on a:
0 = ((ab)b)a® = 74a*b* + v5a*(a®b?) = y4a2b%.

D’ou 4 = 0 car a®h? # 0. Par conséquent {ab)b = ysab* €< a?b? >= D?.
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Par effet de symétrie, on obtient aussi 6%, ba?, (ba)a € D?. Finalement, on a A3 = D2,

11 reste & prouver que D* = Ann(A), oa Ann(A) ={a € A:az =0,Vz € A}.

Pour cela, il nous suffit de vérifier que aD? = bD? = 0. Sachant déja que a?, ab* € D?,
on remplace = par a et y par b? dans I'égalité (3.5) pour obtenir :

2((b*a)a)a + (b*a*)a + b%a® = 0.

Etant donné que a® € D?, alors b%a® = 0. D’ou 2((b*a)a)a + (b*a®)a = 0. Ce qui implique
que (b%a?)a = —2((b*a)a)a. Puisque ab® € D?, alors il existe A € K* tel que ab? = \a?b>.
D’ou a{a?h?) = —2Xa(a(a?b?)). Donc de la Proposition 3.2.2, on a a(a?) = 0 car \ # 0.
En inter-changeant les roles de a et b on a b(b*a*) = 0. D’ou aD? = bD? = 0. Donc
D? = Ann(A) et finalement on a A*> = D? = Ann(A). On conclut que :

A' = A%A? = D* = A% = Ann(A) et A7 = 0 pour tout j > 5.

Donc A est donc nilpotente et est clairement une algébre de Jordan.

0

L’une des conséquences immédiates de ce lemme est que, sur un corps K de caracté-
ristique # 2 et 3, toute nilalgébre A de nilindice 4 commutative a puissances associatives
et de dimension < 6 vérifie nécessairement I’égalité (A%)? = 0, si elle n’est pas nilpotente.
L’algébre de Suttles en est un exemple. Ainsi la question suivante reste posée :

Question 3. Soit A une nilalgébre de nilindice 4 commutative & puissances associatives de
dimension finie, sur un corps de caractéristique # 2 et 3. A-t-on nécessairement (A?)? =0
st A n’est pas nilpotente ?

Pour le moment, nous ne connaissons pas de contre-exemple ni de conjecture allant
dans le sens de la question posée. Maintenant, nous allons énoncer un résultat obtenu par
Elgueta et Suazo dans [15], sur les nilalgébres de dimension < 10.

Lemme 3.2.8 (Elgueta-Suazo). Soit A une nilalgébre de nilindice 4 commutative a puis-
sances associatives et de dimension < 10, sur un corps K de caractéristique # 2 et 3.
Alors A est résoluble d’indice 3 (i.e AP = 0) et les identités (zy)* = 0 et z%(z%?) = 0
sont vérifiées pour tous x,y € A.

Definition 3.2.9. Soit M une classe d’algeébres commutatives sur un corps K. Soit A
une algébre dans M. On dit qu'un K-espace vectoriel M est un A-module dans la classe
M, §'il existe une application bilinéaire A x M — M ; (a,m) — am telle que I'algébre
E = A® M, munie de la multiplication définie par :

(a+z)(b+y) =ab+ (ay + bz)

pour tous a,b € A et z,y € M, appartient a la classe M.

Un sous A-module N d’'un A-module M est un sous-espace vectoriel, sur K, de M
stable par ’action de A.

Un A-module M est dit irréductible si M n’est pas nul et si ses seuls sous-modules
sont (0) et M.

40



Avant d’énoncer le lemme de Shestakov, nous allons d’abord énoncer un résultat obtenu

par Schafer dans [35].

Proposition 3.2.10 ([35], p. 21). Toute K -algébre commutative & puissances associatives
de dimension finie qui n'est pas une nilalgébre contient un idempotent e (# 0).

Lemme 3.2.11 (Shestakov). Soit A une algébre avec une zéro multiplication (i.e Ja € A
tel que L, =0) et V un A-module irréductible dans la variété des algébres commutatives
a puissances associatives de dimension finie. Supposons qu’on peut définir un produit
commutatif sur V a valeur dans A : (u;v) — u-v € A tel que V-V = A. Si Uespace
vectoriel Q = A® V', muni de la multiplication définie par :

(a+u){b+v)=u-v+ (av+ bu)

avec a,b € A et u,v € V, est une algébre a puissances associatives, alors Q) est nil, simple
et constitue un contre-exemple du probléeme d’Albert.

Preuve. Dans cette preuve, nous allons seulement montrer que () = A 9 V est une nilal-
gébre. On voit que () est bien une algébre. Montrons maintenant que @ est nil. Pour cela,
supposons par ’absurde que () n’est pas nil. Alors du résultat de Schafer, on déduit que
@ contient un idempotent non trivial e qui se décompose comme suit :

e=a+v, avecac AetveV.

Dot e =a+v = e* = (a® + v?) + 2av. On sait déja que a® € A et que suivant les
hypotheéses du lemme v? € A et aussi 2av € V. Donc suivant la décomposition en somme
direct de (), on a 2av = v et a = a® + v2. En considérant Popérateur de multiplication

Ly : v — av, on remarque que 2av = v implique que L,(v) = —v. Donc = est une valeur
propre de L,. Par ailleurs, du Théoréme 1.5.2, L, est nilpotent. Ce qui implique que la
seule valeur propre possible de L, est 0. D’ou la contradiction et on en déduit que () est
une nilalgébre. O

On obtient un résultat analogue au lemme de Schestakov lorsque V' est une somme
direct de deux autres A-modules irréductibles. Ce lemme demeure toujours une source de
motivation pour I'étude des A-modules irréductibles (voir {22]).

Maintenant, nous allons considérer un corps K algébriquement clos et de caractéris-
tique # 2 et 3. Soient A = Kla,b] (avec a,b € A) une K-algébre de dimension 2 et V un
A-module de dimension n dans la classe des nilalgébres commutatives & puissances asso-
ciatives de nilindice 4. Soit W = {v € V : av = 0}, on définit ¢ : W — W, v — a(bv).
L’application ¢ est bien définie car ¢(WW) C W. Soit A I’ensemble des valeurs propres de
¢. Pour 0 # A € A, on consideére le sous-ensemble W), de V' défini par :

Wy = Ker(¢ — AI)™, Vi = W) + bW, + b(bW))

et aussi Vo = |,y Vom ol les ensembles Vo[]] sont définis comme suit :

VO[O] =0 et Vom ={veV:avbe VOU_”}.
On a le théoréme suivant :
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Théoréme 3.2.12. On a :

V=

AEA

Soit A une algébre nilpotente. Un A-module M est dit non dégénéré s’il ne contient
pas de facteurs de dimension 1. Une sous-algébre nilpotente B d’une algébre A est dite
de Cartan si le B-module A/B est non dégénéré. Nous terminons ce paragraphe par le

théoréme suivant :

Théoréme 3.2.13 ([22]). Soit A une nilalgébre de nilindice 4, commutative ¢ puissances
associatives de dimension finie contenant une sous-algébre de Cartan de dimension 2.

Alors A est résoluble.

3.3 Les nilalgébres a puissances associatives de dimen-
sion n et de nilindice > n — 2

Soit A une nilalgébre commutative a4 puissances associatives de dimension n et de
nilindice k¥ € {n — 2,n — 1,n,n + 1}, sur un corps K de caractéristique # 2 et 3.

Le cas ou k = n a été étudié par . Correa et A. Suazo. Ils ont démontré a travers le
Théoréme 1 dans [10] que A est nilpotente.

Dans le cas ou k = n + 1, si a est un élément de A tel que 2”1 = 0 et a™ # 0, alors
{a,...,a"} est une base de A. De ce fait, si dim(A) = 1, alors pour tout a € A non nul,
{a} est une base de A et a® = 0. De plus A est une algébre a zéro multiplication. Si
dim(A) = 2, alors soit A est une algébre a zéro multiplication, soit il existe a € A \ {0}
tel que {a,a?} soit une base de A avec a® = a’a® = 0. Si dim(A4) = 3 et si A est nil
d’indice 4, alors il existe a € A ~ {0} tel que {a,a? a3} soit une base de A. Cependant
si le nilindice de A est 3, alors on obtient une famille d’algébres A(3) ayant pour base
{a,a?, b} telle que b%> = Ba®. Notons que A(S) est isomorphe & A(8') si et seulement sl
existe v € K* tel que /' = 4%B. Une classification est donnée dans [27).

Lemme 3.3.1 {Gerstenhaber-Myung). Soit A une nilalgébre commutative 4 puissances
associatives et de dimension 4 sur un corps de K de caractéristique # 2. Si le nilindice
de A est égal & 3, alors A est associative et A® = 0. Si le nilindice de A est égal d 4, alors
A =0 et il existe o & A? tel que A% = 0.

Une description des nilalgeébres commutatives & puissances associatives de dimension
5 et de nilindice 4 a été donnée par Correa et Suazo [10] dans le cas ou les algébres
considérées sont de Jordan, et une autre fut donnée par Elgueta et Suazo dans le cas ou
les algebres considérées ne sont pas de Jordan [13]. Toutefois, nous résumons ces deux
résultats a travers la proposition suivante :

Proposition 3.3.2. Soit A une nilalgébre commutative & puissances associatives de di-
mension 5 et de nilindice 4, sur un corps K de caractéristique # 2 et 3. Les assertions
suivantes sont égquivalentes :
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(i) dim(A®) =3,
(i) A n'est pas de Jordan,
(iir) A n’est pas nilpotente.
St une nilagébre commutative A & puissances associatives de dimension b et de nilindice
4 satisfait I'une des conditions, alors elle est isomorphe a ’algébre de Suttles.
Si dim(A%) = 2 et dim(A?) = 3, alors Ja,b,c € A~ {0} tels que {c,b,a,d? a®} soit
une base de A ot ¢® €< b,a?, a® >, ca® = b, et tous les autres produits sont nuls.
Si dim(A3) = 1 et dim(A?) = 2, alors A? est un idéal de A et {c,b,a,a? a®} est une
base de A telle que ¢® €< b,a%,a® >; cb,ca® €< a® >; ca €< b > et tous les autres

produits sont nuls.
Notons que pour tout a € A, A, est la sous-algébre de A engendrée par a.

Soit A une nilalgébre commutative a puissances associatives et de dimension finie n,
sur un corps K de caractéristique # 2,3 et 5. L’algébre A étant & puissances associatives,

alors les identités suivantes sont vérifiées :

't = 1%2% 2°0° = z(2%2?) et 2°2° = (=

2)3'
La linéarisation des deux dernieres égalités nous donne respectivement les équations sui-
vantes :
4. 9 3 2.2 2 2 —4 [ 2
o'y = 2z°(zy) + 2°(z%y) + 227 (z(zy)) — dz(z”(zy)),
2*(2%y) + 22°(2(zy)) = 22° (2% (zy)) + 2 ().

Ces deux derniéres égalités permettent d’établir les résultats suivants, pour tous a,b € A
[21]
(F.1) Siba € A,, alors :

ba® = —a(ba?) + 2a*(ba) ; ba* = a?(ba?) ; a3(ba?) = a*(ba).

(F.2) Siba,ba® € A,, alors bA, C A, et a(a®(..{a"b))) = a*'(ba) pour tous en-
tiers positifs k,41,79,...,7 0U 5 < iy + ... + i = s.

(F.3) Siba=0etbA> C A,, alors a®(ba?) =0,

ba® = —a(ba?), ba® = —a(ba') = 2a*(ba®),
ba® = —a{ba®) = a*(ba*) = —2a3(ba®) = a*(ba?),

et a”(a%(...{a™b))) = 0, pour tous entiers positifs k, i, ..., 5% 00 5, + ... + i > 7.

Soit B une sous-algébre de A. Pour tout élément z € A tel que zB C B, on définit
L, comme étant I'opérateur quotient induit par I'opérateur L, sur 'espace quotient
A/B. Considérons maintenant les deux sous-espaces linéaires d’opérateurs nilpotents sur
I'espace vectoriel A/B suivants :

NB:{Zz:xEB}
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et
Mp={L,:z< A zBC B}.

Nous observons que Mg C Np et que :

Np =0 <= B est un idéal de A,

Mp =0 A2C B. (3.9)

Le lemme suivant est une conséquence des Théorémes 2.3.13, 2.3.14 et de I’équivalence
(3.9) donnée ci-dessus :

Lemme 3.3.3. Soit A une algebre d’Engel sur un corps K de caractéristique 0 ou suffi-
samment grand. Alors A% C B pour toute sous-algébre B, de codimension k < 2, dans

A.

Pour les nilalgébres commutatives & puissances associatives, on a le résultat suivant :

Lemme 3.3.4. Soit A une nilalgébre commutative a puissances associatives de dimension
n et de nilindice > n — 2, sur un corps K de caractéristique 0 ou suffisamment grand.
Soit a un élément de A & nilindice mazimal. Alors A™ C A2, ot m est la codimension
de A% dans A. En particulier, A est résoluble.

Preuve. Les cas ou m = 1 et m = 2 ont été démontrés dans [10] et [12] respectivement.
Soit m = 3. Du Lemme 2 et de la preuve du Théoréme 1 de {17], on peut conclure qu'il
existe un élément non nul v+ A4, € A/A, dans le noyaux de toute application f € My, .
Puisque L, € My,, alors B = A, + Kv est une sous-algébre de A de dimension et
de nilindice n — 2. Du Lemme 3.3.3, on tire que A® C B. Donc AB®l C B? C A2. En
particulier, si a = 0, on a A2 = 0. Donc AP = 0. O

Maintenant, établissons une nouvelle et courte preuve du résultat de Correa et Suazo.

Lemme 3.3.5. Soit A une nilalgébre commutative a puissances associatives de dimension
et de nilindice n, sur un corps K de caractéristique 0 ou suffisamment grand. Alors A est

nilpotente d’indice n.

Preuve. Soit a un élément de A de nilindice maximal. Du Lemme 3.3.4, on a A2 = A% ¢
A2 (on y prend m = 2). En combinant cette relation avec (F. 1) et (F. 2), on obtient
a*A C A% Vk > 2. Cela signifie que Vk > 2, A® est un idéal de A puisque a*FA C A
implique que A*A C A% pour tout entier k& > 2. En particulier, A% est un idéal de A.
Considérons 'opérateur quotient L,: sur A/A3 induit par I'opérateur L2, et défini par :

Loz : AJA3 — AJA3, 7 a2z

Du Théoréme 1.5.2, 'opérateur L2 est nilpotent donc 'opérateur L2 est aussi nilpotent.
Par ailleurs, on a Im(L,:) C K(a?) (ot a2 = a® + A3), car pour tout y € A on a
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Lo2(7) = a?y. Puisque a’y € a®A C A2, alors L,2(7) € K{a?). Etant donné que Ly
est nilpotent et que Im(L,2) C K(a?), alors L,z = 0. Ainsi pour tout y € A, on a
Le2(7) = a?y = 0. Donc a?y € A%. Ce qui implique que a4 C A2. En combinant cette
relation avec (F. 1) et (F. 2), on obtient a*A C A pour tout entier positif k > 2.
Montrons maintenant, par récurrence, la relation A* = A* k > 2. Pour k = 2, le résultat
est obtenu en remplacant m par 2 dans le Lemme 3.3.4. On obtient A% = A C A2, Par
ailleurs, on a naturellement A2 C A2. D’ou A% = A2 L’assertion est vraie pour k = 2,
supposons qu’elle est vraie pour tout 7 € {2;...;k — 1} et montrons qu’elle est vraie pour

k-1 k—2 k—2
i=k OnaAb =) AA = A4 L N A4 4 AFIA = AARTT L) AR
i=1 =2 . i=2
Selon I'hypothese de récurrence, A*~1 = A*~1. D’ou A% = AAF-1 + Z A'A*. Sachant
=2

que pour tout ¢ € {2;..;k — 2}, A' = A® et que A¥" = A" car k—i € {2,k -2},
alors on a :

k-2
k k-1 i gk—i
A =AM Y ALAS
=2
Puisque A* A" = AF alors on obtient que A* = AA ™! + A¥. Par ailleurs, on a a* 14 C
Ak alors AF1A C AR Dou A¥1A = AF. Donc A* = AF. Finalement, on note que

APl = Ka™ ' #£ 0 et A® = Ka™ = 0. D’ou A" # 0 et A" = 0. Par conséquent, A est
nilpotent d’indice n. O

Soit A une nilalgébre commutative & puissances associatives de dimension et de nilin-
dice n. On note P(A) I'ensemble des couples (a, b) avec a,b € A, tels que {b,a,a?,...,a™ ™}
soit une base de A avec :

ba € Ka?, ba" 2 =0et a*' € Ann(A).
Il a été démontré dans [21] que P(A) est un ensemble non vide.

Théoréme 3.3.6. Soit A une nilalgébre commutative & puissances associatives de di-
mension et de nilindice n, sur un corps K de caractéristique 0 ou suffisamment grand.
Soit (a,b) € P(A). Alors {b,a,a? ...,a"" '} est une base de A et il existe des scalaires
a, B, A, A1, A € K tels que :

sin=3, alors b* = Ba®, ba =0;
sin =4, alors b* = aa® + Ba?, ba = \a?;
sin =5, alors b* = aa® + Ba’, ba = Aa?, ba® = 22a® + Ma?;
st n =06, alors
¥ = aa* + Ba®, ba = \a?, ba® = M\a* + \aa®, ba® = 2 a* — \a®;



sin=717, alors ba =0 et

¥ = M 4 aad”? 4 Ba™
ba® = Aa" 7+ Aa" 4 Ma
ba® = —Xa"? = Aa"
bat = "7l
ba* = 0,

ict, 0;; désigne le symbole de Kroneker. De plus, l'algébre A est de Jordan si et seulement
sin<d4oun>5etha=ba®=0.

Réciproquement, toute algebre commutative définie comme ci-dessus est une nilalgébre
& puissances associatives de dimension et de nilindice n.
Du Théoréme 3.3.6, on déduit le résultat suivant.

Proposition 3.3.7. Soit A une nilalgébre commutative a puz’ssancés associatives de ni-
n—1

lindice et de dimensionn > 5, sur un corps K. Soit (a,b) € P(A) etz = §b+Z§iai € A.
1=1

Pourn =5 ou6, on a que x a un nilindice maximal si et seulement si & (£,4+2M€) # 0.
Pourn > 7, l'élément x a un nilindice maximal st et seulement si &; # 0.

Dans [13], Elgueta et Suazo font une description des nilalgébres de dimension n et de
nilindice n — 1 > 4 en insistant particuliérement sur les propriétés suivantes :

n—3<dim(A*) <n-2,

et

n —4 < dim(A*) <n-3.
Dans [20], on a également une description des nilalgébres commutatives & puissances
associatives de dimension n > 6 et de nilindice n — 1, sur un corps K de caractéristique
0 ou suffisamment grand. Ces résultats sont basés sur le théoréme suivant.

Théoréme 3.3.8 ([20]). Soit A une nilalgébre commutative ¢ puissances associatives de
nilindice n—1 et de dimensionn > 5, sur un corps K de caractéristique 0 ou suffisamment
grand. Alors dim(A?) > n —3.
Si dim(A*) = n — 3, alors A* est une algebre associative et il existe a € A tel que
AF = A pour tout k > 2.
Si dim(A?) > n — 2, alors il existe a,b,c € A tels que :
(1) a est de nilindice mazimal,
(2) {c,b,a,a?, ...,a" 2} est une base de A,
(3) la dimension et le nilindice de la sous-algébre B de A engendrée par a et b estn—1,

(4) (a,b) € P(4),
(5) ca € Kb® Ka.
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On termine ce paragraphe en énoncant le théoréme suivant, qui est un résultat de
Fernandez et al. [20].

Théoréme 3.3.9. Soit A une nilalgébre commutative a puissances associatives de nilin-
dice n — 1 et de dimension n > 4, sur un corps K de caractéristiqgue 0 ou suffisamment
grand. Alors, A est isomorphe a Ualgebre de Suttles ou est nilpotente d’indice n—1. Dans
le cas ot A est milpotente et a € A a un nilindice mazimal, alors A¥ = A%, pour tout
k> 4.

Nous pensons que I’ensemble de ces résultats nous permettrons d’approfondir, de fagon
significative, nos connaissances sur la structure des nilalgébres commutatives & puissances
associatives.



Conclusion et perspectives

Dans notre travail, nous nous sommes intéressés a 1’étude des nilalgébres commutatives
de dimension finie et du probléme classique d’Albert. Le probléme d’Albert est une ques-
tion posée par Albert qui consiste & savoir si toute nilalgébre commutative & puissances
associatives de dimension finie est résoluble.

I’étude de résultats déja établis, ayant trait a ce probléme, nous a permis d’approfon-
dir nos connaissances sur certaines propriétés des nilalgébres commutatives de dimension
finie 4 puissances associatives. En effet, nous retenons que sur un corps de caractéristique
# 2, toute nilalgébre de Jordan de nilindice borné est localement nilpotente. Ce qui a
permis d’établir que toute nilalgébre commutative de nilindice 3, sur un corps de caracté-
ristique # 2, est localement nilpotente. Nous retenons également que toute nilalgébre de
nilindice 4 qui est commutative a puissances associatives de dimension < 10, sur un corps
de caractéristique différente de 2 et 3, est résoluble. En ce qui concerne les nilalgébres
commutatives a puissances associatives de dimension n et de nilindice > n — 2, nous re-
tenons que sur un corps de caractéristique 0 ou suffisamment grand, toute nilalgébre de
cette classe est résoluble, et si ’algébre considérée est de dimension et de nilindice n, alors
elle est nilpotente d’indice de nilpotence n.

De cette étude, on remarque qu'il n’y a pas toujours de précision sur 'indice de résolu-
bilité ou de nilpotence des nilalgébres considérées dans les cas ot celles-ci sont résolubles
ou nilpotentes. A titre d’exemples, on peut citer le cas des nilalgébres A commutatives a
puissances associatives de nilindice 4 et de dimension 6 vérifiant A® # 0, et des nilalgébres
commutatives de dimension finie de nilindice 3 définies sur un corps de caractéristique
différente de 2, qui sont par ailleurs nilpotentes. Comme perspective de recherche, nous
comptons nous intéresser & I’étude de l'indice de nilpotence de chacune de ces types d’al-
gébres.
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