MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT BURKINA - FASO
SECONDAIRE ET SUPERIEUR DE LA Unité—Progres —Justice
RECHERCHE SCIENTIFIQUE ET

DE L’INNOVATION

SECRETARIAT GENERAL Année universitaire : 2014-2015

UNITE DE FORMATION ET DE RECHERCHE
EN SCIENCES ET TECHNIQUES

01 BP 1091 Bobo-Dioulasso 01
Tél. - (226) 20 98-51-87 Fax : (226) 20 98-25-77

. Aboratoire de Mathématiques et [nformatique
(LAM.I)

MEMOIRE DU DIPLOME D'ETUDES APPROFONDIES
(D.EA) DE MATHEMATIQUES APPLIQUEES

Option : Analyse Numérique
Specialité : Modélisation et Calculs Scientifiques

Présenté par Ousmane KOUTOU

Soutenu publiquement le 02/Février/2017 devant le jury composé de :
Président : Monsieur Quateni DIALLO, Professeur Titulaire, USTTB, Mali
Examinateur: Monsieur Sado TRAORE, Maitre de Conférences, UPB
Examinateur : Monsieur Jean De Dieu ZABSONRE, Maitre de Conférences, UPB

Directeur de mémoire : Monsieur Ouateni DIALLO, Professeur Titulaire, USTTB, Mali

Co-directeur de mémoire : Monsieur Boureima SANGARE, Maitre-Assistant, UPB




MODELISATION MATHEMATIQUE ET
CONTROLE OPTIMAL DE LA DYNAMIQUE DE
TRANSMISSION DU PALUDISME

Ousmane KOUTOU

23 février 2017



Dédicaces et remerciements

Lorsque le voyageur comprend l’objectif de son voyage, et n’a que pour
vision la destination, les embuches du trajet ne lui disent plus rien.

Je dédie cette ccuvre a mon pere et a ma mere. Ces deux personnes magnifiques qui
ont accepté se priver de tout pour rendre possible le réve de leur fils, d’étre le meilleur
quil est en capacité de devenir. Merci a vous d’avoir 0sé espérer un avenir pour moi en
m’inscrivant a 1’école, en y mettant tous les moyens en ceuvre avant que ma conscience
ne puisse prendre la reléve.

Je n’aurais janais de mots pour dire mes reconnaissances :

- au Professeur Ouateni DIALLO, vice-président de I’'Université des Sciences, des
Techniques et des Teclinologies de Bamako (USTTB), directeur de ce présent mé-
moire, dont ’histoire, le parcours et la personnalité constituent pour moi une bous-
sole. Merci pour tout, merci pour ce risque pris avec 'inconnu.

— au Docteur SANGARE; co-directeur de mon mémoire pour cette grande disponi-
bilité, cette grande écoute et cette assistance sans lesquelles mes travaux n’auraient
jamais abouti. Merci pour tout, merci pour cette graine d’espérance que vous avez
semé en moi et que vous n'avez jamais cessé d’arroser par vos différents soutiens,
encadrements et conseils. J'ai été particulierement touché par la grande sympathie,
I'humilité et la qualité humaine du Docteur SANGARE qui a su créer et entretenir
entre ses étudiants, une vivante relation interdépendante qui n’a conduit nullement
a une perte de personnalité malgré nos différences. Merci a vous pour cette sortie
d’étude sur Orodara malgré les exigences de votre emploi de temps. Elle a été pour
nous si motivante et si enseignante.

— au Professeur Sado TRAORE, directeur de 'UFR/ST pour sa grande sagesse de
leader.

- aux membres du jury pour I'houneur qu'ils me font en acceptant d’étre dans ce jury.
Mes remerciements vont également a 1'égard des thésards TRAORE Bakary, OUE-
DRAOGO Wendkouni, pour nos échanges enrichissants et productifs au cours de la
réalisation du présent mémoire. Je remercie mon camarade OUEDRAOGO Hamidou
pour cette communauté de destin au cours de la rédaction de nos mémoires respectifs; a
mon ami et coach Bienvenu pour ses multiples entretiens qui m’ont été si motivants.

Je dédie enfinl cette ceuvre a tous mes enseignants d’ici et d’ailleurs, mes fréres membres
du laboratoire, en particulier a inon frére, ami et compagnon d’espoir OUEDRAOGO
Harouna dont la détermination m’a toujours inspiré; & mes éleéves et a tous ceux qui, &

I'ombre comme a la lumiére m’onut soutenu. Merci pour tout.



Résumé

Dans la dynamique de controle du paludisme, a travers la recherche de solutions éffi-
caces mais dont le cofit serait aussi supportable aux politiques de santé publique, plusieurs
modeles mathématiques ont été proposés pour mieux apprécier la dynamique de trans-
mission de la maladie.

A Tétude de tous ces modeles, on constate que la dynamique de la croissance de
I'anophéle n’est pas prise en compte. Partant des travaux de D. Moulay, nous proposons
alors un modele de la croissance du vecteur basé sur les stades : ceuf, larve, nymphe et
adulte. Ce modele est ensuite intégré dans un modele de transmission vecteur-homme.

Nous proposons également un modeéle de contréle optimal qui prend en compte les

différents moyens de lutte existants et préconisés par les autorités du monde de la santé.

Apes une analyse mathématique séparée de chacun de ces modeles construits, nous
présentons les résultats de simulations numériques afin de confirmer les résultats de ’étude

mathématique.

Mots clés : Analyse mathématique, Simulation numérique, Controle optimal.
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Chapitre 1
Introduction générale

« De mon propre avis, mon résultat principal a été d’établir la loi mathématique des
épidémies. Le médecin n'oubliera pas que les expressions : plus, beaucoup, moins,
souvent, ne signifient rien, qu’il faut compter en médecine pour sortir du vague, que
c’est un des moyens dont on ne saurait faire abstraction dans la recherche de la

VErité. » Ronald Ross
Sommaire

1.1 Les biomathématiques . ...................... 6

1.2 Modélisation des maladies vectorielles . . . . .. ... ... .. 7

1.3 Structuredumémoire. . . . . . . . v i i i e e e e e e 8

1.1 Les biomathématiques

Le poids des maladies infectieuses va au dela des individualités et s’étend aux col-
lectivités incluant ainsi les familles, les communautés, les pays et le monde entier. Leur
impact est a la fois social et économique. Cependant, la prise de conscience du danger que
comporte un tel phénoméne remonte a trés longtemps. Cette prise de conscience cumulée
au soucis de freiner certaines maladies vectorielles conduisant a des épidémies a nécéssité
une collaboration de scientifiques de plusieurs disciplines comme la biologie, 1’entomolo-
gie, 'immunologie, les mathématiques, 'informatique etc. Cette collaboration entre dans
le cadre d’une discipline communément appélée : biomathématique.

Les biomathématiques sont une partie de I’épidémiologie définie comme la science de base
de la santé publique. Elle étudie la distribution des maladies transmissibles, les facteurs
déterminants et 'application des résultats de ces études pour controler les dites maladies.
Les mathématiques sont utiles a la démarche scientifique en générale, a la biologie et &
la santé en particulier. Les modéles mathématiques, construits a base d’hypotheses sont
alors souvent utilisés pour faciliter la compréhension d’une épidémie malgré des données
partielles. Ils permettent également de simplifier certains processus biologiques comme



1.2. MODELISATION DES MALADIES VECTORIELLES

la propagation des maladies et d’en tirer plus d’informations. En somme, I'objectif des
biomathématiques est de comprendre, prévoir et de controler I'évolution d'une épidémie;
et cela de facon éfficace et peu cofiteuse. Elles constituent donc un outil d’aide a la prise
de décision pour des structures comme I'Organisation Mondiale de la Santé et autres

organisations affiliées.

1.2 Modélisation des maladies vectorielles

Une maladie vectorielle est une maladie due a un parasite transmis a ’homme par un
vecteur. Le cycle du parasite peut étre plus ou moins compliqué mais implique, dans tous
les cas, trois étapes indispensables :

- Pinfection au cours de laquelle le parasite péneétre a l'intérieur de I’hote,

- la multiplication ou le parasite se reproduit a l'intérieur de son héte,

- la propagation ot les descendants du parasite quittent leur héte pour en infecter

d’autres.

Ces trois étapes sont toutes nécéssaires au cycle de vie du parasite. En effet, le choix de ce
que ’on modélise dépend plus des questions que 'on se pose que de la réalité intrinséque
du systeme d’étude. L’épidémiologie s’intéresse essentiellement a la variation du nombre
de cas cliniques en fonction du temps et éventuellement de ’espace. Ceci implique que les
modeles épidémiologiques sont fondamentalement des modeles dynamiques. Dans le cas
des maladies vectorielles, il n’est pas nécéssaire de modéliser explicitement la dynamique
intra-h6te des parasites. La dynamique inter-héte est a priori suffisant. Ainsi pour ces
maladies, ce n’est donc pas la dynamique des parasites que ’on modélise mais plutét la
dynamique des états cliniques des individus hétes (humains et/ou vecteurs). Plusieurs
travaux ont été effectués pour le cas de la dengue, du paludisme, du choléra et plus
récemment le chikungunya.

Cependant, la contribution la plus probablement importante au corpus de 1’épidé-
miologie est celle de Ross, qui peut étre considéré de ce fait comme le pére fondateur
de I’épidémiologie mathématique actuelle basée sur les modéles compartimentaux. Les
modeles compartimentaux sont parfaitement adaptés a la modélisation des maladies vec-
torielles. Cela consiste a diviser la population hote en autant de compartiments que d’états
cliniques et & les connecter entre eux par des flux d’individus via les différents taux de
transferts. Fort de sa conviction, il disait : « De mon propre avis mon résultat principal
a été d’établir la loi mathématique des épidémies». 11 ajoute : «le médecin n’oubliera pas
que les expressions : plus, beaucoup, moins, souvent, ne signifient rien, qu’il faut comp-
ter en médecine pour sortir du vague, que c’est un des moyens dont on ne saurait faire
abstraction dans la recherche de la vérité». Ross travailla sur le paludisme.

L’un des plus grands progres de la modélisation du paludisme est 'inclusion de I'imu-
nité acquise proposée par Dietz, Molineaux et Thomas, [38, 30]. Puis viennent les
travaux sur l'immunité acquise développés par Aron et Bailey. Quelques travaux ont
également inclus des éffets environnementaux, la diffusion de la résistance aux produits,

7 O. KOUTOU, UFR-ST/UPB



1.3. STRUCTURE DU MEMOIRE

I’évolution de I'immunité, le traitement et 'impact des stratégies de vaccinatio, ainsi que
le délai de la période d'incubation. Pour étudier la propagation du paludisine, Ngwa et
Shu, [36, 38] ont proposé ui modele compartimental du type Sensible-Exposed-Infectious-
Recovered-Sensible(SEIRS) pour les humnains et Sensible-Exposed-Infectious pour les mous-
tiques, et cela en utilisant des équations différentielles ordinaires. La grande particularité
de ce modele réside dans le fait que les individus de la classe Recovered supposés étre a
I’abri de la maladie ont un niveau bas de parasites daus leur organisine et sont légérement

infectieux pour les moustiques sensibles.

Aujourd’hui encore, le paludisme est une réalité et plusieurs modeéles mathématiques
ont été davantage proposés. Dans sa theése soutenue en 2009, P. Zongo, [38] propose
un modele de propagation du paludisme. Par ailleurs, B. Traoré, F. Niyukuri ont
également travaillé sur le paludisme respectivement dans le cadre d'un DEA et d'un
master, [30, 20] etc. Mais dans tous ces modeles, la dynamique de croissance du vecteur,
et notamment celle des stades immatures, n’est pas prise en compte. En effet, 'importance
des stades immatures n’est plus a démontrer, de par la résistance des ceufs, [33].

Dans ce travail, nous proposons un modele de la croissance de ’anophele. Ce modéle
sera ensuite intégré dans un modele de transmission qui traduira les différentes interac-
tions entre la population humaine et les moustiques. Cette synthése permet de mieux
appréhender la dynamique globale de la transmission du paludisme. Nous proposerons
également un modele de contréle associé a notre modele global de transmission et ’étude
de ce modele de controle permet de proposer des méthodes de lutte appropriées.

1.3 Structure du mémoire

Le document est structuré de la maniére suivante.

Apres ce chapitre introductif dans lequel nous avons présenté l'intérét de notre su-
jet de mémoire et du but poursuivi, nous présenterons dans le chapitre 2, des résultats
mathématiques dont nous aurons un indispensable besoin pour I’étude de nos modéles.

Le chapitre 3 sera consacré a la présentation des modeles en dynamique des popula-
tions, ainsi que quelques modeéles compartimentaux en épidémiologie. Ces modéles nous
inspireront fortement pour la réalisation de notre modele.

Des données importantes sur la biologie du vecteur, des hypotheses qui conduiront
a la construction de notre modele de croissance de I’anophéle seront proposées dans le
chapitre 4. En plus de cela, ce chapitre comportera des informations sur le paludisme, les
hypotheéses sur lesquelles reposent notre modéle de transmission. Nous finirons ce chapitre
en proposant un modele global de la dynamique de transmission du paludisme. Ce modele
de transmission est la synthése du modéle de croissance de ’anophéle basé sur les différents
stades d’évolution (ceuf, larve, nymphe et adulte) et celui de la transmission. Nous ferons
une étude de ces différents modeles proposés.

Le chapitre 5 comportera les simulations numériques et Yinterprétation des différents

8 0. KOUTOU, UFR-ST/UPB



1.3. STRUCTURE DU MEMOIRE

résultats numériques obtenus.

Dans le chapitre 6, aprés une briéve présentation des moyens de lutte existants et
préconisés, nous intégrons aux modeles précédemment formulés, ces différents moyens de
luttes. Cela passe par la formulation d’'un probléme de contréle optimal. Et I'étude du
systéme est donnée grace a une application directe de quelques résultats classiques en
théorie de contrdle, notamment le principe du maximun de Pontryagin. Les différents
controles considérés dans ce modele représentent la lutte anti-vectorielle, le traitement
des malades et les différentes mesures de prévention de la maladie.

Enfin le dernier chapitre sera consacré a la conclusion et aux perspectives futures de
recherche.

9 0. KOUTOU, UFR-ST/UPB



Chapitre 2

Préalables mathématiques

Ce chapitre contient essentiellement les résultats mathématiques qui seront utilisés
pour lanalyse et I’étude de nos modéles.

Sommaire
2.1 Quelques résultats surles EDOs . .. .............. 10
2.1.1 GénéralitéssurlesEDOs . . . . ... .. ... .. ... ... 10
2.1.2 Existence et unicité de solutions . . . . .. ... ... .. ... 12
2.1.3 Point d’équilibre et notion de stabilité . . . ... ... .. ... 15
2.2 Quelques résultats en théorie de contréle . . . .. ... .... 21
2.2.1 Définitions et préliminaires . . .. ... ... ... ... .... 21
222 Contrdle optimal . . . ... ... ... oo oL 24
2.3 Quelques notions utiles sur les matrices . . . ... ... .... 26

2.1 Quelques résultats sur les EDOs

Dans toute cette section, J est un intervalle d’intérieur non vide de R, U un ouvert
de R™ avec n > 1. Si x est une fonction d’une variable réelle a valeurs dans R", nous

noterons z’ sa dérivée.

2.1.1 Généralités sur les EDOs

Définition. 2.1.1 Une équation différentielle sur le Banach R" est une équation de la
forme

H(t,z, o' .., 2™)=0 (2.1.1)
ol

10



2.1. QUELQUES RESULTATS SUR LES EDOS

- H est une fonction de (n+ 2) variables sur J x U,
- x est la fonction inconnue de J dans le Banach R,
- n est ordre de ’équation différenticlle.

Remarque. 2.1.1 L’équation (2.1.1) est une forme trés générale. En pratique on préfére
travailler avec des équations particuliéres dites explicites, pour lesquelles il existe une
fonction G régquliére sur J x R"™! de sorte que

™ =G(t,x,2, ..., a") (2.1.2)

Dans toute la suite nous traiterons le cas des équations différentielles du premier ordre.

Définition. 2.1.2 (Equation différentielle). Soit f : J x U — R™ une fonction. On ap-
pelle équation différentielle du premier ordre associée a la fonction f [’équation suivante :

7' (t) = f(t,z(t)) (2.1.3)

Si la fonction f ne dépend pas explicitement de la variable t, i.e. si f est définie sur U a
valeurs dans R™, on dira que U'équation différentielle est autonome. Dans le cas contraire
on parle d’équation non autonome. St de plus f est affine, i.e. si f(t,z) = A(t)xz+B(t) avec
A(t) € M,(R) et B(t) € R™ pour tout t € J, on dit que c’est une équation différentielle
linéaire.

Définition. 2.1.3 (Solution locale). Une solution de ’équation différentielle (2.1.3) est
la donnée d’un couple (I,z) ou I est un intervalle d’intérieur non vide de R contenu dans
J et x une fonction de I d valeurs dans R™ dérivable sur I et vérifiant les conditions
suwantes :

(i) (t,z(t)) € J x U, pour tout t € I,

(i) 2'(t) = f(t,z(t)), pour tout t € I.
Le couple (I,x) est aussi appelé solution locale de (2.1.3).
Définition. 2.1.4 (Prolongements de solutions). Soient (I, ;) et (I2, ;) deux solutions
de Uéquation (2.1.3). On dit que (I, z2) prolonge (I, x1) si I C I et pour tout t € I,
1 (t) = xo(t).

Définition. 2.1.5 (Solution maximale) On dit qu’une solution (I,z) est mazimale si elle
n'admet aucun prolongement (I,Z) avec I inclus strictement dans I.

Théoréme. 2.1.1 Toute solution (I,z) de (2.1.8) admet un prolongement mazimal.

Preuve : Voir [13] chapitre V, 1.3

11 0. KOUTOU, UFR-ST/UPB



2.1. QUELQUES RESULTATS SUR LES EDOS

Définition. 2.1.6 (Solution globale). Une solution globale de (2.1.3) est une solution
définie sur J pour tout entier, i.e. (J,x) est une solution globale de x' = f(.,x) ot

f:JxU—R"

Remarque. 2.1.2 1[I eziste un lien entre les deur définitions précédentes. En effet, si
(J,z) est une solution de (2.1.8), alors c’est une solution mazimale. Mais la réciproque
est fausse en général.

Dans les problémes concrets faisant intervenir des équations différentielles, comme en dy-
namique des populations, en modélisation des systémes physiques, mécaniques, chimiques,
biologiques ou économiques, on connait [’état initial du systéme et on souhaiterait que la
solution de Uéquation différentielle vérifie cette condition initiale, [33]. Ces types de pro-
blémes sont appélés problémes de Cauchy et sont définis de la maniére suivante :

Définition. 2.1.7 (Probléme de Cauchy). Etant donné un point (ty,z) € J x U, le
probléme de Cauchy consiste @ trouver une solution (I,z) de (2.1.3) telle que ty € I et
z(tg) = zg. Le probléme peut s’écrire sous forme d’un systéme comme suit :

{ 2'(t) = f(t,x(t)) (2.1.4)

l‘(to) = Ty

2.1.2 Existence et unicité de solutions

Théoréme. 2.1.2 (Cauchy-Péano-Arzéla, [13]). Soit (to,zo) € J X U et supposons
f:IxU — R" continue en (to, zg). Alors il existe une solution du probléme de Cauchy
associée d l'équation différentielle (2.1.8) relatif d la condition initiale (to, o). Et une
fonction x est solution du probléeme de Cauchy si et seulement si :

(1) Pour toutt € I, (t,z(t)) € J x U,

(i) = est continue sur 1.

Preuve : Voir [13] chapitre V, 2.4

Corollaire. 2.1.1 On suppose f:J x U — R" continue. Alors pour tout point
(to,z0) € J x U, il existe au moins une solution mazimale (I,z) de l'équation (2.1.3) .
De plus Uintervalle de définition I de toute solution mazimale est un ouvert de J, [19].

Théoréme. 2.1.3 On suppose f : J x U — R™ continue et soit (I,z) une solution
maximale de (2.1.8). Alors

(i) sisupl <supJ ousiI FZsupl =supJ € J alorstliml || z(t) ||gn= +00
—sup

(i) siinf J <infl ou si [ Finf I =inf J € J alors tli_n}l [| z(t) [|gn= +00

Preuve : Voir [13] chapitre V,
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2.1. QUELQUES RESULTATS SUR LES EDOS

Remarque. 2.1.3 En pratique, on fait surtout appel auzr contraposées de ce théoreme.
Par exemple si (I, 1) est une solution mazimale de (2.1.3) qui est bornée sur I, alors

I = J, i.e. que c’est une solution globale.

Remarque. 2.1.4 Sous les seules hypothéses de continuité on ne peut pas garantir [’'uni-
cité de la solution. Pour ce faire, nous faisons appel au théoréme de Cauchy-Lipschitz
qui impose plus de conditions pour obtenir l'unicité, [19].

Dans la suite de ce paragraphe, nous énoncerons des théoremes qui assurent non
seulement l’existence mais aussi 1'unicité de solution au probléme de Cauchy associé
a 'équation différentielle (2.1.3) relatif a la condition initiale (tg,x;). Pour cela nous
présentons différentes notions d’unicité ainsi que le caractére lipschitzien du champ de
vecteurs, f(t,z(t)), par rapport a la deuxieme variable.

Définition. 2.1.8 (Locale lipschitziennité en un point). Soit (to,z9) € J x U. On dit que
f:JxU — R" est localement lipschitzienne par rapport d sa seconde variable en (ty, o)
sl existe Ty > 0 et k > 0 tels que

V(t:x,y) e]tO - TO;tO ‘+—T0[><B(.T(),T0)2, || f(t,l') - f(talu) HS k H rT—y H .

Définition. 2.1.9 On dit que f: J x U — R™ est localement lipschitzienne par rapport
a sa seconde variable sur J x U si pour tout point (to,x9) € J x U, f est localement
lipschitzienne par rapport d sa seconde variable en (tg, o).

Définition. 2.1.10 (Globalement Lipschitzien). Une fonction f : J x U — R" est dite
lipschitzienne (ou globalement lipschitzienne) par rapport a sa seconde variable s’il existe
une fonction continue k : J — R™ telle que

Vt € LV(y1,12) € U X U || f(t,u1) = f(t2) [|<S k@) [l yn ~ w2 | -

Si de plus, la fonction k est constante sur J alors f est dite globalement lipschitzienne
par rapport & sa deuxiéme variable sur J X U, uniformément par rapport a sa premiére

variable.

Remarque. 2.1.5 Si f est dite globalement lipschitzienne par rapport d sa deuziéme
variable sur Jx U, alors elle est localement lipschitzienne par rapport a sa seconde variable
sur J x U.

Dans la pratique au lieu de vérifier que la fonction est localement lipschitzienne par rapport
d sa seconde variable, on vérifie que la fonction f est de classe C'. D’ou lutilité du
théoréme suivant :

Théoréme. 2.1.4 Si f est de classe C* sur J x U alors f est localement lipschitzienne
par rapport d sa seconde variable sur J X U.
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2.1. QUELQUES RESULTATS SUR LES EDOS

Définition. 2.1.11 (Unicité globale). On dit que le probléme de Cauchy associé a (2.1.3)
relatif ¢ la condition initiale (tg,29) € J x U, admet une unique solution s’il existe une
solution mazimale (I,z) de ce probléme qui soit le prolongement de toute autre solution

du probléme.

Définition. 2.1.12 (Unicité locale). On dit que le probléme de Cauchy associé d (2.1.3)
relatif d la condition initiale (tg, o) € J x U, admet localement une unique solution s’
existe un voisinage Jy X Uy de (tg, 79) dans Jx U tel que le probléme de Cauchy suivant :

{ 2'(t) = f(t,2(t)) (2.1.5)

z(to) = 70

admette une unique solution, ou f est la restriction de f a Jy x Uy

Aprés avoir présenté quelques résultats et définitions de lipschitziennité, nous pouvons
maintenant énoncer les théorémes de Cauchy-Lipschitz qui assurent l'existence et ['uni-
cité de solution au probléme de Cauchy, [13, 19, 21].

Théoréme. 2.1.5 (Cauchy-Lipschitz, forme locale). Si f : J x U — R" est lo-
calement lipschitzienne par rapport d sa deuziéme variable en (ty,29) € J x U alors le
probléme de Cauchy :

{ 2'(t) = f(¢,2(1)) (2.1.6)

admet une unique solution.

Cette forme locale donne directement la forme forte du théoréeme de Cauchy-Lipschitz.

Théoréme. 2.1.6 (Cauchy-Lipschitz, forme forte). Si f : J x U — R™ est lo-
calement lipschitzienne par rapport d sa deuziéme variable sur J x U alors pour tout
(to,z0) € J x U, le probléme de Cauchy associé d (2.1.8) relatif d la condition initiale
(to, To) admet une unique solution.

Remarque. 2.1.6 Donc si f est localement lipschitzienne par rapport d sa seconde va-
riable et si (I, ) et (I,2) sont deuz solutions mazimales de I’équation différentielle (2.1.3)
vérifiant z(t,) = Z(t;) avec ty € INT alors (I,2) = (I, 7).

Remarque. 2.1.7 La forme faible du théoréme de Cauchy-Lipschitz consiste simple-
ment d prendre une fonction de classe C*.

Théoréme. 2.1.7 (Cauchy-Lipschitz globale). Si f : J x U — R™ est continue e
globalement lipschitzienne par rapport d sa deuziéme variable, alors toutes les solutions
mazimales sont globales.
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2.1. QUELQUES RESULTATS SUR LES EDOS

Définition. 2.1.13 (Flot). Un flot sur R™ est une application continue
¢ RxR* — R" (t,z) — ¢(t, ) = ¢y(z)

vérifiant les proprictés suivantes :
(i) ¢ o s = Puys, pour tout t,s € R.

Définition. 2.1.14 (Flot associé @ une EDO). On appelle flot de l'équation différentielle
(2.1.8) et @ un instant to, l'application ¢ définie par :
é RxR* — R

(t,70) = & lx0) = 3(t; to, 20)

Par ailleurs Uapplication ¢ vérifie :

d
&‘bt(IO) = f(¢(70)) (2.1.7)

¢Lo (-770) =Ty

Remarque. 2.1.8 Dans le cas des systémes autonomes, le temps n’a pas de réle intrin-
séque d jouer et on pourra se limiter aux données initiales ent = 0. Pour un point x € U,
notons ¢(.,z) la solution mazimale (I,z) de Uéquation différentielle (2.1.3) valant z en
t = 0. Autrement dit, ¢(., ) est la solution du systéme

%,
&qﬁt(l'o) = f(d)L(IO)) (218)
#0,z) =z
Définition. 2.1.15 (Semi-flot). Un semi-flot sur R™ est une application continue
¢ : Rt x R* — R™ vérifiant :
(i) ¢y o ds = Pris, pour tout t,s > 0.

Proposition. 2.1.1 On suppose J =R et U =R" et f globalement lipschitzienne. Alors
le flot associé a l’équation différentielle (2.1.3) est défini sur R x R™ et l'application
R — Diff(R*), t — ¢(.) est un homomorphisme du groupe (R,+) dans le groupe
Dif f(R",0), ot Dif f(R™) est ’ensemble des difféomorphismes de R™ dans lui-méme.

2.1.3 Point d’équilibre et notion de stabilité

On considere que I’équation différentielle (2.1.3) est autonome et s’écrit :

'(t) = f(z(t)) (2.1.9)

avec f : U C R* — R" localement lipschitzienne sur U. L’objectif est d’assurer I'exis-
tence et I'unicité de solutions pour les problemes de Cauchy.
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Définition. 2.1.16 (Point d’équilibre). On appelle point d'équilibre toute solution constante
de (2.1.9).

Quand I’équation (2.1.9) modélise la dynamique d’une population, un équilibre correspond
bien 4 la notion habituelle d'«état d’équilibre», qui signifie que lorsque le systéme est dans
Iétat zg, alors il y reste. En pratique on sait que seuls les états d’équilibre ayant certaines

propriétés sont significatifs.

Définition. 2.1.17 (Stabilité au sens de Lyapunov). Soit (R, z) une solution globale de
Véquation (2.1.9). On dit que (R, z) est stable au sens de Lyapunov, si pour tout ty € R,
et pour tout € > 0, il existe & 1) > 0 tel que pour tout yo € B(x(t;t0, y0), Oeo)), alors
Uunique solution mazimale du probléme de Cauchy associé a (2.1.9) relatif d la condition
inatiale (tg,yo), notée (I,z(.;t0,y0)), vérifie :

Viel, t>ty, || z(t) = z(t:to,p0) ||< €

La solution sera dite instable, si elle n'est pas stable.

Définition. 2.1.18 (Stabilité asymptotique locale). On dit que (R, z) est localement asymp-
totiquement stable si et seulement si (R, x) est stable et pour tout ty € R, il existe §(ty) > 0

tel que pour tout yo € B(z(to),d(t)), l'unique solution mazimale du probléme de Cau-

chy associé a (2.1.9) relatif d la condition initiale (to,yo), (I,z(.;t0,Y0) est définie sur

[to; +00[ et vérifie :

|| z(t) — z(t; to, ¥o) || = 0,t = +00 (2.1.10)
Définition. 2.1.19 (Stabilité globale). On dit (R,x) est globalement asymptotiquement
stable sur V. C U, si pour tout ty € R, pour tout yy € V 'unigue solution mazimale du

probléme de Cauchy associé d (2.1.9) relatif a la condition initiale (to, yo), (I, z(.;t0, o)
est définie sur [to; +00| et vérifie (2.1.10).

2.1.3.1 Cas des systémes linéaires a ccefficients constants

Considérons le cas d’une équation différentielle linéaire autonome et homogene sui-
vante :

r'(t) = Az(t),z € R” (2.1.11)

On remarque que I'ensemble des solutions d’équilibre du systéme est ker(A) et donc que
la solution identiquement nulle est aussi solution d’équilibre.

Théoréme. 2.1.8 La solution du probléme de Cauchy associé a (2.1.11) pour la donnée
(to,%0) € R x R™ est définie par la formule

2(t) = et Yt € R
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Théoréme. 2.1.9 (Caractérisation de la stabilité de Uéquilibre z = 0).
- L’origine est un équilibre globalement asymptotiquement stable si et seulement si
toutes les valeurs propres de A sont a parties réelles strictement négatives, i.e.

Sp(A) C {z € C/R(z) < 0}

- L’origine est un équilibre stable si et seulement si les valeurs propres de A sont d
partie réelle négative et les valeurs propres de partie réelle nulle sont dans un espace

caractéristique de dimension 1.
- Sinon lorigine est un équilibre instable.

2.1.3.2 Cas des systémes non linéaires

Soit zy une solution d’équilibre de ’équation différentielle (2.1.9), Nous linéarisons
cette derniére équation en opérant un développement limité de f en x4 selon la définition :

Définition. 2.1.20 Le systéme linéarisé de (2.1.9) autour du point xy est défini par :
Z'(t) = Dy(mo)2(t) (2.1.12)

ot Dy est la différentielle de f.

2.1.3.3 Quelques théorémes de stabilité locale

Théoréme. 2.1.10 (Lyapunov). Sitoutes les valeurs propres de Dy(zo) sont de parties
réelles strictement négatives, alors xo est un point d’équilibre localement asymptotiquement
stable pour le systéme non linéaire.

Théoréme. 2.1.11 Si Dy(ty, z0) a au moins une valeur propre de partie réelle stricte-
ment positive, alors le point d’équilibre xqy est instable pour le systéme non linéaire.

2.1.3.4 Critére de Routh-Hurwitz

Nous serons surtout amenés a regarder précisément le signe des parties réelles des
valeurs propres des matrices. Or il n’est pas toujours facile de les calculer explicitement.
C’est pourquoi nous utiliserons le critére de Routh-Hurwitz, [33] qui donne des ren-
seignements sur le signe des parties réelles des racines d’un polynéme a partir de ses
coefficients. L’application de ce critére pour I’étude du polynéme caractéristique permet
alors d’en déduire des renseignements sur la stabilité des équilibres.

On considére un polyndme P € R[X], de degré n,n € N.
P(X) = Zan_,-Xi
i=0

Notons ici que les coeflicients sont notés par ordre décroissant des degrés.
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Proposition. 2.1.2 Si tous les coefficients de P sont non nuls et de méme signe alors

nécéssairement les zéros de P sont de parties réelles strictement négatives.

Dans ce cas, on forme le tableau de Routh défini par :

X" p  Qn_2 Qp_4

X1l a,.1 Guz Gpos ...
X2 AN VA WP A WP P
X3 AL g Aygy DAugs o

Xl A]’l AI,Z A173
XO A0,1 AO,Z A(],3

ot les (A; j)o<i<n—2 Sont définis par :

A I A Aigjn
1’7j - A
Ai—l,l Ai—l,l Ai—l,j+1
Par exemple :
1 |a, an 1 |an anps
An—Z,l = - ; An—2,2 = -
Ap-1| AGn-1 Qn-3 an-1| Gpn-1 Qn-5
A 1 an QAn—6 . A _ 1 An-1 An-3
n-2,3 — — ) n-3,1 — _A A A
ap-1 | An-1 Ap-7 n—2,1 n—2,1 n—2,2
A _ 1 an-1 An-5
n-32 — —
A'n—2,1 An—2,1 An—2,3

Le critére de Routh-Hurwitz évalue le nombre de racines de P a partie réelle positive.
Ce nombre est égal au nombre de changements de signe dans la premiére colonne du
tableau de Routh.

2.1.3.5 Théorie de stabilité de Lyapunov

La stabilité d'un point d’équilibre z* de 1’équation (2.1.9) peut étre étudiée par
I’exemple des valeurs propres de la partie linéarisée de f en 2*, D¢(z*). Cependant, cette
méthode de linéarisation attrayante par sa facilité de mise en ceuvre, ne nous permet pas
de conclure a la stabilité ou a l'instabilité du point d’équilibre dans tous les cas. En 1892,
le mathématicien russe A. M. Lyapunov a introduit dans un Probléeme général de la
stabilité du mouvement, un nouveau critére pour étudier la stabilité. 1l a généralisé 1'idée
selon laquelle, pour un puits, il existe une norme ||.|| sur R™ telle que ||z(t) — z*|| décroit
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pour toute solution z(t) proche de z*. Lyapunov a montré que certaines fonctions, appe-
lées fonctions de Lyapunov, peuvent étre utilisées comme une norme pour caractériser
la stabilité. Cette méthode donne non seulement des renseignements sur la stabilité du
point d’équilibre, nais aussi des propriétés sur les bassins d’attraction.

Soit U un ouvert de R™. On s'intéresse aux points d’équilibre d'une équation différen-
tielle autonome du premier ordre, définie sur J x U, comme

ot f:Jx U CR xR" est une fonction de classe C', donc localement lipscliitzienne sur
J x U. Ceci assure 'existence et 'unicité de solutions dans les problemes de Cauchy.

Théoréme. 2.1.12 (Fonction de Lyapunov). Soit * une solution d’équilibre de I’équa-
tion (2.1.9). Soit Q1 un voisinage de z* inclus dans U et V : Q@ — R une fonction de classe
C! telle que :

(i) V(z*) =0

(ii) Yz € Q\ {z*},V(z) >0

(iii) Yz € Q,V(z) <0
Alors x* est stable.

Remarque. 2.1.9 La fonction V du théoréme ( 2.1.12) est appelée fonction de Lyapu-
nov associée @ (2.1.9).

Théoréme. 2.1.13 (Fonction de Lyapunov stricte). Soit =* une solution d’équilibre
de Uéquation (2.1.9). Soit Q un voisinage de =* inclus dans U et V : Q — R une fonction
de classe C* telle que :

(i) V(z*)=0

(ii) Yz € Q\ {z*},V(z) > 0

(ii1) Yz € Q,V(z) <0
Alors z* est asymptotiquement stable.

Remarque. 2.1.10 La fonction V du théoréme ( 2.1.13) est appelée fonction de Lya-
punov stricte associée @ (2.1.9).

Avant de donner les liens qui existent entre ces deux fonctions et la stabilité, on in-
troduit la notion de stabilité globale sur un ensemble.

Définition. 2.1.21 (Stabilité globale). Un équilibre z* de (2.1.9) est dit globalement stable
sur W C {1 st et seulement si pour tout V C W et pour tout t; > 0, il existe e,y > 0 tel
que : pour tout y, € V, le probléme de Cauchy associé d (2.1.9) relatif a la condition ini-
tiale (t1,11) admette une unique solution globale z(t; t1,11) et Vt > &y, ||z*—z(t; 81, 1)|| < €

Définition. 2.1.22 (Stabilité globale asymptotique). Un éguilibre =* de (2.1.9) est dit
globalement asymptotiquement stable sur W C Q si et seulement si pour tout V.C W et
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pour tout t; > 0, 4l existe evyyy > 0 tel que : pour tout y, € V, le probléme de Cauchy
associé d (2.1.9) relatif a la condition initiale (t1,y1) admette une unique solution globale

T(t tlayl) et
||2" — (¢t y1)|] = 0, = o0

Ces fonctions permettent aussi de donner des renseignements sur les bassins attrac-
teurs et d’attractions associés 4 des points d’équilibre asymptotiquement stables

Définition. 2.1.23 (Ensemble invariant). Soit Q; un ensemble inclus dans R*. On dit
que Q; est invariant pour l’équation différentielle (2.1.9) si pour tout Ty € Q; et tout
to € Ry, l'unique solution mazimale (J,z), du probléme de Cauchy associé ¢ (2.1.9) et
relatif @ la condition (to, Ty), reste dans €, (T > 0), i.e.

vt € Jz(t) €

Théoréme. 2.1.14 (Principe d’invariance de Lasalle, [15]). Considérons ’équation dif-
férentielle ordinaire (2.1.9). On suppose f de classe C.

Soit V : R* — R, une fonction de classe C'. Supposons que la dérivée orbitale E(az) <0

pour tout x € U, et définissons
E = IEU-iV(/E)“O
. ,dt « — .

Posons B le plus grand ensemble invariant inclus dans E. Alors toutes les solutions de
(2.1.9), bornées pour t > ty, convergent vers B quand t — c.

Définition. 2.1.24 (Bassin Attracteur). Soit Q, un ensemble de R™. On dit que Q, est
un bassin attracteur relatif a (2.1.9) si Q, est un invariant par (2.1.9) et s’il existe (0
contenant strictement €0, tel que pour tout zo € Q* et tout to € Ry, ([to, T[, 2), la solu-
tion mazimale du probléme de Cauchy associé d (2.1.9) et relatif a la condition initiale

(to, To), rentre dans Q :
Htl > to,I(tl) € Qa

Un tel * est appelé bassin d’attraction relatif d Q.

Remarque. 2.1.11 On a les remarques importantes suivantes :
1. Comme (1, est un ensemble invariant pour tout (2.1.9), on a pour tout t > t;,z(t) €
A

2. 81§, est un bassin attracteur, toute réunion de bassin attracteur relatif d Q, est un
bassin attracteur relatif & Qq. C’est méme le plus grand bassin d’attraction relatif a
2, pour la relation d’inclusion.

20 0. KOUTOU, UFR-ST/UPB



2.2. QUELQUES RESULTATS EN THEORIE DE CONTROLE

2.2 Quelques résultats en théorie de controle

En mathématique la théorie du contréle optimal s’inscrit dans la continuité du calcul
des variations. Historiquement, cette théorie est tres liée a la mécanique classique, en par-
ticulier aux principes variationnels de la mécanique (principe de Fermat, de Huygens,
équations d’Euler-Lagrange). Le point clé de la théorie de contrdle est le Principe du
Mazimum de Pontryagin, qui généralise les équations d’Euler-Lagrange du calcul des
variations. Cette théorie a alors connu un essor trés important et de nombreuses appli-
cations. Les systémes automatisés font complétement partie de notre quotidien et nous
facilitent plusieurs taches. On les retrouve par exemple dans les systemes de freinage ABS,
les thermostats, les circuits frigorifiques, les controles des flux routiers, aériens, boursiers
et les barrages EDF, les circuits, électriques, électroniques,...,[33, 19

Dans la suite, nous nous intéresserons uniquement a la théorie du controle optimal non
linéaire. On rappellera dans un premier temps quelques techniques d'analyse de problémes
de controles optimaux non linéaires, notamment le Principe du Mazimun de Pontryagin.

Considérons un systeme de contrdle général :

{ '(t) = f(t. 2(t), u(t)) (2.2.13)

z(to) = o

ol f: IxV xU — R™est une application de classe C*, I est un intervalle de R, V un ouvert
de R™, U un ouvert de R™ et (tg,79) € I x V. On suppose que F : (t,x) = f(t,z,u(t))
vérifie les hypothéses du théoréeme de Cauchy-Lipschitz ( 2.1.7). Cela revient & supposer
que les contrdles u(.) appartiennent a un sous-ensemble de Lg% (I,R™). Ces hypotheses
assurent pour tout contréle u, I'existence et I'unicité d'une solution maximale z,(t) sur
un intervalle J C U grace & des versions du théoréme ( 2.1.7). données dans [33]. Ce
théoréeme nécéssite des conditions plus faibles que celles énoncées précédemment dans la

section (2.1). Pour simplifier 1’écriture, on suppose daus la suite que ty = 0

Un probleme de contrdle optimal se décompose en deux parties :
(i) un probleme de contrélabilité, ot 'on se demande si I'objectif visé est atteignable,
(ii) un probléme d’optimisation, ou I’on cherche parmi toutes les trajectoires possibles,
celles qui se font en un coiit réduit c’est a dire minimal.
Nous rappellerons dans la suite quelques outils de la théorie du contréle optimal, issus
des notes de cours du Professeur Emmanuel Trélat dans [33] et aussi de 'ouvrage de
Suzanne Lenhart [?7]

2.2.1 Définitions et préliminaires

Considérons pour le systéme (2.2.13) le probléme de coutrole suivant : étant donné un
point z; € R™, trouvez un temps T et un contrdle u sur [0; 7] tel que la trajectoire x,
associé & u, solution de (2.2.13), vérifie

{ z,(0) == Z

I
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Alors il existe un contréle optimal u sur [0,t(u)] tel que la trajectoire associée joint My a

M, en temps t(u) et en codt optimal.

Remarque. 2.2.1 Pour un probléme de contrile optimal a temps final fixé, on impose
t(u) =T. En particulier on suppose que la cible M, est accessible depuis My en temps T.

On a pour les systémes affines le résultat suivant :
Théoréme. 2.2.4 Considérons le systéme affine dans R"
m
T = fo(z) + Zuifi(z), () =1z z(T)=ux
i=1

avec le coiit

C(T,u) = /0 Tiuf(t)dt

ouT > 0 est fizé et la classeU des controles admissibles est le sous-ensemble de L*([0,T],R™)
tel que
1. Yu €U, z, est bien définie sur [0,T],
2. ABr|Vu e U,Vt € [0,T], || z.(t) ||< Br
St xy est accessible depuis xq en temps T, alors il existe un controle optimal reliant

) dl‘l.

- z,(t) non fixé, signifie simplement qu’il n’y a pas de restriction sur les valeurs de
z1(t). On dit que le probléme de contréle optimal est & temps final non fixé.

- Dans la suite on ne s’intéressera qu’aux fonctions f, g continument différentiables
par rapport a tous les arguments. Donc comme on ne considére que les controles
continus par morceaux, les trajectoires associées seront toujours des fonctions diffé-
rentiables par morceaux.

T

Définition. 2.2.8 Un contréle u mazimisant la fonction objective C(T,u) = / g(z(t), u(t))dt
0

du sytéme (2.2.19)est appelé un contréle optimal.

Théoréme. 2.2.5 (Fleming et Rishel). On suppose que 'ensemble des controles ad-
missibles pour le probléme (2.2.13) est composé de fonctions de Lebesgue intégrables sur
to <t <ty d valeurs dans R. On suppose que f(t,z,u) est conveze par rapport ¢ u et
qu'il existe des constantes C,Cq,C3 et Cy > 0 et 3 > 0 telles que

g(t,z,u) = aft,z) + B(t, z)u
l9(t,z,u)| < CL(1 + |z| + |ul)
|g(t, 21, u) — g(t, z,u)| < Colzy ~ z|(1 + |ul)
f(t,.’L',U) 2 Cg|U|ﬁ — C4

pour tout to < t < by, x, 7y € R. Alors il existe un controle optimal u* minimisant C(u)

avec C(u*) fini.
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Remarque. 2.2.2 Les principales techniques de résolution d’un tel probléme consistent
a vérifier un ensemble de conditions nécéssaires que le controle et le systéme adjoint
dowent remplir. Ces conditions nécéssaires sont données par le principe de mazimum de

Pontryagin.

Principe du maximum de Pontryagin

Les conditions nécéssaires que nous présentotts ici. dérivent du principe de maximum
de Pontryagin. C’est en effet lui qui a introduit I'idée du systeme adjoint.

Théoréme. 2.2.6 (Principe du maximum). On considére le systéme de controle dans
Rn

() = f(t,z(t),u(t)) (2.2.20)

ot f : Rx R" x R™ — R™ est de classe C' et on les contréles sont des applications
mesurables et bornées sur Uintervalle [0,t.(u)] de R, et a valeurs dans  C R™.

Soient My et M, deuz sous-ensembles de R™. On note U U'ensemble des contréles admis-
sibles u dont les trajectoires associées relient un point initial de My a u point final de My
en temps t(u) < t.(u). Par ailleurs on définit le coiit d’un contréle u sur [0,t] par

C(t,u) = /Otg(s, z(s),u(s))ds + h(t, z(t)),

ot g : RXR*xR™ — R* et R x R* — R sont de classe C* et x(.) est la trajectoire de
solution de (2.2.20) associée au controle u.

On considére le probléme de contréle optimal suivant : déterminer une trajectoire reliant
My a M, et minimisant le cout. Le temps final peut étre firé ou non.

Si le controle w € U associé a la trajectoire x(.) est optimal sur [0,T), alors il existe
une application A(.) : [0,T] — R™ absolument continue appelée vecteur adjoint et un réel
A0 <0 tels que le couple (X(.), A°) soit non trivial, et tels que, pour presque tout t € [0,T],

P() = O (talt) (), (0. ),

= S (tw(t),u(). MD), )

ot H(t,z(t),u(t), A(t), A%) = (A, f(t,z(t),u(t))) + Ng(t,z(t),u(t)) est I’Hamiltonien du

;

systéme et d la condition de maximisation presque partout sur [0, 7]
H((t, 2(2), u(t), A(t), \°) = max {(t, 2(t), v, A(1), \*), v € 2

ou 2 CR™

2.3 Quelques notions utiles sur les matrices

Définition. 2.3.1 Soit z = (21,22, ..., %,) € R?, A = (@ij)1<ij<n € Mn(R)
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1. On dit que le vecteur x (respectivernent la matrice A), est strictement positif, et on
note x >> 0 (respectivernent A >> 0), si pour tout 1 = 1,...,n, T; > 0 (respective-
ment a;; > 0 pour tout 1 <14,j <n).

2. On dit que le vecteur x (respectivement la matrice A) est positif, et on note £ > 0
(respectivement A > 0), si pour tout i =1,...,n, z; > 0, et il eziste au moins un i
tel que z; > 0 (respectivement a;; > 0 pour tout 1 < 4,7 < n; et pour au moins un
couple (i,7), ai; > 0).

8. On dit que le vecteur & (respectivement la matrice A) est positif largement et on
note t > 0 (respectivement A > 0), si z > 0 ouz = 0 (respectivement A > 0 ou
A=0).

Définition. 2.3.2 (Module de stabilité, rayon spectral). Soit A une matrice carrée d’ordre
n.
1. On appelle spectre de A, noté Spec(A), lensemble des valeurs propres de A.

2. On appelle module de stabilité de A, le nombre défini par :
a(A) = maz{R.(A),\ € Spec(A)}.
Lorsque a(A) < 0, alors on dira que la matrice A est stable.
3. On appelle rayon spectral de A, le nombre réel défini par :
p(A) = maz{|}|, A € Spec(A)}

4. On dit la matrice A est de Hurwitz si toutes ses valeurs propres sont d parties

réelles strictement négatives.
Remarque. 2.3.1 Toute matrice de Hurwitz est stable.

Définition. 2.3.3 On appelle matrice de Metzler, toute matrice A € M, (R) dont les
coefficients extra-diagonauzr sont positifs, c’est & dire a;; > 0 pour tout i # j.

Théoréme. 2.3.1 Si A est une matrice de Metzler, alors les conditions suivantes sont
équivalentes :
(i) A est asymptotiquement stable,
(1) A est inversible et —A™1 > 0,
(tii) sib est un vecteur positif alors il existe un vecteur x positif tel que Az +b =0,
(i) Il existe un vecteur ¢ > 0 tel que Ac << 0,
(v) Il existe ¢ >> 0 tel que Ac << 0.

Théoréme. 2.3.2 (Varga). Soit A une matrice de Metzler inversible. Pour toute dé-
composition réguliere de A de la forme de A = F + 'V, les deur assertions suivantes sont

équivalentes.
(i) A est une matrice stable,

(ii) p(~FV-1) < 1.
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Chapitre 3

Etude des modeles compartimentaux

Dans ce chapitre, nous explorons un peu l'univers de la dynamique des populations et
de la modélisation des maladies vectorielles. Nous y présentons quelques modéles utiles

pour la suite de notre étude.

Sommaire
3.1 Modélisation en dynamique des populations . . ... ... .. 28
3.1.1 Modeéle de la croisssance exponentielle de Malthus . . . . . . . 29
3.1.2  Modéle de la croissance logistique de Verhulst . . . . . .. .. 29
3.2 Quelques modéles épidémiologiques . . . ... ...... ... 30
3.2.1 Premier modéle : Daniel Bernoulli . ... .......... 30
3.22 LestravauxdeRonald Ross . . . . ... ............ 31
3.2.3 Modele de type SIR/SI et SEIR/SEI . . . ... ... ... ... 33

3.1 Modélisation en dynamique des populations

La dynamique des populations est une science qui explique la variation au cours du
temps, du nombre d’individus dans une population. Elle est d'une utilité marginale as-
sez grande dans la compréhension des phénomenes intervenant dans une population au
cours de son évolution. La modélisation mathématique de la dynamique des populations
n'est pas un phénomeéne récent. Cependant, elle a connu un progres considérable au fil
des siecles. De nombreux mathématiciens se sont investis considérablement dans cette
discipline parmi lesquels, on trouve dans [23] et dans [21] les noms suivants :

- Fibonacci : fondation mathématique,

- Buffon : histoire naturelle,

— Euler : taux d’accroissement,

~ Malthus : progression géométrique,

- Verhulst : croissance logistique,

~ Lotka : bases scientifiques,
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3.1. MODELISATION EN DYNAMIQUE DES POPULATIONS

— Volterra : bases mathénatiques.
Aprés la deuxiéme guerre mondiale, grace aux travaux des auteurs comme Leslie, Mac

Arthur, Robert May, Tkka Hanski, Mats Gyllenberg [21, 23, 4], I'étude de la dy-

namique des populations a connu de grandes avancées.

3.1.1 Modele de la croisssance exponentielle de Malthus

Le modele de Malthus, [23, 19, 21], proposé en 1798 se fonde sur les hypotheses
suivantes :
(H1) : pas de migrations des individus de la population
(H2) : le taux de natalité est proportionnel a la taille de la population N(t) a l'instant ¢.

Ainsi son modele de croissance est donné par ’équation différentielle suivante :

dN(t)
— = b= dN() (3.1.1)

avec b >0, d > 0.

- d le taux de mortalité,

— b le taux de natalité.
Ce modele conduisant & une croissance exponentielle a I'inconvénient de ne pas tenir
compte de la capacité du milieu a soutenir une croissance exponentielle.

3.1.2 Modele de la croissance logistique de Verhulst

Le modéle logistique est un modele de croissance proposé par Pierre Frangois Ve-
rhulst vers 1840, [23, 20, 21]. Il a été proposé en réponse au modele de Malthus qui
proposait un taux d’accroissement constant sans frein conduisant a une croissance expo-
nentielle de la population. Verhulst émet les hypotheéses suivantes :

(H1) : le taux de natalité et le taux de mortalité sont des fonctions affines dépendantes de
la taille de la population,
(H2) : lorsque les populations sont de petites tailles, elles ont tendance a croitre.
Ce modele conduit en temps continu a une fonction logistique. En notant :

— N(t) la taille de la population a l'instant ¢,

- d le taux de mortalité,

- b le taux de natalité,
alors la taille de la population suit 1’équation différentielle suivante :

dN(t)
dt

Comme b et d sont des fonctions affines alors b—d est une fonction affine. Ainsi, I'équation

= (b—d)N(t) (3.1.2)

peut s’écrire :

Y — Mo - 5N ) (5.13)
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ol a et 3 des réels positifs. Puis en posant K = %, ’équation devient alors
dN(t) N(t)
——=aN{t) |1 - —= 3.1.4
= an (1- 5 314

~ La fonction constante K est appélée capacité d’accueil et vérifie 'équation (3.1.3).
— Sib—d > 0, alors la population croit de fagon exponentielle vers une densité infinie
i.e N(t) — +oo lorsque t — +00.
— Si b = d alors la population reste constante, N(t) = Ny pour tout $ — +oc
- Si b—d < 0 alors la population décroit de fagon exponentielle vers une densité nulle
i.e N(t) — 0 lorsque t — +00.
Le probléme de Cauchy associé a I’équation différentielle (3.1.4) relatif a la condition

initiale (¢, Ny) est donné par le systéme suivant :

dN(t) N(t)
il A 11— 2\
i ( K (3.1.5)
N(0)= N,
Ce systeme conduit a la solution logistique suivante :
NoK
N(t) 0 (3.1.6)

" No+ (K — NoJe- &=

Remarque. 3.1.1 On a les remarques suivantes :
- sib—d <0 alors N(t) — 0 lorsque t — 400,
- sib—d <0 alors N(t) — K lorsque t — +00.
Cependant, N(t) = K est une solution stationnaire. Dans ce cas, on a :
- N(t) est décroissante pour tout t > 0 si No > K,
- N(t) est croissante pour toutt > 0 si Ng < K.
En général, lorsque la population n'est soumise a aucun aléa, sa densité atteint la capacité
d’accueil K.

3.2 Quelques modeles épidémiologiques

3.2.1 Premier modéle : Daniel Bernoulli

Médecin, physicien et mathématicien, Daniel Bernoulli est un membre de cette
illustre dynastie des savants de la ville de Béle en Suisse, [11, 19]. En dehors de ses mul-
tiples contributions en mécanique des fluides, il est 'auteur de la premieére utilisation
d'un modeéle mathématique en médecine. A I’époque la variole faisait de nombreuses vic-
times, et il tenait & prouver le bien fondé d'une méthode qu'il avait importée de I'Orient :
V«inoculation d’une personne saine par un pus infectant». La méthode a été controversée.
C’est dans ce contexte qu’en 1760 Daniel Bernoulli proposa a 'académie royale des
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sciences de Paris son « Essai d'une nouvelle analyse de la mortalité causée par la petite
vérole et des avantages de l'inoculation pour la préveniry. Il avanga des argumnents ration-
nels en faveur de I'inoculation. fondés sur un raisonnement mathématique. Bien que son
modéle recut un accueil mitigé, il est aujourd’hui cousidéré comnme le texte fondateur de
I’épidémiologie.

Pour 1'élaboration de son modéle Daniel Bernoulli, [19, 6], adopta les hypothéses

suivantes :

(H1) : un individu infecté pour la premiére fois par la variole a une probabilité p de mourir
et une probabilité 1 — p de survivre indépendamment de son age,

(H2) : un individu a une probabilité ¢ d’étre infecté au cours de I'année indépendamment

de son age,

(H3) : lorsqu’un individu survit apres avoir été infecté par la variole, il est immunisé pour
le reste de sa vie.
Il désigne par :
- m(z) : la mortalité naturelle a 'age z ;
- S(z) : le nombre d’individus susceptibles a I’dge = n’ayant pas été infectés
— R(z) : le nombre d’individus qui sont encore en vie & 'dge = et immunisés;
- P(z) = S(z) + R(z) le nombre total d’individus qui sont encore en vie a 1'age .
La naissance correspond & z = 0, ainsi S(0) = P(0) = I%.
Entre I'dge x et I'dge z + dx ou dx est infiniment petit, la variation des différentes classes
d’individus est donnée par le systeme ci-dessous :

§'(z) = —¢5(z) — m(z)S(z)
R'(z) = q(1 - p)S(z) — m(z)R(z) (3.2.7)
P'(z) = —pgS(z) — m(z) P(z)

3.2.2 Les travaux de Ronald Ross

A Torigine on pensait que le paludisme était causé par le mauvais air des marais,
"malaria’ en latin. En 1880, Laveran, [30], un médecin militaire du service de santé des
armées découvrit le protozoaire responsable de l'infection. Laveran recu le prix Nobel
de la physiologie et de la médecine en 1908.

Ross entre au service médical de I'armée de I'Inde en 1881. Quelques années plus tard,
il décide de conduire des expériences en Inde pour prouver les hypothéses de Laveran
et Manson que les moustiques sont les vecteurs responsables du paludisme. Chose qu’il
réussit en 1897, en mettant en évidence le cycle du parasite dans le moustique. Cependant
Ross s’est constamment battu pour établir acceptation de ce qu’il appelait son théoréme
du moustique. Ce théoréme stipule que la réduction de la population de vecteurs était un
moyen pour combattre le paludisme. Cette affirmation a connu une opposition farouche
sous prétexte qu’il était impossible de débarrasser une région de tous ses moustiques.
Donc il y aura toujours des moustiques et par conséquent le paludisme persistera. Cette
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idée fut percue comine vaine et non économique en terimes de temps et de finances.
Il était clair qu'un tel raisonnement n’est pas réaliste mais sa réfutation demande une
justification quantitative c’est a dire mathématique. C'est cette nécéssité de convaincre
que le controle des moustiques est uue mesure de santé publique éfficace qui a conduit
Ross a la construction de son modéle. L’étude de son modele lui permit de prédire qu’en
dessous d'un certain seuil critique de vecteurs, le paludisine disparaitrait de lui-tnéme.

Remarque. 3.2.1 Relativement aux différents schémas qui suivront, les fléches en poin-
tillés indiquent le sens de Uinfection et les fleches pleines représentent le passage d’une

classe a lautre.

Dans son modele, Ross subdivise chacune des deux populations hétes en deux comparti-

ments fictifs de la facon suivante

FIGURE 3.1 - Représentation compartimentale du modeéle de type SI/SI de Ross

— Sk(t) : population humaine susceptible & l'instant ¢;
— I1(t) : population humaine infectieuse a l'instant ¢;
S (t

Im(t) : population de moustiques infectieux & l'instant t;

) : population de moustiques susceptibles & I'instant ¢ ;

- Nh(t) population humaine totale & l'instant ¢
— N, (t) : population totale de moustiques a l'instant ¢.
Ross fait les hypothéses suivantes concernant son modele.

(H1) : Les deux populations hétes (humains et moustiques) sont supposées constantes sur

I'intervalle d’étude.
(H2) : On suppose qu'il n’y a pas de surinfection et on néglige le temps d’incubation.

(H3) : Compte tenu de sa durée de vie relativement courte, un moustique infecté n’a pas
le temps de guérir.

(H4) : Un humain susceptible devient infectieux a l'issue d’une piqiire d’un moustique
infectieux et redevient susceptible apreés guérison; et un moustique sain devient
infectieux apres piqire d'un humain infectieux.

Ces hypotheses sont illustrées dans le schéma compartimental ci-dessous :

En passant aux proportions et en faisant le changement suivant :

I T T
_Nha y_Nm’ m_Nh
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FiGURE 3.2 - Modele de Ross.

Parameétres du modele

a nombre moyen de piqure fait par les moustiques par unité de temps

bhm probabilité qu'une pigfire par un moustique sain sur un humain
infectieux transfére I'infection au moustique.

binh probablité qu'une piqiire par un moustique infectieux sur un humain
susceptible soit infectante.

L, probabilité qu'un humain infecté succombe au paludisme.

Th probabilité quun humain infecté guérisse du paludisme.

L taux de mortalité d’'un moustique.

Tableau 3.1 — Parametres d’interaction entre les deux populations

On obtient la relation :

T = mabpny(l —z)—r2
3.2.8
{ y = abmx(l-y)—py (8.28)

Le modele de Ross précédemment décrit est un modele de type SI pour les deux types
d’hétes. Il décrit avec le méme compartimentage 1’évolution de la maladie chez les humains
et chez les moustiques. Il y a également d’autres types de compartimentage comme les

modeles de type SIR/SI, SEIR/SEI etc.

3.2.3 Modéle de type SIR/SI et SEIR/SEI

Dans les modeles de type SIR/SI le compartimentage SIR est utilisé pour la population
humaine et SI pour la population de moustiques. Comme c’est le cas par exemple du
chikungunya étudié dans (19, 30], ce cLoix repose sur les liypothéses biologiques suivantes :

(H1) : Absence de surinfection. Autrement dit, une fois qu’un humain a été infecté, il ne

peut plus étre infecté une nouvelle fois.

(H2) : Un moustique infecté ne guérit pas en raison de sa courte durée de vie.
En rajoutant au modeéle de type SIR/SI le compartiment E, composé des individus ayant
subis une infection mais qui ne sont pas encore infectieux compte tenu du cycle intra-
hote du parasite, nous obtenons le modele de type SEIR/SEIL. Relativement aux modéles
SIR/SI, les modeles SEIR/SEI se rapprochent beaucoup plus de la réalité et reposent sur
les hypotheses suivantes :
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FIGURE 3.3 - Repartition compartimentale du modeéle de type SIR/SI utilisé par Moulay

pour le cas du chikungunya.

(H1) :

(H2) :

(H3) :

Absence de surinfection. Autrement dit, une fois qu'un humain a été infecté, il ne

peut plus étre infecté une nouvelle fois.

Compte tenu du cycle intra-hdte du parasite, un individu (humain et/ou vecteur)
ayant subi une infection observe un temps de latence et passe ensuite a 1'état infec-

tieux

Un moustique infecté ne guérit pas en raison de sa courte durée de vie.

On le représente de la fagon suivante :

FIGURE 3.4 — Représentation compartimentale de 'interaction entre les hétes humains et

les moustiques pour le modele SEIR/SEL

Dans sa these, [38], Pascal ZONGO utilise ce type de compartimentage et il va plus

loin en subdivisant la population humaine en deux catégories d’individus S, E, I, qui sont

des non-immuns et S,F,I, qui sont semi-immuns. Les individus finissent dans la classe

R, des immunisés s’ils évoluent sans mourir. Nous utiliserons d’ailleurs son modéle de

transmission dans la suite de notre travail.

Il existe beaucoup d’autres types de modéle. Tout compte fait, tous ces modéles répondent

a des besoins spécifiques (hypothéses).
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Chapitre 4

Modélisation et analyse
mathématiques des modeles

Dans ce chapitre nous présenterons d’abord des résultats entomologiques en vu de
mieuz appréhender la biologie de l’anophéle. A partir de ces enseignements, nous
émettrons des hypothéses sur lesquelles repose notre modéle de la croissance dont les
compartiments sont les «différents stades de U'évolutiony de l'anophéle (euf, larve,
nymphe et adulte). Nous y proposerons également un modéle de la dynamique de
propagation du paludisme. En plus du modéle synthétique présenté, nous ferons
également une étude et une analyse singuliére de chacun de ces trois modéles.
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4.1. VIE DE L’ANOPHELE

4.1 Vie de Panophele

Une activité de contrdle d’une maladie transmissible a ’homme par un vecteur qui se
veut conséquente ne peut étre exemptée du volet triptyque parasite-vecteur-homme.
Nous avons donc besoin de comprendre la vie du vecteur. C’est dans ce contexte que nous
faisons cas de quelques résultats entomologiques. En effet, 'entomologie médicale est en soi
une véritable discipline scientifique dont nous avons un besoin indispensable pour ’étude
des maladies vectorielles. Elle est basée notamment sur une identification spécifique des
vecteurs et une connaissance approfondie de leurs écologies, leurs habitudes alimentaires
et de leurs biologies.

4.1.1 Ecologie de ’anophele

De fagon générale, les gites larvaires de I’anophele sont des eaux relativement propres
par rapport a celles d’autres insectes. La connaissance des gites larvaires permet non
seulement, d’associer certaines especes d’anopheles a certaines formations végétales, ce qui
permet de dresser des cartes écologiques identifiant les gites potentiels; mais également
d’apprécier 'influence des conditions environnementales sur l'intensité et la dynamique
de transmission du paludisme.

4.1.2 Habitudes alimentaires de ’anophele

L’agressivité de I’anopheéle femelle augmente avec le coucher du soleil. Sa piqire est
en général indolore. Elle ne s’éloigne guére plus de 800 meétres de son gite. Cependant,
elle peut voyager clandestinement en avion ou en bateau, ce qui explique certains cas de
paludisme chez des personnes n’ayant jamais quitté leurs zones sans paludisme comme
I’Europe mais vivants a c6té d’aéroports ou des ports.

Selon les especes on distingue des anophéles de type :
- endophages : celles qui piquent a I'intérieur des habitations,
- exophages : celles qui piquent a I’extérieur des habitations,

|

antropophiles : celles qui se nourrissent de préference de sang humain,
zoophiles : celles qui se nourrissent de préference de sang animal,

antropozoophiles : celles qui se nourrissent indifféremment de sang humain ou
animal.

Logiquement, il y a un lien étroit entre endophilie et antropophilie, de méme qu’entre
exophilie et zoophilie. Ces caractéristiques peuvent paraitre un peu théoriques mais ce
sont elles qui rendront les anopheéles plus ou moins aptes a transmettre facilement le
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4.1. VIE DE L’ANOPHELE

paludisme. Par exemple, plus un moustique est antropophile, plus sa capacité vectorielle

augiente.

4.1.3 Biologie de ’anophele

L’anophéle est un insecte & métamorphose compléte (appélé insecte holométabole) de
sorte que la larve, la nymphe et 'adulte ont des morphologies treés différentes et adaptées
a leurs modes de vie. En effet, dans la croissance de I’anophéle on distingue :

(A) : une phase aquatique pour les stades immatures ou préimaginaux qui regroupent les
ceufs, les larves et les nymphes,

(B) : une phase aérienne pour le stade adulte ou imaginal.

Cependant, chaque état a ses caractéristiques biologiques que nous pouvons exploiter dans
la lutte anti-vectorielle. Dans les lignes qui suivent nous donnons de maniere essentielle
les caractéristiques des différents états de la croissance de ’anopheéle.

- L’ceuf
Les femelles anopheéles vivent environs deux semaines a un mois et demi relativement aux
conditions de leur milieu. Une femelle anophéle peut pondre tous les 2 a 3 jours 50 &
300 ceufs. Les ceufs ne résistent généralement pas au dessechement du gite. Ils éclosent
48 heures apres 'oviposition. Ce délai est allongé lorsque la température diminue. Par
exemple 2 et demi jours a 25°C et a environs 7 jours a 16°C. Les conditions du gite ont
une grande influence sur la croissance des ceufs, [8, 18].

- La larve
Les larves vivent dans I’eau, s’alimentent des mues et respirent 1’air atmosphérique. La
durée de vie larvaire est d’'une a deux semaines selon les conditions écologiques notamment
la température. Mais elle est augmentée dans le cas d’hibernation qui peut s’éffectuer a
'état larvaire généralement en zone tempérée. Il faut noter que la croissance des larves
est aussi régulée par la capacité d’accueil des gites larvaires, [§].

- La nymphe
A la fin de la vie larvaire survient une métamorphose complete ; la cuticule de la larve
se fend longitudinalement pour laisser place a une nymphe aussi appelée pupa. Celle-ci
représente le dernier stade de la vie pré-imaginale et de la phase aquatique. Sa durée de
vie courte, est en général d’environs un a deux jours. Lors de cette phase se produisent des
remaniements internes trés importants qui permettent le passage en adulte. La nymphe
présente quatre caractéristiques décrites dans [8] par les entomologistes Pierre Carne-
vale et Vincent Robert de la maniere suivante :

(a) Elle est remarquable par la coalescence de la téte et du thorax qui forment un
céphalothorax volumineux auquel fait suite un abdomen segmenté en dix parties et
terminé par deux palettes natatoires.

(b) Elle est mobile grace a des contractious brusques de I’'abdomen qui lui permettent
de se déplacer éfficaceinent et d’échapper a des prédateurs.
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(c) Elle a deux trompettes respiratoires situées non plus a l'extrémité de I'abdomen
comme la larve, mais reliées latéralement sur le céphalothorax. Ces trompettes res-
piratoires affleurent sur la surface de 'eau lorsque la nymphe est au repos.

(d) Contrairement a la larve, la nymphe ne s’alimente pas.
- L’adulte

La biologie de 'adulte est caractérisée par deux comportements principaux : I’alimentation
et la reproduction qui, chez la femelle, s’accompagnent de la dispersion a la recherche
successive de ’hdte vertébré, du site de repos et du gite de ponte. L’ensemble de ces
comportements s’inscrit dans le cycle gonotrophique qui ne concerne évidemment que la
femelle. Les premiers jours de la vie imaginale permettent le durcissement de la cuticule, la
prise de I’alimentation sucrée et la maturation des organes sexuels. Un délai de 24 heures
est nécéssaire a la femelle pour que ses pieces buccales durcissent assez pour pouvoir percer
I’épiderme des Lites vertébrés, [18, 7] et prendre un repas sanguin. La femelle a une durée
de vie relativement plus longue que le male. Et la longévité est un facteur déterminant
dans la transmission de la maladie, (8, 36].

Dans la suite nous désignerons ’état ceuf par E, 'état larve par L, 'état nymphe aussi
appelé pupa par P et enfin ’état adulte sera désigné par A.

4.2 Modéele de la dynamique de croissance de ’ano-
phele

Nous construisons dans cette partie un modele de la croissance de I'anopheéle en nous
basant sur son cycle de vie ultérieurement décrit. Pour cela nous partons du modele de
croissance proposé par D. Moulay dans [19] en intégrant cette fois 'étape nymphe. Elle
semble un peu proche de I’état larve, par contre ces deux états ont des caractéristiques
biologiques différents. Il serait donc judicieux pour que notre modéle de croissance se rap-
proche davantage de la réalité, d'intégrer la phase nymphale. 11 faut également noter que
les aspects qui distinguent la nymphe de la larve (par exemple 'alimentation) pourraient
étre tres utiles pour la lutte anti-vectorielle. Ainsi nous considérons dans notre modele les
stades suivants :

— E(t) : le nombre d’oeufs a l'instant #;

— L(t) : le nombre de larves a I'instant ¢;

— P(t) : le nombre de nymphes ou (pupa) a I'instant t;

- A(t) : le nombre d’adultes femelles présentes a l'instant t.

En explicitant les différents taux de transfert comme suit, les différents stades de la
croissance de ’anophele sont représentés par le graphe de la figure 4.1 : ou :

- b : est le taux de ponte intrinseque des femelles ;

- Sg, Si, sp : sont les taux de transferts respectifs du stade ceuf au stade larve, du

stade larve au stade nymphe et du stade nymphe au stade d’adulte;
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4.2. MODELE DE LA DYNAMIQUE DE CROISSANCE DE L’ANOPHELE

SE

dp

7

FIGURE 4.1 - Représentation compartimentale des différents stades de la croissance de
I’anopheéle

- dp,dy,dp,d, : sont les taux de mortalité naturelle des oeufs, des larves, des nymphes
et des adultes respectivement.

(H1) : Onsuppose que le taux de ponte intrinséque est proportionnel au nombre de femelles
présentes dans la zone.

En dynamique des populations la variation d’une classe est donnée par la formule suivante :

variation d'une classe = entrants — sortants

Et dans notre contexte, les sortants sont représentés par les transferts et les morts. Ainsi

(%) variation d'une classe = entrants — (transferts + morts)

En utilisant la relation (x), la figure 4.1 peut étre interprétée par le modele simple structuré
par classe ci-dessous :

(4.2.1)

Dans le modele décrit précédemment, seuls sont pris en compte les phénomenes d’explo-
sion et d’extinction des différentes classes de la population. Il n’est pas tenu compte des
possibilités qu’offre le milieu en terme de surface et de ressources alimentaires. Ces pa-
rameétres sont pourtant tres importants pour I’épanouissement des différentes classes. En
considérant la biologie, les habitudes alimentaires, I’écologie de ’anophele, nous émetons
les hypotheses supplémentaires suivantes sur le modele.

(H2) : La croissance des ceufs est régulée par une capacité d’accueil du gite larvaire. En
effet, les femelles anophéles sont dotées d’une capacité a détecter le meilleur gite de
ponte assurant le développement des nouveaux ceufs. Plus précisément, on observe
dans les gites de ponte tres peuplés, deux types de comportements; soit les femelles
vont plus loin pour pondre soit elles déposent moins d’ceufs.
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(H3) : I faut noter que les larves respirent et ont besoin de s’alimenter. Si les ressources

du milieu s’avérent insuffisantes, on observe un comnporteinent cannibale chez les

larves. Donc leur croissance est régulée par une capacité du milieu. Cependant cet

effet de cannibalisine ne sera pas pris en compte dans le présent modele.

(H4) : Les nymphes ne s’alimentent pas. Cependant, comme les larves elles ont une res-
piration aérienne et se déplacent assez facilement. C’est dans cette phase qu’a lieu
une métamorphose compléte permettant le passage a la phase adulte, [8].

Toutes ces hypotheses nous conduisent a I'introduction de termes non-linéaires comme
dans [33] aussi appelés coefficients logistiques, relatifs aux ceufs, aux larves et aux nymphes.

Notre modele final est donc décrit comme suit :

ou :

[ B') = bA() ( - EK(—?) — (sp+ dp)E(2)
L'(t) = sgE(t) (1 - % — (s +dp)L(t) (4.2.2)
Pl(t) = SLL(t) (1 - %}? - (Sp + dp)P(t)
A/(t) = SPP(t) - dAA(t)

~ Kg, K}, Kp : sont les capacités maximales d’accueil respectives des ceufs, des larves

et des nymphes;

E(t)

Kg
L(t)

o

P(t)
ke
(

) est le taux de renouvellement des ceufs:
) est le taux de renouvellement des larves;

) est le taux de renouvellement des nymphes.

Le modele (4.2.2) est biologiquement bien défini sur I’ensemble

A= (E,L,P,A) €R4 0< P<Kp

( 0<E<Kg
0<L<K;

UgAgj—LKL
A

4.3 Analyse mathématique du modele

4.3.1 Existence et unicité de solution

Le modele (4.2.2) est décrit par un systéme autonome linéaire d’équations différen-

tielles du premier ordre. On peut I'écrire sous la forme suivante :

X'(t) = F(X(1)),
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4.3. ANALYSE MATHEMATIQUE DU MODELE

ol

b=y

(t
(t
(t)
At)

et F est la fonction de classe C* sur R* & valeurs dans R* définie par

t~

X(t) =

)

I
bz, (1 — —) — (sg + dg)z;
fi(z1, 22,23, 24) K’;;z
F(X) _ f2($1,$2,$3,$4) _ SET, <1 — K—L) - (SL + dL)IQ
fs(T1, 22, 73, 74) ST (1 _ ) — (sp+dp)z
f4($1)$21$3a‘r4) i KP : .
Spr3 — daTy

o0 X = (11, %y, 73,74) € RY. Comme F est de classe C!, donc localement lipschitzienne,
sur R* on en déduit lexistence et I'unicité de la solution maximale au probléme de
Cauchy associé a I’équation différentielle (4.2.2) relatif a la condition initiale
(to, Xo) € R x R*. De plus F étant C*, on en déduit que cette solution est aussi de classe
Cc>.

Dans la suite, on se restreint aux domaines de définition suivants :

R = {(2,9,2,0) ERYr 20, y20, 220, 120},

R:4={(x,y,z,t)€R4/x>0, y>0, z>0, t>0}

4.3.2 Points d’équilibres

Considérons le seuil r de régulation de la croissance des moustiques définit par
) ) (s ()
r= —].
sg+dg sp + dp, sp+dp/ \dy

Proposition. 4.3.1 1. Sir =1 le systéme (4.2.2) posséde un équilibre trivial
X3 = (0,0,0,0).
2. Sile seuil v < 1, le systéme (4.2.2) ne posséde pas d’autres points d’équilibres.

3. sile seudl 7 > 1, le systéme (4.2.2) posséde un unique point d’équilibre endémique

défini par :
Kg

E *
K; E
. 1 v, A
A= <1 B F) _;(é — | P
X %*
slfﬁ A

da xp
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4.3. ANALYSE MATHEMATIQUE DU MODELE

ou
(sg+ dp)(En — E12 — Ep3) .
bSESLSP[bSESLSP - (SE + dE)(SL + dL)(SP + dp)dA]KEKLKP’

Xe=1+

ou, Fy1, B9, E3 sont définis comme suit :

Eyy = b’sp’s;’sp? KpK), +b%sp’s;sp (sp +dp) Ke Kp + b spspsp® (s, +dp)(sp+ dp) Kp;

Eyy = bsgsysp(sp+dp)(sp+dp) KK Kp— (sp+dp)(sp + dp)2(sp + dp)2da K g K1, Kp:

Eis = bspsysp(sp+dp)(sp+dr)(sp+dp)d s Kp K +bspsp(sp+de)(si+dy)(sp + dp)*da K Kp
+bsp(sp +dg)(sp + d)(sp + dp)*d 4 Kp;

(Lyn+ Lyg+ Lis — L1y — Lis — Lig)(sg + dp)(s. + dL)2 ]
bSEZSLSP[bSESLSP - (SE + dE)(SL + dL)(SP + dp)dA]KE2KLKP,

XL=1+

avec
Ly = b*sg?sp®sp?(sp +dg)(sp + dp)KeKy;
Liy = b sgspsp?(sg + dg)(sp + dp)* Kp Kp:
Ly = b*sg®spsp®(sp + de)(sp + dp)’Kp;
Ly = bspspsp(sp +dp)(sp +dp)daKegKy;
Lys = bspsp(sp + di)(sp + dp)*daK pKp;
Ly = bsp(sp + dp)(sp + dp)*daKp.
et enfin
wp =1+ (sespKg+ (sp +dL))(sp +dp)sp

bsgspspKg — (bSESPKE - b(SL + dL)SP - (SE + dE)(SL + dL))(SP + dp)dAKE.

Preuve : La recherche des points déquilibre nous conduit a la résolution du systéme

suivant :
E'=0
L'=0
4.3.3
P =0 ( J )
A=0
Autrement dit :
( bA(l—?E—) —(sE+dE)E=0
T
SEE (1——157) —(SL+dL)L=0 (434)
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4.3. ANALYSE MATHEMATIQUE DU MODELE

~ De spP —d,A =0, on tire A = *p.
A

~ En remplacant A dans I'expression de E, on obtient :

bsp E bsp bsp F
“Pp(1— =) —(sg+dp)E=0= =Lp_2Pp =~ _ dg)E =
a5 ( KE> (e +dp)E=0= P =P~ (se+dg)E =0
S ) bZ—PP
:>[bd " P+(sE+dE)JE=bd—PP:>E= —
ARE A b——t—P + (s + dp)
dsKg

- De méme en remplacant £ dans 'expression de L on a :

b
Y (1 - 7) —(sL+d )L =0
B L
P d
{dAKE + (sg + E)}
; b
SESP bspsp PL— (s, +4dp) ( o P+(sp+ dE)) L=0

d1Kg — daKgK) dr K

bsgsp bSp(SL+dL) bsgsp
;+d d)| L= P
(dAKLP+ e P+ (sg+dg)(sy +dyp) a0
bS;jSpP

d’on L = A
Kp+bspK d

bspspKg + fP (s +dr) P+ (s +dp)(st + dz)

dAAEKL

- Remplagons maintenant L dans I'expression de P, alors :

bsgsLsp (

2 (1 ) -

bspspKg + bsPKL(SL + dL) (P)2
Kp

daKpKL
—(SE + dE)(SL + dL)(SP + dp)P =10
Si P=0alors A= L = FE =0 et on obtient le point d’équilibre trivial
X; =1(0,0,0,0)

— Supposons P # 0. Alors en simplifiant par P on obtient :

P

bSESLSp (1 _ i) _ bSESP(SP + dP)KE + bSpKL(SL + dL)(SP + dp)
da Kp daKgKL

—(SE + dE)(SL + dL)(SP + dp) =0

bsgsySp B bSESLSPP B bsgsp(sp+ dp)Kg + bspK(sy +dr)(sp + dp)
da daKp daKgKy

P
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= (SE + dE)(SL + dL)(Sp + dp)

N bSESP(Sp+dp)KE+b8pKL(SL+dL)(8p+dp)+bsEsLSp p
dAKEKL dAI\’p

bspsys

= Ed: P _ (SE+dE)(SL+dL)(SP+dp)
bsgsy,s
Ed: = — (sp+dp)(sp,+ dy)(sp + dp)

p =

= bSESp(Sp + dp)KE + bSpKL(SL + dL)(Sp + dp) + bsgsysp
dsaKeKy dsKp
bsgspsp — dA(SE + dE)(SL + dL)(Sp + dp)
= P= ds
bSESp(Sp + dp)KEKp + bSp(SL + dL)(Sp + dp)Kp + bsps spKeK|,
dsKgK Kp

doll P = (bSESLSp — dA(SE + dE)(SL + dL)(Sp + dp))KEKLKp

bsgpsyspKp K + bSESp(Sp + dp)KEKp + bSp(SL + dL)(Sp + dp)Kp

Cela est une expression de P en fonction des constantes du modele. Et comme nous
avons déja exprimé A, E et L en fonction de P alors :

4= sp o (bSESLSp - dA(SE + dE)(SL + dL)(SP + dp))KEKLR’p
da  bsgspspKpKp + bSESp(Sp + dp)KEKp + bSp(SL + dL)(Sp + dp)Kp 7

bS_p o [bSESLSp~dA(SE+dE)(SL+dL)(8p+dp)]KEKLKP
E= da [bSESLSprKL+bSESP(Sp+dp)Kpr+b8p(SL+dL)(Sp+dp)Kp]
bsp [bSESLSp-—d4(SE+dE)(SL+dL)(Sp+dp)]KEKLKp

+d
daKg [bSESLSPKEKL+bSESP(SP+dp)KEKp+bSP(8L+dL)(Sp+dp)Kp] SE E)

— En arrangeant soigneusement, on obtient £ comme suit :

ou :
Ey = [bsgspsp — (sg + dg)(sL +dL)(sp + dp)da| Ke K Kp
et

E; = SESL(SE+dE)dAKEKL+SE(SE+dE)(Sp+dp)dAKEKp+(SE+dE)(SL+dL)(Sp+dp)dAKp
+[bSE8L8p — (SE + dE)(SL + dL)(SP + dp)dA]KLKp

- De méme L
L==
L,
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avec

L1 = [bSESLSP - (SE + db)(SL + dL)(SP + dP)dA]KEzKLzKP

et

Ly, = SE[bSESLSP—'(SE+dE)(SL+dL)(8p+dp)dA]KEzKLKP+bSESLSP(SE+dE)(8L+dL)I{EKL

+bSE8P(SE + dE)(SL + dL)(SP + dP)KEKP + bSP(SL + dL)2(SP + dp)Kp

— Comme le seuil r vaut :

(o) ) () ()
- SE+dE SL+dL Sp+dp dA ’

alors nous obtenouns :

( 1) —1— (SE+dE)(SL+dL)(SP+dP)dA

1—-2
r bsgsLSp

et K
P* = (1 — _) 2F
r/ Xp
ol
Xp = 1+ (SE'SPKE + (SL + dL))(SP + dP)SP

bspspspKg — (bspspKe — b(sp + d)sp — (sp + de)(sp + dr))(sp + dp)daKg
Sir=1alors P*=0.
Sir < 1alors P* <0 ce qui est absurde car P* est une quantité positive.
Et si r > 1 alors P* est bien défini.

— Comme

alors

Sir=1alors A* =0.
Sir < 1alors A* < 0 ce qui est absurde.
Enfin si r > 1 alors A* est bien défini.
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~ De maniere similaire, E* est défini par :
I\ K
Er = (1 - -) ui)
r/ XE
D’ou 'on obtient
(En — Ey2 — Ey3)(sg + dg)
bSESLSP[bSESLSP - (SE + dE)(SL + dL)(Sp + dp)dA]KEKLKP

XE=1+

ou, Fhy. Ey9, Ey3 sont définis -

Eny = b28E28L28p2KEA’L+b2SEZSLSp2(Sp+dp)KEKP-!-bZSESLSp?(SL-!-dL)(Sp-{-dp)Kp

E,y = bSESLSP(SL-f‘dL)(Sp-f‘dp)KEKLA’p—(SE+dE)(SL + dL)Z(Sp + dp)szKEKLA’p

Fi3 = bSESLSp(.9E+dE)(SL+dL)(SP-’rdP)dAI(EKL+bSESP(SE+dE)(SL+dL)(Sp + dp)2dAKE](p

+b$p(SE + dE)(SL + dL)z(Sp + dp)szKp;

Lorsque 7 = 1 alors E* = 0 et si r < 1 alors £* < 0 ce qui est absurde. Par contre
E* est bien définisi r > 1.
— par ailleurs, L* est aussi défini par :

ou xj, vaut :

(Luy + Lig + Lig — Ly = Lis — Lis)(se + dg) (s + dp.)°
bSEZSLSp[bSESLSP — (SE + dE)(SL + dL)(Sp + dp)dA]KEQKLKP

xr=1+

avec

L1 = bsg?s; sp?(sg + dg)(sp + dp) KKy
Liy = b?sg?spsp*(sg + dg)(sp + dp)QKEKp
L3 = b*sg®spsp’(sg + dg)(sp + dP)ZKp
L1y = bsgspsp(se + dg)(sp + dp)daKeK
Lis = bsgsp(sg + dg)(sp + dp)szKEKp
Lig = bsp(sp + dp)(sp + dp)’ds Kp

Sir=1alors L* =0 et sir <1 alors L* < 0 ce qui est absurde. Mais pour r > 1
alors L* est bien défini.
En résumé
— si le seuil 7 = 1 on obtient le point d’équilibre trivial X = (0,0,0,0),
~ si le seuil 7 < 1 alors le systéme (4.2.2) n’admet pas de point d’équilibre.
— si le seuil » > 1 alors le systéme (4.2.2) admet un unique point d’équilibre
X* = (E* L*, P*,A*) ou E*, L*, P* et A* sont précédemment décrits.
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4.3.3 Positivité et bornage des solutions

Proposition. 4.3.2 Soient (ty, Xo) € Ry xR et ([to, T[, X = (E. L, P, A)),(T €]ty, +c})
une solution mazimale du probléme de Cauchy associé a (4.2.2) muni de la condition
initiale (tog, Xo).

Alors,
Vit > ty, X (t) € RS

Preuve : Comme X est de classe C*™, elle admet des développements limités d’ordre 1
ou d’ordre 2.

Procédons par V'absurde.

Supposons donc qu'il existe ¢; > to tel que

vt > 1, X(t) ¢ RL (4.3.5)
On pose
t; = min{t/X(t) ¢ R}, (4.3.6)
le.
Vte Ry, tg <t <t,X(t) € RE.
Il existe € > 0 tel que
Vi <t <ti+eX(t) RS (4.3.7)
On sait que X* = (0,0,0,0) est un point d’équilibre. Alors par unicité des solutions, on
a X(t) # (0,0,0,0).
Pour t = t;, nous pouvons énumérer douze cas possibles. En I'occurrence,
(01 L(tl)y P(tl), A(tl))7 (0/ 07 P(tl); A(tl))7 (07 07 03 A(tl))7 (E(t1)7 L(tl)a P(tl)7 D)
(E(tl)a L(tl)a 0, 0)’ (E(tl); 07 []a 0)7 (E(tl)’ 0) Oa A(tl))) (0; L(tl)) P(t1)7 0)
(E(tl)v Oa P(t1)7 0)7 (Oa L(tl)a 07 A(tl))7 (01 L(tl)v 07 0)1 (07 Oa P(tl)v 0)
avec E(ty), L(t;), P(t1) et A(t;) respectivement strictement positifs.
1. Cousidérons le cas X(t;) = (0,L(t,), P(t1), A(t1)), ou (L(t1). P(t1), A(t)) € R
La premiére équation du systeme (4.2.2) devient alors E'(t;) = bA(t;) > 0 car
A(t;) >0 et E(t;) = 0. Commne X (t) est de classe C*, chacune de ses composantes

l'est ; et par suite un développement limité d’ordre 1 de E(t) au voisinage de t; est

donné par :
E(t) = El(tl)(t - tl) + O(t - tl),t — 1.

Ainsi il existe € > 0 tel que pour tout t €lty;t; + €], on a E(t) > 0. De plus, par
continuité, il existe € > 0 tel que L(t) > 0, P(t) > 0 et A(t) > 0 et cela pour tout
t € [ty;ty + ¢, dou, t € [t1;t; + min{E, €}],

X(t) e RY.

Ce résultat contredit la définition de ¢; dans (4.3.6).
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2. Considérons X (t;) = (0.0,0, A(ty)) avec A(t;) > 0. On montre comine précédem-
ment (a Paide d'un dl a Vordre 2 de L(t)), qu’il existe € > 0 tel que pour tout
t €Jti;ty + € on a, L(t) > 0. De plus, on a P(t;) =0, P'(t;) = 0, P"(t;) = 0 et
P"(t;) = s, L"(t1). Et comme L"(t,) = sgE'(t,) = sgbA(t;) > 0 car A(ty) > 0, on
a alors P"(t)) = spspbA(t;) > 0. Par suite, un développement limité a I'ordre 3 de
P(t) est donné par :

(t—1t;)3

P(t) = P"(t)) +o((t —t)%).t — t,.

On en déduit qu’il existe € > 0 tel que pour tout ¢ €t,;t, + €, on a
P(t)>0
et par suite, comme A(t;) > 0, il existe ¢ > 0 tel que pour tout t €]t;;t; + €], on a
X(t)eRS

ce qui contredit la condition (4.3.7).

3. On procede de la méme maniére pour tous les autres cas ci-dessus énumérés.

Lemme. 4.3.1 L’ensemble

OSZ‘SKE
J 0y <K
A: (z,y,z,t)ER OSZSKP

0<t< Ly,
dg )

est positivement invariant par le systéme (4.2.2).

Preuve : Soit (ty, Xo = (Eo, Lo, Py, Ao)) € Ry x RY et ([to, T, X = (E, L, P, A)) une
solution maximale du probleme de Cauchy associé a (4.3.3) muni de la condition initiale
(to, Xo), (T €]to, +00]). Soit t; € [to, T'[. Nous devons montrer que
- si E(t)) < Kg alors pour tout t; <t < T, E(t) £ Kg
— si L(t)) < K, alors pour tout t; <t < T, L(t) < K|
- si P(t;) < Kp alors pour tout t; <t < T, P(t) < Kp
) <

- 81 A(t)) < —Kp alors pour tout t; <t < T, A(t) < ;—LKP
A

1. En effet montrons que, pour tout ¢ € [ty; T|, E(t) < Kg.
On suppose qu'il existe €; > 0 tel que t; <t +€; < T et E(t; +€) > Kg. On pose

= inf{t > t|E(t) > K)

Puisque E(t}) = K, alors un développement limité a P'ordre 1 de E(t) au voisinage
de t} est donné par :

E(t)=Ke+ E' )t -t]) +o(t—t]),t = 1]
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De plus d’apres la premiere équation du systeme (4.2.2) ou obtient en substituant
E(t}) par Kg :
E'(t]) = —(sp +dg)Kg <0,
donc il existe € tel que pour tout t] <t <t} +¢€, E(t) < Kg, ce qui est absurde du
fait de notre hypothése. On en déduit que pour tout t € [t; T[, E(t) < Kg.
2. Montrons maintenant que pour tout ¢ € [to; T, L(t) < K|,
On suppose qu'il existe €; tel que pour tout t; < ¢, +¢ < T et, L(t; +€;) > K. On
pose
t =inf{t > t;|L(t) > K}
On sait que L(¢]) = K, donc un développement de L(t) a Pordre 1 au voisinage de
t] s’écrit :
L(t)= K+ L'(t})(t —t7) + ot = t7),t = t].
De la deuxiéme équation du systéme (4.2.2), on obtient en remplacant L(¢}) par K,
que
L'(t]) = —(sp +dL)Ky.
Et donc L'(t7) < 0. Par couséquent, il existe € > 0 tel que pour tout ¢} <t < ¢+,
L(t) < K. Ce qui contredit 'hypothese. Ainsi pour tout t € [to; T, L(t) < K.
3. Montrons aussi que pour tout t € [ty; T[, P(t) < Kp
On suppose qu’il existe €, > 0 tel que t; <ty + ¢ <T et P(t; +¢) > Kp. On pose

t; = inf {t > t|P(t) > Kp}

Comme P(t}) = Kp, alors un développement limité & l'ordre 1 de P(t) au voisinage
de t} est donné par :

P(t)= Kp+ P'(t)(t — t]) + o(t — t]),t = t]

De plus d’apreés la troisiéme équation du systéme (4.2.2) on obtient en substituant
P(t}) par Kp :
P’(t;) = -(Sp + dp)Kp <0,

par suite, il existe € > 0 tel que pour tout ¢} < t < t1 + €| P(t) < Kp, ce qui
est absurde du fait de notre hypothése. On en déduit que pour tout t € [to; T,

P(t) < Kp.
4. Montrons enfin que pour tout ¢ € [to; T[, A(t) < ?—Kp
A
s
On suppose V'existence d’un ¢; > 0 tel que t; <ty +¢; < T| Aty + &) > d—PiKp.
A
On pose

£ = inf {t > b, A(t) > fﬂKP}.
da

On a A(t}) = ZSIEKP’ et par ailleurs, puisque P(t}) = Kp, alors
A

S
A(8) = spP(t}) — daA(t}) = spKp — dg X i}(p =0
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ie. A(t;)=0et
A”(t;) = SpP’(t){) - dAAI(tI) = SPP/(t’{) = —SP(SP + dp)Kp
ie. A//(t;) = —SP(SP + dp)Kp <0
Un développement limité de A(t) a I'ordre 2 au voisinage de ¢} s’écrit alors :

S ! * " a* t—t*z * *
Alt) = iKp + A -1+ A (tl)(——zi +o((t—t])%),t = 8

S
Dans ce cas, il existe donc € > 0 tel que pour tout t] <t <t} +¢€/ A(t) < pr.
A

Ce qui est absurde.
En conclusion, pour tout, t € [to; T[, A(t) < Z—PKP.
A

Proposition. 4.3.3 L’ensemble A est un bassin d’attraction relatif a (4.2.2).

Preuve : Soit (to, Xo = (Eg, Ly, Py, Ao) € Ry x RL \ A et ([to, T[, X = (E, L, P, A) une
solution globale du probléme de Cauchy associé a (4.2.2) muni de la condition initiale
(to, Xo)
Le lemme (4.3.1) nous dit que A est invariant. Il nous reste & montrer qu’il existe ¢
tel que X(t) € A.
~ On suppose que pour tout t € [ty, +00[, E(t) > Kg. D’aprés la premiere équation
du systeme (4.2.2), on a :

E(t
E'(t) = bA(t) ( - ——(—)) — (sg + dg)E(t).
KE
Et comme suite la quantité bA(t) [ 1 — ) < 0 alors
E

E'(t) < —(sg + dp)K&.

Par comparaison et par intégration entre ty et t, puisque l'intégrale conserve les
inégalités alors, on obtient :

t t
E'(t)dt < - / (sp +dp)Kpdt, Yt>t
to to
Par conséquent nous avons

E(t) SEO—(SE+dE)KE(t—t0), t <t
Ey,-K

E b =ty + ———F 4
n prenant i, 0+(SE+dE)KE,aors
FEy - Kg
Elt < Ey - +dg)K t —_— 1
(t1) £ Eo—(sg+dg) Ex(0+(5E+dE)KE 0)
< Ey—(Ey— Kg)
< Kg

E(t:1) < Kg, ce qui contredit Uhypotheése. Donc pour tout t > ¢y, E(t) < K.
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- Si L(t;) < Ky, alors la solution L(t) est définie dans A qui est invariant. Sinon,
supposons que pour tout ¢ € [t;; +oo], t; précédemment défini, L(t) > K. Alors
pour tout t € [t3;+oc|, et grace a la deuxiéme équation du systéne (4.2.2), on a
done L'(t) < —(sp + dy). Alors par comparaison, aprés intégration entre ¢; et ¢t on
obtient pour tout t € [ty; +o0] :

L(t) < L(ty) = (s, + dp) K (t = tn)

1, (L(ty) — K1)
E dérant ty = t, + — L) 4]
n considérant ¢, = ¢; Gy + K, alors
(L(t;) - K1)
L{t < L(t;) - (s di K —_—
( 2) — ( I) (bL—i— L) L (1 + (SE+dE)KL 1
(L(t1) — K1)
< L{t)) - di) K -
< L{t1) — (s +dp) Ky, x L+ K,
< L(ty) = (L(t) — Ky)
< Ki,

Par conséquent, il existe ¢, > t; tel que L(ty) < K, ce que contredit 'hypothese.

Ainsi pour tout t > t5, on a
L(t) < K|

- Si P(t) < Kp, alors la solution P(t) est définie dans A qui est invariant. Sinon,
supposons que pour tout ¢t € [ty; +oo[, P(t) > Kp. De la troisitme équation du
systeme (4.2.2), on a pour tout t € [ty; +00],

P(t)

P'(t) = sy L(t) ( - K—p) — (sp+dp)P(t).

P(t)
et comme |1 — —= | < 0 alors
Kp

Pl(t) < —(Sp + dp)Kp.
Par comparaison et aussi en intégrant entre t3 et ¢ alors on obtient

P(t) < P(tg) - (SP + dP)KP(t - t3), t < t3

P(tz)—Kp
E tty =ty + —22 P g
1 prenant t3 =ty G5p + d)Kp alors
P(ty) — Kp
P(t < Pty — dp)K t _— -
(t3) < P(ta) —(sp+dp) Px(2+(SP+dP)KP t2)
< P(ty) = (P(t2) — Kp)
< Kp

Par suite, il existe t3 > t, tel que P(t3) < Kp ce qui contredit ’hypothése de départ.
D’ot
YVt € [t3;+00[,P(t) < Kp
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$ C e
- At) < d—PKp, la solution A(t) est définie dans A qui est invariant. Dans le cas
A

s
contraire, supposons que pour tout ¢t € [t3;+o0[, A(t) > d—PKp. Alors pour tout
A

t € [t3;+oc], la derniere équation du systéme (4.2.2), nous donne
A'(t) < sp(P(t) - Kp)

Comme P(t) est aussi borné d’aprés ce qui précéde alors, il existe une constante
¢ > 0 tel que A'(t) < c¢. Par comparaison et aussi en intégrant entre ¢3 et ¢, on a

pour tout ¢ € [t3; +00],

A(ts) - d—KP
Posons t4 = t3 + A alors
C
Alts) — 2-”1{,;
Alty) < Alts)—c|ts+ - A ¢,
< PKp

D’ou la contradiction de notre hypothese.
En conclusion, pour tout t > max(t,t2,t3,t4), on a (E(t), L(t), P(t), A(t)) € A.

Corollaire. 4.3.1 Soit (to, Xo) € Ry x RL. La solution mazimale (I,X) du probléme
de Cauchy relatif a (4.2.2) et associé d la condition initiale (to, Xo) est globale, i.e.
I = [to; +o0.

Preuve : Considérons (to, Xo) € R4 X R, la solution maximale du probléme de Cauchy
relatif a (4.2.2) et associé a la condition initiale (tg, Xo). On sait par la proposition (4.3.3)
et le lemme (4.3.1) que cette solution est bornée. Et par suite elle est globale.

4.3.4 Stabilité des équilibres

Théoréme. 4.3.1 L’éguilibre X} = (0,0,0,0) est localement asymptotiquement stable

st et seulement sir < 1.

Preuve : La stabilité locale de 1'équilibre X} = (0,0,0,0) est domnée par la matrice
jacobienne du systeme (4.2.2) évaluée en ce point. On la notera DF(X) et ou a

afl * afl * % * afl *
%}QI(XO) g?(XO) g‘?3()(0) g?(Xo)
e (X0) 5 (XG) SE(XG) S (X5)
D p( Xa‘ ) 8? 8;2 g? gi?
2= (X3) F2(XG) 2=(X) = (XG)
B B B B
4iyny 91 ey OT4 5y OJa you
al'] (XO) 81'2 (XO) 81'3 (XO) 81'4 (XO)
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—(SE+dE) 0 0 b
_ SE —(SL-f-dL) 0 0
B 0 St —(Sp-+-dp) 0
0 0 Sp -—dA

La matrice DF(X}) peut étre décomposée sous la forme DF(X;) = M + N ou M est
une matrice positive définie par :

0 0 0 b
M| sE 0 0 0
0 sz 0 0
0 0 sp O
et N est une matrice diagonale définie comme suit :
—(SE + dE) 0 0 0
0 —(SL + dL) 0 0
N =
0 0 —(sp+dp) 0
0 0 0 —dA
Et par suite
0 0 0 b
da
SE
0 0 0
P=-MN'=| setde
S
0 0
sp+dp
0 g
sp+dp

Le polyndome caractéristique de P est donné par : X* —r et p(P) = {/r. Par suite d’aprés
le théoréme de Varga, DF(X]) est asymptotiquement stable si et seulement si r < 1.

Théoréeme. 4.3.2 L’équilibre
Kg
};E

L
] L

* = -_ - X}L
. (1 7‘) Kp

XP
Sp Kp

da xp

est localement asymptotiquement stable si et seulement sirT > 1.

Preuve : Pour la démonstration nous évaluons la matrice jacobienne de F au point
d’équilibre X* qui s’écrit DF(X*) = M + N ol

0 0 0 B

C 00 0
M=

0 F 0 O

0 0 G O
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et
-A 0 0 0
0 =D 0 0
N= 0 -F 0

avec les coefficients A, D, F et H définis par :

bSPA’p ( 1) SEKE 1

A= l1—-|+(sp+d D= (1——)+s+d
daxpKE T (5 +di) Krxp r (s2.+du)
S K 1

F= L L(l——)+(8p+dp) H=4d,
Kpxr r

La matrice M est positive si et seulement si r > 1. Par ailleurs, la matrice diagonale
N est inversible et ses valeurs propres sont toutes négatives si et seulement si r > 1. Ainsi

0 0 0 m
_uN-1o | 0 0 O
0 Q3 0 0
0 0 a4 O
ou
1 1
b(l——(l——)) sE(l_i(l_l))
a XE r ap = XL r
N ds bspKp ( 1)
daxpKEg T +(se +dg)
1
w(i-2(-2)
as = Xp r Q= Sp
sgKg ( 1) st Ky ( 1)
1--|+ d 1-—- d
Kixr . (sL +dz) Krxs . + (sp +dp)

Le polyndme caractéristique de —MN~! est X* — aj00304. Et son rayon spectral
vaut
p(=MN™Y = ¥Yajop0504
D’apres le théoréme de Varga, DF(X™) est asymptotiquement stable si et seulement si
o003y < 1.
Considérons le polynéme P définit par P = X* + 0, X3 + ap X? + a3 X + a4 avec
$3.52 5% 5354,

_ 2 | g2
“ (SL+dL)2(Sp+dp)2 + (Sp+dp)2 +SP+dA
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+ shd4 + 55 + d

o = s%.515p s%s% 5% 57 5%
2 (SL+dL)2(SP+dp)4 (SL+dL)2(Sp+dp)2 (Sp+dp)2
2.2 2 12 2
SL8p 554 Sg 2 2 2
Q3 = + X (sp+d5)+d
s (8P+dp)2 ((5[J+d[1)2 (S[l+d[‘) ( P A) A)
1 5955 5
= - 2
a4 4 X (SL+dL)2(SP+dP)4 (T + dASEngP(z T))

Enongons a présent quelques hypothéses
(H1) : maz —a3 >0
(H2) : ay(aya3 ~ ajay) — a3 > 0

Théoréme. 4.3.3 Sous les hypothéses (H1) et (H2), le point d’équilibre trivial est

globalement asymptotiquement stable si et sculement sir < 1.

Preuve : On cherche la fonction de Lyapunov associée au point d’équilibre X sous la

forme
V:R* > R
1
(z,y,2,t) — 5((111:2 + (12y2 +az2t + a4t2)

oll a = (a1, ay,a3,a4) est une constante de R**. On a V(X3) = 0 et pour tout (z,y,2,t) €
AN\{X;}, V(x,y,2,t) > 0.
Calculons la dérivée orbitale, on obtient :

V(I,y,z,t) = @z (bt <1 - i) - (sg+ dE)x>
Kg
+ ayy (SEI (1 - -[g—) — (sp+ dL)y)
L
+ azz (sLy (1 - fz—) —(sp+ dp)Z) + ast (spz — dat)
P
En posant X = (z,y,2,t) et M = —D + R avec
al(SE + dE) 0 0 0 0 0 0 a1b
D= 0 az(sy +dp) 0 0 | po|@e0 0 0
0 0 as(sp+dp) O 0 0 agsy O
0 0 0 a4d‘4 0 0 a4Sp 0
Considérons le produit scalaire de R*, on a :
—al(sE + dE) 0 0 alb
: ; - dr) 0 0
Vieyet) = X' 25 as(sy, +dr, %
( vz ) 0 assy, —03(8P+dp) 0
0 0 asSp —a4dA
b
- (alK—EI t+ a2Ey T+ agK—Pz y)
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Donc

. b SE SL
Viz,y,z,t) = (AX, X) - |aj—2*t + ag— 2r 4 ag—-2°
() = (A ) = (gt onss oy
On construit alors la matrice symétrique suivante

So=—D+—;-(Rt+R)

telle que
b
—ay(sg+dg) a—z;—E 0 %
S Ctz% —az(SL + dL) % 0
o 0 a_325£ —a3(sp + dp) a4§P
arb a4Sp
—_— 0 —_— —a4d4
2
Et
1 t
(SoX,X) = —(DX.X)+ ((R'X.X) + (RX, X))
1
= —(DX,X)+ 5 (X, RX) + (RX, X))
= —(DX,X)+(RX,X)
= (-D+ R)X,X)
= (MX,X)

Le polyndme caractéristique de Sy est

P(X) = § (LX) + PA(X) + Py(X) + Pu(X) + Q(X))

ol

Pi(X) = (X = ay(sg + d)) (X — az(sp +dp)) [(X — as(sp + dp)) (X = asda) - a}sh]

Py(X) = (X = ag(sp + dp)) (X = asda) [(X = mr(s + dE)) (X - as(sp + do)) — afs}]
Py(X) = (X = ay(sg + di)) (X — asda) [(X — an(s + d1)) (X - as(sp + dp)) — ads}]
Pi(X) = (X = ag(s, + d1)) (X — as(sp + dp)) [(X = as(si + dr)) (X — auds) — a}b?)

et enfin

Q(X) = (X — al(sE + dE)) (X - az(SL + dL)) (X — ag(Sp + dp)) (X — a4dA)+i (alagbsL — a2a4sE3p)2

56 0. KOUTOU, UFR-ST/UPB



4.3. ANALYSE MATHEMATIQUE DU MODELE

Nous voulous utiliser le critére de Routh-Hurwitz. Pour ce faire il faut que les coefficients

du polynéme caractéristique de Sy soient tous strictement positifs.

Pour une certaine clarté, nous allons réécrire les polynémes P;(X), P (X), P5(X).
Py(X) et Q(X) de la fagon suivante :

Pi(X) = (X — ax(sp + dp)) (X — axlsp. +d1)) [ X2 + (as(sp + dp) + asda) X + B
avec By = ag(sp + dp)ds — assh

Po(X) = (X — as(sp + dp)) (X — aada) [ X* + (ar(s5p + di) + aa(s. + d1)) X =z
ol By = ay(sp + d)(sy + i) — azsh

Py(X) = (X = (s +di)) (X — asda) [ X2+ (aa(sp + dr) + as(sp + dp)) X — asfs]
avec f3 = ag(sy + d.)(sp + dp) — ass]

Py(X) = (X = az(s +do)) (X = as(sp + dp)) [X* + (ar(s5 + di) + aads) X + a1

avec By = ay(sp + dg)dy — a;b?
et
QX)) = X"+, X3+ o X2+ X + oy

et les a; sont définis par

] = al(SE + dE) + a2(SL + dL) + ag(Sp + dp) + a4dA;
Qg9 = a1a2(sE+dE)(3L+dL)+aga4(3p+dp)d,4+(a1 (SE + dE) + a2(3L + dL))+((13(SP + dp) + a4dA) ;
a3 = a1az(sg+dg)(sp+dp) (as(sp + dp) + asda)+asas(sp+dp)da (ai(sg + dg) + az(sp +dL));

1 ,
ay ==~ (afagbzsi + alalshsh + 2a1a0a304d4 (s + dp)(sp +dy)(sp + dp)(2 — r)) :

4
En posant
" 5252 5%, o s2s% s% 4
1= ) = ; = ) a4 =
(se+de)(sL +dp)2(sp +dp)2  °  (sp+di)(sp+dp)? > sp+dp + 7

on obtient
Bi=PF=p8=0 Bi=di(se+dp)(1-7?)20

Par ailleurs en remplagant les a; par leurs expressions respectives alors les a; deviennent :

5353 8% $3 5%
(sL +d)%(sp+dp)?  (sp+dp)?

@ = +sp+d4

2 4.4 2 .22 2 2

— SESLSp SEST.SP $1Sp - ) )
Q2 = + + d

*7 (sL+d)(sp + dp) (sL+dL)2(sp+dp)? ' (sp+dp)? +spdy +sp+dy
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S%S% S2Ed24 + S% X (82 + d2 ) + d2
a =
T (spAdp) \(sp+dL)? " (sp+dy) T TA T
1 57 5%, 5
M= (sz+dp)*(sp +dp)? (r +susior 27’

On sait que a3 > 0 et @y > 0 pour 7 < 1.
De plus dés que ajay — a3 > 0 et ar(ajas — ajay) — a2 > 0 alors, le critére Routh-
Hurwitz 11ous permet de couclure que la matrice Sy 11’a que des valeurs propres a parties

réelles strictement négatives. Et donc elle est définie négative.

Ainsi pour tout (z,y,z,t) € A\ {X;}, ona

) b
V(z,y,2,t) = (S X, X) - (alK—E:c t+a2K—Ly x+a3ﬁz y) < (S X, X) <0

Donc V est une fonction de Lyapunov stricte et donc le point d’équilibre triviale est

globalement asymptotiquement stable.

Soit P = X* 4+ v X3 + % X% + 73X + 7, avec
Y1 = a1(sg +dg) + ag(sy, + dy,) + az(sp + dp) + agdy;

Yo = ara2(sp+dg)(sp+dr)+asas(sp+dp)da+(ai(sg + dp) + az(sp + d))+(as(sp + dp) + asda);
v3 = (asa3(sp + dp)da (ay(sg + dg) + ag(sp +dL)) + ar1a9(sg + dg)(sp + dr) (az(sp + dp) + aqdn)) ;

Y4 = i (ala:}(sb + dg) (:tr*) (sp+dp) (;—*) — aza4(sy, + di)sp (i—:)) 2

+aya3a3a4d4(sg + dg)(sy + dp)(sp + dp)

Enoncons a présent quelques hypotheses
(H3) : %1 >0,7%>0,73>0et v >0
(H4) : my2 =73 >0

(H5) : i(mys —mv) =73 >0

Théoréme. 4.3.4 Sous les hypothéses (H3), (H4) et (H5), le point d’équilibre non
trivial X* est globalement asymptotiquement stable dans A si et seulement sir > 1.
Preuve : On se place dans le cas ou r > 1. Soit X* = (E*, L*, P*, A*) = (2%, ¢, 2*,t*)

Pour prouver la stabilité globale du point d’équilibre X, on introduit la fonction de
Lyapunov V| définit par V; : R* - R

1
Vi(z,y,2,t) = E(al(x — )V +ay(y - v") +as(z — 2" +agt - t*)?)

olt a = (a1, az,a3,a4)" € Rf‘f est un vecteur constant positif. Puisque r > 1, z*, y*, 2* et

t* sont tous positifs.
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Ona: Vi(X*) = 0et V(z,y,2,t) € R} \ {X*}, Vi(z.y,z,t) > 0. Donc la fonction V) est

bien définie et la dérivée orbitale de V) le long des solutions du systémne (4.2.2) est :

V](CL‘, 3/, 2, t) =
+

+

a(z—2") (bt

(1

%)
Kg

) Y
ag(y -y ,| (SE.’L‘ (1 — T{z

az(z — 2") <3L

o

1 Z
Kp

- (sg+ dE)T)
) (s 4 dL)y)

) —(sp+ dp)Z) + aqg(t — t*)(spz — dat)

NotonsZ =z —z*, j=y—y", 2=z2—2T=t—t et X = (&,,3,1)
Alors

:E*
—a;(sp + dg) 0 0 ab (1 ~ KE)
y*
. ~ - - d 0 0
‘/I(I7yvz7t) = Xt 1258 (1 KL) QQ(SL * f)
z
0 assy, (1 — Kp) —(13(813 + dp) 0
0 0 asSp —ayd 4
b s SL .
- (alK—Ex*2t + as Ai YT+ ag Ripz 2y>

Soit A} = —D + R, avec

a1 (sg + dg) 0 0 0
D= 0 CIQ(SL + dL) 0 0
B 0 0 az(sp+dp) 0 |’
0 0 0 asdy
:L.*
0 0 0 ab (1 - KE)
y*
1- 0
R, = aySE ( KL) * 0 0
z
0 assy (1 - KP) 0 0
0 0 a4Sp 0

En considérant le produit scalaire de R?, la dérivée orbitale se réécrit de la maniére
suivante :

. . b
Vl(fL‘, Y, z, t) = <A1X X> - ((I]K—Ef% + (IQ;(—EL:I’fI + (13;(—1};223/)

On construit ainsi la matrice symétrique S; suivante :

S, = -D+ % (R + Ry)
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) S0E) o R(-E
= (12% (1 - }Z?L) —ay(sy +dp) a’3_23L (1 B ;P) .
, 0 (132& <1 - ;;) —a3(sp +dp) %
a o o
-%) 0 s B

Comme X* est un point d’équilibre, nous pouvons tirer les expressions suivantes :

(1_CL‘*)_SE+dE CL‘*_ (1_y_*):s,,+dey_*‘ (1_2*)=8P+dpxz_*
KE [{L KP SL y*

X
b t*

= x*,

SE

et par suite la matrice S devient :

a: * a Tt
—a1(3E+dE)* EZ(SL-i-dL)% 0 * é(sb-i-dE)t—*
a a z
Slr+d)L  —afsitd) T (sp+dp) 0
S, = T 2 Y
' as 2" a4Sp
0 —(Sp+dp)—; —a3(8P+dp) _—
2 Yy 2
a T* a4S
51 (SE+dE) t—* 0 4TP —aqd 4

Alors on a, <A1X,X> = <S’1X,X>

Le polynéme caractéristique de S; s’écrit :
1
Py = 2(G1(X) + Go(X) + G(X) + Go(X) + Q(X))

ol

G1(X) = (X —ai(sp + dg)) (X —az(sr +dL)) ((X —a3(sp+dp)) (X — aqdy) — ais%)

y* 2
G2(X) = (X — ag(Sp-i-dp)) (X - a4dA) ((X — a,l(sE +dE)) (X - a2(3L +dL)) _ ag(SL +dL)2 (;> )

G3(X) = (X —ay(sg + dg)) (X — aqdys) ((X —az(sy +dr)) (X — a3(sp +dp)) — di(sp + dp)? (;—:) \

*
N
N——

G4(X) = (X - aQ(SL + dL)) (X — ag(Sp + dp)) ((X — al(SE + dE)) (X — a4d‘4) _ af(sE + dE)Q (%
QX) = (X = ai(sp +dp)) (X — az(sp +dp)) (X — as(sp + dp)) (X — asda)

1 y * \)*
+Z (alag(sE + dg) (f—*) (sp +dp) (;) — agaq(sy +dp)sp (i/—*))

Comme pour le cas du point d’équilibre trivial, on peut réécrire les polynémes Gy, Gs,
G3 et G4 de la maniére suivante :

P = 7(GH(X) + GafX) + Gs(X) + G(X) + Q(X))

60 0. KOUTOU, UFR-ST/UPB



4.3. ANALYSE MATHEMATIQUE DU MODELE

ou
Gy(X) = (X = ay(sk +di)) (X — aalsy + o)) [X* + (as(sp + dp) + aada) X + asbh
avec 4 = az(sp + dp)d4 — assh

Ga(X) = (X = as(sp +dp)) (X ~ asda) [X2+ (@1(sp + dr) + aa(sp + di)) + aa(si, + d1)Ba)

2N 2
avec f; = ai(sg + dg) — az(sp + di) (%‘)
Go(X) = (X — ar(sp +d)) (X — ads) [XQ + (ag(sy + dy) + as(sp + dp)) X + as(sp + dp)53} ;

Z

2
avec 3 = ay(sy, + dr,) — a3(sp + dp) (E)

Gy(X) = (X —ay(sp + dr)) (X — az(sp + dp)) [X2 + (a1(sp + dg) + asda) X + a1 (sg + dE)ﬂl] ;

x

i 2
avec f1 = agds — a1(sp + dg) (;:)

Le polynoéme caractéristique de S; peut étre écrit sous la forme suivante
P= X4+’)/1X3 +’)/2X2 +’73X + Y4
Y = a1(Sg + dg) + az(sp + dp) + as(sp+ dp) + a4da;

Yo = ayag(sp+dg)(sp+dy)tazas(sp+dp)da+(ai(sg + dg) + as(sy, +dr))+(as(sp + dp) + asda);
v3 = (aga3(sp + dp)da (a1(sg + dg) + aa(sp + d)) + ayaa(sg + dg)(sp + dy) (a3(sp + dp) + asda));

2
1 x* Z* *
Y=g (alaa(sE + dE) (t_*) (sp+dp) (E) — agaq(sy +dp)sp (%))
+(110,2a30,4d14(8E + dE)(SL + dL)(Sp + dp)

Ainsi vy, 2, 73 et 74 sont strictement positifs et dés que y1y2 —v3 > 0 et v1(ny3 —mys) —
73 > 0, le polyndme caractéristique P; de S) a toutes ses valeurs propres & parties réelles
strictement négatives. Et par suite la matrice S) est définie négative. Autrement dit

(4%, %) = (%, %) <0
On en déduit que
Y(z,y,2,t) € A\ {X"}, Vi(z,9.2,t) >0

En conclusion V; est une fonction de Lyapunov stricte, et alors le point d’équilibre non
triviale X* est globalement asymptotiquement stable.
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Remarque. 4.3.1 En prenant

po A (0 (e (1)
Y (sp+dp)sh  \a*/) ] (sp+dz)ss ~ \y*
+dp)*d
az = sp +dp; ag = (sp +dp)da 2P) 2
Sp
on obtient
Br=pa=p0=05=0.

Dans ce cas en exprimant les coefficients du polynéme caractéristique en fonction de i,

B2, By et Ba, on peut conclure.

4.4 Modeéle de transmission du paludisme

4.4.1 Meécanisme de transmission du paludisme

Le paludisme est transmis a 'homme par la femelle d’'un moustique du genre ano-
phéle. La maladie est diie a un parasite du genre plasmodium inoculé a l'issue de la
pigire. Ces parasites sont P.falciparum, P.vivax, P.malariae, P.ovale et plus récemment
P.knowlesi. Cependant le plus pathogene est P.malariae mais demeure un cas rare. Par
contre P.falciparum est un cas fréquent et est donc une cause importante de la mortalilité
infantile. En effet, un sporozoite est injecté dans le sang périphérique par un moustique
infecté. Les parasites se développent chez ’homme et dans le cycle, certains deviennent
des gamétocytes en attente d'étre ingérés par un moustique. Le parasite continue donc
son développement et envahit les glandes salivaires du moustique mettant fin au cycle,
[26, 30, 38].

4.4.2 Construction du modéle

Nous donnons d’abord quelques définitions et hypotheéses importantes pour la suite de
notre travail.

4.4.2.1 Généralités : définitions et notations

Définition. 4.4.1
- Un susceptible : individu capable de contracté le paludisme et de devenir infecté.
Il n’a pas le parasite dans son organisme.
- Un Latent : individu ayant contracté le paludisme mais ne le transmet pas d’abord.
- Un infectieux : individu ayant un niveau élevé de gamétocytes dans son sang et
qui peut souffrir et mourir de la maladie.
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Un immun : individu ayant acquis une certaine immunité naturelle face a la mala-
die aprés de multiples infections. Il tolére le parasite sous la forme gamétocyte dans
son sang. Il est supposé étre légérement infectieus.

- Un semi-immun : individu non vulnérable ayant acquis au moins une certaine
immunité contre le paludisme dans sa vie méme s’il l'a perdu.

- Un non-immaun : individu vulnérable n’ayant jamais acquis une certaine immunité

contre le paludisme.

Un héte (humain ou moustique) sera considéré malade du paludisme sil est soit a 'état
latent, infectieux ou immun relativement aux humains et soit a I’état latent ou infectieux
relativement aux moustiques.

Pour la cohérence de notre document nous utilisons les notations indicielles suivantes :
I'indice e pour désigner les non-immuns, l'indice a pour désigner les semi-immuns et
'indice m pour désigner les moustiques. Sous I’hypotheése que notre zone d’étude n’est
pas étrangere au paludisme, nous considérons par la suite les notations des tableaux

donnés ci-dessous :

Notations | Description

Se classe des susceptibles non-immuns.

Sa classe des individus susceptibles semi-immuns.
E, classe des individus latents non-immuns.

E, classe des individus latents semi-immuns.

I classe des individus infectieux non-immuns.

I, classe des individus infectieux semi-immuns.
R, classe des individus semi-immuns immuns.

Tableau 4.1 — Parametres pour les h6tes humains

Notations | Description

Sm classe des moustiques susceptibles.
E,. classe des moustiques latents.

I, classe des moustiques infectieux.

Tableau 4.2 — Parametres pour les hotes vecteurs

Pour les hotes humains, les non-immuns suivent le schéma S, E, I, S, jusqu’a devenir des
semi-immuns et les semi-immuns suivent le schéma S,F,I,R,S,. En effet, en raison de
sa durée courte de vie, un moustique infecté n’a pas le temps de guérir. Ainsi pour la
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population vectorielle les non-immuns suivront le schéma S, Ep, I,
La population humaiue totale a chaque iustant ¢ est domée par :

Ni(t) = Se(t) + Eo(t) + L(t) + Sa(t) + Eo(t) + 1,(t) + Ro(2)

La population totale des moustiques est donnée par :

Ni(t) = Sp(t) + En(t) + In(2)

4.4.2.2 Les hypothéses du modele

(H1) :
(H2) :

(H3) :
(H4) :

(H5) :
(H6) :

Nous supposons qu’un immigré est soit non-immun soit semi-immun.

Nous supposons que le seul mode de contamination est la piqiire de moustique
infecté.

On suppose qu’un individu qui arrive nouvellement dans notre zone d’étude a une
probabilité p d’étre non-immun et une probabilité 1 — p d’étre semi-immun.

Nous supposons que tous les recrus sont susceptibles.

Nous supposons que la mortalité naturelle fy, (resp. f,,) constante.

Les propabilités cme, Cma, Cems Cam, Cam sont dans l'intervalle [0, 1], les paramétres
Ve, Vo, Um, Qe, O, B4 € M, sont supposés étre strictement positifs excepté le taux
de mortalité induite, vy, > 0 et 7y, > 0.

Nous définissons les parameétres suivants pour la construction du modele étudié.

Parameétres | Description biologique

Ay taux de recrutement constant des humains (il comporte les naissances).
P probabilité pour qu’un nouveau recru soit un non-immun.

1-p probablité pour qu'un nouveau recrus soit semi-immun.

Tableau 4.3 — Parameétres communs aux non-immuns et semi-immuns

Parametres | Description biologique

Vo taux de passage de la classe latente a la classe infectieuse.

0l taux de passage de la classe infectieuse a la classe des immuns.
Ba taux de perte d’immunité des immuns.

Tableau 4.4 — Paramétres pour les hétes semi-immuns
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Parametres | Description biologique

N nombre moyen de piqiire que fait un moustique par unité de temps.

Crme probabilité qu’une piqiire par un moustique infectieux sur un non-immun
susceptible transfere 'infection au non-immun.

Crma probabilité qu’une piqtire par un moustique infectieux sur un semi-immun
susceptible transfere 'infection au semi-immun.

Cem probabilité qu'une pigilire par un moustique susceptible sur un non-immun
infectieux transfere l'infection au moustique.

Cam probabilité qu’une pigilire par un moustique susceptible sur un semi-immun
infectieux transfere l'infection au moustique.

Cam probabilité qu’'une piqiire par un moustique susceptible
sur un semi-immun immun transfeére 'infection au moustique.

Tableau 4.5 — Parameétres de contact entre non-immuns, semi-immuns et moustiques

Parametres | Description biologique

Ve taux de passage de la classe latente a la classe infectieuse.
O taux de passage de la classe infectieuse a la classe iminun.
Ve taux de mortalité induit par le paludisme aux non-immuns.
Ya taux de mortalité induit par le paludisme aux semi-imiuns.

Tableau 4.6 — Parametres pour les hotes non-immuns

Partant de toutes ces hypotheses émises plus haut, la dynamique inter-héte a été
illustrée comme dans [38, 30, 19] mais en y intégrant I’apport di au dernier stade de la
phase pré-imaginale dans la population de vecteurs susceptibles, c’est a dire le transfert des
nymphes dans la population de moustiques susceptibles capables de piquer. Cette étape
intermédiaire entre la larve et I’adulte est fondamentale pour le passage au stade adulte
et présente des caractéristiques énormes. Sa prise en compte traduit mieux la chronologie
de la croissance et aussi la proportion d’ceufs qui parviennent réllement au stade adulte.
Ainsi la dynamique de propagation est traduite par le graphe présenté ci-dessous.

4.4.3 Interaction entre humains et moustiques

Lorsqu’un moustique infectieux pique un non-immun (resp. semi-immun) susceptible,
le parasite entre dans I'organisme du non-immun (resp. semi-immun) avec une certaine
probabilité ¢y (resp. ¢p.) et le non-immun (resp. semi-immun) entre dans la classe E,
(resp. E,). Aprés un certain temps, le non-immun (resp. semi-immun) passe de la classe
latente & la classe I, (resp. I,) au taux v, (resp. v,). Les non-immuns infectieux retournent
dans la classe S, au taux p, par guérison ou migrent dans la classe R, aprés acquisition
de leur immunité aux taux a.. Selon la mémoire immunologique, I'immunité des semi-
immuns infectieux présents dans la classe I, peut étre rapidement restaurée quand ils
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FIGURE 4.2 — Représentation compartimentale de 'interaction entre les hotes humains et
les moustiques.

comnencent a étre ré-exposés a 'infection. Par conséquent, nous supposons que les sewi-
immmuns infectieux se déplacent dans la classe des immuns R,, au taux a, avant de devenir
susceptible. Les individus dans la classe K, ; peuvent perdre leur immunité s’ils n’ont pas
une exposition continue a I'infection et donc peuvent retourner dans la classe des sensibles
Se. Les nou-immuns quittent la population a travers une mortalité naturelle constante,
fr et a travers une mortalité due au paludisme au taux 7,. Par ailleurs les semi-itnmuns
quittent la population a travers la mortalité naturelle constante, f; et aussi a travers une
mortalité v, due au paludisnie. Nous remarquerous que v, > 7, car les non-immuus sont
plus vulnérables que les semi-innnuns. Quand un moustique susceptible pique un nou-
immun infectieux (resp. semi-innmun, resp. imnwn) le parasite entre dans I'organisie du
moustique avec une certaine probabilité ce,, (resp. cum Com) et le moustique migre de la
classe des susceptibles a la classe des latents F,,. Quelques teips apres, ils quittent la
classe E,, pour la classe I, ou ils y demeurent a vie.

Calcul de la force d’infection

Définition. 4.4.2
~ La force d’infection des moustiques sur un humain non-immun correspond au ratio
moustiques infectés-humains multiplié par la moyenne de pigire d’un moustique, le
tout multiplié par la probabilité d’infection d’une pigire sur un non-immun, k..
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- La force d’infection des moustiques sur un humain semi-immun correspond au ratio
moustiques infectés-humains multiplié par la moyenne de pigire d’un moustique, le
tout multiplié par la probabilité d’infection d’une pigire sur un semi-immun, k,

- La force d’infection des non-timmuns infectieux sur les moustiques est le ration non-
immuns infectieur multiplié par la moyenne de pigire d’un moustique sur un non-
immun infectieur, le tout multiplié par la probabilité d’infection des non-immuns
sur les moustiques.

De fagon équivalente, on définit la force d’infection des semi-immuns sur les mous-
tiques et celle des immunisés infectieur sur les moustiques.

- La force d’infection des humains sur les moustiques est la somme de ces trois forces
d’infection (non-immuns infectieur, semi-immuns infectieur et immunisés infec-

tieuz), kn,

[TII
En effet — correspond a la proportion des mmoustiques infectieux par humain et ¢,,n,

(resp. cmeny) correspond au nombre de pigiires donnant une infection d’un moustique sur
les semi-immuns (resp. non-immuns), alors chaque semi-immun (resp.non-immun) recevra

I, L.\ .. ) :
Coma Mo — (resp. cmena——) pigiires donnant une infection. On a donc :
Ny Ny,
I
ko = Cmglla— 44.8
CmaTl N, ( )
k I (4.4.9)
e — Cmella— .
Ny

Pour le calcul de la force d’infection des humains aux moustiques, remarquons qu'il y a
trois catégories d’individus infectieux : les non-immuns infectieux (I.), les semi-immuns
infectieux (I,) et enfin les immuns (R,). Ainsi donc, de fagon analogue on obtient :

I, L, R,

Nh + Cemna + Camna Nh

N (4.4.10)

km = ComNo+7

En faisant le bilan de masse dans chaque compartiment a l'instant ¢t + At on obtient :

Se(t+ At) = Se(t) + [pPAn — (fn + k) Se(t)] At

Ec(t+At) = E(t) + [keSe(t) = (fa + ve) Ec(t)] At

L(t+ At) = L(t) + [VeEe(t) = (fa + e + ae)le(t)] At
Sa(t+At) = Sa(t) + [(1 = p)An — (fa + ka)Sa(t) + BaRa(t)] At
EJ(t+ At) = Eo(t) + [kaSa(t) = (fr + va) Ea(t)] At

Lt+A) = L)+ eEalt) = (fa+ 7 + aa) L(t 1At

Ra(t+ At) = Ra(t)+ [aele(t) + aalo(t) — (fa + Ba) Ra(t)] At
Sm(t+ A1) = Su(t)+ [spP(t) = (fn + km)Sim(t)] At
En(t+At) = En(t)+ [knSm(t) — (fm + vim) En(t)] At

In(t+ At) = L(t) + [UnEn(t) — fula(t)] At
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Parsulte: g 1+ AAti Z5D oA, = (fat RS
Pt 807 20— s~ (a0
L2020 b Baft) ~ ot e+ (0
Syt + AAti — Saft) _ (1= p)An = (fn + ka)Sa(t) + BaRa(2)
EAHA/Q "B kosut) = U + ) Eal)
L(t+ AAti — L) _ VaEa(t) = (fa + Yo + @a) L(t)
Ra(t + AAti “ RO o L (0) + aulalt) = (fa + Bo)Ralt)
Sm(t+A£t ZSnl®) _ ) = (ot k)l
En(t+ A;i —En(t) _ knSom(t) = (fn + ) Em(t)
L(t+ AAti —In(t) _ U B(t) = fonlm(t)
Si At =0 %t(t) = PAn = (fu+ke)Se (4.4.11)
%t(t) = kS, = (fun+ ). (4.4.12)
dl(;it) = VE. ~ (fa+ 7+ ), (4.4.13)
%(t) = (1= p)An+ BaRa — (Ja + ko)Sa (44.14)
dfi;t(t) _ kSe— (fy 4 vo)E (4.4.15)
%t(t) B — (fat 7+ ), (4.4.16)
d’ziat(t) = aul,+ agly — (i + Bo)Ra (44.17)
dS;t(t) = $pP = (fon + k) S (4.4.18)
dE;;(t) = KnSon = (fon + Vi) Eme (4.4.19)
%t(t) = . E, il (4.4.20)
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Ainsi,

( db:;t(t) = pAn — (fr + ke)Se(t)

db;}(t) = k.S.(t) = (fu + ve) Ee(t)

dlétt) = VeEe(t) = (fut e + @) L(t)

%t(t) = (1= p)An + BaBa(t) = (fu + ko) Sa(t)

dEa(t) — - V,

djd&) = kaSa(t) = (fa + va) Ea(t) (4.4.21)
o = VaBa(t) = (fa+ %0 + aa) La(t)

bt
;t = ac]c(t) + aa]a(t) - (fh + ﬁa)Ra(t)

dS;(t) = spP(t) = (fm + km)Sm(?)

Crl) b St) = (i + 540) Bl

\ dI;int(t) - VmEm(t) = fuln(t)

4.5 Modele synthétique croissance-transmission de la

maladie

Dans cette partie, nous proposons un modele de la dynamique globale de la trans-
mission du paludisme. Ce modele est la syntheése du modeéle de croissance de ’anophele
et du modéle de transmission. Notre objectif est de mieux appréhender 'influence de la
dynanique de croissance des vecteurs sur celle de la transmission de la maladie. Ce qui
reviendra a observer 'influence du seuil qui gouverne la croissance des moustiques sur le
taux de reproduction de base du modele du paludisme. Notre modéle couplé se présente
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de la fagon suivate :

( %t(t) = bA®) [1- %(Q> — (s + dg)E(t)
%t) — spE(t) (1 - % — (sz+dL)L(2)
L
%EQ 0 (1 _ %}tg) — (sp+dp)P(t)
dilzit) = spP(t) ~ d4A(t)
( ds;;t(t) = pAh - (fh + ke)Se(t)
d%(t) = keSe(t) = (fa + ve) Ee(t)
dIE(tt) = Vo B (t) = (fn + e + ) L(2)
- (4.5.22)
( dS;t(t) = (1 - p)Ah + BaRa(t) - (fh + ka)Sa(t)
dEd}(t) = kuSa(t) = (i + va) Eu(t)
dlda 0 VaBu(t) = (fn + 7a + @a)la(t)
\ d%t(t) = o le(t) + aolu(t) = (fn + Ba) Ra(t)
dS;"(t) = 5pP(t) = (fo + k) S (t)
dEg;(t) = knSm(t) = (frm + V) Em(t)
HEl d[;nt(t) = l/mEm(t) - fmIm(t)

Remarque. 4.5.1 En effet, le modéle synthétique s’obtient en couplant le modéle de la
croissance et de celui de la dynamique de propagation de la maladie. Le terme liant est di
d la nouvelle vague d’anophéles femelles qui survivent aur aléas de la phase préimaginale.
Ce terme est donc spP(t).

Pour la suite nous concentrerons notre étude sur le modele (4.4.21) et nous observerons

() ) () (2
B sg+dg s +dy, sp+dp/ \dy

et qui gouverne la croissance de I’anopheéle sur le taux de reproduction de base Ry que
nous expliciterons, donc sur la dynamique de propagation du paludisme plus précisément.

P'influence du seuil

En additionnant les équations de (4.4.11) a (4.4.17) on obtient :

Ny(t
:i—i) = Ah - thh - 'Ye]e - ’YaIa (4523)
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De méme en additionnant les équations de (4.4.18) & (4.4.20) on obtient :

N (1)

;= 5pP ~ fulVm (4.5.24)

Notre modéle de transmission est régit par le domaine A’ définit par : A
0<S,+E,+ I, +8,+E, +1,+R, <=2

A = (S, E., 1., Sa, Ea, I, Ra, Sy B, Im) € RY =

OSSm+Em+Im§;—PKP

m

4.6 Analyse mathématique

Dans cette section nous analysons les aspects mathématiques du modele étudié. Nous
définissons et déterminons le point d’équilibre sans maladie du modeéle étudié et le taux
de reproduction de base Ry.

Définition. 4.6.1 (DFE et points d’équilibre endémique)

1. Un point d’équilibre endémique est un point d’équilibre ot la maladie persiste dans
la population.
2. Un point d’équilibre sans maladie ou DFFE (Desease-Free- Equilibrium) est un point

d’équilibre ot il n’y a pas de maladie dans la population. Ainsi, on dit que X, est un
point d’équilibre du modéle (4.4.21) si f(X.) =0 alors X(t) = X, pour tout t > t,.

Le modele (4.4.21) est décrit par un systeme autonome d’équations différentielles du
premier ordre. Il peut étre représenté sous la forme X'(t) = F(X(t)) ou

X(t) = (Sev Ee, 1o, Sa,Eq, 1o, Ro, Sy B, Im)t

jUAh - (fh + ke)Se
keSe - (fh + Ve)Ee

Fi(Sey ooy I) VeFe — (fo+Ye + o)l
f2(Sea-~-aIm) (1 _p)Ah+ﬂaRa—' (fh+ka)sa
F(X)=|" _ | KaSa = Untva)Eo (4.6.25)

VaEa - (fh + Ya + aa)Ia
aeIe + aaIa - (fh + Ba)Ra

flO(Se7 ceey Im) SPP - (fm + km)Sm
kmSm - (fm + Vm)Em
VmEm - fmIm
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Proposition. 4.6.1 Le systéme (4.4.21) admet :
- un point d’équilibre DFE trivial (i.e sans moustiques et sans maladie) Xg sir <1
qui est défini par :

1 _
X; = (%Ah;o;o; 7h—pAh;o;o;o;o;o;0) ,

- un point d’équilibre sans maladie non trivial (i.e absence de maladie et présence de
moustiques) si T > 1 et défini par :

1 - 1 K
X;:(%Ammm—E%Ammmm(1——)CP’j;m@

avec

(SESPA’E + (SL + dL))(Sp + dp)Sp
bSESLSpKE - (bSESpKE - b(SL + dL)SP - (SE + dE)(SL + dL))(SP + dp)dAKE

xp =1+

Preuve : En rappel, un point X* est dit point d’équilibre si f(X*) = 0. Pour calculer les
points d’équilibre sans maladie du modeéle de transmission donné par le systéme (4.4.21),
on distinguera les cas suivants :

— la situation ou 'on a absence de maladie et aussi absence de moustiques. Nous avons
alors S;, = EX =1If =0et B! =I* = E: = I* = R® = 0. Le point d’équilibre est donné
par X§ = (52;0;0; 5%, 0,0,0;0;0;0) et appelé point d’équilibre trivial.

S et S s’obtiennent par les résolutions suivantes, en remarquant que 'on a de plus
ke =k, =ky =0.

dS,.(t
S()=0 & pAp~ frS. =0
dt
p
& S ==—A
e = g
ds,
dt(t) =0 & (I-p)Ar— fuS; =0
1-p
& S= A
R
1
N =8 +8 = A,
J

Dans ce cas

]_ _
Xo = (%AMO}O? TpAMO;O;O; 0;0;0)

— la situation ou l'on a absence de maladie mais présence de moustiques dans la zone
d’étude. Alors le point d’équilibre sans maladie est donné par : X7 = (S};0;0; S;0;0; S%;; 0; 0).
Il reste & déterminer S;,. Il suffit de résoudre I’équation

dS,n(t)
dt

=0 & spP = fuS5 =0

o § =Pp

m fm
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ol P* est obtenu dans I’étude du modele de la croissance de 'anophéle et donné par :
N\ (K
3
T/ \Xp

(sgspKg+ (sp+dp))(sp +dp)sp
bSESLSpKE - (bSESpKE — b(SL + dL)Sp — (SE + dE)(SL + d/l))(SP + dp)d4KE

xp =1+

Ainsi le point d’équilibre non trivial sans maladie est

. p 1-p ( 1) (SPKP) )
X =|=Ay 0,0, —=Ay;0,0,0; [1 == ) | ——|;0;0
! (fh " .fh : T meP

4.6.1 Existence et positivité de solution

Lemme. 4.6.1 Le systéme (4.4.21) admet une unique solution et cette solution est bor-
née.

De plus le domaine

A

0<S. +E+L+S,+E,+I,+R, <"

A' = {(8e, Ee, I, Sa, Ea, I, Ray Sy Em, In) € RY? sp Ju
0< S+ Epn+1,< f—Kp

m

est positivement invariant et attire toutes les orbites positives dans R, .

Preuve : Comme F est de classe C', donc localement lipschitzienne, sur R'°, on en déduit
I'existence et I'unicité de la solution au probleme de Cauchy associé au systeme (4.4.21)
relatif & la condition initiale (), Xo) € R x R'°. De plus F étant C*, on en déduit que
cette solution est aussi de classe C*.

On sait que

Ni(t)

i An = [Nk = Yele = Valo < Ap — fuN

Considérons ’équation différentielle

AN, (t)
dt

= Ap — fulNu(t).

En utilisant la méthode de la variation de la constante, entre ¢, et £, on obtient la solution
sous la forme suivante :

7 A .. A
Par conséquent, N,(t) < f—h dés que la condition initiale Ny < }ﬁ
h h
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D’ot la bornitude de A’ et on I'on en déduit donc D'existence globale des solutions
dans [0; +o0o[ On montre de méme que toutes les solutions de ’équation différentielle

Nt

e . SP . o C
= spP — f,N,, sont toutes inférieures & — Kp dés que la condition initiale

dt .
Sp
No < —Kp
fm
A
Par ailleurs, si nous supposons que N(t) > f—h (respectivement Ny, (t) > ;—PK p), Ol
h m
dNp(t A dN,(t AN, (t
obtient 10 <Ap—frx “hie —L(Z < 0 (respectivement () < 0). Dans ce
dt fn dt dt

cas la population huinaine (et aussi celle des moustiques) serait décroissante et comine le

domaiue est compacte alors toutes les solutious y demeurent.

4.6.2 Calcul du taux de reproduction de base R

Pour se faire disposons X (t) de la fgon suivante
X(t) = (E61 Iea Eaa Iai Raa Em; Im; Se; Sa,, Sm) .

En linéarisant le systéme (4.4.21) au voisinage du point d’équilibre non trivial X}, on
obtient le systéme différentiel linéaire suivant

X'(t) = BX(t)
ou B désigne la matrice jacobienie de F' au point X7, est définie de la fagon suivante :

Bll BIQ

B = 4.6.26
( By By ) ( )
avec les matrices Byy, Byg, Ba) et By, définies respectivement par :
—(fh + Ve) 0 0 0 0 0
Ve —(fa+ e + ) 0 0 0 0
0 0 _(fh + Ua) 0 0 0
0 0 v, —(fh+ Ve + @) 0 0
0 Qe 0 Qg _(fh + /Ba) 0
S S . Sh
0 cemnaF’: 0 camna—N—; camnaﬁ —(fn + Vm)
0 0 0 0 0 Um
000
000 0 0 0 0 0 0 —Cpelta
000
Blz = 000 ; le = 0 0 0 0 ,Ba 0 Cmally
0 0 0 S* S* *
0 —CemNarrr —CamMamy —CamMatry 0 0 0
000 N; N; N;
000
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B22 =

—fu 0
0 —fu

0
0

0 0

*fm

La sous-matrice By est appelée matrice de transmission, elle est de Metzler stable et sa

décomposition réguliére est donnée par : B;y = F+ V ou

F =

et
_(fh + Ve)

Ve

0
V= 0

0

0

0

0
—(fh + Ve + ae)
0
0
Qe
0
0

0 0 0 cmenaN—;:
0 0 0 0
S;
0 0 0 cmanaN—;;
0 0 0 0
0 0 0
(’amna%ﬂ; 6amnai—'; 0 0
0 0 0 0
0 0
0 0
—(fr+ va) 0
Vo ~(fnt+ Y+ aa)
0 0y
0 0
0 0

Daus la suite nous adopterons les notations suivaites :

*

A= fh'H/ea B* = fh+7e+aea C* = fh+Vaa D= fh+7a+aa7 E* = fh+ﬁaa F* = fh+Vm

La matrice V est inversible et de Metzler stable. En considérant les notations ci-dessus,

son inverse s'écrit :

- 0 0 0 0 0
4 ] :
- 0 0
5 & 01 0 0
0 0 N 0 0 0 0
o 1
-1 _ . a -
vl = 0 D o 0 0 0
0 Ol g __1_ 0 0
C*D*E* D*E* E* :
0 0 0 0 0 S 0
A
0 0 0 0 0o —— ——
fmF* [
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Définition. 4.6.2 On appelle matrice de la prochaine génération du modéle (4.4.21) la
matrice —FV =) que l'on notera K et définie par :

0 0 0 0 0 0 Ky
0 0 0 0 0 0 Ky
0 0 0 0 0 0 Ky
K=-FV7'=[0 0 0 0 0 0 Ky
0 0 0 0 0 0 Ky
0 Keg 0 Kggy Kes 0 O
0 Kip 0 Koy Kis 0 0

ot les coefficients non nuls sont donnés par :

1 S: Ve S 1 s s:
K17 = _A_"‘xcmenaN*’ K27 = A B XCmenaN K EXCmana N*’ ](47 = Fi@l)—*xcmanaN
OaVq Sy 1 Sy 1 S 1 S
Ks7 = XCma a_a_, Kego = — X em/la Koy = —x am/la K ><~am a—mu
57 C*D*E* Cmall N}: 62 F* Cemn Tl N 64 = F* CamMN N 65 — F* Comn N}’:
m 1 S Vm 1 S* S S*
K72 = _V_ X — X CemTly = i’ X ComNa—7, = Y - X CamTNg =

-m K =
F* " fm Ny MR T

Proposition. 4.6.2 Le taur de reproduction de base noté Ro du modéle (4.4.21) est

donné par :

Ro=p(—FV') = \/K27K72 + Ky Ky + K57 K75

Preuve : Par définition le taux de reproduction de base est le rayon spectral de la matrice
de prochaine génération. Et le rayon spectral est le maximum des valeurs propres. Le
polynome caractéristique de la matrice de prochaine génération vaut :

-X 0 0 0 0 0 Ky
0 -X 0 0 0 0 Ky
0 0 -X 0 0 0 Ky
Pe(X) = det(K-XI;)=| 0 0 0 -X 0 0 Kg
0 0 0 0 -X 0 Ky
0 Kep 0 Ko Kgg —X 0
0 Kp 0 Ku Ks 0 -X

= — X"+ (KyKn+ KgKr + Ks7K7s) X°

Et par suite Ry = p(K) = VKo K79 + Ky K74 + K57K75

4.6.3 Etude de la stabilité du point d’équilibre sans maladie

Dans cette partie nous donnons des conditions sur Ry pour la stabilité de notre modele.
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Définition. 2.2.1 (Application entrée-sortie). Soit T > 0. L’application entrée-sortic en
temps T du systéme controlé (2.2.13) initialisé a xry est Lapplication

ET U - R
u — 3,(T)
ou U est l'ensemble des controles admissibles, i.e. l'ensemble des contréles u tel que la

trajectoire associée est bien définie sur [0;T). Autrement dit, Uapplication entrée-sortie en
temps T ssociée a un controle u est le point final de la trajectoire associée d u.

Définition. 2.2.2 (Systéme linéarisé). Considérons le systéme (2.2.13) ot f est une
fonction de classe CP, p > 1. Le systéme le long de la trajectoire x, est défini par :

{%m:Am%m+Bmww
y(0) =0
ou pour tout t € [0;T), A(t) = %(t,xu(t),u(t)), B(t) = g%(t,zu(t),u(t))

Proposition. 2.2.1 Considérons le systéme (2.2.13) ot f est une fonction de classe C?,
p>1etsoit U C L®([0;T],R™) le domaine de définition de Ep, c’est & dire l'ensemble
des controles dont la trajectoire associée est bien définie sur [0;T). Alors U est un ouvert
de L*®([0; T],R™) et Er est de classe CP au sens L. De plus la différenticlle (au sens de
Fréchet) de Er en un point de U est donnée par le systéme linéarisé en u, noté dEp(u)
et vérifie pour tout v € L*([0; T],R™)

T
dEr(u).v = y,(T) = M(T) /0 M~(s)B(s)v(s)ds

ot M est la tésolvante du systéme linéarisé, i.e. la solution matricielle de M’ = AM,

M) =1

Définition. 2.2.3 (Ensemble accessible). L’ensemble accessible en temps T pour le sys-
téme (2.2.13), noté Acc(zo,T) est Uensemble des extrémités au temps T des solutions
du systéme partant de xo au temps t = 0. Autrement dit, c’est l’image de 'application
entrée-sortie en temps T. C’est l’ensemble des destinations possibles en temps T du sys-
téme (2.2.13) en faisant varier le contrile u.

Théoréme. 2.2.1 Considérons le systéme de contréle (2.2.13), ot la fonction f est
de classe C! sur RM™™ et les controles u appartiennent ¢ l'ensemble U des fonctions
mesurables d valeurs dans un compact 0 C R™. On suppose que :
(i) il existe un réel positif b tel que toute trajectoire associée est uniformément bornée
par b sur [0;T], i.e.

3> 0/Yu € U, Vt € [0;T], || zu(t) ||< b (2.2.14)
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(i) pour tout (t,x), U'ensemble des vecteurs vitesses
Vit,z) = {f(t,z,u)|u € Q} (2.2.15)

est un convezre.
Alors Uensemble Acc(xy,t) est un compact et varie continiinement en t sur [0;T).

Définition. 2.2.4 Le systéme (2.2.13) est dit controlable (en temps quelconque) depuis
Ty St

R™ = UpsodAce(g, T)
Il est dit contrélable en temps T si R™ = Acc(zq, T)

Théoreme. 2.2.2 Considérons le systéeme (2.2.13) ot f(xg,ug) = 0. Notons A = ?(:co, Up)
T

0
et B = —f(:co,uo). On suppose que

ou
rg(B|AB|..|A" 'B) =n

Alors le systéme est localement contrélable en xy.

Définition. 2.2.5 (Fonction continue par morceauz). Soit f une fonction définie sur un
intervalle I (fini ou infini). On dit que f est continue par morceaux sur |a;b] s’il existe
une subdivision ¢ = (ag, ay, ..., a,) de I telle que : pour tout i = 1,...,n, f est continue
sur lintervalle ouvert Ja;_1; a;|, admet une limite finie a droite en a;—; et une limite finie
d gauche en a;.

Définition. 2.2.6 (Contrile singulier). Soit v un contrdle défini sur [0;T) tel que sa
trajectoire associée x,, issue de x(0) = o est définie sur [0;T]. On dit que le contrile u
(ou la trajectoire x,,) est singulier si la différentielle de Fréchet dEr(u) de lapplication
entrée-sortie au point u n'est pas surjective. Sinon, on dit qu’il est régulier.

Définition. 2.2.7 Considérons le systéme (2.2.13) ou f est de classe C! sur R1t7t™
dans R™. Alors I’Hamiltonien du systéme est la fonction définie par
H:RxRxR™"x (R\{0}) - R
(t,z,u,A) = H{t,z,u,\) =< A, f(t,z,u) >

ou <,> est le produit scalaire sur R™.

Proposition. 2.2.2 Soit u un contrdle singulier sur [0;T] pour le systéme de contrile
(2.2.13), et soit z(.) la trajectoire singuliére associée. Alors il existe une application ab-
solument continue X : [0;T] —» R™\ {0}, appelée vecteur adjoint, telle que les équations
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sutvantes sont vérifiées pour presque tout t € [0;T)

Z(t) = %})\{—(t,x(t),u(t),/\(t)) (2.2.16)

N(t) = —%(t,z(t),u(t),A(t)) (2.2.17)
oH t t),A(t)) =0 2.2.1
5/\_(7‘T(t)7u( )a ())_ ) ( ol 8)

ot H est 'Hamiltonien du systéme. L’'équation (2.2.18) est appelée équation des contraintes.

2.2.2 Controéle optimal

En plus d’'un probleme de controle, on se donne un probléme d’optimisation. Le pro-
bleme que l’on se pose ici, consiste a trouver une fonction de contréle continue par mor-
ceaux u(t) ainsi que la solution associée z,(t) qui minimise ou maximise une certaine
fonction colit C(T,u). Le probleme de contréle optimal se pose sous la forme :

' = flu,u) z(0)=x9 2(T)=1x

minC(T) ou maxO(Tw) O = [ o) a0

Théoréme. 2.2.3 Considérons le systéme de contrile (2.2.13) ot f est une fonction de
classe C' de R1™™™ dans R", les contréles sont d valeurs dans un compact Q C R™, et
ou éventuellement on a les contraintes sur l’état

al(z) <0,...,c(z) <0,

ot ¢y, ...,c, sont des fonctions continues sur R™. Soient My et My deuz compacts de R™
tels que M, est accessible depuis My. Soit U ’ensemble des contriles a valeurs dans €}
joignant My d M. Soit une fonction de classe C* sur RM™™™ et h une fonction continue
sur R™. On considére le cott

Cfu) = o), a(t(w)) + [ gltolt), e

ot t(u) est tel que x(t(v)) € M. On suppose que
- il existe un réel positif b tel que pour tout u la trajectoire associée a un contrile
u € U est uniformément bornée par b sur [0,t(u)], i.e

3b> 0|Vu €U, ett € [0,t(u)],]] zu(t) [|< b
~ pour tout (t,x) € R*™", Uensemble des vecteurs vitesses augmentés

V={(f{t,z,u), g(t,z,u))lu € O}

est conveze.
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Théoréme. 4.6.1 L’état d'équilibre X7 du systéme (4.4.21) est localement asymptoti-
quement stable st Rg < 1 et instable st Ry > 1

Preuve : Le théoréme (4.6.1) nous dit que le point d’équilibre sans maladie (DFE) est
localement asymptotiquement stable si la matrice jacobienne du systeme (4.5.22) a en ce
point toutes ses valeurs propres a parties réelles strictement négatives.

En effet, la matrice By, est une matrice de Metzler stable dont la décomposition
réguliere By = F' 4+ V est tel que

0 0 0 0 0 0 Ky
O 0 O O O O K27
0 00 0 0 0 Ky
K=-FV!'=[0 0 0 0 0 0 Ky
0 0 0 0 0 0 Ks

0 Keo 0 Kea Kes 0 0

O ]\’72 O K74 K75 0 O

Et par suite Bj; est asymptotiquement stable si et seulement si p(K) = Ry < 1 et donc
le point d’équilibre sans maladie est aussi asymptotiquement stable.
Par ailleurs si p(K) = Ry > 1, alors I'équilibre X est instable.

4.6.4 Etude de l’influence du seuil r sur Rq

Nous avons obtenu précédemment que
R?) = Ky K7 + Ky lr4 + K57 K75,
Une expression explicite de Ry en fonction de 7 est donnée par :

Ro = fu(r) = {/x (1 _ 1) (4.6.27)

;
ou

A*B* me 11]\7;;K F* 3l em aXPN;:

*

a
. X Cmalla 37,
Qalyg S* Vm 1 SPKP

+ X CmaMa—~ -
C* D* E* m Nh F* f'r%l

Nous allons donc étudier la fonction f(r) sur |1;+oco[. Pour tout 7 > 1, f est dérivable

et sa dérivée vaut :
K

f;(r)=;ﬂ > 0.

Ainsi Ry est une fonction croissante du seuil 7.
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4.6. ANALYSE MATHEMATIQUE

K

Théoréme. 4.6.2 Posons ry =

LKk # 1L
-1
- 8511 <r <rg alors le point d’équilibre X[ est localement asymptotiquement stable,
- st > 1y alors le point d’équilibre X est instable.

Preuve : Le point d’équilibre est stable si et seulement si

1
Ro<l & n(l———><1

r

K
<& r< .
k-1

K

Il suffit de poser 9 = K#1

k—1
Il est instable si r > rq.

Remarque. 4.6.1 La dynamique de croissance de l’anophéle a un impact considérable
sur la dynamique de propagation du paludisme.
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Chapitre 5

Simulations numériques

L’objectif de ce chapitre est de confirmer par des résultats numériques les hypothéses
et les résultats mathématiques établis pour les modéles étudiés. Egalement nous
présenterons assez brievement le logiciel de calcul scientifigue MATLAB

Sommaire
5.1 Présentation dusolveur ODE45.................. 79
5.2 Simulation numérique du modéle des moustiques . . .. ... 80
5.2.1 Dynamique du modeéle des moustiques pour r <1 . . ... .. 80
5.2.2 Dynamique des moustiquespour 7 >1 . .. ... .. ... ... 81
5.3 Simulations numériques du modéle de transmission . . . . . . 83
5.3.1 Dynamique du modéle de transmission pour r > let Rp >1 . 83
5.3.2 Dynamique du modéle de transmission pour r > 1let Rg <1 . 86

5.1 Présentation du solveur ODE45

L’évolution des outils informatiques a profondément influencé les méthodes de travail
des ingénieurs et des chercheurs ainsi que I’enseignement. Le traitement numérique des
données et leur visualisation, ainsi que les techniques de modélisation et de simulation
se sont notamment généralisées. Dans le domaine, un logiciel commercial est devenu, ces
derniéres années, presque incontournable, MATLAB de la société The Maths Worksl.
MATLAB est un puissant logiciel scientifique de calcul numérique, de programmation et
de visualisation graphique. Il est énormément utilisé pour la simulation numérique des
problémes aux équations différentielles ordinaires.

La version actuelle de MATLAB dispose de plusieurs librairies de solveurs pour des
résolutions numériques approchées de différents types d’équations différentielles ordi-
naires. En ’occurrence nous pouvons citer ODE45, ODE23, ODE113, ODE15s, ODE23s,
ODE23t, ODE23tb et ODE1S5i. Pour la simulation numérique de nos différents résultats,
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5.2. SIMULATION NUMERIQUE DU MODELE DES MOUSTIQUES

nous utiliserons le solveur ODE45 qui est obtenu grace a la méthode de Runge-Kutta-
Merson a pas adaptif d’ordre 4 et 5, car il intégre la résolution des systémes de type

autonome. Sa syntaxe est

[T,Y] = ODE45(0DEFUN,TSAN,Y0,0PTIONS)

— les vecteurs T et Y repésentent respectivement les instants ¢; et les solutions Y (¢;),
correspondantes,

- ODEFUN désigne la fonction décrivant le systéme d’ODEQOs,

— TSAN est 'intervalle de temps d’intégration et les instants intermédiaires aux-
quelles on souhaite obtenir les solutions,

- YO0 est le vecteur initial, il s’agit des conditions initiales du systéme,

— OPTIONS représente les différentes options retenues pour les solveurs.

Remarque. 5.1.1 Nos différentes simulations ont été réalisées sur un Pc, processeur

Intel (R) CPU N280 de mémoire vive 1.70GHZ.

5.2 Simulation numérique du modele des moustiques

5.2.1 Dynamique du modele des moustiques pour r < 1

Dans cette partie nous simulons numériquement le modele (4.2.2) afin de mieux com-
prendre son comportement général et valider également les résultats mathématiques obte-
nus. Pour ce faire, nous utiliserons les parametres donnés dans le tableau ci-apres recueillis
dans la littérature scientifique, [38, 30].

Parametres | Extinction | Persistance
b 2 4
SE 0.6 0.7
dg 0.3 0.2
St 0.4 0.5
dy 0.3 0.2
sp 0.25 0.15
dp 0.15 0.15
ds 0.7 0.35
Kg 1000 1000
K 500 500
Kp 400 400

Tableau 5.1 — Les paramétres du modele de la croissance de 'anophele

Pour les conditions initiales données par E(0) = 400, L(0) = 115, P(0) = 100, A(0) =
250, on obtient les figures suivantes :
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FIGURE 5.1 — Evolution des classes E, L, P et A pour r = 0.68.

Les courbes de la figure 5.1 décrivent respectivement 1’évolution des différentes classes
de la croissance de I’anopheéle pour r = 0.68 < 1. En effet, on observe une extinction
des différentes classes a partir d'un certain tenips. Par ailleurs, on constate que le point
d’équilibre X§ = (0,0,0,0) est globalement asymptotiquement stable, ce qui confirme le
résultat obtenu au théoréme ( 4.3.3).

5.2.2 Dynamique des moustiques pour r > 1

A présent nous allons étudier le comportement du modele (4.2.2) lorsque le seuil r est
strictement supérieur a 1. Pour cela, en considérant les conditions initiales données par

E(0) = 80, L(0) = 50, P(0) = 10, A(0) = 50, on obtient les figures suivantes :

81 0. KOUTOU, UFR-ST/UPB



5.2. SIMULATION NUMERIQUE DU MODELE DES MOUSTIQUES
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FIGURE 5.2 — Evolution des classes F, L, P et A pour r = 3.80

Les courbes de la figure 5.2 décrivent respectivement I’évolution des différentes classes
de la croissance de I’anopheéle pour r = 3.80 > 1. On constate que la solution (£, L, P, A)
du systéme (4.2.2) couverge vers le point d’équilibre endémique

(E*,L*, P*, A*) = (230, 160, 160, 70)
qui est globalement asymptotiquement stable comme l'illustre le théoréme ( 4.3.4).

Remarque. 5.2.1 On constate que le seuil r influence considérablement l’évolution des
moustiques adultes comme le montre la figure 5.3. Plus le seuil croit plus le nombre de
moustiques adultes augmente. Ce seuil pourrait donc étre un facteur trés important dans
la dynamique de transmission du paludisme. Il pourrait étre un paramétre de controle du
paludisme.
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e
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FIGURE 5.3 — Evolution des moustiques adultes selon des valeurs de r.

5.3 Simulations numériques du modele de transmis-
sion

5.3.1 Dynamique du modele de transmission pour r > 1 et Ry >
1

Ici nous nous intéressons a la simulation numérique du nodele de la transmission du
paludisine sous I'influence du modele des moustiques a travers le seuil r. Pour mieux
appréhender la transmission de la maladie, nous supposous que r > 1. Les parametres
donnés dans le tableau 5.2 seront utilisés pour I'obtention des résultats nunériques.

En considérant les conditions initiales : Sg(0) = 500, E.(0) = 200, I.(0) = 500,
S.(0) = 250, E,(0) = 150, I,(0) = 150, R,(0) = 100, S,,(0) = 500, E,,(0) = 150,
I,(0) = 150, E(0) = 500, L(0) = 400, P(0) = 300, A(0) = 800, les valeurs pour les
paranetres relatifs aux moustiques : b = 8, s = 0.7, dp = 0.2, 55 = 0.5, d, = 0.2,
sp = 0.15, dp = 0.1 et les valeurs numériques du tableau 5.2 dauns le cas de la persistance,
alors nous obtenons r = 26.66, Ry = 2.15 et les figures suivantes :

14000

12000 - w0 |
10000 1
. )
8000 1
s g w 1
w0 w
6000
P
200
20 iw
0 0

. N N . L . s . s . L PR L 1 L .
0 1000 2000 3000 4000 5000 BOOO 7000 8000 9000 10000 0 1000 2000 3000 4000 5000 BOOO 7000 8OO0 9000 10000
1emps(jours) temps(jours)

FIGURE 5.4 - Evolution des susceptibles et des latents

La figure 5.4 décrit 1'évolution des individus non-immuns dans les différentes classes.
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Parametres | extinction | persistance
D 0.25 0.8
Ay 10 50
Cme 0.021 0.03
Cma 0.012 0.022
Cem 0.11 0.45
Cam 0.08 0.35
Cam 0.008 0.002
Ve 0.10 0.10
Y, 0.06 0.09
Vin 0.083 0.083
Qq 0.01 0.01
Qe 0.001 0.001
Ye 0.000018 0.000018
Ya 0.00003 0.00003
Ba 0.0055 0.0027
fn 0.00063 0.00063
fn 0.1 0.1
Ng 0.2 0.5

Tableau 5.2 — Les parametres du modéle global de la transmission.

x
25

T T T T
*  nomrimmuns infectieux

2

15

legt)

1

05

0 L s s . L L . L
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 B0O0 000 10000
temps{jours)

F1GURE 5.5 — Evolution des humains non-immuns.

On constate qu’il y a beaucoup de non-immuns infectés. On observe également une crois-
sance rapide du nombre d’infectés sur la période de 0 a 5 mois.

La figure 5.5 décrit I'évolution des individus semi-itmmuns dans les différentes classes.
On constate qu’il y a moins d’individus latents et infectieux. Cependant, le nombre d’in-

dividus iimmunisés est tres élevé, ce qui traduit le fait que la zone est endémique.

La figure 5.6 décrit I’évolution des individus dans les différentes classes des moustiques.

Remarque. 5.3.1 Pour Ry = 2.15 > 1, la solution
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FIGURE 5.6 — Evolution des humains semi-immuns.
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(Se, Ee, Iy Say Eqy Iy Ry Sy By Im) du modéle (4.4.21) converge vers [’éguilbre endé-
mique (8200, 350, 210000, 420000, 3, 28, 6400, 190, 60, 60) et la maladie persiste.

5.3.2 Dynamique du modéle de transmission pour r > 1 et Ry <
1

En considérant les conditions initiales S.(0) = 500, E,(0) = 200, I.(0) = 500, S,(0) =
250, E,(0) = 150, I,(0) = 150, R,(0) = 100, Sp,(0) = 500, E,(0) = 150, I;,(0) = 150,
E(0) = 500, L(0) = 400, P(0) = 300, A(0) = 800, ainsi que les valeurs définies pour les
vecteurs, nous allons étudier le comportement du modéle au voisinage du point d’équilibre
sans maladie. Pour cela nous considérons les valeurs correspondantes au cas de I'extinction.
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F1GURE 5.8 — Courbe d’évolution des individus non-immuuns.

Avec les parametres utilisés, on obtient 7 = 26.66 > 1 et Ry = 0.24 < 1. On
constate une extinction de la maladie dans toutes les populations et la solution du modéle
converge vers |’équilibre sans maladie (4000, 0, 0,12000, 0,0, 0, 3000, 0,0) qui est globale-
ment asymptotiquement stable.
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F1GURE 5.9 — Courbe d’évolution des individus semi-imniuns.

12000
10000 R
6000
S sm
7]
4000 W
2000 1
o .
[s) 5000 10000 15000
temps(jours)
0 — —
20
150!
(=3
2
100
&0
0 ' ' L o
1) 100 20 300 40 50 600
temps(jours)
500, - T — v T s T -—
¢ moustigues susceptibies )
450
400
H
- |
a0
20

S S S S S S Sy S S
1000 2000 300 4000 500 6000 7000 8000 9000 10000

1amps(jours)

150 — T
roustiques Infectieux |

100}
Z
£

50 J

o ,
1) 500 1000 1500

temps(jours)

Em(t)

o

T T T
*  moustiques latents

s n [ —
20 400 600 800 1000 1200 1400 1600

Temps(jours)

FIGURE 5.10 — Courbe d’évolution des individus moustiques.

0. KOUTOU, UFR-ST/UPB



Chapitre 6
Controle optimal

Dans ce chapitre intitulé controle optimal, notre objectif est de proposer parmi les
mesures de contréle actuellement préconisées par ’OMS, lesquelles conduisent a des
résultats satisfaisants et peu cotiteuzr. Pour cela nous rappelons d’abord les méthodes de
lutte disponibles et en partant de celles-ci, nous introduisons des parameétres de controle
dans notre modéle synthétique. Notre modéle de controle sera étudié afin de proposer des
moyens éfficaces de lutte contre la propagation du paludisme.

Sommaire
6.1 Quelques mesures de contrdle envisagées par ’'OMS . .. .. 88
6.2 Formulation et étude d’un probléme de controle optimal .. 89
6.2.1 Formulation du probléme . . . ... ... ... ... ...... 89
6.22 Etudeduprobléeme . ... ... ... ... ... ......... 90
6.3 Résolution numérique . . . . . . . . . . ... Lol e . 96

6.1 Quelques mesures de controle envisagées par ’'OMS

La statégie actuelle de lutte contre le paludisme demande que les moyens de lutte
anti-vectorielle appliqués soient les mieux adaptés & la situation locale, aux capacités
existantes, au risque palustre (WHO 2006). La réduction des compétences et capacités
vectorielles peuvent étre envisagées en ciblant un ou plusieurs éléments de la biologie du
vecteur. Nous trouvons dans [18June belle illustration & travers le tableau suivant :

88



6.2.

FORMULATION ET ETUDE D’UN PROBLEME DE CONTROLE OPTIMAL

| Eléments de la biologie du vecteur ciblée

Méthode de lutte Densité | Contact | Longévité | Compétence

Lutte anti-vectorielle

Mousticaires imprégnés

v v

Aspersions intra-domniciliaires

v

Béaches murales imprégnés

=

v

Grillages de fénétres v
Répulsifs v
Pulvérisations spatiales Vv v
Lutte Génétique Vv v

Tableau 6.1 — Tableau de lutte anti-vectorielle et parameétres de la biologie du vecteur

visé

6.2 Formulation et étude d’un probleme de controle

6.2.

optimal

1 Formulation du probleme

Avec le modele synthétique proposé dans le chapitre 4, nous intégrons des controles.

(i)

(i)

Le premier contrdle u; modélise l'effort de prévention sur l'intervalle de temps [0; 7.
Ces éfforts peuvent étre individuels et collectifs. La lutte individuelle réside assez
souvent dans l'utilisation des répulsifs, des crémes, le port des vétements longs et
couvrant dans la soirée, I'utilisation des moustiquaires imprégnés (méthode pré-
conisée par 'OMS), [18, 19, 7]. La lutte collective passe par la sensibilisation des
autorités sur le danger que comporte le risque d’infection, les moyens de lutte indi-

viduelle etc.

Le second controle u; modélise le traitement des malades sur l'intervalle de temps
[0; T]. 11 faut noter 'absence d’un traitement spécifique comme le vaccin. Ainsi le
contréle up modélise I'utilisation des produits existants, l'isolement des malades
dans les centres médicaux ou dans les hopitaux et cela pour éviter des nouvelles
contaminations. Nous désignerons par dy le taux de guérison di au traitement, [19,
12].

Le troisieme controle us modélise la lutte anti-vectorielle sur 'intervalle de temps
[0; T]. Elle comprend l’action des services de lutte anti-vectorielle qui vise & éliminer
les moustiques. Cela passe par l'utilisation des produits chimiques pour la destruc-
tion des ceufs, des larves et aussi des nymphes. 11 y a également I’éffort des citoyens
a détruire les gites larvaires autour des habitations, [18, 19]. €, d), d» représentent
respectivement 1’éfiicativité des produits chimiques sur les ceufs, les larves, nymphes
et a la destruction des gites larvaires.
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Le modele de controle se présente done comme suit :

(

%ﬁt) = bA(t) (1 - %%) — (sg + dp)E(t) — euz E(?)
%it) = spE(t) (1 ~ L—Iét—) ~ (s +dr)L(t) — dyus L(t)
%t(t) = s L(t) ( - P—Ié}t)—) ~ (sp+dp)P(t) — dyuz P(t)
%i) — spP(t) — dsA(t)
(Bl o (ot kel = w))S.(0)
db:;(t) = ke(1 = w1)Se(t) = (fn + ve) Ee(t)
d[;ft) = VeEe(t) - (fh + %+ ae)]e(t) - peUZIe(t) (621)
( d5;<t> = (1= P)An + BuBalt) = (o + kall = w))Sa(2)
J dE(‘%(t) = ka(l - U])Sa(t) - (fh + Va)Ea(t)
‘Hd“ Y _ VoEo(t) = (fa + Yo + o) [a(t) = patiala(t)
b
d“t = a L, (t) + agl,(t) = (fu + Ba)Ra(t)
{' dE;;W = k(1= 0)(A = L) = (o + Ve + k(1 = 1)) Eun(2)
Inll) v Eal) )

6.2.2 Etude du probleme

Théoréme. 6.2.1 L’ensemble A x A’ est positivement invariant par le systéme (4.5.22)
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Preuve : Du systéine (6.2.1) nous obtenons

(

\

(

E’(t)z—( b +SE+dE+e)E
Kg

L'(t) 2—(5—E+3L+dL+dl)L
Ky,

P(t) > - <—+3P+dp+d2) P

Kp

Al(t) > —dsA
([ S1(t) > —(fu + k)5S

E,(t) > = (fn + ve)Ee (6.22)

I'(t) > =(fo+ Ve + ae + pe)Le -
((SL(t) > —(fu+ ka)S,

E\(t) > —(fn+ Vo) Es

L) > ~(fi+ v+ aa+pa)ls

R (t) (fh + Ba)

{ E;n( ) 2 (fm + Vm + km)Em
Z —

I(t) 2 = fudn,

En utilisant I'inégalité de Gronwall, on en déduit donc que toutes les variables du systeme

(6.2.1) sont positives.

Par ailleurs. on a :

|

/—\

Se(t) <
El(t
L(t) <
Sa(t) <

E\(t
L(t) <
' (¢

< pAL = (fn + Ke)Se(t)

) <k Se(t ( ) (fh + Ve)Ee(t)

< VeEo(t) = (fi + e + o) L(t) (6.2.3)

(1= p)An + BaRa(t) = (fa + ka)Sa(t)

) < k S ( ) (fh + Va)Ea(t)

SV E(t) = (fn + Yo+ o) La(2)

) < ael ( ) + aa[a(t) - (fh + ﬁa)Ra(t)

spP(t) — (fo + k) Sm(t)
mSm(t) = (fm + V) En(t)
Vi Em(t) = fmIm(t)
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La partie droite des inégalités correspond au modéle synthétique de celui de la croissaice
de I'anophele et de la transmission du paludisime sans les parametres de controle. Dans
les sections (4.3) et (4.6), nous avons montré que les solutions du systéme étaient bien
définie dans A x A’. Ainsi commme précédemment en utilisant I'inégalité de Gronwall, on

en déduit que les solutions sont boruées.

Au systéme (4.5.22), on associe le probléme de controle optimal muni de la fonction
objectif

T
J(uy. ug, uz) = /0 (A E(t)+ AyL(t) + AsP(t) + Ayl () + As I (t) + Byud + Byus + Byu3)dt

Les premiers termes représentent le gain pour les populations F, L, P, I, I, que I'on dé-
sire réduire considérablement. Les constantes B,, By et Bj sont positives et correspondent
aux poids qui permettent de régulariser le controle pour la prévention, le traitement et la
lutte anti-vectorielle respectivement. Les controles sont supposés sous forme de fonctions
quadratiques. Il existe également d’autres types de fonctions dans la littérature, cependant
il est naturel de considérer des fonctions quadratiques qui font analogie avec 1’énergie.

Notre objectif consiste a limiter la transmission de la maladie. Pour cela nous procé-
dons par une réduction de moustiques et des humains infectés. Nous empeéchons aussi la
prolifération de la population de moustiques en s’attaquant aux états immatures grace
aux larvicides.

On cherche alors les contréles (uj,us,u}) qui minimisent le coft :

J(ui, ub, ul) = min{(uy, ug, u3)| (w1, up, u3) € '} (6.2.4)
ol
= {(ul,u2,u3)|ui(t) € C([0, T]) par morceauz et a; < u;(t) < b;,i = 1,2,3}

est I'ensemble des contrdles et a;, b; sont des constantes appartenant & [0,1],i = 1,2, 3.
Le probléme de contrdle optimal est résolu lorsque nous déterminons (uj, u},u3) € I' qui
vérifie (6.2.4).
Pour cela le travail que nous allons faire consiste a :

— montrer 'existence d'un contréle optimal,

~ donner une caractérisation du contrdle optimal,

— obteuir des représentations numériques
Existence et caractérisation d’un contrdle optimal

L’existence d’un contréle optimal est obtenue par le théoréme de Fleming et Rishel,
[33]

Théoreme. 6.2.2 Considérons le probléme de contréle optimal associé au systéme (4.5.22).
Il existe un controle (u},u3,u3) et une solution (E*, L*, P* I*  I*) correspondante qui mi-

nimise J(uy,uy, u3) sur ' tel que

J(“l;“?,u3) = J(UI,U;,U;), (U],UQ,U:}) € r
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Preuve : Pour pouvoir utiliser les résultats de Fleming, nous devous vérifier que les

conditions suivantes sont satisfaites :

(i) L’ensemble des contréles et celui des solutions correspondantes sont non vides.

(ii) L’ensemble T des contrdles est convexe et fermé dans L?(0,T).

(iii) Le champ de vecteurs du systéme d’état est borné par une fonction linéaire du
controle.

(iv) L’intégrande de la fonction objective est convexe.

(v) Il existe des constantes ci, cq, c3 €t § > 0 telles que l'intégrande de la fonction
objective soit bornée par c;(|ui|? + |ug|? + |u3|2)§ — Cy.

— On vérifie ces conditions gréce & un résultat de Lukes, [33], qui assure I'existence
des solutions pour le systeme (4.5.22) a coefficients constants, ce qui donne la
condition (7).

- L’ensemble I' est donné par définition, donc la condition (i7) est vérifiée.

~ Le champ de vecteurs du systeme (4.5.22) vérifie la condition (i%7) puisqu'’il est
borné (voir les sections (4.3), (4.6)).

- 1l existe ¢;. ¢y et § > 1 vérifiant

A]E(t)+A2L(t)+A3P(t)+A4Im(t)+A5I ( )+B1U1+B2UZ+B2U3 > Cl(’ull +lU2l +IU3I )

puisque les variables d’états sont bornées.
On en déduit alors I'existence d’un contréle optimal (u}, 3, %3) qui minimise la
fonction objectif J(u;, ug, u3).
Nous allons & présent nous intéresser a la caractérisation d'un contrdle optimal
puisque nous venons d’en montrer I’existence.
Soient Z = (E, L, P, I,,,I.) € A x A', U = (uy, ug,u3) € T et
R = (A1, 29, A3, A, A5, Ag, A7, As, Ag, A1g, Ar1, A1z, A13) ot les A; sont les variables ad-
jointes.
On définit alors le Lagrangien ou 'Hamiltonien associé au probléme par :

L(Z,U,R) = AE(t)+ AL(t) + A3P(t) + AL, (t) + AsI(t) + Biu® + Byuj + Bsu3

+AJMU(—%%)%@+@W@—WMM}

/\2 -SEE(t) ( - %i)) - (SL + dL)L(t) - dlu3L(t)J

As (spL(t) (1 - %}t]) — (sp+dp)P(t) — nggP(t)}

M [spP(t) — daA(t)]

As [PAR = (fo + ke(1 — 1)) Se(t)]

Ag [ke(1 = ur)Se(t) = (fu + ve) Ee(t)]

A [VeBe(t) = (fn + Ve + e + petiz) L(t)] (6.2.5)
Mg [(1 = p)An + BaRa(t) = (fa + ka(1 — w1))Sa(t)]

A9 [ka(1 = w1)Sa(t) = (fa + va) Eo(t)]

A0 [VaEa(t) = (fa + Ve + a + pati2) Lo(t)]

+

+ + + + + + + +
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/\ll [ae]e(t) + aula(t) - (fh + ,Ba)Ra(t)]
/\12 [km 1 - ul)(A - I ) - (fm + Uy + km(l - ul))Em(t)]
A3 [V Em(t) = flm(t)]

— wn(ul - (Ll) — U)lg(bl — Ul) — 11)21(“2 — GQ)

+ + +

- wzz(bz - U2) - w31(u3 - 03) - w32(b3 - Ua)

ol les w;;(t) > 0 sont les coefficients de pénalité et vérifient :

w1 (t)(u1(t) = a1) = wia(t)(by — wi(t)) = 0, pour le contrdle u}
wa (1) (ua(t) — ag) = wae(t)(by — uy(t)) = 0, pour le contrdle u;
wa (t)(uz(t) — a3) = wsa(t)(bs — us(t)) = 0, pour le contrdle uj

Théoréme. 6.2.3 Soit (ul,u},u}) un contrdle optimal donné et soit E*, L*, P*, A,

I*, I la solution du systéme (6.2.2). Alors il eriste un ensemble de variables adjointes

R = (A1, A2, A3, A, A5, X6, A7. As, Ao, Ao, Arn, Ajg, Aig) vérifiant :

. r A L
( /\12—‘ A1+/\1 (—b—)—(85;+dE+EU3)+/\2 (1——)}
_ Ky K.
/.\2 = — I;AQ + /\2 (-SE?{— - (SL + d[, + d1U3)) + /\3 (1 - K—P):|
/.\3 =— A3+ A3 (-—SLK— - (Sp +dp + d211/3)> + /\4513}
L P
: r E
/\4 = - —/\4dA + /\1b (1 - —) + /\12km(1 - Ul)
. L Kg
/\5 —/\ﬁ(fh+k€(1—ul)+/\6ke(1 —Ul))

el + )+ 2) (6.2.6)

(
(—A(
A== (=A1(fn % + e + peun) + Mlae)
Ag = — (=As(fn + ka(l = u1)) + Aoka(1 — u1))
Ao = —(—Ao(fa+va) + Atova)

{\10 = = (=A1o(fr + Yo + @ + patiz) + A1ag)
{\11 = = (=Au(fn+ Ba) + AsBa)

A= - (=M2(fmn + Vm + k(1 —w1)) + Ai2vim)
[ Az = = (m A3 fm — A2kn(1 — )

avec la condition \;(T) =0,Vi=1,...,13.

Les controles uj, uj et uj sont alors repésentés de la maniére suivante :

1
’UJI 2Bl ((/\6 - /\5)k S + (/\g - /\8)k S + /\12](?"1(14 - m - Im))

uy = 232 (Arpele + Aopads) s

'U{’; (/\IEE + /\leL + /\3d2P)
233

Preuve : La forme du systéme adjoint muni d’une condition terminale découle du principe
du mazimum de Pontryagien [33]. On détermine la différentielle du Lagrangien par
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rapport aux variables du systéme et on en déduit le systéme adjoint (6.2.6)

: oL . oLC . oL . oL . oL . oc . oL

M= T e T Tap M Tea N T s T TeE T ar
: oc . oL . ac . oL . oL . oL
M= ogs M= TaE T e M T TR M T TaE, M Tar,

Les controles optimaux uj, u} et uj s’obtiennent en résolvant I’équation de contrainte
donnée par la différentielle du Lagrangien par rapport a U = (uy, ug, u3).

Nous avons alors or o or
— =0,—=0, — =0
Ouy Ouy Ous
et apres résolution on obtient :

1

= 2B, (A6 — As)keSe + (Ao — A8)kaSa + M2k (A — Epy — Iny) + w1y — wig]
1

*
Uy

.1
Uy = — [Mpele + Aopals + wa — wag)
2B,

1
2B,
Pour obtenir une expression des contrdles optimaux sans wy;. wia, Wy, Wos, W31 . W3, ON
utilise les techniques standards. On consideére les trois (03) cas possibles.
— Soit 'ensemble {t|a); < uj < b1}, on a alors
wy (U —ar) =wiglb—w}) =0=>w =wip=0caru} —a; #0et by —u; #0

1
et par suite u] = — ((As — As)keSe + (Ag — Ag)kaSy + Aok (A — B, — 1))

*

Usg (/\16E + /\leL + /\3d2P + ws; — w32)

2B,
— Dans lensemble {t|u] = b} on a w1 (u} — a3) = woa(by —u}) =0=> wy; =0
d’ott
1
b] = UI = ((/\6 - /\5)keSe + (/\g - Ag)kasa + /\12km(A - Em - Im) - ’w12)

2B,

1

et par conséquent 2_B_ ((/\6 - /\S)keSe + (/\9 - /\S)kaSa + /\12km(A - Em - Im)) S bl
1

car wy2(t) >0

— Soit I'ensemble {t|u; = a1}, alors wy;(u} —a;) = wia(by —u}) =0= wyp =0

d’ou
1
a; = ’U,I = ﬁ [(/\6 - A5)keSe + (Ag - Ag)kasa + /\12km(A - Em - ]m) + 'wl]]
1
ainsi donc
1
55 (A6 = As)keSe + (Ao = As)kaSa + Aizkm(A ~ B ~ Im)) <
1

puisque wyy(t) > 0.
En définitive,
1

UI = mMax {a’lj min {b]; ﬁ_ ((/\6 - A5)]‘:858 + (/\9 - /\B)kaSa + /\12km(A - Em - Im))}}
1

95 0. KOUTOU, UFR-ST/UPB



6.3. RESOLUTION NUMERIQUE

— Soit I'ensemble {t|a; < u} < by}, on a
wa (uh — ag) = wog(by —u) =0=> wy =wyy =0car uj —ay #0 et by —uy #0
—— (Apele + Mopals
232( 7P 10Pala)
— Dans ensemble {t|u} = by} on a wyy (uj — bg) = wog(by —uj) = 0= wy =0

(Mpele + AMopals — wag) et comme wyp(t) > 0 alors

D’ou le controle uj =

et par suite by = u; = 35,

9B, (A7pele + Aopala) 2 b
- Smt Pensemble {t|u} = ay} alors on a wy;(uj — az) = waz(be —u3) = 0= wy =0

dou ay = u} = (Mpel, + Mopals) < as car wy(t) > 0 et par conséquent

QBZ

25, (A7pele +/\10/)a1)}}

u; = max {(12, min {bg,

- Soit {t|az < uj < b3} on a,
wy (uf — az) = waa(by —uj) =0=> w3y =wyp=0caruj —a3 #0et by —uj #0

Ainsi le contréle optinal uj est :

U; (/\1€E + /\gdlL + /\3d2P)
233
— Considérons 'ensemble {t|u} = a3}, on a donc
wgl(u}; — 0,3) = 1U32(b3 — U;) =0= W31 = 0
par suite
U; B (/\16E + /\leL + /\3d2P w32)
3

1
d’ou E (/\1€E + /\leL + /\3d2P) Z b3 car w32(t) >0

- Dans l'ensemble {t|u} = a3}, on a wy; (uj — a3) = waa(bs —u3) =0=> w3z =0
par suite

az = U; 2B3 (/\16E + /\leL + /\3d2P + ’LU31)

d’ou 7 (AM€eE + Agdy L + A3d2 P) < a3 puisque wg; > 0
3

et par suite

U, = max 4 az, min< by, —— (AjeE + Aydy L + A3dy P
3 2B

6.3 Résolution numérique

Dans cette section, nous donnons quelques résultats numériques afin de mieux com-
prendre le comportement du modeéle sous 'influence des contréles u;, u; et us. Nous
supposons dans ce cas que la population humaine prend conscience de la gravité de la
maladie et préconise des méthodes de lutte pour réduire I'intensité de la maladie. Cette
lutte consiste a réduire la prolifération des moustiques, le nombre de malades ainsi que
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d’autres méthodes pour éviter les piqiires des moustiques. Soient @, @, et 43 'éfficacité
des controles u;, uy et uz respectivement.

Considérons les conditions initiales S,(0) = 50, E,(0) = 20, I(0) = 50, S,(0) = 25,
E,(0) = 15, ,(0) = 15, Ry(0) = 10, S(0) = 50, En(0) = 15, I,(0) = 15, E(0) = 50,
L(0) = 40, P(0) = 30, A(0) = 80, les valeurs qui correspondent aux conditions de
persistance de la maladie pour les parametres suivants : ¢, = 0.07, ¢,,e = 0.022,

Cam = 0.35 | Cen = 0.45, o, = 0.002

Les résultats numériques pour i; = 0.05, @, = 0.45 et i, = 0.015 sont donnés
par la figure 6.1

o ' : L . L L s L L
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8OO0 S000 10000 0 5000 10000 15000
temps{jours) lemps{jours)

20 ¢ meushgues infectievx | |

. s L n
o 0s 1 15 2 25
femps{jours) X 10‘

FIGURE 6.1 — Courbe d’évolution des individus infectés lorsqu’on applique un contréle.

On counstate une nette régression des individus infectés lorsqu’on applique un contrdle
et cette régression est plus perceptible si ’on intensifie le controle.
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Chapitre 7
Conclusion générale

Les choses les plus irrésistibles sont celles qui sont rédigées par la raison et
présentées par le sentiment.
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7.1 Economie du travail

Le paludisme est une maladie endémique qui sévit dans la ceinture de pauvrété du
monde notamment en Afrique. Plusieurs modeéles mathématiques ont été proposés pour
I'étude de la dynamique de propagation. Cependant, dans tous ces modéles proposés la
dynamique de croissance de la population vectorielle est ignorée.

Partant de la biologie du vecteur, nous avons proposé un modele de la dynamique de
croissance en se basant notamment sur les différents stades de I’évolution du vecteur. Nous
avons également proposé un modele de la dynamique de propagation du paludisme. Apres
une étude singuliére de chacun des deux modéles proposés, nous avons joint le modele de
croissance a celui de la propagation pour en faire un modele synthétique que nous avons
également étudié. L’analyse mathématique des modeles nous a permis de définir un seuil
r pour le modele de croissance qui nous renseignerait entierement sur ’évolution de la
population vectorielle et I'impact de ce seuil sur la transmission du paludisme. Plusieurs
propositions et résultats fondamentaux ont été également obtenus. Par ailleurs, cette
étude nous a permis d’obtenir une valeur ry a partir de laquelle nous avons pu juger de
la stablité de notre équilibre endémique. Enfin la simulation numérique de ces différents
résultats mathématiques nous a permis de mieux comprendre le comportement général
du modeéle synthétique et par dessus, proposer parmi les stratégies de contréle préconisées
par ’OMS, lesquelles s’averent étre plus éfficaces et peu cotliteuses.



7.2. PERSPECTIVES FUTURES DE RECHERCHE

7.2 Perspectives futures de recherche

Pour nos travaux futurs, nous prévoyons construire une fonction de Lyapunov pour
’étude de la stabilité global du modele de transmission. Notons également que les facteurs
climatiques influencent considérablement la mortalité des moustiques et le nombre de
pigiire des moustiques. 1l serait donc plus réaliste de prendre en compte ces facteurs
dans la dvnamique de croissance des moustiques ainsi que celle de la transmission du

paludisme.
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