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Resumé

Dans ce mémoire, nous étudions l'article intitulé' contrôle optimal des moustiques
Aedes aegypti par la technique de stérilisation des insectes et l'utilisation des
insecticides' due à R. C. A. TROMÉ, H. M. YANG ET 1. ESTEVA [30]. Nous présen­
tons un modèle mathématique qui décrit la dynamique d'une population de moustique
lorsqu'un moustique mâle stérile est soumis à un contrôle biologique, basé sur l'utilisation
des insecticides.

Pour analyser l'effort minimal afin de réduire la fertilité des moustiques femelles, on
cherche pour le contrôle optimal considéré, le coût de l'utilisation des insecticides, le coût
de la production des produits contre les moustiques et leur livraison aussi bien que le
coût social. Le contrôle optimal est obtenu par l'application du principe du maximum de
Pontryagin.

Mots et expression clés

Modélisation mathématique, dengue, contrôle optimal, Principe du Maximum de Pon­
tryagin, technique d'insecte stérile, Aedes aegypti, insecticide.



Abstract

In this memory, we developpe an article named •optimal control of Aedes ae­
gypti mosquitoes by the sterile insect technique and insecticide' which is due
to R. C. A. THüMÉ, H. M. YANG AND L. ESTEVA [30] . We present a mathematical
model to describe the dynamics of mosquitoes population when sterile male mosquitoes
(produced by irradiation) are introduced as a biological control, besides the application
of insecticide. In order to analyse the minimal effort to reduce the fertile female mosqui­
toes, we search for the optimal control considering the cost of insecticide application, the
cost of the production of irradiated mosquitoes and their delivery as weIl as the social
cost (proportional to the number of fertilized females mosquitoes). The optimal control
is obtained by applying the Pontryagin's Maximum Principle.

Keywords:

Mathematical modeling, dengue, optimal control, Pontryagin's Maximum Principle,
sterile insect technique, Aedes aegypti, insecticide.



Introduction

La maladie de la dengue est actuellement un problème crucial de santé publique pour
les populations des régions tropicales du monde en particulier au Burkina Faso. L'agent
causale de la dengue est un virus de la famille des fiavivirus. On rencontre quatre (04)
stéréotypes qui sont DENI, DENII, DENIII et DENIV. L'infection d'une forme de
la dengue produit une immunité permanente pour celle-ci, mais seulement une immunité
temporaire pour les autres formes [12]. C'est-à-dire que l'infection de la dengue DENI
entraine une immunité permanente pour cette forme mais une immunité temporaire pour
la dengue DENII, DENIII, DENIV. Ainsi, tout individu qui vit dans une zone
endémique peut être atteint plus d'une fois.

Le virus de la dengue est un arbovirus (un type de virus dont les vecteurs sont des
insectes qui se nourrissent du sang) au même titre que la fièvre jaune ou du chikungunya
transmis par des moustiques de type Aedes. En effet, le moustique responsable de la
dengue est l'Aedes Aegypti.

Le moustique Aedes Aegypti est un petit moustique, long de 5 millimètres environ, de
couleur sombre que l'on peut reconnaître grâce aux marques blanches bien visibles sur ses
pattes et un dessin en forme de lyre sur son thorax. Il est originaire d'Afrique, mais on le
trouve maintenant dans les régions tropicales à travers le monde [18].

Le virus est transmis à l'homme par la piqûre d'un moustique femelle "Aedes aegypti"
qui est le principal transmetteur. Avec l'expansion géographique du vecteur et le virus [23],
les incidents liés à l'infection de la dengue se sont manifestement augmentés ces dernières
décennies.

En 2005, la dengue était considérée comme la plus infectieuse. Sa distribution (au
plan) mondiale est comparée à la malaria et selon les estimations plus 2,5 milliard de
personnes vivent [23] dans des zones à risque. Il n'y a pas de vaccin contre la dengue. Par
ailleurs, des efforts sont faits pour éviter la multiplication des moustiques. Au nombre de
ces efforts, on peut citer des mecanismes de contrôle incluant:

(1) un contrôle chimique des populations adultes par le Dichloro-Diphenul-Trichloroethane
(DDT) ;

(2) un contrôle chimique des larves par les larvicides;

(3) la réduction des sites de reproduction des moustiques par élimination des ordures,
évacuer des récipients les contenus non nécessaires, etc;

(4) contrôle biologique par l'utilisation des parasites et/ou des prédateurs des mous­
tiques femelles;

(5) une manipulation génétique des moustiques femelles pour produire des insectes sté­
riles.

La technique des insectes stériles (SIT) est un contrôle biologique par lequel le
processus de reproduction naturelle des insectes est perturbé par l'utilisation des "mu­

tagens" tel que la radiation gamma qui rend les insectes stériles. Ces insectes stériles alors



libre dans l'environnement à un grand nombre, s'accouplent avec les insectes qui y étaient
présents.

La femelle indigène qui s'accouple avec un mâle stérile peut produire des oeufs, mais
ces oeufs ne peuvent pas s'écoutiller (éclore). Ainsi, le nombre d'insectes indigènes baisse
et le rapport insecte stérile sur insecte normal augmente; ce qui conduit à une extinction
de la population indigène.

La technique des insectes stériles (SIT) a été conçue pour la première fois par Knipling
[19], et utilisée successivement en 1958 en Floride pour contrôler les insectes 'screwworm'
[20, 21]. Depuis lors, la libération des insectes stériles a été utilisée avec des succès variés
[4]. Les exemples sont:

- les insectes screwworm aux USA, Mexique et en Libye;

- les insectes des fruits Méditerranéen (Ceratitis capitata wiedemann) aux USA et au
Mexique;

- les insectes Melon (Dacus cucurbitae coquillett) au Japon et en Taiwan;

- les insectes Tsé-tsé (Glossina species) en Tanzanie, Zimbabwe et en Haute volta;

- BoIl weevil (Anthonomus grandis Boheman) dans le sud-est des USA;

- les insectes des fruits mexicain (Anastrepha ludens Loew) aux USA et au Mexique;

- les papillons Gypsy (Lymantria dispar Linnaeus) aux USA et au Canada.

- La lutte contre la mouche tsé-tsé (Glossina species) au Burkina Faso voir (Sidibe et
al).

Les modèles mathématiques ont été faits pour aider efficacement les techniques des insectes
stériles (voir par exemple dans [19], [7] - [25]). L'un des modèles envisage une combinaison
de la technique des insectes stériles (SIT) avec autres mesures de contrôle comme les
pesticides [5] ou la libération des parasites [13].

L'objectif dans ce travail, est d'utiliser la théorie du contrôle optimal pour évaluer
l'efficacité de l'application des deux méthodes à savoir la SIT et les insecticides sur une
population de moustiques. Nous voulons trouver l'effort minimal nécessaire pour réduire
la fertilité des moustiques femelles en considérant le coût de l'application des insecticides,
le coût de la production des moustiques prédateurs et le coût social. On désigne par coût
social, toute dépense relative à la maladie comme traitement des infections et d'éventuel
decès.

La suite du mémoire est structurée ainsi qu'il suit :
Dans le chapitre 1, nous faisons un rappel de quelques notions de base sur les EDO

et le contrôle optimal. En effet, après quelques définitions de notions sur les systèmes
différentiels ordinaires, nous donnons également la notion de point d'équilibre et leurs
stabilités. En plus, nous rappelons quelques propriétés sur les matrices et des résultats
d'existence de solution au sens de Cauchy Lipschitz, utilisés dans les autres chapitres.

Le chapitre 2 est consacré à l'étude du modèle de base dans lequel nous définissons le
modèle; ainsi que les points d'équilibre et leurs stabilités.

Dans le chapitre 3, nous présentons le problème du contrôle optimal. Ainsi, nous
faisons une formulation mathématique du problème et une caractérisation du problème
du contrôle optimal.

Dans le chapitre 4, nous établissons les résultats numériques. Par conséquent, nous
décrivons la méthodologie ainsi que les résultats obtenus et les courbes issues de ces
résultats. Nous donnons enfin une conclusion et des perspectives, pour la suite de nos
travaux.



Chapitre 1

Rappels de quelques notions de base

Nous présentons dans ce chapitre les définitions de notions mathématiques utilisées
dans la suite du travail.

1.1 Quelques notions sur les systèmes différentiels or­
dinaires

Considérons le système d'équation différentielle ordinaire, définit par:

dx
dt = f(t, x); (1.1 )

où t E]R+ , x E [2 avec [2 un ouvert de]Rn et f E CO((]R+ X ]Rn); ]Rn).
Le système (1.1) est dit autonome lorsque la fonction f ne dépend pas explicitement

du temps, c'est-à-dire

dx = f(x)
dt

et non-autonome sinon.
Le système (1.1) est linéaire si

f(t, x) = A(t)x(t)

avec A(t) E Mn (]R) et non linéaire sinon.

1.2 Attractivité et stabilité de point d'équilibre

(1.2)

(1.3)

Définition 1.2.1 (Point d'équilibre)
Un point x E [2 est dit point d'équilibre pour le système (1.1) si f(t, x) = 0, VtE !R+.

Définition 1.2.2 (Attractivité locale)
Un point x est dit localement attractif (ou que le système (1.1) est attractif en x) s'il

existe un voisinage U c [2 de x tel que :
lim f(t,x) = x, Vx E U.

t---t+oo
fi est localement attractif signifie que fi attire les trajectoires du système dans son

voisinage.



Définition 1.2.3 (Attractivité globale)
Soit Al'ensemble des points x E D pour lesquels lim f (t, x) = x.

t---t+oo
- A est appelé bassin d'attraction de x.
- Un point d'équilibre est globalement attractif si A = D.
x est globalement attractif signifie que x attire les trajectoires issues de tous les points

situés sur l'ensemble de définition n du système.

Définition 1.2.4 (Stabilité d'un point d'équilibre)
Soit xE n un point d'équilibre du système (1.1). On dit que x est un point d'équilibre

stable pour (1.1) (ou que le système (1.1) est stable en x) si pour tout E > 0, il existe un
nombre réel positifTJ tel que pour tout xE n avec Il x(O)-x 1/< TJ, on a Il f(t, x(O))-x 11< E.

(Ici x(O) est la condition initiale à t = 0).

Remarque 1.2.1 Si le système n'est pas stable en x, on dit qu'il est instable.

Définition 1.2.5 (Stabilité asymptotique)

- x est dit asymptotiquement stable s'il est stable et attractif (localement).

- x est dit globalement asymptotiquement stable s'il est stable et globalement attractif

Définition 1.2.6 Soit i: = f(x) un système autonome de classe Cl(IR+ X IRn) et x un
point d'équilibre, on appelle système linéarisé en x le système linéaire

i: = Df(x)x,

où Df(x) est la dérivée de f en X.

1.3 Stabilité au sens de Lyapunov

Définition 1.3.1 (Fonction de Lyapunov)
On appelle fonction de Lyapunov en x, où x est un point d'équilibre du système (1.1),

une fonction V telle que sur un voisinage U de x, on ait les propriétés suivantes :
(i) V(x) ~ 0 pour tout x EU;
(ii) V(x) = 0 si et seulement si, x = x;
(iii) V(x) ~ 0 pour tout x E U.

Remarque 1.3.1 Une fonction qui vérifie les deux premières propriétés de la définition
précédente est dite définie positive sur U.

Remarque 1.3.2 Une fonction de Lyapunov est une fonction qui est décroissante sur les
trajectoires et bornée inférieurement.

Théorème 1.3.1 (Stabilité au sens de Lyapunov)
Soit x un point d'équilibre du système (1.1).
- S'il existe une fonction de Lyapunov en x pour ce système alors x est point d'équilibre

stable.
- Si en outre V est définie négative, c'est-à-dire V(x) ~ 0 et V(x) = 0 alors, x est un

point d'équilibre asymptotiquement stable.



1.4 Définition d'un contrôle

Soient n, m E N*, 1 c lIt
Considérons A, B et r trois applications localement intégrables sur 1 à valeur respec­

tivement dans Mn(IR), Mn,m(IR) et M n,I(1R.).
Soit n c]Rm et Xo E ]Rn.

Définition 1.4.1 On appelle système de contrôle linéaire ou système contrôlé le système

{
x(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) + r(t), 'lit E 1
x(O) = Xo,

(1.4)

où l'ensemble des contrôles u est l'ensemble des applications mesurables et localement
bornées sur 1 à valeur dans le sous-ensemble n c ]Rm.

La théorie d'existence de solution d'équation différentielle (1.4) assure que pour tout
contrôle u, le système (1.4) admet une unique solution

x(.) : 1 ~]Rn

absolument continue.
Soit R(.) : 1~ Mn(]R) la résolvante du système linéaire homogène

x = A(t)x(t)

définie par
R(t) = A(t)R(t), R(O) = Id.

Notons que si A(t) = A est une constante sur 1 alors R(t) = etA
, R(t) = AetA

,

R(O) = eO = Id.
La solution x(.) du système (1.4) associée au contrôle u est donnée par

x(t) = R(t)xo + fat R(t)R(stl(B(s)u(s) +r(s))ds,

pour tout tEl.
Cette application dépend de u; donc si on change la fonction u, on obtient une autre

trajectoire dans ]Rn.

1.5 Notion de contrôle optimal

Définition 1.5.1 L'ensemble des points accessibles à partir de Xo en un temps T > 0 est
défini par

Acc(xo, T) = {xu(T)lu E DX>([O, Tl, nn,
où xu(.) est la solution du système (1.4) associée au contrôle u.

Autrement dit, Acc(xo, T) est l'ensemble des extrémités des solutions de (1.4) au temps
T, lorsqu'on fait varier le contrôle u.

Remarque 1.5.1 Acc(xo, 0) = {xo}.



Théorème 1.5.1 [31]
Considérons le système de contrôle

x(t) = f(t, x(t), u(t)),

où f est Cl de IRl+n+m dans i.n , les contrôles u sont à valeurs dans un compact 0 C i.m,

et/où éventuellement on a des contraintes sur l'état

où Cl, ... ,Cr sont des fonctions continues sur i.n
. Soient Mo et Ml des compacts de IRn tels

que Ml est accessible depuis Mo.
Soit U l'ensemble des contrôles à valeurs dans 0 joignant Mo à Ml, Soient fO une

fonction de classe Cl sur i.l+n+m, et g une fonction continue sur i.n . On considère le
coût

rt(u)
C(u) = Jo fO(t,x(t),u(t))dt +g(t(u),x(t(u))),

où t(u) 2 a est tel que x(t(u)) E l'v!l.
On suppose que :
- il existe un réel positif b tel que toute trajectoire associée à un contrôle u E U est

uniformement bornée par b sur [0, t(u)], ainsi que le temps t(u), i.e

:3 b > a1VuE U, VtE [0, t(u)], t(u)+" xu(t) II~ b;

- pour tout (t, x) E i.l+n, l'ensemble

v= {( f(t, x, u) ) 1 u E 0 l' > a}
fO(t, x, u) + l' ' -

est convexe.
Alors il existe un contrôle optimal u sur [0, t(u)] tel que la trajectoire associée joint

Mo à Ml en temps t(u) et en coût minimal.
Pour un problème de contrôle optimal à temps final fixé, on impose t(u) = T (et en

particulier, on suppose que la cible Ml est accessible depuis Mo en temps TJ.

Pour la preuve de ce théorème voir [31] théorème 6.2.1.

1.6 Quelques propriétés matricielles

Définition 1.6.1 (Rayon spectral)
Soit M une matrice carrée.
On appelle spectre de M, l'ensemble des valeurs propres de M noté (J( M) .
On appelle rayon spectral, le nombre réel p(M) défini par

p(M) = max 1,\ 1·
'xEa(M)

Remarque 1.6.1 On dit qu'une matrice M est stable si ses valeurs propres ont des
parties réelles strictement négatives.

On dit aussi que la matrice est de Hurwitz.

7



Définition 1.6.2 (Matrice Coopérative)
On appelle matrice coopérative ou matrice de Metzler, toute matrice M

Mn(IR) dont tous les coefficients extra-diagonaux sont positifs. C'est à dire

b·· > 0 Vi...t J't) _ r

Théorème 1.6.1 Si M est une matrice de Metzler, les conditions suivantes sont équiva­
lentes:

1. La matrice de Metzler M est asymptotiquement stable.
2. La matrice de Metzler M est inversible et - M -1 ~ O.
3. Il existe c > 0 tel que Mc ~ o.
4. Il existe c» a tel que Mc~ o.
c est un vecteur colonne dont le nombre de lignes est égal à la dimension de M.

Définition 1.6.3 Soit M une matrice de Metzler inversible.
On appelle décomposition régulière de M, toute décomposition de la forme

M=F+V

où F ~ 0 et V est une matrice de Metzler asymptotiquement stable.

1.7 Critère de Routh

Pour démontrer qu'un système est asymptotiquement stable, calculer les valeurs propres
du système et étudier le signe de leurs parties réelles n'est pas souvent un moyen très com­
mode. Une méthode algébrique a été développée par Routh et Hurwitz reposant sur le
signe de déterminants particuliers, les déterminants de Routh.

Nous avons vu qu'après linéarisation du système, on obtenait l'équation

x= J(x)x

et donc les valeurs propres de J(x) sont solutions de l'équation caractéristique:

det(J(x) - XI) = 0

ici J désigne la matrice jacobienne de la fonction f de dimension n.
On note

P(X) det(J(x) - XI)

X n+alXn- 1+ a2 Xn - 2+... +an-IX +an-

On appelle déterminant de Routh les déterminants des matrices suivantes:

hl = al

h2 = 1 al
1

1 = ala2 - a3a3 a2

al 1 0 0 0

a3 a2 al 1 0
hj<n =

a2j-1 a2j-2 a2j-3 a2j-4 aj

Q



Les termes hjk pour j , k E {1, ... ,n} de la matrice de Routh sont définis de la manière
suivante:

{

hjk = aZj-k pour 0.< 2j - k < n
hjk = 1 pour 2) = k
hjk = 0 pour 2j < k ou 2j > n.

Proposition 1.7.1 Le système est asymptotiquement stable si les déterminants de Routh
sont positifs, c'est-à-dire pour tout i = 1, ... ,m, hi > O.

1.8 Existence de solution au sens de Cauchy-Lipschitz

Théorème 1.8.1 (Existence et unicité de solution locale de Cauchy-Lipschitz)
Supposons que la fonction f(t, x) est continue par rapport à t et satisfait la condition

de Lipschitz

Il f(t,x) - f(t, y) Il::; L Il x - y Il, V x, y E B = {x E lRn :11 x - Xa Il::; r}, V tE [ta, tI!.

Alors, il existe TJ > 0 tel que l'équation (1.1) ait une solution sur [ta, ta + TJ].

Théorème 1.8.2 (Existence et unicité de solution globale de Cauchy-Lipschitz)
Supposons que la fonction f (t, x) est continue par rapport à t et satisfait la condition

de Lipschitz

Il f(t, x) - f(t, y) Il::; L Il x - y Il Vx, y E lRn
, V tE [ta, tI!.

Alors, l'équation (1.1) admet une unique solution sur [ta, t I ].

()



Chapitre 2

Modélisation de la dengue

2.1 Définition du modèle de base

Le modèle est du à L. Esteva, H. M. Yang [la] où un système d'équations différen­
tielles non linéaire a été formulé pour évaluer l'efficacité de la technique d'insectes stériles
appliquée à une population de moustiques.

Dans ce paragraphe nous présentons le modèle :
- On désigne par A la taille de la population des insectes en phase immature (oeuf,

larve et pupae) à un temps t.
Pour la phase adulte, on considère les compartiments suivants:
- les femelles avant accouplage 1 ;
- les femelles fécondes accouplées F;
- les femelles non fécondes accouplées U ;
- les insectes mâles M ;
- la taille de la population des insectes stériles au temps t est désigné par A1T .

r - J.lI

J.lI

r

r--------------------------------------------------,
1 1

1 1

1

1

1
r
1

1
1

1

1

J.lA
1-r

J.lT

FIGURE 2.1 - Diagramme de transfert.
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Le modèle est donné par le système d'Equation Différentielle Ordinaire (EDO) sui­
vant;

dA
dt
dl
dt
dF

dt
dM
dt

dMT

dt

A
<I>(1 - C)F - Cr + JIA)A

A (3MI (3TMTI I
q - M +MT M + M - /lI

(3MI T
M + MT - /lpF

(1 - r)rA - /lMM

(2.1 )

et le reste des insectes femelles non fertiles accouplées est caracterisé par l'équation:
dU = (3TMTI _ U
dt M + MT /lu·

Dans les équations ci-dessus ;
-/lA: désigne le taux de mortalité des formes immatures;
-/lI: désigne le taux de mortalité des femelles non accouplées;
-pp: désigne le taux de mortalité des femelles fécondes accouplées;
-/lu: désigne le taux de mortalité des femelles non fécondes accouplées;
-/lM; désigne le taux de mortalité des mâles naturels;
-/lT : désigne le taux de mortalité des insectes mâle stériles;
<I> : est le taux d'oviposition par moustique femelle qui est proportionnel à la densité

des femelles.
C correspond à la quantité d'éléments nutritifs disponibles dans l'espace.
La population aquatique devient des moustiques à un taux ,; une proportion de r se

transforme en femelle et une proportion de 1 - r en mâle.
Le moustique femelle s'accouple une fois dans sa vie et depose ses oeufs dans plusieurs

endroits durant sa vie [27].
On suppose que le taux d'accouplement des femelles non accouplées avec les moustiques

mâles naturels est donné par
(3M

M+MT

Lorsque l'irradiation des moustiques est placé artifiellement, le taux d'accouplement ef­
fectif a diminué à cause de la stérilisation.

On suppose que le taux d'accouplement des femelles avec un mâle irradié est donné
par

(3TMT ,
M + MT ou (3T = pq(3 et 0 ~ p, q ~ 1.

Le paramètre p est relatif à l'efficacité des mâles stériles introduits dans la distribution
spatiale des insectes femelles; q correspond à la modification physiologique induite par la
technique de stérilisation.

Finallement, a est le taux d'insectes mâles stériles isolé et atomisés. En effet, il s'agit
d'une mise en évidence de l'utilisation des insecticides; qui concerne de façon générale
tous les moustiques. La constante a regroupe les mâles stériles et les insectes stérilisés
suite à l'application de la technique de stérilisation des insectes (SIT).
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2.2 Recherche des points d'équilibre

2.2.1 Point d'équilibre sans maladie

Àl'abscence d'insectes naturels (femelle fertile) et en présence d'une population constante
d'insectes stériles, on a :

A = 0; 1 = 0; F = 0; M = 0

et

dMT----;ft = 0 (MT = este)

dMT----;ft = 0 ===} Cl: - JLTMT = 0

i.e MT = .Q....
JlT

Par conséquent, l'équilibre sans maladie du système (2.1) est donné par Po = (0,0,0,0, .Q...).
JlT

2.2.2 Point d'équilibre endémique

Soient A, I, P,!VI et MT les composantes du point d'équilibre endémique, elles vérifient
le système suivant :

A - -
<P(l - C)F_-_ (r +JLA)~ ~0 (i)

- f3M1 (3TMTI -
T,A- - -JL]I=O (ii)

M+MT M+MT

f3M
1

_ ppP = 0 (iii)
M+MT
(1 - Th~ - JLM!VI = 0 (iv)
Cl: - JLT MT = 0 (v)

- - - -
Déterminons A, l, F, M et MT,

- Cl:
De (v), on a MT = -.

JLT
Exprimons I; P et M en fonction de 11._

, ,. - (l-ThA
De l'equatlOn (zv), on a : M = ,

JLM

D (') . F- - (r + JLA)A F- _ (r +JLA)CA
e z, on a . - <P(l _ A) ===} - <p(C - A) .

C

1')



De (ii), on a :

f3M1 f3TMTI 1-
rrA = + + J-lI

M + !vIT M +MT
- -

I( (3M (3TMT )
T,A = M + MT + M + !v1r + J-lI

T,A(M + MT)
1 =

(3M + (3TMT + J-lI(M + MT)
- - 0:

T,A(M +-)
= JiT

- 0:'
((3 + J-lI)M + ((3T + J-lI)­

J-lT

Comme A est la taille de la phase immature, alors les autres compartiments sont issus
de A. Ainsi, nous avons exprimé les composantes 1, P et M en fonction de A.

- -
Par ailleurs, la composante A est tel que: A est solution de l'équation du second degré

c =

a =

avec

1 1>T,(3

C (r + J-lA)((3 + J-lI )J-lF

b = 1 _ 1>T,(3
(r + J-lA)((3 + J-lI )J-lF

(f3T + J-lI) J-lMO:
((3 + J-lI )(1 - ThJ-lT .

(2.2)

De l'expression de P, il s'ensuit que l'équilibre endémique doit satisfaire 0 < A< C .

Déterminons les hypothèses sur le polynôme P pour
que JI soit dans ]0; C[.

Pour ce faire, calculons les images des bords de l'intervalle ]0; C[ par le polynôme P :
P(O) = c > 0;
P(C) = aC2 +bC + c.
Par ailleurs,

et

aC2 = C1>T,(3
(, + J-lA)(f3 + J-lI )J-lF

bC = C _ C1>rr(3 .
(r + J-lA)(f3 + J-lI )J-lF

Donc P(C) = C+c
. ) ((3T + J-lI )J-lMO:
I.e que P(C = C + ((3 )( ) > O.

+ J-lI 1 - T ,J-lT
Calculons la dérivée de P par rapport à A

1'l



dP
dA (A) = 2aA +b

dP(C) C= 2a +b
dA

2iPr,f3 + 1 _ iPr,f3
h + IJ,A)(I3 + IJ,] )IJ,P h + IJ,A)(I3 + IJ,] )IJ,P .

Ainsi, dP (C) = iPTff3 + 1 > 0 .
dA h + IJ,A)(I3 + IJ,] )IJ,P

Le polynôme P(A) a une ou deux racines dans l'intervalle ]0; C[ si et seule-
ment si :

dP
(i) dA (0) < 0

et
(ii) b2

- 4ac > O.

On définit le nombre moyen secondaire produit par un seul insecte femelle par:

R = iP_l'_,f3 _
(, + IJ,A)(I3 + IJ,] )IJ,P

(2.3)

et la proportion d'insectes femelles non fertiles accouplées avec les autres insectes
fertiles est donnée par :

S = (f3T + IJ,] )IJ,MŒ
(13 + IJ,])(1- r)tCIJ,T'

(2.4)

Remarque 2.2.1 La constante R ci-dessus désigne, dans notre étude, le taux de repro­
duction de base généralement noté Ro.

R
On remarque que : c = CS, a = C et b= 1 - R.

Le polynôme (2.2) dévient:

P(A)
R
CA2 + (1 - R)A +SC

R 2
cA - (R - l)A +SC. (2.5)

Les conditions d'existence biologique d'équilibre endémique sont:

R>l

et

S < (R - 1)
2

== Sc.
- 4R

Calculons le discriminant associé au polynôme (2.2) :

~ = b2
- 4ac > 0

= (R - 1)2 - 4RS > 0

.Ji,. = j(R - 1)2 - 4RS

= J 4RS(R - 1) 1 - (R _ 1)2'

1 Il

(2.6)

(2.7)



Calculons les racines du polynôme P :

R - 1 - (R - 1) 1 - (;~~)2
2R
C

= (R - l)C [1 _ Il _ 4RS ]
2R Y (R - 1)2

4RS
R-1+(R-1) 1-(R_1)2

2R
C

= (R-1)C[1 11 - 4RS ]
2R +y (R - 1)2 .

On désigne donc par PI - = (jL,Ï,F,M,MT ) et PH = (A+,Ï,F,M,MT ) les points
d'équilibre endémique du système (2.1),

(R 1)2
On note que si S = 4R alors les points d'équilibre PI - et PH se résument au

. td" 'l'b P A- (R*-l)C 'r 'tl 'Id l d't' .. lpOIn eqm I re I avec = R qm lOurm e sem e a con I IOn mInIma e
2 *

R' ~ (1+ 25) [1+ VI - (1+
1
25)2 ] 2 1

pour l'existence d'équilibre endémique.

~

2.3 Etude de la stabilité des points d'équilibre

(2.8)

Dans ce paragraphe, on analyse les conditions de stabilité des points d'équilibre.
Calculons la matrice jacobienne du système (2.1) en tout point de coordonnée (A, 1, F, M, MT)'
Soit J cette matrice; on a alors:

épF A
-- - (/LA +Î) 0 ép(l- -) 0 0

C C

fJM + fJTMT
0 J2,4 J25rÎ -/LI -

M+MT
,

J= fJM (2.9)
0

M+MT
-/LF J3,4 J3,5

(l-rh 0 0 -/LM 0

0 0 0 0 -/LT

(fJ - fJT)MI fJMI fJMTI
J24 =

(fJT - fJ)MTI
h5 = (M +MT)2 ; J3,5 = - (M +MT)2; J3,4 = (M +MT)2; (M+MT)2',

1 r:;



2.3.1 Étude de la stabilité de l'équilibre sans maladie

Proposition 2.3.1 Le point équilibre sans maladie Po est localement stable si et seule­
ment si les valeurs propres de la matrice jacobienne au point Po sont à parties réelles
strictement négatives.

Preuve 2.3.1 Pour le point d'équilibre trivial (sans maladie) Po

matrice jacobienne (2.9) devient:

Q

(0, 0, 0, 0, -), la
Il'T

-(flA +1) 0 <I> a a
r1 -j11 - f3r a a 0

Jpo = 0 0 -j1F 0 0 (2.10)
(1- rh 0 0 -flM 0

a a a 0 -j1T

Déterminons les valeurs propres de (2.10). Pour ce faire, déterminons son polynôme
caracteristique P(X) où X est l'indéterminé:

P(X) = det(Jpo - XI5 ) où 15 désigne la matrice identité d'ordre 5

P(X) =

-(flA +1) - X
r1
a

(1- rh
a

o
-fll - (3T - X

a
a
o

<I>

o
-P'F - X

o
o

o
a
o

-j1M - X
a

o
a
o
a

-j1T - X

En développant suivant les lignes, on a :

P(X) = (-j1T - X)

-(j1A +1) - X
f1
o

(1- rh

o
-j11 - (3T - X

o
o

<I>

a
-j1F - X

o

o
a
o

-j1M - X

P(X) = (-flT - X)( -j1M - X)
o

-j11 - (3T - X
o

P(X) = (-flT - X)( -j1M - X)( -j11 - (3T - X)( -flF - X)( -j1A - 1 - X)

P(X) = a===}( -j1T - X)(-j1M - X)( -j11 - (3T - X)( -j1F - X)( -j1A - 1 - X) = o.

Ainsi, on a :
X = -j1T, X = -flM, X = -flF, X = -fll - f3T,X = -1 - flA

Comme toutes les valeurs propres sont de signe négatifs alors le point d'équilibre Po
est localement stable.

li)



Théorème 2.3.1 Le point d'équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement
stable si R ~ 1.

Preuve 2.3.2 Considérons la fonction de Lyapunov V définie par:

V : JR~ ----7 JR

(A, l, F, M, MT) I---t V(A, l, F, M, MT);

avec
q <Pr)'

V(A,I,F,M, MT) = A+I+( ) F.
fLA + )' flA +)' flF

En effet;
V(A, l, F,M, MT) 2: 0, V (A, l, F,M, MT) E JRt;

a
V(O, 0, 0, 0, -) = 0;

flT

" fi dV °veri ons que dt ~ ;

dV
dt

dV q<P AF _ f3M1 _ f3TMTI (M +MT )flII

dt (flA + )')C M +MT M +MT M +MT

+ <Pr)' f3 MI
flF(flA + )')(M +MT)

_ _ q<P AF _ f3T + flI MTI _ f3 + flI (1- <Pqf3 )MI
(flA + )')C M +MT M +MT flF(flA +)')(/3 + flI)

= _ r)'<P AF _ /3T + flI MTI _ /3 + flI (1 - R) MI.
(flA +)')C M +MT M +MT

dV
Comme R < 1 alors - < O.- dt -
D'après les résultats de stabilités de LaSalle Lyapunov, Po est globalement asymptoti-

quement stable pour R ~ 1.

2.3.2 Étude de la stabilité de l'équilibre endémique

Proposition 2.3.2 Le point d'équilibre endémique est localement stable si et seulement
si les valeurs propres de la matrice jacobienne au point P sont à parties réelles strictement
négatives.
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Preuve 2.3.3 Pour le point d'équilibre endémique P = (A,I, P, M, MT)
la matrice jacobienne (2.9) devient:

<1>P Â
-- - (j-lA +Î) 0 <1>(1 - -) 0 0

C C

- -
f3M + f3TMT 0 Jp4 JpIq -j-l! -

M+MT

Jp = f3M (2.11)
0 -j-lF Jp3 Jp2

M+MT

(1- rh 0 0 -j-lM 0

0 0 0 0 -j-lT

où J = (13 - f3T)MI. J = _ f3MI . f3MTI
Jp4 =

(f3T - f3)MTI
Pl (M +MT)2' P

2 (M +MT)2' Jp3 = (M + MT)2; (M + MT)2

Soit P(X) (où X est l'indéterminé) le polynôme caracteristique de la matrice jaco­
bienne (2.11) ,. alors, on a :

P(X) = det(Jp - XIs) où Is désigne la matrice identité d'ordre 5.

A
Pl! 0 <1>(1- -) 0 0, C
rÎ P22 0 P24 P25, , ,

P(X) =
0

f3M
-j-lF - X P34 P35

M+MT
, ,

(1- rh 0 0 -j-lM - X 0
0 0 0 0 -j-lT - X

<1>P f3M + f3TMT
Pl,1 = -c - (j-lA +Î) - X; P2,2 = -j-l! - -x

M+MT

F - (f3T - f3)MTI. p. _ (13 - f3T)MÏ. F _ f3MTÏ . F _ _ f3MI
2,4 - (M + MTF' 2,5 - (M +MTF' 3,4 - (M + MTF' 3,5 - (M +MTF

En fixant la dernière ligne puis en faisant varié les colonnes, on a :

A
Pli 0 <1>(1 - -) 0,

C
(f3T - f3)MTÏ

rÎ P2,2 0
P(X) = (-j-lT - X) (M +_MyF

0
f3M

-j-lF - X
f3MTI

M+MT (M + MTF
(1- rh 0 0 -j-lM - X

En fixant encore la dernière ligne puis en faisant varié les colonnes, on a :

lR



o
(j3T - (3)MTI
(M +_MIF

j3MTI

(M + MT)2

A
<P(1 - C)

o

A
<p(1 - -)

C

o

o
- -

-/LI - (3M + (3TMT - X
M-eMT

j3M

M+MT
o

o
- -

-/LI - j3M + j3TMT - X
M -t: MT

j3M

M+MT

P(X) = (-/LT - X)( -(1 - rh)

Posons P(X) = (-/LT - X)Q(X),. ainsi, on a :

Q(X) = ,œ (1 - r) ( 1 - ~)

- -
-/LI - j3M + j3TMT - X

M -t: MT
j3M

M+MT

(j3T - (3)MTI
(M +_MIF

j3MTI

(M + MTF

o

o
- -

-/LI - j3M + j3TMT - X
M-eMT

j3M

M+MT

A
<P(1- -)

C

o

-/LF - X

Q(X) ( A) [( j3M + j3TMT ) j3MTI= ')'<p(1 - r) 1 - - - /LI - - X
C M+MT (M+MT)2

_ j3M ((j3T - (3)MTI) ]
M + MT (M + MT)2

(
<pF ) j3M + j3TMT

+(-/LM - X) - C - (/LA +')') - X (-/LI - M + MT - X)(-/LF - X)

+q<P( -/LM - X) (1 _ A) ( j3M )
C M+MT

Nous allons utiliser les identités suivantes:
<pF () CC + /LA + ')' = /LA +, C - A'

( A) ( j3M ) (j3M + j3TMT)q<P 1 - C M + MT = /LF(/LA + ,) /LI + M + MT '

(1 _ r) <P (1 _ A) j3MTI = /LF/LM(/LA + ,)MT.
, C (M +MT)2 M +MT
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(
c f3M + f3T/vIT) X3

Q(X) = X
4 + J.lF +J.lM + (J.lA +,) C _ A +J.lI + _/vI + MT

(
C ( f3M + f3TMT )

J.lMJ.lF + ({LA +,) C _ A J.lI + M + MT _ _

C f3M + f3TMT)) X2
+(J.lF + J.lM )(J.lA +,) C _ A + (J.lF +J.lM )(J.lI + M +MT

+( _ J.lFJ.lM(J.lA + ,)MT _ J.lF(J.lA + ,)(J.lI + f3M + ~MT)
M +MT M + T

C f3M + f3T/vfT
+J.lMJ.lF(J.lA +,) C _ A + J.lMJ.lF(J.lI + M +MT )

C f3M + f3TMT )) X
+(J.lF + J.lM)(J.lA +,) C _ A(J.lI + M + MT

A f3M + f3T/vfT f3MTÏ
-(1 - r),cI>(l - C)(J.lI + M + MT ) (M + /VI

T
)2

A f3M (f3T - (3)MTÏ
-(1 - r),<I>(l - C) M + MT ( (/vI + MT)2 )

f3M + f3TMT C
+J.lMJ.lF(J.lA + ,)(J.lI + M + MT )C - A

f3M + f3TMT
-J.lMJ.lF(J.lA + ,)(J.lI + M + MT )

?O



Q(X)

Q(X)

')1



Ainsi,

avec
- -

C f3M + f3T MT
al = /-LF + /-LM + (/-LA +,)C _ A + /-LI + M +MT

(2.12)

Remarque 2.3.1 (Routh-Hurwitz) Les racines du polynôme (2.12) sont à parties réelles
strictement négatives si et seulement si, les coefficients ai > 0, i = 1...4 et (al a2 - a3)a3 >

2al a4·

Dans la suite, on cherche à appliquer le critère de Routh-Hurwitz.
On remarque que les coefficients al, a2 et a3 du polynôme (2.12) sont positifs.
Vérifions que a4 > O.
Soit

')')

(2.13)



(2.14)

a4 > 0 si et seulement si s(.4) > O.
Déterminons les racines du polynôme s(A).
Calculons son discriminant:

~ = 4C2S2 +4C2S > 0

..fi5. = 2GSJI + ~.

Soient Al et A2 les racines du polynôme s(A), on a :

Comme A E JR+, nous allons travailler avec la racine positive A2 .

Posons A, = A' = GS( - 1+ JI + ~ ) et de (2.7), on a :

A* 2CS
>-R.-1

Maintenant, évaluons le polynôme (2.5) ,. on utilisera le polynôme (2.13) et les inégalités
(2.7) et (2.14).

On obtient alors:

P(A*) = ~( -2CSA* +C2S) - (R -l)A* +CS

= -(2RS + R - l)A* + (R + 1)CS
2CS

< -(2RS + R - 1) R _ 1 + (R + l)CS

4RCS2

< - R _ 1 + (R - l)CS

< (R -1)CS( (;~~l' - 1) < 0,
d'aprjs les conditjons d'existence biologique (2.6) et (2.7). L'inégalité P(A*) < 0 implique
que A_ < A* < A+.

Ainsi, s(A) est tel que:

{
s(~) < 0 pour A < A*
s(A) > 0 pour A> A* ,

par conséquent, le coefficient a4 < 0 pour A = A_ et a4 > 0 pour A = A+.
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Vérifions que (ala2 - a3)a3 > aia4'

[(
C f3M + f3TMT)

(ala2 - a3)a3 = J1F + J1M + (J1A + ,)C _ A + J11 + M + MT

(
C f3M + f3TMT

(J1A+ ,) C _ A [J11+ M + MT + J1F + J1 M]

(
f3M + f3TMT) )

+ J11 + !vI + MT (J1F + J1M) + J1MJ1F

( [
f3M + f3TMT] A

- J11 + M + MT [J1F(J1A + ,) C _ A + J1MJ1F

+l'U(I'A + '1)c ~ Al + l'FILu(ILA + 'Il (M~~:l~;~ Al) )]
[ (ILl + fi~:t:T

) UtF(I'A + '1) c ~ A +MF

C ( CM +MTA )]
+J1M(J1A + ,)C _ A] + J1FJ1M(J1A + ,) (M + MT)(C - A)

2 ( C f3M + f3TMT)
2

ala4 J1F + J1M + (J1A + ,)C -.4 + 111+ M + MT

(
J1FJ1M(J1A + ,)(J11 + f3T )0: (.42 + 2CSA _ C2S))
(M +MT)(C - A)J1TCS

- - 2

[
2 2 )2 C

2
2 (f3 M + f3TMT)

J1F + PM + (J1A +, (C _ A)2 + III + M + MT + 2JlFI1M

CJ1F J1Ff3M + J1Ff3TMT
+2(J1A + ,) C _ A + 2J1FJ11 + 2 M + MT + 2J1MJ11

- -

+2( +) CJ1M + 2J1Mf3M + J1Mf3TMT + 2( +) CJ1I_
J1A 'C _ A M + MT J1A, C - A

+2J1If3M + J1If3TMT + 2(J1A + ,)(f3M + f3TMT)j
M+MT (C-A)(M+MT)

[
J1FJ1M(J1A + ,)(J11 + f3T )0: (.42 + 2CS.4 _ C2S)].
(M +MT)(C - A)J1TCS

Le développement de ces deux résultats nous montre que (ala2 - a3)a3 > aia4'
Comme al, a2 et a3 sont positives,. a4 > apour A= A+, de plus (ala2 - a3)a3 > aia4"

alors d'après le critère de Routh-Hurwitz les racines du polynôme (2.12) ont des parties
réelles négatives.

On conclut que le point d'équilibre PI + est localement asymptotiquement stable. Mais
étant donné que a4 < a pour A= .4_, le point d'équilibre PL est toujours instable.

Théorème 2.3.2 Lorsque R > 1 et (~~;)2 > l, les points d'équilibre endémiques PL

et g+, sont atteints. Dans ce cas, PL est toujours instable et g+ est stable.

Preuve 2.3.4 Pour la preuve de ce théorème, on utlilise le principe de Routh-Hurwitz
décrit ci-dessus,. on conclut que le point d'équilibre PL est toujours instable et PI + est
stable.
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Chapitre 3

Contrôle optimal de la dengue

3.1 Présentation du problème

3.1.1 Formulation du problème

L'objectif ici est de minimiser le coût des insecticides ainsi que le coût de la production
et la libération d'insectes stériles. Pour ce faire, on considère les variables de contrôle
suivantes:

• Ul(t) définit le coût de l'investissement en insecticide à un temps t .
• U2(t) définit le coût de l'investissement en production et libération d'insectes stériles.
La variable Ul donne des informations sur la quantité d'insecticide pouvant être utili-

sée; U2 est relatif au nombre de moustiques stériles, MT, qui peut être libéré à un temps
t.

On cherche à minimiser le nombre de femelles fertiles.
À cet effet, on considère l'index de performance suivant:

(3.1)

où;
• Cl est le coût de l'utilisation des insecticides;
• C2 est le coût de la production et libération d'insectes stériles;
• C3 est le coût social;
• C4 est la pénalité.
Le coût social dépend du nombre d'infection de la dengue qui sont directement liées

avec le nombre de piqûres de moustique.
On suppose que le coût social est proportionnel à la densité des moustiques femelles

fertiles.
Dans le problème du contrôle, on suppose le temps final fixé et trois variables dy­

namique à ce temps. De plus, on suppose la fonctionnelle coût quadratique [6], [8], [17],
l'index de performance est une fonction non linéaire. Les termes quadratiques comme la
pénalisation [15] - [29], amplifient les effets d'une grande variations des variables.

Chaque terme quadratique est multiplié par un coefficient Ci, i = 1, ... ,4; qui établit
une importance relative au terme de contrôle du coût de la dengue.

Remarque 3.1.1 Lorsqu'on minimise l'index de performance J, la population d'insectes
stériles est maximisée. Cela parce que l'on veut que l'insecticide Ul ne puisse pas réduire
la population de mâles stériles U2 liberés.
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3.1.2 Formulations mathématiques

Mathématiquement, le problème du contrôle optimal est formulé comme une minimi­
sation de la fonctionnelle J définie en (3.1) relatif au système suivant:

dA A
- = <1>(1 - C)F - b + J-LA)A
dt
dl rrA _ fiM1 _ fiTMT1

- (J-LI + ul)I- =
dt M+MT M+MT
dF fiMI

- (J-LF + udF (3.2)- =
dt M+MT
dM

(1 - r),A - (J-LM + udM- =
dt

dMT
U2 - (J-LT + ul)MT.-- =

dt
Où les conditions initiales sont les coordonnées de l'équilibre endémique du système

(2.1) pour a = 0 (lorsque la maladie persiste cela veut dire que le taux de femelles fertiles
croit et le taux de mâles stériles tend vers zero) qui sont :

En effet,
lorsque a = 0 alors, on a :

Par conséquent,

A(O)

1(0)

F(O)

M(O)

MT(O)

s

A
o

= (R -l)C
R

], _ rrAo
0-

(J-LI + (3)
F

o
= b + J-LA)CAo

<1>(C - Ao)

Mo = (1- r),Ao
J-LM

MTO = O.

((3 + J-LI)(l - r),CJ-LT
o.

(3.3)

et

Par suite,

A _ (R -l)C
0- R '

F
o

= b +J-LA)CAo
<I>(C - Ao)

Mo = (1- r),Ao
PM

a
-=0.
PT

2ô



l _ r,Ao
°- (/-lI + (3)'

Les variables de contrôle Ul et U2 sont positives. Ce scénario suppose que les méca­
nismes de contrôle sont introduits dans l'étude au stade où la population de moustiques
est à un temps t = O.

L'un de nos objectifs est de contrôler l'introduction de moustiques stériles MT. Le taux
constant a dans le système (2.1) est remplacé par la fonction de contrôle U2.

Le contrôle d'insectcide Ul dans (3.2) apparait comme la mortalité supplémentaire
seulement dans les équations correspondant à la forme adulte des moustiques.

Il est supposé que l'insecticide est efficace seulement dans le stade adulte et non dans
la phase aquatique.

3.2 Caractérisation du problème de contrôle optimal

Considérons le système de contrôle général

dx
dt = f(t, x(t), u(t))

où f est une fonction de classe Cl de IR x IRn x IRm dans IRn
et le problème de minimisation du coût de la forme

C(u) = lT
fO(t,x(t),u(t))dt

avec T fixé.

Définition 3.2.1 Le Hamiltonien du système (3.4) est la fonction

H : IR x IRn x IRn \ {a} x IRm----+ IR

(t,x,p,u) 1-------7 H(t,x,p,u) =< p,f(t,x,u) >

avec < , > le produit scalaire usuel de IRn et p est le vecteur adjoint.

(3.4)

(3.5)

De plus, si le vecteur adjoint p(.) est absolument continu sur [0, T], à valeurs dans IRn et
un réel po ~ atels que le couple (p(.), pO) est non-trivial;

alors l'Hamiltonien H associé au système (3.4) et au coût (3.5) est donné par:

H(t, x,p,po, u) =< p, f(t, x, u) > +po fO(t, x, u).

Soient À(t) = (À l (t), À2(t), À3(t), À4(t), À5(t)) le vecteur adjoint associé au système de
contrôle (3.2).

1
Posons ÀO = --'

2'
fO(t, x, u) = -(cluî + C2U~ +C3F2 - c4Mj,) et

f(t, x, u) = (fI (t, X, u), 12(t, x, u), fJ(t, x, u), f4(t, x, u), f5(t, x, u)).

Où x(A,I, F, M, MT) E IR~;
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A
!I(t,x,u) = <1>(1- C)F - b+JlA)A;

(3MI (3TMTI
f2(t, x, u) = qA - M + MT - M + MT - (JlI + uI)I;

(3MI
h(t,x,u) = M + MT - (JlF +udF;

f5(t, x, u) = U2 - (JlT +udMT.
Ainsi, le Hamiltonien de notre problème est donné par:

H = < À, f(t, x, u) > +Ào f°(t, x, u)

ÀIiI + Àd2 + À3h + À4f4 + À5f5 + ÀOfo

H À, [<1>(1 - ~)F - (-y + l'A)A] + À+'YA - J:~T -~T:~L -(1'1+ Udf]

+À3 [J:~T - (l'F +UdF] + À4 [(1 - rhA - ('LM +u,)M]

+À5 [U2 - (JlT + udMT]+ ~ [cluî + C2U~ + C3 F2 - c4Mi] . (3.6)

Dans (3.6), Àj ; j = 1, ... ,5 sont des variables adjoints; elles déterminent le système
adjoint qui avec le système étudié en (3.2) donne le système d'optimalité. On pourra
considérer toute valeur positive comme variable de contrôle, en incluant les cas :

UI = U2 = o.
Le principe du maximum de Pontryagin [11] dit que les variables de contrôle sans

contrainte ui et u; satisfont à la relation

aH aH
oui au;'

On trouve aH ,et pour obtenir u;, i = 1,2; on résout les derivées partielles de H par
OUi

rapport à Ui égales à zéro :

On obtient:

(3.7)



Le principe du maximum de Pontryagin établit que les équations suivantes:

d)' aH
-

dt ax
H(x(t), u*(t), ),(t), t) == max H(x(t), u(t), ),(t), t)

uEU

(3.8)

(3.9)

sont des conditions nécessaires qui doivent être satisfaites par le contrôle optimal u(t) et
les variables d'étude x(t) [22].

Le système (3.8) fait allusion au système adjoint. Dans notre problème, il devient:

=
d),l aH d),2

=-- -=
dt aA'dt al' dt

d),4 aH d),5 aH
-=-- et -=---.
dt aM dt aMT

aH
aF'

Remplaçons H par son expression dans chacune des équations ci-dessus :

8('" [(1 - chA - (l'M +udM])

aA
8G [clui + c,uJ + C3F' - c,Mf] )

aA

=

8("1 [<1>(1 - ~JF - h + l'AJA] )

aA
8(", [qA- ::~T -:;:~T -(l'dUl)I])

aA
8 ("3 [::~T - (l'd Ul)F])

aA
8 ("5 [u, - (l'T +ulJMT])

aA
F

= (<1> C +"( + ILA),1 - 1'''(),2 - (1 - rh),4

=

8("1 [<1>(1 - ~)F - h + l'AJA] )

al

8(", [qA -::~T-:;:~T-(l'dUl)!])
al

8("3 [::~T - (l'dUl)F]) 8(", [(1- chA - (l'M + udM] )

al al
a(),5 [U2 - (ILT +uI)MT ] ) a(~ [Clui + C2U~ +C3F2 - C4Mj] )

al al

(
f3M f3TMT ) f3M

= M +MT + M +MT + ILl +UI ),2 - M +MT ),3
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0('\' [(1- rhA - (/LM +uI)M] )

fJF

o(~ [CIul +c,ul +C3F' - c,Mf] )

fJF

=
0(.\1 [<1>(1 - ~)F - b + /LAjA] )

fJF

( [
(3MI (3TMTI ])

fJ À2 r')'A - M + MT - M + MT - (/-LI +ul)I

fJF

0(.\3 [::~T - (/LdUI)F])

fJF

o(Às lu, - (JVr +uI)MT])

fJF
A

= -c3F - <1>(1 - C)À 1+ (/-LF + Ul)À3

0('\' [(1- rhA - (/LM +UljMj)

fJM

0G [clul +c,ul +c3F' - c,Mf] )

fJAi

=
0(.\1 [<1>(1 - ~)F - b + /LAjA] )

fJM

( [
(3MI (3TMTI ])

fJ À2 r')'A - M + MT - M + AiT - (/-LI + ul)I

fJM

0(.\3 [::!~T - (/Ld UI)F])

fJM

o(.\5 [U, - (/LT +uljMT] )

fJM
MTI

= [((3 - f3T )À2 - (3À3] (M + M
T

)2 + (/-LM +Ul)À4



Ü(,\, [(1 - "hA ~ (/LM +u,lMJ )
8MT

üG [CIU; + c,ul + C3F' - c,Mfl )

8MT

Ü(,\, [<1>(1 - ~lF - (1+ /LAlA])

8MT

( [
f3MI f3TMTI j)

8 )..2 r,A - M + MT - M +MT - (/11 +udI

8MT

Ü('\3 [J:~T -(/Ld UllF])
8MT

ü(À; lU, - (/LT + ul)MT ] )

8MT

MI
C4 MT - [(f3 - f3T )..2 - f3)..3] (M + MTF+ (/1T +Ul) ..S.

d)..s

dt

En regroupant les résultats de nos différentes dérivées, 011 obtient le système suivant
(appelé aussi système de transversalité) :

(3.10)

d)..4 MTI
dt [(f3 - f3T) ..2 - f3)..3] (M +MTF + (/1M +Ul) ..4

d)..s MI
dt C4 MT - [(f3 - f3T )..2- f3)..3] (M + MT )2 + (/1T +ud)..s.

Finalement, on analyse les conditions de transversalité pour les variables adjoint.
Dans notre problème, il n'y a pas de valeur finie pour les variables d'étude; ces condi­

tions sont données à un temps final T par

)..i(T) =0, i=1, ... ,5. (3.11)

3.3 Système d'optimalité

Le système d'optimalité décrit comment le système se comporte sous l'application du
contrôle qui minimise J.

Il est obtenu en prenant le système (3.2), avec le système adjoint (3.10), le contrôle
optimal u dont les composantes sont données par le système (3.7), la condition initiale
(3.3) et les conditions de transversalités (3.11) qui est données par le système suivant:

31



dA A
- = <I>(1 - C)F - Cr + /-lA)A
dt

dl {3MI {3TMTI
- = r,A - - - (/-lI +ul)I
dt M+MT M+MT

dF {3MI
- (/-lF +ul)F- =

dt M+MT

dM
(1 - r)JA - (ILM +ul)M- =

dt

dMT
U2 - (/-lT +ul)MT- =

dt

d>'l F
- = (<1> C +"( + IlA)>'l - r'>'2 - (1 - r)J>'4
dt

d>'2 (f3M hMT ) f3M- = M +MT + M +MT + /-lI +Ul >'2 - M + MT >'3dt

d>'3 A
- = -C3F - <I>(1 - C)>'l + (ILF +Ul)>'3
dt

d>'4 MTI
- = [({3 - {3T )>'2 - {3>'3] (M + M

T
)2 + (/-lM +Ud>'4dt (3.12)

d>'5 MI
- = C4 MT - [({3 - {3T )>'2 - {3>'3] (M +M

T
)2 + (/-lT +Ul)>'5

dt

u*
>'21 + >'3F + >'4M + >'5 MT

=1 Cl

U* >'5
=2 C2

A(O) Ao=
(R -l)C

=
R

1(0) = J, - TlAo
0-

(/-lI + (3)

F(D) Fo=
Cr + /-lA)CAo

= <I>(C - Ao)

M(O) Mo=
(1- r)JAo

=
/-lM

Aifr(O) = MTO = D

>'i(T) = O,i=1, ... ,5.
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Chapitre 4

Résultats numériques

Dans ce chapitre, on propose quelques simulations pour résoudre numériquement le
système d'optimalité (3.12).

4.1 Méthodologie

La méthode numérique traite deux points limites du problème ([30]), séparés de condi­
tions au bord au temps t = 0 et t = T.

Dans nos simulations, on utilise la période T = 120. Cette valeur est choisie pour
représenter le temps (en jours) au cours duquel, la stratégie de libération des moustiques
est appliquée (autour de 04 mois). Puisque le système d'optimalité (3.12) a fixé les condi­
tions au temps final pour les variables adjoints, il ressort qu'il est difficile de le résoudre
numériquement.

Une méthode est d'utiliser l'approche de la différence finie. Dans [8], les auteurs uti­
lisent le logiciel package COLDAE [1] qui résoud la différentielle au bord et les équations
différentielles algébriques donnant les points-gaussien.

Ici, on utilise le logiciel package bvp4c [28] de MATLAB qui résout les systèmes
d'équations différentielles ordinaires avec deux conditions au bord.

Un facteur important à considerer est que le système d'optimalité est en général un
problème non linéaire, puisqu'il a besoin d'une approximation initiale pour commencer
la méthode de Newton. Il est bon de connaître que la convergence de la méthode de
Newton's est étroitement lié à l'approximation initiale de la solution. Pour notre système
d'optimalité (3.12), il est pratiquement impossible de deviner une approximation initiale
garantissant cette convergence. Une méthode pour résoudre le problème est d'utiliser la
méthode analytique de continuation [2, 16]. C'est une technique standard et puissante
utilisée pour résoudre les problèmes non linéaire a deux bords.

L'idée qui est derrière la méthode analytique de continuation est de transformer le
problème en un problème à un paramètre. Pour le système d'optimalité (3.12), on utilise
le temps T comme paramètre. Quand T = 120, on retrouve le problème original. Pour
T = 1, le problème est simple à résoudre, et la solution peut être utilisée comme une
approximation initiale tout près du problème au temps T = 1+ tit, avec tit suffisamment
petit. Ce processus continu jusqu'à ce que le problème désiré soit résolu. Les valeurs
successives des paramètres choisis sont reconnues comme un chemin d'homotopie.
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4.2 Résultats

Notre but est de comprendre les effets de deux mécanismes conflictuels de contrôle,
nommé, l'application des insecticides et la libération de moustiques mâles stérilisés. Pour
l'épidemiologie et les paramètres démographiques dans toutes les simulations, on utilise
les valeurs données dans [34] (voir tableau ci-dessous); les conditions initiales pour les
variables d'étude sont données par:

Ao = 2,95; Jo = 0,24; Fo = 4,99; Mo = 2, 97 et MTo = O.

On déterminera la stratégie optimale obtenue pour différent ensemble de valeurs pour
le coût défini par la fonctionnelle (3.1). Comme reférence, on utilise les valeurs Ci = 1, i =
1, ... ,4. Pour ce cas, la valeur de J = 0,6625. Les figures 4.1 et 4.2 illustrent les trajectoires
optimales ui et ui, définit respectivement la forme chaise (le bas du chaise est presqu'un
plateau constant) et la forme cloche (le haut de la cloche est presqu'un plateau constant).

Les figures 4.1, 4.2 montrent que le taux maximal de mortalité induit par les insecticides
(la mesure d'application des insecticides) est dix fois plus élevé que le taux maximal de
mortalité induit par la libération d'insectes stériles. Une autre remarque est qu'une grande
quantité d'insecticide peut être utilisée pendant la première journée, lorsque des insectes
stériles sont liberés à un taux presque constant.

Les figures 4.3 - 4.7 presentent des trajectoires optimales de differents stades d'une
population de moustiques. Comme c'était exigé, la population de moustiques irradiés suit
le seul modèle de contrôle U2. D'autre part, on observe que la courbe correspondante à la
phase aquatique, des femelles fécondes accouplées, les insectes mâles sont semblables à la
forme inverse du graphe d'éradication de moustiques d'investissement U2 et la trajectoire
des femelles non accouplées est semblable à l'inverse du trajectoire de l'utilisation des
insecticides Ul.

On définit la réduction des variables (pourcentage) par Dx = (Xo - X*)100jXo, où
Xo répresente les valeurs initiales des variables d'étude A,I, F et M; et X* est le quasi­
constant plateau rechercher par ces variables.

4.3 Simulation numérique

Dans ce paragraphe, nous donnons les valeurs numériques utilisées pour les simulations
ainsi que les courbes correspondantes.

Le tableau suivant donne les paramètres ainsi que leurs valeurs dans le programme de
simulation.

a b c d e f g
6.353 0.0583 0.0337 0.0337 0.0337 0.06 0.07

h r 1 j k 1 m n 0

0.121 0.5 0.7 0.5 3 1 1 1 1
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FIGURE 4.7- insectes stériles

La figure 4.1 donne l'évolution du paramètre de contrôle Ul (relatif à l'utilisation des
insecticides) au cours de l'expérience.

La figure 4.2 donne l'évolution du paramètre de contrôle U2 (relatif à liberation d'in­
sectes stériles) au cours de l'expérience.

La figure 4.3 montre l'évolution des individus du compartiment A (forme immature)
au cours de l'expérience.

La figure 4.4 montre l'évolution des individus du compartiment 1
(femelles non accouplées) au cours de l'expérience.
La figure 4.5 donne l'évolution des individus du compartiment F
(femelles fécondes accouplées) au cours de l'expérience.
La figure 4.6 donne l'évolution des individus du compartiment M (mâles fertiles) au

cours de l'expérience.
La figure 4.7 donne l'évolution des individus du compartiment MT (insectes stériles)

au cours de l'expérience.
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Conclusion et perspectives

Les modèles mathématiques (en épidemiologie) sont conçus dans le but de comprendre,
de prévoir ou de contrôler l'évolution d'une épidemie. Dans ce mémoire, nous avons étudié
un modèle de contrôle de l'épidemie de la dengue; dont le modèle de base a été pris dans
[10]. Ce qui nous a conduit à l'utilisation de deux mécanismes de contrôle à savoir la tech­
nique de stérilisation des insectes (BIT) et l'utilisation des insecticides. L'utilisation de
produits chimiques est, certes, très efficace mais pour des enjeux environnementaux et de
santé publique, il serait préférable de concentrer les efforts sur la prévention individuelle.
La technique de stérilisation des insectes a lui aussi un effet négatif sur la taille de la po­
pulation à long terme. Nous avons également observé refficacité de ces deux strategies de
contrôle à travers nos simulations. On a aussi observé les changements qui interviennent
lorsqu'on introduit les paramètres de contrôle dans les différentes équations constituant
le modèle.

Dans ce travail, on ne tient pas compte des conditions climatiques ni de l'espace. Par
conséquent, nous envisageons poursuivre le travail en considérant, un espace bien défini
et en tenant compte des conditions climatiques tel que la température.

Nous envisageons également construire et étudier, un modèle moustique-humain; ceci
permettra de comprendre et d'expliquer comment le transfert du virus s'effectue entre le
vecteur (le moustique) et l'hôte (l'Homme).
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