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Résumeé

Dans ce mémoire nous considérons une famille d’opérations formelles sur les mots
telles que la duplication et la complétion carrée de préfixe-suffixe. Nous montrons
que certains mots infinis classiques tels que le mot de Fibonacci, de Thue-Morse,
de Stewart’s choral et de period-doubling peuvent étre générés par des opérations
issues de cette famille. Grace & ces opérations nous élaborons trois algorithmes :

- la premiére prend en compte un mot fini puis retrouve le préfixe minimal

générateur du mot par complétion carrée de suffixe,
- la deuxiéme prend en compte un mot fini puis, détermine les facteurs minimaux
générateurs du mot par complétion carrée de préfixe-suffixe,

- en fin, la troisiéme prend en compte deux mots de tailles différentes puis,

vérifie si le mot le plus court peut générer le plus long par complétion carrée

de préfixe-suffixe.

Mots clés : mot fini, mot infini, période, morphisme, duplication, complétion car-

rée.
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INTRODUCTION

La complétion carrée de préfixe, de suffixe et de préfixe-suffixe est une opéra-
tion formelle sur les mots introduite par Dumitran et Manea dans [9]. Ces opérations
sont des extensions d’opérations de duplication de préfixe-suffixe introduites dans
[6]. Garcia-Lopez, Manea et Mitrana s’inspirent de I’étude d’un processus biologique
qui consiste & créer des répétitions 4 la fin des séquences génétiques pour introduire
la notion de duplication de préfixe-suffixe. Dans leurs travaux, ils montrent pre-
miérement que I’ensemble des mots qui peuvent étre générés de facon arbitraire en
plusieurs étapes de duplication & partir d’'un mot initial donné n’est pas prévisible en
général. Ensuite, ils développent un algorithme qui teste en un temps O(n%log(n))
pour deux mots donnés de tailles différentes, la possibilité de générer le plus long &
partir du plus court par duplication de préfixe-suffixe.

D’autres travaux ont été menés sur les mémes opérations dans [6] en vue de
borner la duplication de préfixe-suffixe. Pour ces opérations la longueur du préfixe
ou du suffixe dupliqué a été bornée par une constante prédéfinie. Ils ont obtenu des
propriétés de certains mots générés par itération bornée de duplications de préfixe-
suffixe, & partir d’'un ensemble donné de mots. Ensuite, des algorithmes effectifs
permettant d’évaluer en un temps O(nklog(k)), si un mot fini donné peut étre gé-
néré a partir d’'un mot plus court par duplication bornée de préfixe-suffixe oun la
longueur du préfixe ou du suffixe & dupliquer est majorée par k.

Dans notre travail, nous étudions d’autres types d’opérations en relation avec la
duplication de préfixe-suffixe. Il s'agit de créer des carrés & I'une des extrémités d’un
mot en complétant en un carré, un préfixe ou un suffixe du mot considéré par un
facteur. On désigne cette opération par complétion carrée préfixes-suffixes.

Dans ce mémoire nous présenterons d’abord, les différentes opérations de com-
plétions carrées de préfixe-suffixe. Ensuite, nous montrerons comment ces opéra-
tions peuvent étre utilisées pour générer certains mots infinis classiques tels que le
mot de Fibonacci, de Thue-Morse, de Stewart’s choral et de period-doubling. Enfin,
nous étudierons la possibilité qu'un mot fini soit généré par complétions carrées de

préfixes-suffixes & partir de 'un de ses facteurs.



Chapitre 1
Généralités

Dans ce chapitre nous rappelons des notions de base en combinatoire de

mots et donnons quelques notations et définitions utiles pour la suite.

1.1 Généralités sur les mots

Un alphabet est un ensemble fini non vide de symboles appelés lettres. Soit
> =10,-- ,k—1} un alphabet & k lettres ou k est un entier naturel non nul. Pour
la suite, nous nous restreindrons a I’alphabet binaire noté > = {0, 1}. Un mot sur
Y est une suite finie ou infinie de lettres de ) . Le mot vide se définit comme la
suite vide, il est noté ¢.

La concaténation notée "." est une opération binaire associative admettant pour
élément neutre ¢. Ainsi, (>, .,¢) a une structure de monoide libre engendrée par
™. On désigne respectivement par 3%, S°F et Y°“, 'ensemble des mots finis, des
mots finis non vide et des mots infinis sur » .

Pour un mot fini w sur ) tel que w = wyws - - - wy,, on désigne par |w| la longueur
de w et on a |w| = n. Pour tout ¢ € {1, ,|w|}, le mot w;, indique la i-éme lettre
dans w. On muni Y de la topologie discréte. On peut munir 'ensemble > d’une
distance d définie comme suit : pour deux mots infinis = z;x5--- et y = Y192 - - -
, d((z,y) = 27™n7EN/70} . Muni de cette distance, .“ est un espace métrique
compact.

Le nombre d’occurrences d'une lettre a dans w est donné par |w|,. Nous notons par

w le mot obtenu par échange de lettres de w.

Définition 1.1.1. Soit w et r deux mots sur Y. On dit que v est un facteur de
w §’il existe deuz mots u, v tels que w = urv. Siu = ¢ (resp. v =€) alors r est

un préfize (resp. un suffive) de w. On dit que v est un facteur propre de w, lorsque

wET.

Pour un mot fini w = w; - - - w, et deux entiers naturelsi et j tel que 1 <7 < j <
n, le mot wli..j| désigne le facteur w; - - - w; de w. On désigne par Fact(w) I'ensemble

des facteurs de w. L’ensemble des préfixes (resp. des suffixes) de w est noté Pre f(w)

(resp. Suf f(w)).



1.1 Généralités sur les mots

On appelle occurrence d’un facteur r dans w, l'indice i < |w|-|r| tel que r =
WiWiq - Wig)r|-1-
La puissance d’un mot w se définit comme suite :

wl=¢
w* =ww" 1, Vn > 1.

Définition 1.1.2. On dit qu’un mot w est primitif s’il n'existe pas de mot z et

d’entier k > 2 tel que w = z*.

Définition 1.1.3. Soit w = wyws -+ - w, un mot sur Y. Une période de w est un

entier p compris entre 1 et |w| tel que w; = w;y, pour tout 1 <@ < |w| —p.

Par convention, la longueur de w est une période de w. On note Per(w) l'en-
semble des périodes de w.
Observons que une période ne divise pas nécessairement la longueur du mot.
De plus, tout mot w de période minimale p se factorise comme suit : w = (zy)*z tel
quek>1,p=|zylavecz e Y etye Y
Désignons par p(w) la p‘éri|ode minimale de w. On appelle exposant de w, le nombre
w

p(w)
En général, tout mot w de période minimale p et d’exposant e s’écrit u*v avec u un
o v

mot primitif de longueur p et v un préfixe propre de u et e(w) =k + u

[ul
Définition 1.1.4. Un mot w est une répétition d’ordre o (o > 1 rationnel) si

/ x’ !
w= 1"z telqueazn—l-u, oun €N et z un préfize de x.

||

rationnel noté e(w) = . Si e(w) > 2, alors w est appelé une répétition.

Exemple 1.1.5. Le mot u = entente = (ent)(ent)e est une répétition d’ordre g
Le mot v = blablabla = (bla)(bla)(bla) est un cube.

Définition 1.1.6. Soit w un mot fini non vide de longueur n.

On appelle répétition mazimale dans w, toute répétition wli..5] telle que
(i) sii>1, alors p(w[i — 1..5]) > p(wfi..j]),
(i) st j <n, alors p(wi..j + 1]) > p(w(i..5]).

Autrement dit, une répétition maximale dans w est une répétition wfi..j] telle
qu'aucun facteur de w contenant wi..j] comme un facteur propre ne posséde la

méme période minimale que w[i..j].

Exemple 1.1.7. Considérons le mot w[1..13] = 1011010110110.

Le facteur w[4..8] = 10101 = (10)%1 est une répétition mazimale de période 2.

Le préfize w(1..11] = 10110101101 = (10110)?1 est une répétition mazimale de pé-
riode 5.

Le suffite w[6..13] = 10110110 = (101)*10 est une répétition mazimale de période 3.



1.1 Généralités sur les mots

Remarque 1.1.8. Toute répétition dans un mot peut étre prolongée en une unique

répétition maximale.

Exemple 1.1.9. Soit w = 1011010110110. La répétition 10101 est une répétition

mazimale. Elle est obtenue en prolongeant a droite la répétition 1010 par la lettre 1.
On appelle chevauchement toute répétition d’ordre « strictement supérieur a 2.

Définition 1.1.10. Soient u, r, s, w quatre mots tels que w = rus
et s € 7. Notons g la derniére lettre de v sir # ¢ et h la premiére lettre de s si
s #e. On dit que le mot u est un facteur répétitif mazimal ou Tun st :

(1) u est périodique,

(i) pour v # €, et s # ¢ les mots gu et uh ne sont pas périodique de période p

ou p est la période minimale de u.

Exemple 1.1.11. Considérons le mot w = 10110101. Le facteur w(3..4] = (1)? est
un run de période 1.

Les facteurs w{4..7) = (10)? et w[4..8] = (10)%1 sont des runs de période 2.

Le facteur w]1..6] = (101)? est un run de période 3.

Proposition 1.1.12. [15] Un run wli..j] est dit mazimal si, et seulement si, il ne
peut étre prolongé ni a gauche, ni a drotte pour obtenir un mot de méme période
Le:

(i) i=1ouwli—-1]#wi+p-1],

(i) j=nouw[j+ 1] #wlj—p+1].
j—1+1
p(wli-.j])
La somme des exposants d'un run mazimal dans un mot de longueur n est bornée

L’exposant d’un run maximal w(i..j] apparaissant dans w est défini par

par n {2].

Exemple 1.1.13. Considérons le mot w = 10110101. Les facteurs w(3..4] = (1)?, w[4..8] =
(10)21 et w[1..6] = (101)? sont des facteurs runs marimaus.

Définition 1.1.14. Un mot infini w est la limite d’une suite de mots (un)n>o Si
pour tout préfize v de w, il existe un entier n, tel que pour tout n > n,, v est un
préfize de uy,.
Nous notons w = lim wu,.
n—+0o
Autrement dit, une suite (u,),>o0 de mots finis converge vers un mot infini w si tout

préfixe de w est le préfixe de tous les u, a 'exception d’un nombre fini.

Définition 1.1.15. Soient A et B deuz alphabets, (A*,.,e1) et (B*,.,e2) les mo-
noides libres associés.
On appelle morphisme de monoides, toute application ¢ : A* — B* vérifiant :

(i) p(uv) = p(u)p(v), pour tout u, v € A*,



1.2 Opérations de duplications

(i) p(e1) = ea.

Remarque 1.1.16. On dit que ¢ est un endomorphisme lorsque A = B.

La forme itérative du morphisme ¢ est notée ¢* pour tout i € N, et définie par :

¥(a)=a
¢ (a) = poyi(a), Va € A

Proposition 1.1.17. Soit ¢ un morphisme sur Y., tels qu'il existe a € Y et
T € )" vérifiant les conditions suivantes :

(i) p(a) = az,

(1) pour tout 1 > 1, p'(z) # €.
Alors, la suite de mots a, p(a), p*(a), -, ¢™(a), -+ converge vers un mot infing

noté ¢ (a) : p*(a) = i_léinoo ¢'(a). Ce mot infini est un point fize de ¢.

Preuve : Supposons que les conditions (i) et (ii) sont vérifiés. Alors

0 (a) = azp(z)p?(z) - - - p'(x) pour tout i > 0. On a 't (a) = ¢'(a)y'(z). Ainsi,
©'(a) est un préfize de de "1 (a). La suite de mots ¢*(a) converge alors vers le mot
infini noté ¢“(a). |

Définition 1.1.18. Soit p un morphisme défini sur Y. et u un mot sur .. On dit
que u est un point fize de ¢ st p(u) = u.
Un mot w est dit morphique pur s’ existe un morphisme non effagant p sur Y. et

a € tels que w = p*(a) = hIP ©™(a).
n—+00

Définition 1.1.19. La complezité d’un algorithme calcule le nombre de ressources
nécessaire G [’'exécution de cet algorithme. La complexité temporelle d’ordre linéaire
est noté O(n).

1.2 Opérations de duplications

Les opérations de duplication de préfixe, de suffixe, de préfixe-suffixe sont des
opérations formelles qui permettent de générer des mots contenant des carrés mais,

avec des répétitions d’exposant entier moins élevés.

Définition 1.2.1. Soit w un mot fini non vide sur Y .. La duplication d’un préfize
de w est l'opération qui consiste a générer tout mot de la forme zw tel que = est un

préfize non vide de w.

L’ensemble de tous les mots générés par une duplication d’un préfixe non vide

de w est noté PD(w). Nous avons

PD(w) = {xw/w —zw;z€ Z+}



1.2 Opérations de duplications

L’ensemble de tous les mots générés par n itérations de 'opération de duplication
de préfixes non vides de w, est noté PD™(w).

Pour tout n > 1,
PD"(w)= |J PD*(w).

0<k<n
Par convention PD%(w) = {w}.
On désigne par PD*(w), 'ensemble des mots générés par itérations finies de 'opé-

ration de duplication de préfixes non vides de w. Nous avons

PD*(w) = | | PD"(w).

n>0

Exemple 1.2.2. Considérons les mots w = 010 et s = 01001010.
Nous avons s € PD(w). En effet, en dupliquant d’abord le préfize x = 01 de w on

obtient w, = 01010 comme suit :
PD 2
w = 010 —> 01010 = (01)“0 = w; € PD(w).

En dupliquant ensuite, le préfite x1 = 010 de w; on obtient alors le mot 01001010 = s

comme Suit :

wy = 01010 £3 01001010 = (010)%10 = s € PD(w;) C PD(w).

Ainsi, s € PD*(w).

Définition 1.2.3. Soit w un mot fini non vide sur Y. La duplication d’un suffize
de w est l'opération qui consiste & générer tout mot de la forme wx tel que x est un

suffize non vide de w.

L’ensemble de tous les mots générés par une duplication d’un suffixe non vide

de w, est noté SD(w). Nous avons

SD(w) = {wa:/w =wz € Z+}

L’ensemble de tous les mots générés par n itérations de 'opération de duplication
de suffixes non vides de w, est noté SD™(w).
Pour tout n > 1,
Sp™w)= | ] SD*(w).
0<k<n
Par convention SD° = {w}.
On désigne par SD*(w), I'ensemble de tous les mots générés par itérations finies de

Vopération de duplication de suffixes non vides de w. Nous avons

SD*(w) = | | SD"(w).

n>0



1.2 Opérations de duplications

Exemple 1.2.4. Considérons les mots u = 01010010 et w = 010. Le mot u est dans
SD*(w). En effet, en dupliquant premiérement le suffite z = 10 de w, on obtient

wy; = 01010 comme suit :
w = 010 ©5 01010 = 0(10)? = w; € SD(w).

En dupliquant ensuite, le suffive z, = 010 de w, = 0(10)2 = 01010 on obtient u

comme suit :
w, = 01010 ©2 01010010 = 01(010)? = u € SD(w,).
Ainsi, u € SD*(w).

Définition 1.2.5. Soit w un mot fini non vide sur >_. La duplication de préfize-

suffize est la combinaison des deux opérations.

L’ensemble des mots générés par une duplication de préfixe-suffixe de w, est noté
PSD(w). Nous avons
PSD(w) = PD(w) U SD(w).

L’ensemble des mot générés par n itérations de I'opération de duplication de préfixe-
suffixe de w est noté PSD™(w).

Pour tout n > 1,
PSD*(w)= | PD*(SD'(PD™(w))).
k+l+m=n

On désigne par PSD*(w), 'ensemble des mots générés par itérations finies de I'opé-
ration de duplication de préfixe-suffixe de w. Nous avons
PSD*(w) = | J PSD™(w).
n>0
Exemple 1.2.6. Les mots s = 01001010, v = 01010010 et z = 010100 sont dans
PSD*(w) avec w = 010. En effet, comme u € SD(w) et s € PD(w) alors
u, s € PSD*(w). Pour le mot z, en dupliquant premiérement le préfize x = 01 de

w on obtient le mot w; = 01010 comme suit :
w = 010 =3 10010 = (01)20 = wy.
En dupliquant ensuite, le suffize £, = 0 de w, on obtient le mot z comme suit :
w; = 01010 =2 010100 = 0101(0)? = 2.
Ainsi, z € PD(w)|J SD(w) C PSD*(w).

Remarque 1.2.7. La longueur du préfixe ou du suffize ¢ dupliquer n’est pas bornée
par la longueur du générateur initial.
En chacune des étapes de la duplication, le choix du préfize ou du suffize & dupliquer

n'est pas unique & moins que le mot w se réduit & une lettre de l’alphabet.



1.3 Opérations de complétions

1.3 Opérations de complétions

La complétion carrée est une extension de I’opération de duplication. A partir
de cette opération, nous considérons la possibilité de créer des carrés & I'une des
extrémités d’'un mot en complétant juste, un préfixe ou un suffixe considéré en un
carré. Cette opération s’effectue en utilisant un facteur du préfixe ou du suffixe a

compléter en un carré.

Définition 1.3.1. Soit w un mot fini non vide sur ) . On appelle complétion carrée
d’un préfize de w, l'opération qui consiste @ générer tout mot de la forme zw ot yzy

est un préfize de w.

L’ensemble de tous les mots générés par une complétion carrée d’un préfixe non

vide de w est noté PSC(w). Nous avons

PSC(w) = {:Ew/w = yzyw; T € Z+, y € Z*}

On deésigne par PSC™(w), 'ensemble de tous les mots générés par n itérations de
I'opération de complétion carrée de préfixes de w.
Pour tout n > 1,
PSCMw) = | ] PSCHw).
0<k<n
Par convention PSC°(w) = {w}.
L’ensemble de tous les mots générés par itérations finies de I’opération de complétion

carrée de préfixes de w est noté PSC*(w). Nous avons
PSC*(w) = | ) PSC™(w).
n>0
Exemple 1.3.2. Le mot v = 01010 € PSC(w) ot w = 010. En effet, en prenant
z =1,y =0 et en considérant le préfize yxy = 010 de w on obtient par une premiére

complétion le mot wy comme suit :

PSC

w = 010 = 1010 = (10)? = w;.

Ainsi, le mot wy = (10)? est dans PSC(w).
Prenons ensuite T = 0 et y = 1 et considérons le préfizre yry = 101, en complétant

yTy en carré nous obtenons v comme suit :

w, = 1010 225 01010 = (01)20 = v.

Ainsi, (01)20 = v € PSC?*(w).

Définition 1.3.3. Soit w un mot fini non vide sur .. La complétion carrée d’un
suffize est 'opération qui consiste a générer tout mot de la forme wx ol yzy est un

suffize de w.



1.3 Opérations de complétions

L’ensemble des mots générés par une complétion carrée d’un suffixe de w est
noté SSC(w). Nous avons

SSC(w) = {wa:/w =w'yzy; T € Z+, Y€ Z*}

L’ensemble de tous les mots générés par n itérations de ’opération de complétion
carrée de suffixes de w est noté SSC™(w).
Pour tout n > 1,
SsCh(w) = | ] SSCH(w).
0<k<n
Par convention SSC%(w) = {w}.
On désigne par SSC*(w ), I'ensemble de tous les mots générés par itérations finies
de I'opération de complétion carrée de suffixes de w. Nous avons
SSC*(w) = | J SSC™(w).
n>0
Exemple 1.3.4. Le mot m = 010101 € SSC*(w) avec w = 010.
Prenons y = 0, x = 1 et considérons le suffite yxy = 010 a& compléter en un carré.
Une premiére complétion de yxy permet d’obtenir w, comme suit :

w = 010235 0101 = (01)2 =

Ainsi, le mot wy = (01)? est dans SSC(w).
Prenons ensuite ¢ = 01, y = € et considérons le suffize yxy = 01 de w; a compléter
en un carré. On obtient m en complétant yry comme suit :

wy = 0101 25 010101 = 01(01)% =

Aunsi, le mot (010)2 =m € SSC*(w) C SSC*(w).

Définition 1.3.5. Soit w un mot fini non vide sur Y. La complétion carrée de
préfize-suffize est la combinaison des opérations de complétions carrées d’un préfize
ou d’un suffire de w.

L’ensemble des mots générés par complétion carrée d’un préfixe ou d’un suffixe
de w est noté PSSC(w). Nous avons

PSSC(w) = PSC(w) U SSC/(w).

L’ensemble des mots générés par n itérations de l'opération de complétion carrée
préfixes-suffixes est noté PSSC”(w). Pour tout n > 1,

PS5C*(w)= | ] PSC*(SSC*(PSC™(w))).

k+l+m=n
On désigne par PSSC* I'ensemble des mots générés par itérations finies de complé-
tion carrée de préfixes-suffixes de w.

Nous avons :

PSSC*(w) = | J PSSC™(w).

n>0
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Exemple 1.3.6. Les mots m = 010101, v = 01010 et M = 10101 appartiennent a
PSSC*(w) avec w = 010. En effet, comme m = (10)* et v = 01010 appartient d
PSC*(w) et & SSC*(w) alors m et v appartient @ PSSC*(w).

Considérons le mot M = 10101.

Prenonsz = 1 ety = 0, on a yzy = 010 € Pref(w). Une premiére complétion

carrée de préfire donne :

Prenons ensuite, © = 1 ety = 0, on a yzy = 010 € Suff(w1). Une seconde

complétion donne :
w; = 1010 225 10101 = 1(01)2 = M.
Ainsi, le mot M € PSSC*(w).

Remarque 1.3.7. En particulier, dans le choiz du préfize ou du suffize de la forme
yzy a compléter en un carrée, si y = ¢ alors l'opération de complétion carrée se

réduit a une opération de duplication.
Définition 1.3.8. On dit qu’un mot infini w est généré par l’opération
6 e {PD, SD, PSD, PSC, SSC, PSSC}

d.e, w € 8¥ $’il existe une suite finie de mots (wy)nen tel que w; est un préfize de
w et wiyq € O(w;) pour tout i € N. On note

w= lim wy,
n—+00

le mot infini généré par itération de ces différentes opérations.

Lemme 1.3.9. Soient , y et z trois mots finis tels que © € Pref(y) ety € Pref(z).
Si z € SSC*(z) alors z € SSC*(y).

Preuve : Nous distinguons deux cas.
Supposons z = y. Alors SSC*(z) = SSC*(y). Ainsi, z € SSC*(z) implique z €
SSC*(y).

Supposons z # y et z € SSC*(x). Alors il existe une suite de mots (z;)o<i<n tels

que :
Tg=1T
x; € SSC*(2;-,) pour tout 1 <i<n
Ty = 2.

Par hypothése z = z( est un préfixe de y, lui méme préfixe de z = z,,. Comme
z € Pref(y) et z € SSC*(z), il existe un entier k avec 1 < k < n tel que z4_,

soit un préfixe de y et y un préfixe de z4. Nous écrivons y = z4_u, avecu € Y "
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Puisque z;, € SSC*(zx_1), il existe 7 et s tels que zx_; = wrsr et xx = wrsrs. De
I'expression de z,_; dans y, nous avons y = z,_,u = wrsru. Comme y est un préfixe

de zx alors nous pouvons écrire
Ty =yt = wrsrut = wrsrs

avec t € >_". Ainsi s = ut. Par suite, en remplacant s par son expression dans z,
on obtient :
T = wr(ut)r(ut) = w(rw)t(ru)t = yt.

Comme y = w(ru)t(ru) 5 w(ru)t(ru)t = yt = x4 alors z, € SSC*(y). Par suite,
pour tout j > k, r; € SSC*(y). En particulier z, = z € SSC*(y). ]



- Chapitre 2
Mots infinis générés par des

opérations de complétions

carréees

Dans ce chapitre, nous utiliserons les opérations de complétions carrées de
préfixes-suffixes pour générer certains mots infinis classiques tels que le mot de Fi-
bonacci, Period-doubling, Thue-morse et Stewarst’s choral. Nous montrerons d’une
part, comment générer les trois premiers mots par complétions carrées de suffixes
et d’autre part, générer le mot de Stwarst’s choral par ['opération de duplication de

suffixes.

2.1 Le mot infini de Fibonacci

Le mot f de Fibonacci est le mot infini engendré par le morphisme ¢y en 0
et défini par : ¢;(0) = 01 et @s(1) = 0.
f= ngg_loo SOf(O)-

Le mot de Fibonacct est également défini comme limite de la suite de mots f,, définie
par: fo =0, fi =01l et fx = fr_1fr—2 pour k > 2.

Proposition 2.1.1. Pour tout n > 4 il eziste f, € SSC*(f,) tel que
fos1 € Pref(f,) et f, € Pref(faya).

Preuve : Nous procédons par récurrence sur n > 4.
Pour n = 4, considérons f4 = f3fo, le mot initial de la dérivation et f; le suffixe de

fs & compléter en un carré. Par SSC nous avons

SSC SSC

fo= f3fo 7= fafafa == fsfofofo = fafofifo = fafsho.

Posons f, = fifsfo = fsfo, on a fi € SSC?(fs) C SSC*(fy). Par ailleurs f, = fsfo
donc f5 € Pref(f,) et f, € Pref(fs). La propriété est donc vraie pour n = 4.
Supposons qu'il existe f. € SSC*(f.) tel que f..1 € Pref(f.)et f. € Pref(f.. .
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Puisque fry1 = fufn_1, on applique alors ’hypothése de récurrence a f,4; en dupli-

quant le suffixe f,,_;. Nous avons

SS5C¢ S5C

fn+1 = fnfn—l — fnfn—lfn—l — fnfn—lfn—lfn—l = fn+lfn—lfn—2fn—3 = fn+lfnfn—3-

Par ailleurs nous avons f,,1fnfn-3 = fany2fn—3. Ainsi, en posant f,’l 11 = frrafo-s
il vient que f711+1 € SSC2(fn+l) - SSC*(fn+l) De plus fn+2 € pref(frlz+l) et

frlz+l € Pref(fnts)- |

Proposition 2.1.2. Le mot f de Fibonacci est dans SSC*.

Preuve: On génére le mot infini f de Fibonacci par complétions carrées de suffixe a
partir du préfixe initial f;. On génére le mot f, grace a la Proposition 2.1.1. Puisque
fs € Pref(f,) et f, € SSC*(f4), on déduit par le Lemme 1.3.9 que f, € SSC*(fs).
De la méme maniére on dérive le mot f; par SSC du mot f5, et on vérifie ensuite
par le Lemme 1.3.9 que fg', € SSC*(fs)-

En itérant le processus, on obtient la suite (f,), pour n > 4, qui est une suite qui

converge vers le mot infini f de Fibonacci. |

2.2 Le mot infini Period-doubling

Le mot Period-doubling d est le mot infini engendré par le morphisme ¢y
défini par ¢4(0) = 01 et @4(1) =00 :

d= lim ¢3(0).

n—+o0o

Proposition 2.2.1. Pourtoutn > 3, d,y, € SSC*(d,) implique d, 12 € SSC*(dpy1).

Preuve : D’abord vérifions que pour n = 3, dy € SSC*(d3) implique d5 € SSC*(d,).
Pour ce faire, nous choisissons respectivement 01, 101, 0, 0, 01000 les suffixes de la
forme yzy & compléter en carré selon les étapes de la complétion. Par souci de clarté,

nous avons souligné le facteur = dans chaque suffixe de la forme yzy. On a :

ds = 01000101 255 0100010101 = z, = 010001(01)?

z, = 0100010101 255 01000101010 = x5 = 0100010(10)?

7 = 01000101010 255 010001010100 = x5 = 0100010101(0)2

z3 = 010001010100 255 0100010101000 = z4 = 01000101010(0)?

x4 = 0100010101000 25 0100010101000100 = z4 = 01000101(0100)2 = dj.

Ainsi, nous avons dy € SSC*(d3) C SSC*(d3). On montre maintenant que
dy € SSC*(dy). Comme suffixes & compléter en un carrés, nous prenons respective-

ment,

a(01), pa(1)a(0)pa(1), Pa(0), a(0), a(0)pa(100)a(0), les images respectives de
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01, 101, 0, 0 et 100 par le morphisme 4. La dérivation donne :

dy = 94(0) = wa(ds) = a(010001)pa(01) P 94(010001)pa(01)pa(01) = ,

21 = 94(0100010)04(1)a(0)¢a(1) = 9a(0100010)p4(1)pa(0)pa(1)pa(0) = 22

Ty = 04(0100010101)pa(0) 225 4(0100010101)104(0)04(0) = x5

23 = 04(01000101010)i04(0) 225 4(01000101010)p4(0)p4(0) = 24

24 = a(01000101)0(0)2a(100)9(0) £5 19,(01000101)i0(0) p4(100) 04(0)4(100)

25 = pa(01000101)pa(0)pa(100)y4(0)ia(100) = 4(0100010101000100) = y(dy) =
©35(0) = ds. '

Ainsi, ds € SSC3(dy) C SSC*(dy).

Supposons que la propriété reste vraie jusqu’a 'ordre n i.e., d,1 € SSC*(d,) im-
plique d,,2 € SSC*(d,+1). D’aprés I’hypothése de récurrence, il nous suffit de mon-
trer que d,,43 € SSC*(dpya)-

Pour ce faire, en fonction des étapes de la dérivation nous prenons respectivement

G (O, ¢ (Deg ) (1), w3 (0), ¢57(0), @i ()¢~ (10005 (0)

les suffixes de la forme yzy & compléter en un carrés. Par dérivations successives on

a .

dnya = @12(0) = @17} (ds) = @271(01000101) = @~1(01001)¢?~1(01) 25

@1 (01001 )R (01) 1 (01) = 3 7*(010010101) = 7,

n— n— n— 77— SsC
2y = i~ 1(010010)2 1 (1) 1 (0) 31 (1) &=

i 1(010010)¢; (1) (0}l (1)l 1(0) =

SSC  p-1

2y = 7 1(010010101)571(0) == 771010010101 )71 (0)?~2(0) = x5

T3 = @ "1(01000101010)071(0) £55 ©7~1(01000101010)i2% 1 (0)e? ™ (0) = z4

24 = ¢~} (01000101 )7~ (0)2 1 (100)p7~1(0) 225

@1 (01000101)¢7 7 (0)¢07 1 (100) 40 ™1 (0) 07~ (100) = 3 ~*(0100010101000100) =

Ty = wZ‘l(dd = SDTB(O) = ds
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AinSi, dn+3 € SSCs(dn+2) C SSC*(dn+2)
Par conséquent, dn4y € SSC*(d,,) implique dpy2 € SSC*(dp41)- [

Proposition 2.2.2. Le mot infini Period-doubling d est dans SSC*.

Preuve: Grace a la Proposition 2.2.1, nous générons par SSC une suite finie de
mots (d,), qui converge vers le mot infini d nommé Period-doubling. Ainsi, il suffit

de commencer la dérivation avec le préfixe ds. [

2.3 Le mot infini de Thue-Morse

Le mot t de Thue-Morse est le mot infini engendré par le morphisme ¢, défini
par : ¢4(0) =01 et ¢,(1) =10. On a:

t= lim ¢}(0).

n—+00

Soit ¢, un préfixe de t. Nous désignons par ¢, le mot obtenu de ¢, en supprimant la

derniére lettre et £, le mot obtenu de ¢, par échange de lettres.

Lemme 2.3.1. Soit n un entier naturel. Alors, t, = ¢"(0) se termine par 0 sin

est pair et par 1 sinon.

Preuve: Par récurrence sur n, montrons que ts,, se termine par 0.
La propriété est vraie pour n = 0 et n = 1 puisque tg = 0 et £, = 0110.

Supposons la propriété vraie pour tout n > 1 et vérifions la pour n + 1. Nous avons

ton+1) = tonga = <an+2(0) = ‘P? ((,of"(())) = ‘Pf(t?-n)-

Comme par hypothése de récurrence to, se termine 0, on peut écrire ¢y, = u0 avec
u € Y ". Par suite on a :

tam+r) = @ (u0) = @} ()¢} (0) = 2 (u)ts = ©}(u)0110.

Ainsi, ta(n41) se termine par (.

De fagon similaire, on montre que #5,,, se termine par 1. |

Proposition 2.3.2. Soit t,,, un préfize du mot infini t de Thue-Morse. Pour tout
n>2t €8SSC*(tay).

Preuve: Du Lemme 2.3.1, nous distinguons deux cas suivant la parité de n.

Pourn=1etn=20na:

t = 01555 011 = 0(1)2 = t, € SSC(t;) C SSC*(t;)
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et

t, = 0110 225 011010 = 011010 £55 0110100 = 01101(0)? = t5 € SSC2(ty) C SSC*(ty).

La propriété est donc vérifiée pour n € {1, 2}.

Supposons que la propriété est vérifite jusqu’a l'ordre n i.e, t, € SSC*(ty_1) et
tons1 € SSC*(tan).

Montrons que ty,,, € SSC*(tant1) et to,. 5 € SSC*(tanya).

. 4 s !
Par ailleurs, une décomposition de t,,_ , et ta,41 donne :

t’2n+2 = t2n+1£2n+1 = t2nt_2nf2nt’2n et t2n+l = t2n£2n = t2n£2n—1t2n—l-

Par complétions carrées de suffixes, on a :

- SS¢, - = - SSC -
ton+1 = tanton ¥ toptonlon = tonsiton—1ton—1 ¥ tons1lon—1t2n-1t2n-1.

n

X . ) sc* .
D’aprés 'hypothése de récurrence, tg,_, v t;_n. Par suite :

—_ - Ssc* - ’ - ’
tons1toan—iton—1ton_1 = t2n+1t2n[t2n—1] — t2n+lt2n[t2n} = t2n+1t2n+1 = t2n+2-

Ainsi, tg, o € SSC*(tant1).
De méme, montrons que t’2n +3 € SSC*(tan42)-

P 2. ’
Une décomposition de t,,, 5 et t,12 donne :

+ - - - ’
tonss = tontatonio = lont1lonsitonyitan g

et
tant2 = tons1tonta-
Par complétions carrées de suffixes, on a :

- Ssc P - SSC -
tont2 = ontitonst = tontalonsifonts = fontatonton ¥ tonsatontonton.

s . . CRloN }
D’aprés 'hypothése de récurrence to, ¥ t,,.,. Par conséquent

T SsC* - ! ' 12 ’
t2n+2t2nt2n[t2n] [ t2n+2t2nt2n{t2n+1] = t2n+2t2n+1t2n+1 = t2n+2t2n+2 = t2n+3-

Ainsi, t,2n+3 € SSC*(t2n+2). n

Proposition 2.3.3. Pour toutn > 6, ¢, 254 o 8(1).

Preuve : Pour n = 6, il suffit de vérifier que ts0?(1) € SSC(t;). En effet, considérons
le mot tg = ©?(0) = tsts = t5t4t31;010110. Comme 10110 est un suffixe de tg, il existe
alors 2 € Y tels que tg = 210110 et tg = 21011. Comme ¢, = ¢?(0) alors t; peut

s’écrire sous la forme
6 = 203 (1)l (0)i0f (1)ipd(1).
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Par une complétion carrée de suffixe, on a :

. SSC

tg = 207 (1)l (0)ep (1)l (1) = 200 (1)1 (0 (1) (1) (0)p (1) =t (1)-
Par suite, tgp)(1) € SSC(ty).
Supposons maintenant que t, 559 t,¢""%(1). Une décomposition de t,, donne :

= @79l (0) = p 0 (te) = i °(210110) = @70 (2)e} T8 (10)} ()7 ~*(10).

e Si n est pair alors, t,, se termine par 0 d’aprés le Lemme 2.3.1 et on a:

tn = " (2)" ()" 7(0) -+ 0(0)1[0"*(1)]e"*(1)™ 7 (0) - - - (0)10.

et

t, = " 5(2)0" ()" T(0) - - 0(0)1[0" (1) ]ee" (1) 7(0) - - - (0)1

e Si n est impair alors, t, se termine par 1 d’aprés le Lemme 2.3.1, et on a :

tn = " (2)¢" ()" T(0) - (1)0[1™ (D))" (1)"7(0) - - - o(1)01.

et

ty = 9" (2)e" (1) 7(0) - - 0(1)0[1™ S (D)™ (1) (0) - p(1)0

A D'ordre n + 1, nous distinguons deux cas.
e Supposons 1 pair.

La valeur n + 1 est impair. Alors, ¢, se termine par un 1. On a

tarr = ©"2(2)@" ()" (0) - - - o(1)0[10™ > (1)) (1) 0(0) - - - (1)01

et

t = " ()" (1" (0) - (D01 (D] (1) (0) - (1)0.

En prenant x = 1p™ (1) et y = ¢ 3(1)p™%(0)--- (1), on obtient le suffixe
yzy & compléter en un carré. Une étape de dérivation par SSC permet d’obtenir
’ SSC

typr = tapr™ (1),

e Supposons n impair.

La valeur n + 1 est pair, il vient que t,,,; se termine par 0 d’aprés le Lemme 2.3.1.

Ona:

tarr = " (2)0" (1) 0(0) - - (0)1[0™ 5 (1)} 5 (1)¢™8(0) - - - (0) 10

et

tna = " ()" P (19" (0) -+ (0)1 00" (W)]" P (1) *(0) - - p(0)1.

En prenant £ = 0p"°(1) et y = ¢"3(1)¢"%(0) - - - ©(0)1, il vient que yzy est un
suffixe de t,,; 4 compléter en un carré. En une dérivation par SSC on obtient
’ 58C

trer 7 tar1" (1)

On en déduit que pour tout n > 6, t, 255 ¢ 20" 8(1). |



2.3 Le mot infini de Thue-Morse

Proposition 2.3.4. Le mot infini t de Thue-Morse est dans SSC¥.

Preuve: Soit t5, le préfixe initial générateur de ¢t par SSC. Par la Proposition 2.3.2
on dérive par SSC le mot t, de t5. Grace & la Proposition 2.3.3, nous dérivons le
mot tgl de tg en une étape de SSC. Une fois le mot ts1 obtenu, nous dérivons ¢, de
tel par le Lemme 2.3.1. En poursuivant la dérivation avec la méme procédure, on
finit par dériver en une étape donnée le mot ¢, . De ¢, on dérive ¢,y (1). A l'aide
du Lemme 1.3.9 on dérive ¢, ;. En itérant le processus on obtient la suite de mots

(t.)n, qui converge vers le mot infini ¢ de Thue-Morse. ]

Dans le mot de Thue-morse, 'observation des carrés a conduit au Lemmes sui-

vants :
Lemme 2.3.5. Pour tout n > 1, t, et t, ne possédent pas de préfizes carrés.

Preuve: Pour n € {1, 2}, on a t; = 01 et t; = 0110. Ces deux mots ne possédent
pas de préfixes carrés. La propriété est alors vérifiée pour n € {1, 2}.

Supposons que jusqu’a 'ordre n, t,, ne posséde toujours pas de préfixes carrés, Vé-
rifions & 'ordre n + 1 que t,41 ne posséde pas de préfixes carrés. Supposons que
tnt1 posséde un préfixe carré. Soit zz ce préfixe carré. Comme |zz| est paire, nous
distinguons alors deux cas de figures :

e Supposons que |zz| est une puissance de 2. i.e, |zz| = 2% avec k € {1,...,n + 1}.
Alors, il existe [ avec 1 <[ < n+1 tels que t; = £,_1;_, = zz. Ainsi, il vient que
ti-1 = t;1. Ce qui est absurde car pour tout { > 1 on a t;_; # £;_;.

e Supposons que |zz| n’est pas une puissance de 2 .i.e, |zz| = 28 +2pavec 1 <k < n |
et 1 < p < 2%2 Alors, zz = tt, = tg1tk_1tp_1t,—1. Le centre du carré se
trouve dans t,_;. 1l existe w; € Fact(ty_1) et wo € Fact(t,_1) avec |w;| = |wy
tels que ty_y = tt,wy et oy = tt,we. On a zz = (Ltw)(Ept,wa)t, ity =
(tp—1tpo1tpwy)(Ep1tp_1tpwa)Ep_1tp-1.

Par suite, 2z = (tp_1tp-1tpwitp—1)(tp-1tp-1tp-1walp—1t,-1). Ainsi, t,; = £,;. Ce
qui est absurde, car t,_; # t,_1 pour tout p > 1. Par un raisonnement analogue, on

montre que t, ne posséde pas de préfixes carrés. a

Lemme 2.3.6. Pour tout n > 0, t, et t, ne possédent pas de suffizes carrés.

Lemme 2.3.7. Pour tout n > 2, sit,[i..j] est un facteur carré de t,, tel que i<
271 etj > 271 alors, ce carré est un facteur de t,[2772 41,2014+ 272 = £, o, _s.
Pour tout n > 2, si {,[i..j] est un facteur carré de t, tel quei < 271 et j > 2771

alors, ce facteur carré est un facteur de 1,[2"% 4+ 1.2" 71 + 2" = ¢, ot, 9.

Autrement dit :

e 5'il existe un facteur carré de ¢, qui contient le centre de t,,, alors ce carré est un
facteur de f,_ot,_.
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e ¢'il existe un facteur carré de t, qui contient le centre de {,, alors ce carré est

facteur de t,_st,_o.

Lemme 2.3.8. Pour tout n > 0, si t,[i..j] est un facteur carré tel que 1 < 2°7! et
j>2" 1 de plus sii# 27241 ou j # 271 4272 qlors, ce carré est un facteur de
o[22 4+ 273 4 1.0m 4 98

Pour tout n > 0, si t,[i..5] est un facteur carré tel que i < 2™! et j > 2"} de plus
sii#£ 272+ 1 ouj# 2"+ 272 alors, ce carré est un facteur de

F[2n2 4 273 4 1,201 4 9779,

Autrement dit :
e 5'il existe un facteur carré de ¢, qui contient le centre de t, tel que ce facteur ne
soit pas identique & £,_,t,_o alors, ce facteur carré est un facteur de t,_st,_s.
e s'il existe un facteur carré de £, qui contient le centre de £, tel que ce facteur soit

différent de t,_»t,_o, alors ce facteur carré est un facteur de Z,_st,_s.

Proposition 2.3.9. Pour tout n > 1, on considére deuz mots finis © el y préfizes
de t tels que T € Pref(t,) ett, € Pref(y). Siy € SD*(z) dlors |y| < 27! 4 271,

Preuve: Procédons par récurrence sur n > 1.
Pourn =1, ¢, = 01 et {; = 10. Par suite {0, 01} € Pref(t,) et {1, 10} € Pref(t;).

On considére les préfixes de t; et t,. Par une premiére duplication de suffixes on a :

025 0% ¢ Pref(t
01 25 011 € Pref(t

(1)
(t)
0125 0101 ¢ Pref(t)
(
(

e

15 12 ¢ Pref(d)
10 5 100 € Pref(D)
| 1022 0110 ¢ Pref(2).

Considérons les préfixes de t et f obtenus & lissue de la premiére duplication de

suffixes. Par une seconde duplication de suffixes nous avons :

011 =5 {0111, 01111, 011011} ¢ Pref(t)

{ 100 =2 {1000, 10000, 100100} ¢ Pref(%).
Nous avons soulignés les suffixes dupliqués. Le plus long préfixe de t obtenu par
duplication de suffixes & partir d’un préfixe de ¢, est 011 et celui de # obtenu & partir
d’un préfixe de #; est 100. Ainsi, nous avons |011] = |100] < 2}*1 + 20 = 5, La
propriété est donc vérifiée pour n = 1.
Supposons que pour tout entier naturel | < n — 1, pour y € SD*(z) avec = €
{Pref(t;), Pref(t))}, on a |y| < 2+ 4 2-1,

Supposons qu’a partir d’un preéfixe initial = de ¢, ou t, on arrive & dériver en k
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étapes de SD, un mot u tel que |u| < 27! 4 2771 et qu’a 'étape k + 1 de SD l'on
obtient le mot uz avec |uz| > 2"+ 4 271,

Une décomposition ¢, donne :

tn+2 = tn——2£n-2fn—Ztn—2£n—Ztn~2tn—2£n—2t—n—2tn—Ztn—2t_n—2tn—2En—2t—n-—2tn+2

ou
tht2 = T1T2T3T4T5TeTrTeToT10T11T12T13T14T15T16-
Pour i € {1,---,16}, les 7, représentent les facteurs t,_2 ou t,_o de tnyo.
Comme |ry..70| = 10 x 2772 = 8 x 2""2 4 2 x 2% = 2" 4 2771 alors, u €

Pref(ry..10) et uz est un préfixe de t,, 3. Siu € SD¥(z) alors, il existe u; € Pref(u)
tel que v € SD(u;). Ainsi, u = uyz avec z € Suf f(u).

Déterminons deux préfixes intermédiaires obtenus dans la dérivation de uz a partir
du préfixe initial z de t,. Soit uy, le préfixe qui se termine dans 77 et u le préfixe de
uz.

Nous procédons par une réduction d’étapes de duplications en commengant par
I'étape k + 1.

D’abord, il est nécessaire de trouver la position finale de u qui correspond au centre
du carré zz. Ainsi, nous analysons les positions suivantes :

¢ Le préfixe u ne se termine pas dans 7,..74 (u ¢ Pref(r..74 = t,)). En appliquant
le Lemme 2.3.7 4 t,,,9, il vient que le carré qui contient le centre de ¢,2 commence
nécessairement aprés la position 2" + 1 = |1..74tp]. Comme uz contient le centre de
tny2 qui est dans 7g7g alors, le premier z de zz ne peut commencer dans ¢, = 7y..74.
Comme il est possible que uz termine dans ¢,3, alors en appliquant le Lemme 2.3.7
tny3, 1l vient que le carré centré dans ¢,,, 3 commence nécessairement aprés la position
2"+ 4+ 1. Ainsi, le premier z du carré zz ne peut se trouver dans t,, = 7,..74 de méme
que la position finale de u.

o Le préfixe u de uz ne se termine pas dans 757.

Si le carré zz commence dans 75, il serait le seul carré 75..712 = tnt,.

Dans ce cas uz = t,y. Alors, t,,; posséde un suffixe carré, ce qui est absurde par
Lemme 2.3.6.

Si le carré zz commence dans 74 alors la position finale de uz se trouve dans t, .

En appliquant le Lemme 2.3.8 & ¢, .9, il vient que le carré 2z est situé dans
toea[2" + 277 4+ 1.2 0 = 1y,

Ce qui est absurde. Puisque par hypothése uz se termine strictement aprés la position
finale de 7.

e Selon le Lemme 2.3.8 appliqué a t, 9, il n’existe pas de carré qui commence dans
73 et se termine strictement aprés la position finale de 7.

¢ Puisque le facteur carré zz ne commence pas dans 7;..73 et par I'hypothése selon

laquelle uz se termine strictement aprés la position finale de 719, il vient que le centre
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de zz ne peut se trouver que dans la seconde moitié de 79. Ainsi, u se termine dans

la seconde moitié de 7q.

En admettant que cette position finale de uz se trouve dans la seconde moitié de
Ty, alors On procéde a une seconde réduction d’étape de duplication suffixes quitte
a obtenir le préfixe u de uz a I'étape k.

Comme u € SD¥(z) alors, il existe u; € Pref(u)et 2, € Suff(u;) tels que u = u, 2.
Par un raisonnement similaire 4 1’étape & + 1, on montre que u; ne se termine pas
dans 71..7¢ mais se termine dans 77. Prenons w; le suffixe de u; contenue dans 77
et w, le suffixe de u contenu dans 77..739. Alors, il existe r; tel que : u; = mw; et
u = rywy. Comme u; € SD* () avec k; < k, et u € SD*(z) alors u € SD** (u;).
Par suit w, S0 wg. Nous avons w; € Pref(t,-o) et w; € Pref(w,). Ainsi, wy €
Pref(t) et comme la position finale de u se situe dans la seconde moitié de 7y, on a
[T77gtn s = 2771 + 2" < |ws| < |77..750] ce qui est absurde d’aprés ’hypothése de
récurrence. |

Proposition 2.3.10. Le mot infini t de Thue-morse n'est pas dans PSD¥

Preuve: Puisque, le mot de Thue — morse t est un mot infini & droite alors, il
ne peut étre généré par duplication de préfixes. De plus, par la Proposition 2.3.9,
t ne peut étre généré par duplication de suffixes. Ainsi, t n’est pas dérivable par

duplications de préfixes-suffixes. n

2.4 Le mot infini de Stewart’s choral

Le mot s de Stewart’s choral est le mot infini obtenu comme limite de la suite
(Sn)n définie par : so = 0 et s,41 = $,8,8;, pour tout n > 0. Le suffixe s est obtenu
par échange de la lettre du milieu du mot s,,.
Ainsi,

s= lim s,.
n—+00

Le mot infini s ne contient pas de cube. De plus |s,| = 3™
Proposition 2.4.1. Pour tout n > 1, s,.1 € SD*(s,) implique 8419 € SD*(8p41).

Preuve : D’abord, vérifions pour n = 1, s5 € SD*(s;) implique s3 € SD*(s,). Pour
ce faire, nous choisissons respectivement sy, sqs§ et s; comme suffixes & dupliquer
selon les étapes. On a :

SD * SD * * * SD * _ ¥ _ * ___
8} > 5181 = 5180808y > 82815181518 = 8181808y > 815180535g = 51518 = S2.

Ainsi, s, € SD¥(s)) C 8§D*(sy).
Montrons maintenant que s3 € SD*(s;). Comme suffixes & dupliquer, nous prenons

respectivement s3, 5157, et s]. La dérivation donne :

sp. . 5D A . SD . .
82 > §283 = 52518181 > 52515151815] = 825828187 > 8282815;8) = 528289 = S3.
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AiIlSi, 83 € SD3<82) C SD*(SQ).
Supposons que la propriété reste vraie jusqu’a l'ordre n i.e., s,4; € SD*(s,,) implique

Snt+2 € SD*(sp41). Alors, vérifions que s,43 € SD*(s,42). Nous avons
SD B « 8D . .
Sn42 P Sn428n4+2 = Sn428n+18n+1Sp41 T Sn+28n4+15n4+15,418n+1S41 =

* 5D x % *
Sn428n428n+18041 F 7 Sn425n428n+15, 415041 = Sn+28n+28,42 = Sn43-
Ainsi, $p13 € SD?*(s,42) C SD*(snya). Par conséquent, s,,; € SD*(s,) implique
*
Sn42 € SD (Sn+1)- n

Proposition 2.4.2. Le mot infini s de Stewart’s choral est dans SDY.

Preuve: A aide de la Proposition 2.4.1 nous générons par SD une suite finie de

mots (sn), qui converge vers le mot infini s de Stewart’s choral. n



~ Chapitre 3
Complétions carrées de

préfixes-suffixes des mots finis et

algorithmes

Dans ce chapitre nous nous intéressons aux mots finis. D’une part, nous dé-
finirons une procédure qui permet de déterminer les facteurs minimaux générateurs
d’un mot par PSSC. D’autre part, nous établirons un test, qui prend en compte
deux mots finis de tailles différentes puis vérifie la possibilité & générer par PSSC

le mot le plus long & partir du plus court.

3.1 Algorithme de recherche

Dans cette partie nous élaborons deux procédures. La premiére détermine le
préfixe minimal permettant de générer w par SSC et la seconde permet de déter-

miner les facteurs minimaux pouvant générer w par PSSC.

Définition 3.1.1. Soit w un mot fini non vide de longueur n. Pour toul i €
{1,---,n} :
e On désigne par M RE[i| lindicatrice de la position minimale j > i tel qu’il existe
un facteur carré de position finale 7 dont la premiére moiti€ contient la position 1.
Nous avons

J—1l+1
)

. ® On désigne par M LE[i] Uindicatrice de la position mazimale | < i tel qu’il eziste

MRE]i| = min{j/ﬂw[[..j] un carre avec | < j < I+

un facteur carré de position initiale | dont la seconde moitié contient la position i.

Nous avons

j—1+1
2

Exemple 3.1.2. Considérons le mot w et i l'indice de ses lettres représentés dans

MLE}i| = mam{l/ﬂ w(l..5) un carre avec | + <i1< j}

le tableau ci-dessous.
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w|0|110101|0]|1
i 1112181415167

Les différents facteurs carrés de w sont : w[1..6] = (010)2, w(3..4] = (0)?,

wl4..7) = (01)2. Déterminons maintenant M RE]i] et M LE]i] pour tout i € {1..7}.

e Valeur de MREJi| pour tout i € {1...7}

On détermine premiérement les positions finale de tous les facteurs carrés qui contiennent
la position i dans la premiére moiti€. Ensuite, on retient la valeur minimale de ces
positions finales obtenues. Ainsi, on obtient M RE]i].

Pour i =1, on a le seul facteur carré w(1..6] = (010)? = 010010. Alors, MRE[l] =

min{6} = 6.
Pour i =2, on a le seul facteur carré w(1..6] = 010010 = (010)2. Ainsi, MRE[2] =
min{6} = 6.

Les autres valeurs se déterminent de fagon similaire.

On a : MRE[3] = min{4,6} = 4, MRE[4] = min{7} = 7, MRE[5] = min{7} =
7, MRE[6] = MRE[7] = min{@} = +oo0.

e Valeur de MLEJi] pour tout i € {1...7}.

On détermine la position initiale de tous les facteurs carrés contenant la position i
dans la seconde moitié. Une fois ces facteurs retrouvés, on retient la valeur mazxi-
male de ses positions initiales. Ainsi, on obtient M LE[i].

Pour i =1, il n'existe pas de facteurs carrés. Alors, MLE[l] = Maz{@} = —c0.
Les autres valeurs se déterminent de facon similaire.

Ona: MLE[2] = Maz{@} = —c0, MLE[3]| = Maz{@} = —o0,

MLE[4] = Maz{3,1} = 3, MLE[5] = Maz{1} = 1,

MLE[6] = Maxz{4,1} =4, MLE[7] = Maz{4} = 4.

Lemme 3.1.3. Soit w un mot fini non vide sur Y . On considére deuz facteurs
wliy..J1] et wlia..Jo] de w tels que i1 < iy < jo < Ji. Siw € SSC*(wliz..ja]) alors
we SSC*(U)[lel])

Preuve: Supposons que w € SSC*(wliz..jo]) et wliz..jo] € Fact(w[iy..5y]). Alors
w € SSC*(wlia..J2]) implique w(iq..Jo] € Pref(w). Comme wlis..Jo] € Fact(w(iy..J1])
et que les deux mots wli;..Ji], w(ia..jo] sont des facteurs de w, alors wli)..7;] €
Pref(w). Ainsi, w[is..jo] € Pref(wliy..j1]) et w[éy..51] € Pref(w).

Il en résulte Lemme 1.3.9 que w € SSC*(w[i;..Ji1])- |

Lemme 3.1.4. Soit w un mot fini non vide de longueur n. Les valeurs M RE[i] et

MLETi] peuvent étre déterminées en un temps linéaire O(n).

Preuve: Pour déterminer chaque valeur M RE[i] et M LE][i], on a besoin de par-
courir toutes les positions de w pour retrouver les facteurs carrés et vérifier les
hypothéses. Comme w est un mot fini, alors dans le pire des cas, on aurait au plus
n tests & faire. Ainsi, la complexité algorithmique est donc d’ordre linéaire. [
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compteurs tmin et I & la valeur 7 = |w|. On désigne par i, la position initiale du
facteur run considéré et par p la période de ce méme facteur. Nous parcourons
ensuite, les positions de w dans l'ordre décroissante de la longueur de w comme
suit :
~ Pour l =7 0on @ ipy, =T car w € SSC°(w).
-~ Pourl=6o0naimm=3car L6]=1letp+i—-1=3+1-1=3<1.
Le facteur run considéré est w{l..6) = (010)? qui pour période p = 3.
- Pourl =15 on @ imin =3 car L[5] = 1 mais 5 > 3.
Pourl=4 on a imim, =3 car L[4 =1 et 4 > 3.
-~ Pourl=3 on a iy = 3.
Pourl =2 on a imin =3 car L[2] =0

Par complétions carrés de suffizes de w(l..imin] = w[1..3] =010 on a :

w[l..3] = 010 ©=5 0100 = 0100 55 010010 = 010010 =25 0100101 = w

Ainsi, w € SSC3(w1..3]). D’0w, Gmin =i = 3.
Remarque 3.1.10. Certain mots finis possédent des propriétés particuliéres rendant

possible toute complétion carrée de préfizes-suffizes a partir d’un facteur quelcongue.

3.1.2 Recherche des facteurs minimaux pour PSSC

Dans cette partie nous construisons une procédure qui permet de déterminer

les facteurs minimaux d’un mot fini capable de le générer par PSSC.

Définition 3.1.11. Soit w un mot fini non vide de longueur n. Pour tous entiers
naturel i, k tels que 1 < i < k < n, RMQ(i,k) est la valeur minimale comprise
dans {MLE[i], MLE[i +1],--- ,MLE[k]} et on note :

RMQ(i k) = mm{MLE[i], MLE[i+1],-- MLE[k]}
posRMQ(i, k) est lindicatrice de la position ot RMQ(i, k) est atteinte. On note
posRMQ(i, ) = {j/RMQUi,k) = MLE[s]}

Exemple 3.1.12. On considére le mot w = 0100101.
RMQ(4,7) = min{ MLE[4], MLE[5), MLE[6], MLE[7]} = min{3, 1, 4, 4} = 1 et
posRMQ(1,5) = 5.

Théoréme 3.1.13. Soit w un mot fini non vide de longueur n. Pour tout i <n, il

existe un facteur minimal wli..j;) tel que w € PSSC*(wli..j]).

Preuve: Nous déterminons les valeurs minimales j; pour chaque position ¢ consi-

dérée en procédons 4 une série d’analyses.
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D’abord, il convient de déterminer pour chaque position ¢, la valeur M RE[i]. L’ana-
lyse de cette valeur permettra d’identifier la complétion carrée nécessaire a appli-
quer en premier. Aux cas ol une complétion carrée de préfixe n'est pas possible,
on détermine alors les valeurs M LE[i] et RMQ(i, k) pour tout k > i. L'analyse de
ces valeurs permet d’envisager d’éventuelles complétions carrées de suffixes suivit
de complétions carrées de préfixes. Les valeurs j; & déterminer vérifient la relation
J1 L Jp £+ < gy, d’aprés le Lemme 3.1.3.

Suivant les valeurs de 4, nous déterminons les valeurs des j; en procédant comme
suit :

e Pour 7 = 1, il suffit d’utiliser I'algorithme 1 du Théoréme 3.1.8 qui permet de trou-
ver la valeur j, qui correspond & la valeur minimale telle que w € SSC*(w][l..5,]).
e Pour i = 2 on procéde comme suit :

e Si MRE[1] < ji, il suffit de poser j;, = j;.

En effet, par la Proposition 3.1.5, j; > M RE[1] implique w[1..5;] € PSC* (w[2..51]).
11 suffit de procéder par une complétion carrée de préfixe pour retrouver le pré-

fixe initial w(1..5;]. Dans ce cas, on utilise I'algorithme 1 pour générer w par
SSC a partir de w[1..7,]. Ainsi, pour j = j; on a w € PSSC*(w[2..71]).

e Si MREJi) > j, alors, d’apres la Proposition 3.1.5, il n’est pas possible d’appli-
quer une complétion carrée de préfixe au facteur considéré. On envisage dans
ce cas, la possibilité d’appliquer une éventuelle complétion carrée de suffixes.
On pourrait premiérement générer par complétion carrée de suffixes, un fac-
teur de position finale m contenant la position M RE[1]

(i.e, w[2..MRE][1])] € Pref(w[2..m])). A partir de ce facteur, on pourrait

générer le préfixe w[l..m] de w par complétions carrées de préfixes en uti-

lisant la Proposition 3.1.4. Ainsi, il convient donc de déterminer la valeur

RMQ(j,, M RE[1]) afin d’envisager cette possibilité.

e Si RMQ(j1, MREI1]) > 2 alors, on pose dans ce cas j; = j;.
En effet, si RMQ(j;, MRE[1]) > 2 alors, il existe un facteur carré qui
commence au moins a la position 2 et qui contient toute position j telle que
71 €7 < MRE[1]. D’aprés la Proposition 3.1.10, le facteur w[2..;] peut
générer par SSC un facteur w(2..p] tel que p > MRE[1]. Ainsi, on obtient
un facteur qui contient M RE[1]. On procéde maintenant par complétions
carrées de suffixes pour générer le mot wll..p] & l'aide de la Proposition 3.1.5.
Une fois le mot w[l..p] obtenu, on génére tout le mot w par complétions
carrées de suffixes a ’aide de la Proposition 3.1.10.

e Si RMQ(i, k) < 2 alors, on pose j, = posRMQ(j1, MRE[1)).
En effet, d'une part, on ne peut dériver un facteur qui contient la position 1
a partir d’un autre facteur qui ne contient pas la position M RE[1]. D’autre
part, on ne peut pas générer un facteur qui contient la position M RE(1]

a partir d'un facteur qui commence a la position 2. La seule possibilité
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est de générer des facteurs contenant toutes les positions j telles que j; <
J < MRE[1] et MRE[j] = 1. Ainsi, aucune complétion carrée n’est alors
possible.

Supposons que les valeurs ji, ja, -+ , j,—i1s0ont connues et que nous voulons déter-

miner j,. Alors, nous procédons de la maniére suivante :

Par un raisonnement similaire 3 ’étape i =2 on a :

Si ji-y > MRE[i - 1] alors, j; = ji_1.

Si ce n’est pas le cas (ji-; < MRE[i — 1)), alors, on calcule la valeur

RMQ(ji—1, MRE[i — 1]). Par cette valeur, on vérifie :

Si RMQ(ji—1, MRE]i — 1)) > i, alors on pose j; = j;—1. Dans le cas contraire

(i.e, RMQ(ji—1, MRETi — 1]) < i) on procéde comme suit :

Cette partie différe de celle de I’étape 2.

Nous posons [ = posRMQ(j;—1, MRE[i — 1]). Par cette valeur, on calcule

I = posRMQ(l, MRE[i — 1]). Tant que RMQ(l, MRE[i - 1]) < 1, nous gardons la

valeur de | = posRMQ(l, MRE[i — 1]).

A lafin du cycle i.e lorsque RMQ(l, MRE[i—1]) > i, on pose j; = l. Ainsi, la valeur

| = posRMQ(l, MRE[i — 1]) donne la position finale du facteur qui commence 4 la

position n.

On en déduit un algorithme permettant de déterminer pour tout 7 < n, les valeurs

ji telles que w € PSSC*(wli..f;]). Voir l'algorithme 2. |

Exemple 3.1.14. Considérons le mot w = 0100101 représenté dans le tableau ci-

dessous :

w|0[1]0]0]!
il1l2ls) 45067

Déterminons les valeurs des j; pouri € {1,..,7}.

Pour i = 1, en utilisant Ualgorithme 1 du Théoréme 3.1.8. On a j; = 3.

Pouri = 2, puisque MRE[1] = 6 > j, = 3, on a RMQ(j1, MRE[1]) = RMQ(3,6) =
1 < 2. Ainsi, on pose j» = posRM@Q(3,6) = 5.

Pouri = 3, puisque MRE[2] = 6 > jy = 5, on a RMQ(ja, MRE[2]) = RMQ(5,6) =
1 < 2. Ainsi, j3 = posRMQ(5,6) = 5.

En procédant de facons similaire tout en suivant les étapes de Ualgorithme, on re-

trouve les valeurs j; consignées dans le tableau suivant :

il1]2]3)4)5|6]7
g |als]s]s

J7 ]
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rAlgorithme 2 : facteurs générateurs par PSSCJ

Entrée : w[l..n]
Sortie : j;
Début :
Pour i allant de 1 & n faire
- si ¢ =1 faire
- Utiliser 'algorithme 1
- fin de si
- si i = 2 faire
- calculer M RE[]]
si (j1 > MRE(1]) faire
-2+
— sinon
Calculer RMQ(5:, MRE[1])
- si RMQ(j1, MREJ1]) > 2 faire
—Je e
- sinon
- Ja & posRMQ(j,, MRE[L])

~ finsi

— finsi
- finsi
— si 1 > 2 faire
- si (ji-) > MRE]i — 1]) faire
= Ji & Jim
- sinon
— si (RMQ(ji-1, MRETi}) > 1)
— Ji ¢ Ji-1
- sinon
~ | & posRMQ(ji—1, MRE[i — 1])
~ tant que RMQ(l, MRE]i]) < i faire
- |+ posRMQ(l, MRE]i])
— fintantque
- retourne |
— Ji 1
— finsi
— finsi
— finsi
— finsi
Fin
Pour calculer la complexité de cet algorithme, on utilise toujours la technique in-
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crémenter compter. Soit C(n) et C{n + 1) le nombre d’instructions & 'étape n et a
'étape n+1. On a C(n+1) = C(n)+k ou k est une constante entiére. La complexité

est alors d’ordre linéaire O(n).

3.2 Algorithme de test

Dans cette partie, nous établirons un algorithme test qui prend en compte
deux mots de tailles différentes puis teste la possibilité & générer le mot le plus long

a partir du plus court par PSSC.

Théoréme 3.2.1. Soient w et x deuz mots finis non vides tels que |z| < |w| = n.

On peut tester en un temps linéaire st w € PSSC*(x).

Preuve: Déterminons toutes les occurrences de z dans w s'il y en a. Soit m la
longueur de z et n la longueur de w telles que n > m. Nous définissons un algorithme

qui permet de retrouver les occurrences d’'un facteur dans un mot.

Blgorithme 3 : occurrences de z dans w

Entrée : w[l..n], z[1..m|
Sortie : T[l.n —m+ 1]
Début :
— i1
- T[] +—0
~ Tant que i < (n — m + 1) faire
— Siwfi.m+i—1] =z[l..m] alors
- T[] «— 1
té— 1+ 1
— Sinon
- Tli] «— 0
—t+—1+1
- fin de si
— fin tant que
Retourner Ti]
Fin.
Cet algorithme prend en compte deux mots finis z[1..m] et w{l..n] de tailles diffé-
rentes tels que n > m. A la fin, l'algorithme retourne un tableau d’entier T'[¢] €
{0, 1}.
Si T[i] = 1 alors, il existe une occurrence de z dans w et ¢ représente cette occur-
rence. En revanche, si T'[¢] = 0 alors, 'occurrence de = n’est pas égale & ¢.
En générale,

e Si pour tout ¢ € {1,..,n —m+ 1}, T[i] = 0 alors, il n’existe pas d’occurrences de
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z dans w. Dans ce cas, £ n’est pas un facteur de w, par conséquent z ne peut étre
un facteur générateur de w par PSSC.

o S'il existe i € {1,..,n —m + 1} tel que T[i] = 1 alors, z est un facteur de w.
Pour savoir.s’il génére w, il suffit d’utiliser 1’algorithme 2 afin de retrouver tous les
facteurs minimaux générateurs de w par PSSC. Une fois ces facteurs générateurs
trouvés, on les comparent avec z. Ainsi, s'il y’ & équivalence, on en déduit que w

peut é&tre généré a partir de x ou que x est un générateur de w par PSSC.

La complexité de cet algorithme est d’ordre linéaire. En utilisant toujours la mé-
thode incrémenter compter, On a C(n + 1) = C(n). La complexité est constante,
donc d’ordre linéaire O(n).

Construisons maintenant un algorithme qui permet de vérifier pour deux mots finis

de tailles différentes, si le plus long peut étre généré du plus court par PSSC.

Algorithme 4 : test de dérivation par PSSC

Entrée : w[l..n], z[1..m]

Sortie : k
Début :
- k+0

- Pour i allant de 1 & (n —m + 1) faire
- si T[i] = 1 et w[i..j;] = z[1..m] alors
~k+k+1
finsi
finpour
— retourner k
Fin

Cet algorithme retourne un entier naturel k. Si k = 0, alors w ¢ PSSC*(z).

En revanche, si k& > 0 alors, w € PSSC*(z).

La complexité de cet algorithme est d’ordre linéaire. En considérant le pire des cas
possible et en appliquant la technique incrémenter compter on C (n+1)=C(n)+k

ot k est une constante. Ainsi, la complexité est d’ordre linéaire. [



CONCLUSION

Ce travail a mis en évidence les opérations de complétions carrées sur des
mots finis et infinis. Il a été établi que les mots de Fibonacci, de Thue-morse et de
Period-doubling se générent par complétions carrées de suffixes tandis que le mot
de Stewart’s choral se génére par duplication de suffixes. En s’intéressant aux mots
finis, on obtient un algorithme de complexité d’ordre linéaire qui permet d’identifier
certains mots finis qui se générent par complétions carrées de préfixes-suffixes a par-
tir d’un facteur donné. Malgré ces résultats obtenus, une caractérisation propre des
mots finis générés 4 partir d’un facteur en utilisant les opérations de complétions
carrées reste indéterminée ainsi que la possibilité de générer des mots infinis a partir

d’un facteur.
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